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АНОТАЦIЯ

Майзелiс З. О. Поширення, взаємодiя i декогеренцiя мод у нелiнiйних

квантових системах. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних наук

за спецiальнiстю 01.04.02 «Теоретична фiзика» (104 – Фiзика та астрономiя). – Iн-

ститут радiофiзики та електронiки iм. О.Я. Усикова НАН України, – Нацiональний

науковий центр «Харкiвський фiзико-технiчний iнститут» НАН України, Харкiв,

2021.

У дисертацiйнiй роботi представленi результати дослiдження поширення,

взаємодiї, затухання i декогеренцiї мод у квантових системах за наявностi дiї на

них адитивного та частотного шумiв, а також електронних мод у одновимiрному

вiгнерiвському кристалi та листi графена, джозефсонiвських електромагнiтних мод

у шаруватому надпровiднику. Передбачено ряд лiнiйних та нелiнiйних ефектiв у

цих системах.

Зокрема, розвинуто метод вiдокремлення ефектiв адитивного i частотного

шумiв, що дiють у системi за наявностi її затухання та декогеренцiї при збудженнi

системи на частотi, близькiй до резонансу. Згiдно цього методу, необхiдно аналi-

зувати статистичнi моменти старших порядкiв комплексної координати моди, що

знаходиться пiд дiєю змушуючої сили в умовах близьких до резонансу. Показано

переваги цього методу в порiвняннi з традицiйним методом аналiзу уширення

розподiлу в площинi двох квадратур координати. Показано, як навiть за наявностi

адитивного шуму бiльшої амплiтуди, нiж у частотного шуму, вже моменти другого

i третього порядку дозволяють розрiзнити ефекти частотного шуму, нелiнiйностi,

або теплового шуму у системi.

Показано, як цей метод аналiзу моментiв комплексної координати дозволяє

не лише детектувати наявнiсть частотного шуму, але i визначити його тип



3

i статистичнi характеристики. Проаналiзовано важливий клас бiлих частотних

шумiв на прикладах гауссiвського i пуассонiвського шумiв, отримано асимптотичнi

вирази для старших моментiв у випадку слабкого шуму з довiльною статистикою.

Запропоновано алгоритм знаходження моментiв для маркiвських процесiв, якi є

особливо важливими з точки зору застосувань, оскiльки неперервними маркiвськи-

ми шумами моделюють вплив адсорбованих на поверхнi мiкрорезонатора молекул,

що дифундують по його поверхнi. Дискретнi маркiвськi шуми представляють iнте-

рес у електронних системах, де вiдбувається перемикання мiж двома можливими

значеннями частоти резонатора. Для телеграфних сигналiв запропоновано схему

експериментальної перевiрки отриманих закономiрностей i експериментальнi данi

порiвняно з теоретичними передбаченнями для торсiонного мiкрорезонатора.

Показано, що завдяки взаємодiї механiчної моди з квантовою дворiвневою

системою вона буде не просто зазнавати дiї ефективного телеграфного шуму.

При великiй енергiї дворiвневої системи у порiвняннi з енергiєю моди, i при

особливому, дисперсiйному зв’язку мiж ними, може реалiзовуватися декiлька

станiв цiєї системи. Побудовано теорiю мультистабiльностi в цiй системi у

наближеннi середнього поля, i показано, що при контактi з однiєю дворiвневою

системою може спостерiгатися бiстабiльнiсть або тристабiльнiсть. В той же час

бiльша кiлькiсть рiвнiв у квантовiй системi, зв’язанiй з модою, призводить до

бiльшої кiлькостi спiвiснуючих рiвноважних станiв у системi. Показано, що

при монотонному збiльшеннi, а потiм зменшеннi величини зовнiшньої сили, що

збуджує моду, змiна її енергiї може мати гiстерезисний характер. Поблизу точок

бiфуркацiї вплив квантової системи на моду не може бути описаний в рамках теорiї

середнього поля. Знайдено швидкiсть переходу мiж метастабiльними станами у

квазiкласичному наближеннi з урахуванням квантового шуму внаслiдок контакту з

дворiвневою системою.

Показано, що мультистабiльнiсть може виникати i у класичнiй нелiнiйнiй

коливальнiй системi при наявностi так званого аргументального зв’язку з висо-

кочастотним просторово локалiзованим полем. Вивчено аргументальнi коливання



4

на прикладi маятника Дубошинського i показано, що в системi можуть встанов-

люватися змушенi коливання з псевдоквантовим дискретним спектром енергiй.

Знайдено, яка саме амплiтуда встановлюється в системi в залежностi вiд поча-

ткового вiдхилення маятника i початкової фази поля. Вважаючи початкову фазу

неконтрольованим параметром, що визначає стохастичнiсть системи, отриманi

ймовiрностi встановлення амплiтуд для рiзних мод в залежностi вiд початкової

енергiї маятника. Показано, що навiть при точному збiгу початкової енергiї з

однiєю з енергiй дискретного спектра вимушених коливань, в результатi можуть

встановитися i меншi амплiтуди.

Вивчено вплив нульових електромагнiтних мод вакуума на взаємодiю в

системi, що складається з тонкої плiвки i масивного тiла, з урахуванням скiнченної

частоти релаксацiї в речовинi плiвки. Цей вплив призводить до виникнення

сили Казимира мiж двома тiлами, i часткова прозорiсть плiвки для електро-

магнiтних мод вакуума призводить до чутливостi цiєї сили до дiелектричних

властивостей плiвки. Це дозволяє за допомогою вимiрювання сили Казимира

вивчати властивостi матерiалiв. Зокрема, сила Казимира може або зменшуватися

з ростом температури, або мати мiнiмум на температурнiй залежностi, вiдповiдно

до температурної поведiнки частоти релаксацiї.

Проаналiзовано вплив ефекту Казимира на роботу спектроскопiчної уста-

новки, в якiй вивчається атомний перехiд атомiв стронцiю, захоплених у вузлах

фотонного кристалу всерединi порожнистого волокна. Ширина пiка в цiй установцi

проаналiзована в залежностi вiд густоти атомiв у вузлах фотонного кристалу,

iнтенсивностi свiтла у пучках тощо. Знайдена залежнiсть часу декогеренцiї стану

атома вiд вiдстанi його до краю волокна. Виконано оцiнку змiни частоти за

рахунок ефекту Казимиру з урахуванням рiзницi поляризовностей атомiв у двох

станах, геометричного фактору, що враховую взаємодiю з усiма стiнками волокна,

прозоростi стiнок i дiелектричної проникностi їх матерiалу, а також температури.

Показано, що у сучасних установках, у яких вiдносна похибка за рахунок факторiв

iншої природи не менша за 10−17, вкладом ефекту Казимира, який оцiнено таким
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що не перевищує 3 · 10−18, можна знехтувати.

Отримано i проаналiзовано теплопровiднiсть одновимiрного вiгнерiвського

кристалу з урахуванням нелiнiйностi закону дисперсiї електронних мод в ньо-

му. Показано, що саме врахування взаємодiї мод дозволяє коректно описувати

процеси теплової релаксацiї в системi. Враховано вклад процесiв, що змiнюють

число мод, якi поширюються в прямому i зворотньому напрямку. За допомогою

кiнетичного рiвняння Больцмана розрахована залежнiсть термокондактанса вiд

довжини системи i знайдена залежнiсть плазмової довжини вiд температури.

Проаналiзовано динамiку врiвноваження системи пiсля раптової змiни числа мод,

якi поширюються в один бiк, що є важливим при аналiзi процесiв термолiзацiї.

Дослiджено електроннi моди у листi графену, що знаходиться у електрично-

му полi, потенцiал якого має профiль одновимiрного бар’єру. Особлива структура

поверхнi Фермi в графенi призводить до того, що у потенцiальному бар’єрi можуть

поширюватись локалiзованi моди. Це можливо завдяки симетрiї системи вiдносно

замiни електронiв на дiрки i потенцiального бар’єра на яму. Дослiджено диспер-

сiйнi кривi локалiзованих мод, якi мають максимуми. Така немонотоннiсть закону

дисперсiї призводить до особливостей густини електронних станiв у графенi як

функцiї висоти або ширини потенцiального бар’єру. Знайдено провiднiсть листа

графену i показано, що вона може бути представлена як сума вкладiв неперервного

спектру i вкладiв локалiзованих мод.

Дослiджено поширення джозефсонiвських електромагнiтних локалiзованих

мод у пластинi шаруватого надпровiдника, напрямок поширення яких є довiльним

по вiдношенню до площини шарiв. Показано, що завдяки анiзотропiї шаруватих

надпровiдникiв хвилi в них можуть бути представленi у виглядi суперпозицiї

звичайних та незвичайних мод, що призводить до чутливостi закону дисперсiї

до напрямку поширення. Показано, що збудження локалiзованих мод у пластинi

шаруватого надпровiдника призводить до пiкiв у залежностi поглинання терагер-

цевого випромiнення вiд кута падiння на систему. Завдяки немонотонностi диспер-

сiйних кривих, такi пiки можуть бути, як уособленими, так i розширюватися або
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навiть роздвоюватися. Показано, що за рахунок нелiнiйностi рiвнянь, що описують

електромагнiтне поле в системi, статичне магнiтне поле може змiнювати тензор

ефективної дiелектричної проникностi шаруватого надпровiдника, впливаючи на

поширення терагерцевих мод у системi i їх закон дисперсiї.

Одержанi результати доповнюють i розширюють наявнi уявлення про по-

ширення, взаємодiю i декогеренцiю мод у нелiнiйних квантових системах при

наявностi затухання або зовнiшнiх шумiв. Цi результати можуть бути вико-

ристанi при розробцi нанопристроїв та експериментальних установок у мiкро-

i нано-масштабах, у системах зчитування iнформацiї квантових комп’ютерiв

та електронiки терагерцового дiапазону. Наприклад, метод вiддiлення i аналiзу

частотного шуму у нано- i мiкрорезонаторах дозволив виявити частотнi шуми

навiть на фонi бiльшого за амплiтудою теплового шуму, присутнього в установках,

цей метод може бути використаний в системах детектування i визначення мас

макромолекул. Аналiз мультистабiльностi в системi моди i квантової дворiвневої

системи, зв’язаних дисперсiйним зв’язком, може бути використаний для аналiзу

стану реєстру квантового комп’ютера.

Ключовi слова: частотний шум, мультистабiльнiсть вiбрацiйної моди, де-

когеренцiя стану квантової системи, ефект Казимира, вiгнерiвський кристал,

локалiзованi електроннi моди, коефiцiєнт поглинання системи, джозефсонiвська

хвиля.
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ABSTRACT

Maizelis Z. O. Propagation, interaction and decoherence of modes in nonlinear

quantum systems. – Qualification scientific paper, manuscript.

Thesis for a Doctoral Degree in Physics and Mathematics: Speciality

01.04.02 “Theoretical physics” (104 – Physics and Astronomy). – O.Ya. Usikov Institute

for Radiophysics and Electronics NAS of Ukraine, – National Science Center ”Kharkiv

Institute of Physics and Technology” NAS of Ukraine, Kharkiv, 2021.

The Doctoral Thesis presents the results of the study of propagation, interaction,

attenuation and decoherence of modes in quantum systems in the presence of additive

noise and frequency noise, electronic modes in a one-dimensional Wigner crystal and

graphene sheet, as well as Josephson electromagnetic modes in layered superconductor.

A number of linear and nonlinear effects in these systems are provided.

In particular, a method for separating the effects of additive noise operating in

the system from frequency noise is developed. According to this method, it is necessary

to analyze the statistical moments and cumulants of the higher orders of the complex

coordinate of the mode, modulated by the external force in conditions close to resonance.

The advantages of this method in comparison with the traditional method of analyzing

the broadening of the distribution in the plane of in-phase and out of phase coordinates,

are shown. It is proved that even in the presence of additive noise of greater amplitude

than that of frequency noise, second and third-order cumulants allow to distinguish the

effects of frequency noise, nonlinearity, or thermal noise in the system.

The proposed method of analysis of complex coordinates moments allows not

only to detect the presence of frequency noise, but also to determine its type and

statistical characteristics. An important class of white frequency noise is analyzed on

the examples of Gaussian and Poisson noise, asymptotic expressions for older moments

in the case of weak noise with arbitrary statistics are obtained. An algorithm for finding
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moments for Markov processes, which are especially important from the point of view

of applications, is proposed. Continuous Markov noise simulates the effect of molecules

diffusion on the surface of the microresonator. Discrete Markov noise is of interest in

electronic systems, where there is switching between two possible values of the resonator

frequency. For telegraph signals, a scheme of experimental verification of the obtained

relations is proposed and experimental data is compared with theoretical predictions for

a torsion microresonator.

It is shown that due to the interaction of a mode with quantum two-level system,

it will not just be exposed to effective telegraph noise. With a high energy of a two-

level system in comparison with the energy of the mode, and in the case of a special,

dispersive interaction between them, several states of this system can be realized.

The theory of multistability in this system in the approximation of the mean field is

constructed, and it is shown that bistability or threestability can be observed in the case

of contact with one two-level system. At the same time, more levels in the quantum

system interacting with the mode leads to greater number of coexisting equilibrium

states in the system. It is shown that with a monotonic increase and then decrease of

the magnitude of the external force that excites the mode, the change in its energy

can be hysteretic. Near bifurcation points, the influence of a quantum system on the

mode cannot be described in terms of the mean field theory. The rate of transition

between metastable states in the quasiclassical approximation is found, taking into

account quantum noise due to contact with a two-level system.

It is shown that multistability can also occur in a classical nonlinear oscillatory

system in the presence of a so-called argumental coupling with a high-frequency

spatially localized field. Argumental oscillations are studied on the example of the

Duboshinsky pendulum and it is shown that forced oscillations with a discrete energy

spectrum can be established in the system. It is found what amplitude is set in the

system depending on the initial deviation of the pendulum and the initial phase of

the field. Considering the initial phase as an uncontrolled parameter that determines the

stochasticity of the system, the probabilities of setting the amplitudes for different modes
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depending on the initial energy of the pendulum are obtained. It is shown that even with

the exact coincidence of the initial energy with one of the energies of the discrete

spectrum of forced oscillations, smaller amplitudes can be established as a result.

The influence of zero oscillations of vacuum on a system consisting of a thin film

and a massive body, taking into account the finite frequency of relaxation in the film

material, is studied. This effect gives rise to a Casimir force between the two bodies,

and the partial transparency of the film for the electromagnetic modes of vacuum leads

to the sensitivity of this force to the dielectric properties of the film. This allows to use

measurement of the Casimir force to study the properties of materials. In particular, the

Casimir force can either decrease with the increase of temperature, or have a minimum

on the temperature dependence, in accordance with the temperature behavior of the

relaxation frequency.

The influence of the Casimir effect on the operation of a spectroscopic setup in

which the atomic transition of strontium atoms trapped in photonic crystal nodes inside

a hollow fiber is studied and analyzed. The width of the peak in this installation is

analyzed depending on the density of atoms in the photonic crystal nodes, the light

intensity in the beams, etc. The dependence of the decoherence time of the atom state

depending on its distance to the fiber edge is found. The frequency change due to the

Casimir effect is estimated taking into account the difference between the polarizations

of atoms in the two states, the geometric factor that takes into account the interaction

with all fiber walls, wall transparency and dielectric constant of their material, and

temperature. It is shown that in modern installations, in which the relative error due to

factors of another nature is not less than 10−17, the contribution of the Casimir effect,

which is estimated to not exceed 3 · 10−18, can be neglected.

The thermal conductivity of a one-dimensional Wigner crystal is obtained and

analyzed taking into account the nonlinearity of the dispersion law of electronic modes

in it. It is shown that taking into account the interaction of modes allows to correctly

describe the processes of thermal relaxation in the system. The contribution of processes

that change the number of modes that propagate in the forward and reverse directions
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is taken into account. Using the Boltzmann kinetic equation, the dependence of thermal

conductivity on the length of the system was calculated and the dependence of plasmon

length on temperature was found. The dynamics of system equilibration after a sudden

change in the number of modes propagating in one direction, which is important in

the analysis of thermalization processes, is analyzed. The obtained results can be used

for the analysis of nanostrings, Joule heat to which can be transferred by means of a

quantum dot contact or by injection of fast electrons into the system.

Electronic modes in a graphene sheet in an electric field with one-dimensional

potential barrier have been studied. The special structure of the Fermi surface in

graphene leads to the fact that localized modes can propagate in the potential barrier.

This is possible due to the symmetry of the system with respect to the replacement

of electrons by holes and the potential barrier by the well. The dispersion curves

of localized modes that have maxima are investigated. This nonmonotonicity of the

dispersion curves leads to the peculiarities of the density of states in graphene as a

function of the height or width of the potential barrier. The conductivity of the graphene

sheet is found and it is shown that it can be represented as the sum of the contributions

of the continuous spectrum and the contributions of the localized modes.

The propagation of Josephson electromagnetic localized modes in the plate of a

layered superconductor, the direction of propagation of which is arbitrary with respect to

the plane of the layers, has been studied. It is shown that due to the anisotropy of layered

superconductors, waves in them can be represented as a superposition of ordinary and

extraordinary modes, which leads to the sensitivity of the dispersion law to the direction

of propagation. It is shown that the excitation of localized modes in the plate of a layered

superconductor leads to peaks on the dependence of the absorption of terahertz radiation

on angle of incidence. Due to the non-monotonicity of the dispersion curves, such peaks

can be separate, or broadened or even split into two peaks. It is shown that due to

the nonlinearity of the equations describing the electromagnetic field in the system, the

static magnetic field can change the tensor of the effective dielectric permittivity of the

layered superconductor, influencing the propagation of terahertz modes in the system
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and their dispersion law.

The obtained results complement and expand the existing knowledge about the

propagation and interaction of modes in nonlinear quantum systems in the presence

of attenuation or external noise. These results can be used in the development of

nanodevices and experimental installations on micro- and nano-scales, in readout

systems of quantum computers and electronics of the terahertz range. For example,

the proposed method of separation and analysis of frequency noise in nano- and

microresonators allowed to detect frequency noise even in spite of the background

thermal noise of greater amplitude present in the installations, this method can be used

in systems for detecting and determining the masses of macromolecules. Analysis of

multistability in the system of mode coupled to a quantum two-level system in the case

of dispersive coupling can be used to analyze the state of the register of a quantum

computer.

Keywords: frequency noise, multistability of vibrational mode, decoherence of

quantum system state, Casimir effect, Wigner crystal, localized electronic modes,

absorption coefficient of system, Josephson wave.
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ВСТУП

Обґрунтування вибору теми дослiдження. Сучасний розвиток технологiй

йде шляхом мiнiатюризацiї та компактизацiї приладiв i пристроїв з одночасним

зростанням їх потужностей та складностi процесiв. Це стає можливим завдяки

бiльш точним i швидким розрахункам фiзичних величин, не лише за рахунок

значного розвитку чисельних методiв та схем, але i за рахунок вибору найбiльш

точних фiзичних концепцiй, якi дозволяють описувати необхiднi явища з мiнi-

мальними витратами потужностi розрахункiв. Мабуть одним з найважливiших

прикладiв у iсторiї фiзики є концепцiя мод, коли замiсть розрахунку руху

окремих ступенiв вiльностi системи аналiзується коливання усiєї системи на однiй

частотi [1]. Пiдхiд через аналiз мод є одним з базових у рiзних областях фiзики,

зокрема фiзицi твердого тiла, кристалофiзицi [2], оптицi, електромагнетизмi [3],

теорiї гравiтацiї [4] та iн.

Хоча використання концепту мод є дуже широким, добре обґрунтованим

i вкрай вигiдним, його застосування зазвичай передбачає такi наближення, як

лiнiйнiсть систем або слабке затухання. Водночас при описаннi реальних систем

затухання грає дуже важливу, а часто i визначальну роль, тому врахування його при

описi систем з погляду мод стало важливим кроком у розвитку цього концепту [3].

Нелiнiйнiсть систем з першого погляду унеможливлює введення мод, але це

вдається зробити у наближеннi слабкої нелiнiйностi. Бiльше того, нелiнiйнiсть

призводить до важливого ефекту взаємодiї мод [2], пояснення якого наблизило

до опису реальних фiзичних систем.

Ще одним кроком на шляху розвитку концепцiї мод став перехiд до

квантових систем, де класичне визначення втратило силу, адже коливання як

вид руху набуло у квантовiй механiцi iншого розумiння. Квантовi моди при

цьому не втратили своєї значущостi. I якщо в лiнiйному випадку без затухання
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переформулювання на квантовi системи є зазвичай стандартною процедурою,

то перехiд до бiльш реалiстичних систем, з якими стикаються сучаснi нано- i

мiкротехнологiї, є дуже нетривiальним i досi невирiшеним у фiзицi твердого тiла

та у сумiжних областях.

Нелiнiйний вiдгук на зовнiшнє збудження характерний, зокрема, для кван-

тових дворiвневих систем, що представляють основу для побудови квантового

комп’ютера. Затухання ж є наслiдком контакту квантової системи з деякою

iншою системою, термостатом, i дисипацiєю енергiї у нiй за рахунок взаємодiї.

Ця взаємодiя з точки зору квантової механiки є досить складним процесом i

призводить до того, що чистi квантовi стани стають змiшаними, що значно

ускладнює опис. Ще одним наслiдком взаємодiї, що є невiд’ємним вiд затухання,

є декогеренцiя. Саме цi явища є обмежуючими для розвитку технологiй квантових

комп’ютерiв та багатьох iнших нанотехнологiй, адже проблема створення закритих

систем виходить на перший план при зменшеннi масштабiв систем. Водночас

бiльш складна взаємодiя з зовнiшнiм середовищем, що передбачає окрiм затухання

i декогеренцiї, наявнiсть, наприклад, адитивних або фазових шумiв, є невивченою

проблемою.

Важливим фактором при описi квантових мод є розмiрнiсть системи, i якщо

для одних явищ змiна розмiрностi призводить лише до кiлькiсних очiкуваних

змiн, то для iнших, в залежностi вiд розмiрностi, система може проявляти

якiсно рiзнi властивостi, зокрема, проблема нескiнченої провiдностi для одно- та

двовимiрних надпровiдних кристалiв при температурах, вищих за критичну [5],

або дискусiя про стiйкiсть двовимiрних графенових плiвок [6]. Метаматерiали та

сильноанiзотропнi матерiали проявляють ряд особливих властивостей, поширення

мод у таких системах має ряд притаманних їм явищ, зокрема явища негативної

рефракцiї [7], або резонанснi ефекти при збудженнi у них власних мод електронної

плазми [5].

Низка невирiшених фундаментальних i прикладних проблем щодо впливу

нелiнiйностi i затухання на еволюцiю i взаємодiю мод у квантових системах
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рiзної розмiрностi i структури визначають важливiсть i актуальнiсть дослiджень,

проведених в данiй дисертацiйнiй роботi. Зокрема, розроблено теорiю вiдгуку

квантових систем на зовнiшнє збудження за наявностi як затухання, так i частотних

шумiв, що дiють на систему. Розвинено метод вiдокремлення ефекту рiзних шумiв

на статистичнi характеристики вiдгуку. Дослiджено мультистабiльнiсть систем

при взаємодiї iз зовнiшнiм термостатом, що є важливим для вивчення розподiлу

системи поблизу точок бiфуркацiї. Взаємодiя з термостатом i декогеренцiя може

обмежувати точнiсть спектроскопiчних методiв або точнiсть квантового годинника,

i в дисертацiйнiй роботi вивчена можливiсть цього для порожнистого фотонного

кристалiчного волокна. Крiм того, дослiджено квантовi ефекти у одновимiрному

електронному вiгнеровському кристалi, скiнченнiсть часу релаксацiй в якому

можлива лише при врахуваннi нелiнiйностi закону дисперсiї мод. Показано, що

у двовимiрному листi графену поширюються особливi моди, що обумовленi

не потенцiальною ямою, як це є звичним у квантовомеханiчних системах, а

потенцiальним бар’єром. Нарештi, дослiдженi джозефсонiвськi моди у пластинi

шаруватого надпровiдника, якi в залежностi вiд напрямку поширення, мають

рiзну дисперсiю за рахунок анiзотропiї системи. Окрiм того, збудження таких

мод призводить до аномалiй у взаємодiї пластини з зовнiшнiм терагерцевим

випромiненням. Саме це коло дослiджень, якi мають фундаментальне та прикладне

значення, робить тему дисертацiї актуальною.

Мета i завдання дослiдження. Основна мета дисертацiйної працi полягає

у виявленнi специфiчних особливостей при поширеннi, взаємодiї, затуханнi та

декогеренцiї мод у нелiнiйних квантових системах iз скiнченною кiлькiстю

ступенiв вiльностi при врахуваннi взаємодiї з зовнiшнiм термостатом, джерелами

адитивних та фазових шумiв, в одно- та двовимiрних кристалiчних системах,

сильноанiзотропних пластинах шаруватих надпровiдникiв, i в дослiдженнi ефектiв,

викликаних цими модами.

Для досягнення поставленої мети було сформульовано наступнi завдання:

• розробити теоретичний метод вiдокремлення впливiв адитивного та ча-
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стотного шумiв, якi дiють на квантову систему, у її вiдгуку на зовнiшнє збудження,

при наявностi затухання i декогеренцiї у системi;

• дослiдити статистичнi моменти старших порядкiв для комплексної коор-

динати осцилятора при його збудженнi поблизу резонансу за наявностi частотного

шуму i розробити методику експериментальної перевiрки отриманих результатiв;

• побудувати теорiю нелiнiйного вiдгуку гармонiчного резонатора, диспер-

сiйно зв’язаного з квантовою дворiвневою системою;

• дослiдити мультистабiльнiсть аргументальних коливань на прикладi ма-

ятника Дубошинського та знайти функцiю розподiлу системи за отриманими

модами;

• дослiдити вплив електромагнiтних мод вакуума на систему тонкої плiвки

i масивного тiла, що призводить до сили Казимира тяжiння плiвки до масивного

тiла за наявностi дисипацiй;

• дослiдити вплив сили Казимира на точнiсть спектроскопiї Лемба-Дiка для

атомiв у порожнинi фотонного кристалiчного волокна;

• розробити теорiю поширення електронних мод у вiгнерiвському кристалi

з урахуванням нелiнiйностi закону дисперсiї мод;

• дослiдити моди, локалiзованi на потенцiальному бар’єрi в листi графену

i обумовлену ними електропровiднiсть;

• розвинути теорiю локалiзованих джозефсонiвських електромагнiтних

мод, що поширюються у пластинi шаруватого надпровiдника пiд довiльним кутом

по вiдношенню до площини шарiв у пластинi.

Об’єктом дослiдження є ефекти при поширеннi, iнтерференцiї, затуханнi

та декогеренцiї нелiнiйних мод рiзної природи у одновимiрних, двовимiрних та

шаруватих квантових системах за наявностi контакту iз зовнiшнiм середовищем та

джерелами шумiв.

Предметом дослiдження є статистичнi моменти старших порядкiв для

комплексної координати моди, заповненiсть рiвнiв мультистабiльних систем, сила
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Казимира, ширина переходу атомного годинника, теплопровiднiсть вiгнерiвського

кристала, дисперсiйна залежнiсть локалiзованих мод в потенцiальному бар’єрi

листа графену i в пластинi шаруватого надпровiдника.

Методи дослiдження. Для вирiшення поставлених у дисертацiї задач були

використанi наступнi методи теоретичної фiзики: метод аналiтичного розв’язку

нелiнiйних диференцiальних рiвнянь; метод квантового кiнетичного рiвняння для

матрицi густини станiв; метод аналiзу комплексної координати квантової моди;

метод повiльних змiнних; методи знаходження мiжшарової рiзницi фаз параметра

порядку у шаруватому надпровiднику за допомогою вирiшення системи зв’язаних

калiбрувально-iнварiантних синусоїдальних рiвнянь Гордона; метод трансфер-

матриць для дослiдження коефiцiєнтiв вiдбиття шаруватої системи; метод аналiзу

iнтегралу зiткнень у квантово-кiнетичному рiвняннi Больцмана.

Наукова новизна отриманих результатiв.

1. Вперше розвинуто теоретичний метод вiдокремлення впливiв адитивного

i частотного шумiв для аналiзу динамiки квантової моди за наявностi її затухання

та декогеренцiї при збудженнi системи на частотi, близькiй до резонансу. Показано,

як вивчення статистичних моментiв старших порядкiв системи дозволяє виявити

наявнiсть рiзних шумiв, що не є можливим виходячи з аналiзу лише спектру

вiдгуку. Отриманi результати справедливi як для класичного, так i для квантового

осцилятора. Цей метод дозволяє вивчати властивостi вiдгуку систем на частотний

шум навiть за наявностi адитивного шуму, що має бiльший вплив на спектр

системи.

2. Вперше отриманi аналiтичнi вирази для статистичних моментiв старшого

порядку комплексної координати моди за наявностi частотного шуму з рiзними

статистичними властивостями, з урахуванням ефектiв затухання та декогеренцiї.

Отриманi i проаналiзованi асимптотичнi вирази для моментiв старших порядкiв

та кореляцiйної функцiї комплексної координати у випадках гауссiвського, пуас-

сонiвського та телеграфного шумiв. Показано, як аналiз саме старших моментiв

дозволяє характеризувати частотний шум, наявний у системi. Запропоновано
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схему проведення експериментальної перевiрки отриманих закономiрностей для

механiчного торсiонного мiкрорезонатора i доведено можливiсть вiдокремлення

частотного шуму вiд адитивного.

3. Вперше побудовано теорiю нелiнiйного вiдгуку гармонiчного резонато-

ра, дисперсiйно зв’язаного з квантовою дворiвневою системою. Показано, що

завдяки цьому зв’язку амплiтуда моди як функцiя вимушувальної сили проявляє

гiстерезиснi властивостi, а при деяких амплiтудах зовнiшнього збудження можуть

спостерiгатися декiлька станiв системи. Зокрема, для випадку контакту з дворiвне-

вою системою, мода проявляє тристабiльнiсть. Ця специфiчна мультистабiльнiсть

пояснена особливою ефективною нелiнiйнiстю моди, що є наслiдком дисперсiй-

ного зв’язку з квантовою системою. Розрахована швидкiсть переходу системи мiж

станами рiвноваги поблизу точок бiфуркацiї.

4. Вперше дослiджено функцiю розподiлу коливальної системи за модами

аргументальних коливань на прикладi маятника Дубошинського. Показано, що

у класичнiй аргументальнiй системi може формуватися псевдоквантовий спектр

вимушених коливань пiд дiєю локалiзованої сильнонелiнiйної зовнiшньої сили.

В залежностi вiд параметрiв системи вона виявляє декiлька станiв вимушених

коливань, функцiю розподiлу за якими вперше знайдено у роботi.

5. Вперше вивчено ефект Казимира впливу квантових мод вакуума на

взаємодiю тонкої плiвки та масивного тiла за наявностi дисипацiй при ненульовiй

температурi. Цей ефект призводить до виникнення сили тяжiння, яка складається

з двох вкладiв, радiацiйного та дисипацiйного. Загальнi вирази для цих вкладiв

для випадку тяжiння тонкої плiвки до масивного металу вперше отриманi та

проаналiзованi у дисертацiї.

6. Вперше дослiджено вплив сили Казимира на точнiсть спектроскопiї

Лемба-Дiка ультрахолодного атому стронцiя у фотонно-кристалiчному волокнi.

Дослiджено ширину спектральної лiнiї i вплив на неї рiзних факторiв, зокрема

ефекту Казимира взаємодiї зi стiнками порожнини та взаємодiї атомiв одного з

iншим. Дослiджено час декогеренцiї стану захопленого атома в залежностi вiд



29

часу його затримки у порожнинi та вiдстанi вiд мiсця його захоплення до краю

порожнини. Оцiнена точнiсть оптичного атомного годинника, який побудований

таким чином.

7. Вперше побудовано теорiю теплового транспорту у вiгнерiвському кри-

сталi, що супроводжується взаємодiєю електронних мод. Показано, що саме

нелiнiйнiсть закону дисперсiї i врахування мiжмодового розсiювання дозволяє

коректно описувати динамiку термiчного врiвноваження системи. Отримана тепло-

провiднiсть одновимiрного вiгнерiвського кристалу з урахуванням ефектiв такого

мiжмодового розсiювання.

8. Вперше дослiджено вплив густини електронних мод, локалiзованих на

потенцiальному бар’єрi, створеному електричним полем, на електропровiднiсть

листа графена. Завдяки специфiчнiй будовi поверхнi Фермi в графенi iснують моди,

якi локалiзованi поблизу потенцiального бар’єру i поширюються вздовж нього.

Розраховано електропровiднiсть листа графену у виглядi суми вкладiв за модами.

9. Вперше вивчено поширення локалiзованих джозефсонiвських мод у пла-

стинi шаруватого надпровiдника, для довiльного напрямку їх хвильового вектора

по вiдношенню до площини шарiв. Знайдено i проаналiзовано закон дисперсiї

таких мод в залежностi вiд параметрiв системи. Показано, що проходження

терагерцевого випромiнення крiзь зразок може бути суттєво пригнiчено за рахунок

збудження локалiзованих джозефсонiвських мод у пластинi. Окрiм того, показано,

що зовнiшнє стале магнiтне поле за рахунок нелiнiйностi джозефсонiвської плазми

може впливати на поширення лiнiйних мод, змiнюючи, зокрема, тензор ефективної

проникностi зразка.

Практичне i наукове значення отриманих результатiв полягає в тому,

що результати дослiджень доповнюють i розширюють наявнi уявлення про

поширення, декогеренцiю та взаємодiю лiнiйних та нелiнiйних мод квантової

природи. Зокрема, розвинуто метод вiдокремлення впливiв частотного шуму вiд

адитивного i знаходження його статистичних характеристик за допомогою аналiзу

статистичних моментiв старших порядкiв комплексної координати осцилятора.
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Цей метод перевiрено в експериментi з торсiонним мiкрорезонатором пiд дiєю

телеграфного частотного шуму. Отриманi в дисертацiї результати щодо муль-

тистабiльностi моди, зв’язаної з квантовою малокубiтною системою, можуть

бути використанi, наприклад, при аналiзi типових зарядових кубiтiв, зв’язаних

з надпровiдними модами порожнин, або кубiтiв на основi куперiвських пар,

зв’язаних з наномеханiчним резонатором у дiючих експериментальних установках.

Проведений аналiз важливий для розумiння границь мiнiатюризацiї багатьох

нанопристроїв, зокрема магнетометрiв або квантових годинникiв. Саме вплив

електромагнiтних мод вакуума у зазорi на атом i оточуючi його макроскопiчнi тiла

може лiмiтувати точнiсть спектроскопiчних методiв. З iншого боку, результати,

що стосуються систем з шаруватим надпровiдником, можуть бути використанi

при розробцi приладiв терагерцевого дiапазону, зокрема, контрольованих фiльтрiв

терагерцевого випромiнювання. Цей дiапазон частот є важливим з точки зору

багатьох практичних застосувань у системах безпеки, медичнiй дiагностицi,

контролi навколишнього середовища.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати, викладенi в дисертацiї,

отриманi дисертантом самостiйно. В дослiдженнях, що виконувалися зi спiвав-

торами, здобувачевi належить визначальна роль у постановцi задач, вирiшених у

дисертацiї, формулюваннi основних iдей та методiв дослiдження, проведеннi най-

бiльш складних аналiтичних i чисельних розрахункiв, а також виконаннi контролю

та перевiрцi результатiв, отриманих iншими спiвавторами. Результати дисертацiї

опублiкованi у статтях [8–21] i тезах доповiдей наукових конференцiй [22–35].

Здобувач брав участь у постановцi задач, вирiшених у дисертацiї, формулюваннi

основних iдей та методiв дослiдження, проведеннi найбiльш складних аналiтичних

i чисельних розрахункiв, а також виконував контроль та перевiрку результатiв,

отриманих iншими спiвавторами.

У статтях [8–10] здобувачем було розвинуто метод вiдокремлення двох типiв

шумiв, що дiють на квантовомеханiчну моду, адитивного i частотного. Вiн показав,

як аналiз статистичних моментiв старших порядкiв комплексної координати не
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тiльки дозволяє вiдокремити вплив частотного шуму, але i вiдрiзняти рiзнi типи

шумiв, тим самим аналiзуючи їх природу. У працi [8] здобувачем розвинуто цей

метод i дана порiвняльна характеристика ефекту гауссiвського, пуассонiвського

та телеграфного шумiв. У працi [9] здобувачем детально проаналiзовано випадок

телеграфного шуму, важливого з точки зору практичних застосувань. У працi [10]

результати, отриманi цим методом, перевiряються в експериментi з торсiонним

мiкрорезонатором, здобувач виконував всi теоретичнi розрахунки, а також приймав

участь у постановцi експерименту i обробцi його результатiв.

У статтi [11] здобувачем показано, що дисперсiйна взаємодiя мiж гармо-

нiчною модою i дворiвневою системою призводить до ефективної нелiнiйностi

моди i неоднозначної залежностi амплiтуди коливань вiд вимушуючої сили, а

також проаналiзовано i узагальнено результати на випадок квантових систем, що

складаються з декiлькох кубiтiв. У статтi [12] здобувачем дослiджено функцiю

розподiлу аргументальних коливань за дискретними рiвнями в залежностi вiд

енергiї системи, показано, що мультистабiльнiсть системи визначається високою

чутливiстю до початкових параметрiв.

У статтi [13] здобувачем дослiджено ефект Казимира впливу електрома-

гнiтних мод вакуума на взаємодiю тонкої металевої плiвки i масивного тiла,

з урахуванням скiнченних дисипацiй у металi при ненульовiй температурi, що

призводить до сили тяжiння мiж плiвкою i тiлом. У статтi [14] здобувач вiдокремив

в температурнiй поправцi до сили Казимира складову, що залежить вiд затуха-

ння. Саме це дозволило проаналiзувати залежнiсть сили взаємодiї вiд ключових

параметрiв. У статтi [15] здобувач дослiдив вплив сили Казимира на точнiсть

спектроскопiї Лемба-Дiка, а отже на точнiсть атомного годинника, принцип дiї

якого базується на знаходженнi частоти дослiджуваного атомного переходу.

В статтях [16, 17] здобувачем дослiджено поширення квантових мод у

низькорозмiрних системах. В роботi [16] здобувачем побудовано теорiю теплового

транспорту у вiгнерiвському кристалi, показано, що саме непружне мiжмодове

розсiяння дозволяє отримати термокондактанс системи i визначає процес переходу
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системи до стану термiчної рiвноваги. В роботi [17] здобувачем передбачено вплив

локалiзованих на потенцiальному бар’єрi електронних мод на електропровiднiсть

листа графена.

В статтях [18–21] здобувачем дослiджено джозефсонiвськi електромагнiтнi

моди у пластинi шаруватого надпровiдника. Загальний огляд дисперсiйних власти-

востей мод у шаруватих надпровiдниках був зроблений здобувачем у статтi [18]. У

роботi [19] здобувач визначив аналiтично закон дисперсiї мод для хвиль довiльного

напрямку поширення вiдносно шарiв у пластинi. Вплив генерацiї локалiзованих

мод на поглинання пластиною терагерцевих хвиль був проаналiзований здобувачем

в роботi [20]. В статтi [21] здобувачем дослiджено вплив зовнiшнього постiйного

магнiтного поля на тензор ефективної дiелектричної проникностi пластини, а отже

на розповсюдження лiнiйних джозефсонiвських мод через пластину.

Статтi [13, 21], окрiм результатiв, представлених у основних положеннях

даної дисертацiї, мiстять результати, якi були представленi у кандидатськiй [36] та

у докторськiй [37] дисертацiях С. С. Апостолова. Результати, отриманi С. С. Апо-

столовим, не перетинаються з результатами, отриманими здобувачем. У статтi [13]

здобувачем визначенi основнi методи та iдеї дослiдження, зробленi принциповi

аналiтичнi розрахунки, виконаний контроль та перевiрка результатiв, отриманих

спiвавторами, а також проведений аналiз та узагальнення результатiв. У свою чер-

гу, С. С. Апостолов виконував аналiтичнi та чисельнi розрахунки, а також проводив

аналiз отриманих залежностей вiд параметрiв задачi. У статтi [21] здобувачем

проаналiзовано i дослiджено вплив зовнiшнього постiйного магнiтного поля на

тензор ефективної дiелектричної проникностi i на поширення джозефсонiвських

мод, тодi як С. С. Апостоловим розроблено метод теоретичного дослiдження

електромагнiтного транспорту у зразку шаруватого надпровiдника при взаємодiї

його з незмiнним у часi магнiтним полем. Нижче бiльш детально викладено

результати здобувача та результати С. С. Апостолова.

У статтi [13] здобувач вивчив ефект Казимира впливу електромагнiтних

мод вакуума на тонку металеву плiвку i масивне тiло, що знаходиться поблизу
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нього, з урахуванням скiнченного затухання i температури, отримав загальнi

вирази (6)–(8) для сили тяжiння мiж плiвкою i металевою кулею. Ним були

сформульованi основнi вiдмiнностi вiд випадку взаємодiї двох масивних тiл. У

свою чергу, С. С. Апостолов, використовуючи результати, отриманi здобувачем,

вивiв асимптотичнi вирази (9)–(13) для сили Казимира в системi «масивний метал

— металева наноплiвка», проаналiзував залежнiсть цiєї сили вiд температури i

визначив оптимальнi параметри задачi (товщина плiвки, характеристики метала)

для можливого експериментального спостереження аномальностi цiєї залежностi.

У статтi [21] здобувачем дослiджено вплив зовнiшнього постiйного магнi-

тного поля на поширення джозефсонiвських мод у пластинi шаруватого над-

провiдника, отримано вираз для тензора ефективної дiелектричної проникностi

матерiала та показано, що завдяки нелiнiйностi магнiтне поле формує своєрiдний

фон для поширення лiнiйних мод. У свою чергу, С. С. Апостолов показав, що за

допомогою магнiтного поля можна контролювати ступiнь прозоростi шаруватого

надпровiдника i визначив величину магнiтного поля, за якої пластина шаруватого

надпровiдника стає повнiстю прозорою.

Таким чином, особистий внесок здобувача у вирiшеннi задач, поставлених у

дисертацiї, є визначальним.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи допо-

вiдалися та обговорювалися на семiнарах вiддiлу теоретичної фiзики Iнституту

радiофiзики та електронiки iм. О.Я. Усикова НАН України, кафедри теоретичної

фiзики iм. I.М. Лiфшиця Харкiвського нацiонального университету iм. В.Н. Кара-

зiна, а також на наступних всеукраїнських та мiжнародних наукових конференцiях

та школах:

• Modern Challenges in Microwave Superconductivity, Photonics and Electro-

nics: Mini-Colloq. & Internat. Workshop (Ukraine, Kharkiv, 11–12 June 2009),

• XXXV Совещание по физике низких температур НТ-35, (Россия, Черно-

головка, 29 сентября – 2 октября 2009),

• IХ-а, ХI-а та ХIII-а Мiжнароднi конференцiї «Фiзичнi явища в твердих
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тiлах» (Україна, Харкiв, 1–4 грудня 2009, 3–6 грудня 2013 та 5–8 грудня 2017),

• International Conference of Physics Students (Germany, Heidelberg, 10–

17 August 2014),

• 14th Kharkiv Young Scientist Conference on Radiophysics, Electronics,

Photonics and Biophysics (Ukraine, Kharkiv, 14–17 October 2014),

• APS March Meeting (USA, Denver, Colorado, 3–7 March 2014),

• 58th Scientific Conference for Students of Physics and Natural Sciences

(Lithuania, Vilnius, 24–27 March 2015),

• 9th International Kharkiv Symposium on Physics and Engineering of Mi-

crowaves, Millimeter and Submillimeter Waves, MSMW’2016 (Ukraine, Kharkiv, 21-

24 June 2016),

• International Young Scientists Forum on Applied Physics and Engineering

YSF-2016 (Ukraine, Kharkiv, 10–14 October 2016),

• International Jubilee Seminar «Current problems in Solid State Physics»

(Ukraine, Kharkiv, 22–23 November 2016),

• International meeting «Clusters and Nanostructured Materials» (Ukraine,

Uzhgorod, 22–26 October 2018),

• International Conference for Professionals and Young Scientists «Low

Temperature Physics 2019» (Ukraine, Kharkiv, 3–7 June 2019).

Зв’язок працi з науковими програмами, планами, темами. Дисертацiя

виконана у вiддiлi радiофiзики твердого тiла Iнституту радiофiзики та електронiки

iм. О.Я. Усикова НАН України. Вона є складовою частиною наступних проектiв:

• науково-дослiдна робота Вiддiлення фiзики та астрономiї НАН України

”Дослiдження лiнiйних i нелiнiйних властивостей твердотiльних структур iз

застосуванням електромагнiтних хвиль НВЧ дiапазону i заряджених частинок”

(номер державної реєстрацiї 0106U011978, термiн виконання 2007 – 2011 рр.,

виконавець);

• науково-дослiдна робота Вiддiлення фiзики та астрономiї НАН Укра-



35

їни ”Вивчення взаємодiї електромагнiтних та звукових хвиль, а також заря-

джених часток з твердотiльними структурами” (номер державної реєстрацiї

0112U000211, термiн виконання 2012 – 2016 рр., виконавець);

• цiльова програма НАН України ”Теоретичнi та експериментальнi дослi-

дження властивостей перiодичних i стохастичних модульованих наноструктур в

оптичному, iнфрачервоному та надвисокочастотному дiапазонах спектру” (номер

державної реєстрацiї 0110U005642, термiн виконання 2010 – 2014 рр., виконавець);

• проект Державного фонду фундаментальних дослiджень України

”Квантовi явища в системах на основi джозефсонiвських контактiв” (номер

державної реєстрацiї 0113U006217, термiн виконання – 2013 р., виконавець);

• науково-дослiдна робота Вiддiлення фiзики та астрономiї НАН України

”Дослiдження взаємодiї електромагнiтних та звукових хвиль, а також заряджених

частинок з наноструктурами та метаматерiалами” (номер державної реєстра-

цiї 0117U004038, термiн виконання 2017 – 2021 рр., виконавець).

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiкованi у 28 наукових працях: у

14 статтях у фахових вiтчизняних i мiжнародних перiодичних виданнях iндексую-

ться науковометричними базами Scopus i Web of Science та у 14 тезах доповiдей

на вiтчизняних i мiжнародних наукових конференцiях.

Структура i обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з вступу, шости

роздiлiв основного тексту з 75 рисунками у текстi, висновкiв, списку використаних

джерел iз 355 найменувань. Обсяг загального тексту дисертацiї складає 359 сто-

рiнок, з них список використаних джерел займає 36 сторiнок, додаток займає

4 сторiнки, обсяг основної частини складає 295 сторiнок.
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Роздiл 1

ЛIНIЙНI ТА НЕЛIНIЙНI МОДИ У КВАНТОВИХ СИСТЕМАХ (ОГЛЯД)

Концепцiя класичних коливальних мод є загальновизнаною i широко ви-

користовуваною в рiзних областях фiзики. В теорiї твердого тiла ця концепцiя

дозволила аналiзувати спектри колективних збуджень у кристалах [1,2]; в акустицi

вона дала можливiсть точних розрахункiв звуку, що генерується або резонує

в системi [38]; в оптицi i у радiофiзицi за допомогою представлення полiв у

виглядi суперпозицiї гармонiчних функцiй вдалось не тiльки формально отримати

розв’язок, але i точнiше проаналiзувати його [39]; у теорiї гравiтацiї пошук гравi-

тацiйних хвиль став важливою задачею ХХ столiття [4]. Iдея переходу до аналiзу

мод тiсно пов’язана зi спектральним представленням часових залежностей, i у

математичнiй фiзицi метод Фур’є-перетворень, що фактично означає розкладання

за модами, грає важливу роль при розв’язуваннi рiзноманiтних диференцiальних

рiвнянь у частинних похiдних [40].

Погляд на збудження у механiчних, акустичних, гравiтацiйних, електрома-

гнiтних системах як на сукупнiсть мод дозволяє значно спростити з математичної

точки зору розв’язок задач, а також надає йому глибокий фiзичний змiст. Окрiм

мод, що є колективним рухом усiх частинок кристалу, видiляють важливий клас

локалiзованих мод, для яких збудження частинок ефективно зникають на деякiй

вiдстанi вiд осередку коливань, при цьому ця локалiзацiя можлива як поблизу

деякої точки, рухомої або нi, так i навколо деякої лiнiї або поверхнi [41].

Формально метод розкладання на моди можливий лише для лiнiйних систем.

Однак бурхливе зростання iнтересу до нелiнiйних задач у другiй половинi ХХ

столiття призвело до розширення методу розкладання за модами на випадки

слабкої нелiнiйностi [41], що, зокрема, дозволило описувати взаємодiю мод —
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явище, вiдсутнє у лiнiйному випадку. Перехiд вiд дисипативних сил, що дiють на

реальнi частинки, до дисипацiї мод також став важливим кроком до збiльшення

реалiстичностi розв’язкiв рiзноманiтних задач i наближення ними поведiнки

реальних систем [1].

У квантовiй механiцi траекторiя частинок втрачає змiст, i погляд на механiчнi

коливання суттєво змiнюється. Однак концепцiя мод набула не меншого розвитку

у квантовiй фiзицi [39, 42]. Розгляд стацiонарних розв’язкiв рiвняння Шредингера

дозволив безпосередньо аналiзувати спектри систем, розширюючи класичний

пiдхiд. Квантова оптика дала нове коло явищ, важливих з практичної точки

зору i невiдомих для механiчних систем [43], зокрема спостереження так званих

стиснених станiв i станiв Ейнштейна-Подольського-Розена для лише однiєї або

декiлькох мод електромагнiтного поля. Подальший розвиток квантової оптики

призвiв до можливостi збудження i подальшого керування великою кiлькiстю

оптичних мод рiзного ступеня локалiзацiї i рiзної поляризацiї [44]. Важливою

особливiстю методiв квантової оптики є можливiсть керування квантовою заплута-

нiстю отриманих мод, що вiдкриває можливостi реалiзацiї квантових комп’ютерiв

великої розрахункової потужностi.

Носiями квантових мод можуть бути системи з невеликою кiлькiстю ступе-

нiв вiльностi. Такi системи представляють iнтерес як з фундаментальної точки

зору, бо для них вдається проаналiзувати складнi явища, такi як вплив шумiв

рiзної природи, декогеренцiя, так i з практичної, бо вони, наприклад, є базою

створення квантових комп’ютерiв. Моди у низьковимiрних системах, з одного

боку, можуть проявляти властивостi, не притаманнi тривимiрним системам, а з

iншого, мають окремий практичний iнтерес, наприклад, для дослiдження фотонних

кристалiв [45], вiгнерiвських кристалiв [46], листiв графена [47] тощо. Нарештi,

особливим класом матерiалiв, в яких поширення мод отримує новi властивостi, не

притаманнi просторовооднорiдним матерiалам, є шаруватi матерiали. Наприклад,

високотемпературнi шаруватi надпровiдники є перспективним матерiалом з висо-

ким ступенем анiзотропiї [5, 48].
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Далi у цьому роздiлi наводяться основнi результати, отриманi для представ-

никiв цих класiв квантових систем, наноосциляторiв, низькорозмiрних систем, а

також шаруватих надпровiдникових систем.

1.1. Квантовi наносистеми за наявностi контакту iз зовнiшнiм сере-

довищем

1.1.1. Декогеренцiя та затухання механiчних мод

За останнi роки було досягнуто значного прогресу у розробцi мiкро- та

наномеханiчних систем, що допускають повiльно затухаючi осциляцiї. Для рiзних

типiв таких систем вiдношення власної частоти коливань до швидкостi затухання,

тобто значення коефiцiєнту добротностi Q, досягло & 105 [49–51]. Це дозволило

вивчати новi явища, включаючи квантовi [52, 53], i вiдкрило шлях для численних

застосувань, таких як високочутливе зондування маси [54–56] i, потенцiйно,

високоточнi наномеханiчнi годинники [50]. Для контролю та вимiрювання стану

кубiтiв на основi джозефсонiвського переходу використовуваються контакти iз

надпровiдними порожнинами високої добротностi [57].

Затухання i втрата когерентностi коливань надзвичайно важливi для ре-

зонаторiв [58], вiд джозефсонiвських [59, 60] до нано- та оптомеханiчних си-

стем [61–64]. Важливою проблемою при вивченнi наномеханiчних коливань та

мод надпровiдних порожнин є розумiння механiзмiв їх затухання та втрати

когерентностi. Часто складно роздiлити хаотичнi флуктуацiї амплiтуди та фази

коливань. Флуктуацiї фази не тiльки цiкавi самi по собi, але особливо важливi для

застосувань, оскiльки вони можуть накласти обмеження на чутливiсть пристроїв,

наприклад резонансних детекторiв [65] або стабiльнiсть точних атомних годинни-

кiв [66]. Вони можуть походити вiд теплового шуму, який супроводжує затухання

коливань i є наслiдком контакту з тепловим резервуаром. Окрiм термiчного

походження, шуми фази також можуть виникати через флуктуацiї власної частоти
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резонатора [67], що є бiльш складним для аналiзу. Вони можуть мати рiзне

походження [68], зокрема випадкову адсорбцiю та десорбцiю молекул на поверхнi

резонатора, що змiнює свою масу [55, 56, 69–71], дифузiю молекули вздовж

резонатора [72, 73], зв’язок коливальної моди з двофазними флуктуаторами [74],

а для нелiнiйних мод – частотну модуляцiю шумами амплiтуди [75]. Знання

статистичних характеристик частотних шумiв, неминуче присутнiх в пристроях

зчитування iнформацiї у квантових комп’ютерах, дозволить коректно обробляти

одержувану в них iнформацiю.

Iснує великий iнтерес до iдентифiкацiї частотних шумiв, оскiльки вивчення

їх статистики дозволяє дослiдити рiзнi фiзичнi процеси в мезоскопiчних систе-

мах [76–78]. Частотний шум можна безпосередньо вимiряти, якщо власна частота

повiльно змiнюється з часом, i, отже, може бути точно вимiряна, наприклад,

пiдстройкою до резонансного пiку. Швидкi змiни власної частоти (швидшi, нiж

обернена константа затухання) можуть бути виявленi шляхом спостереження

автоколивань резонатора. Однак через наявнiсть шуму детектора та / або теплового

шуму на практицi не просто видiлити частотнi шуми вiд iнших джерел фазового

шуму.

Для характеристики фазового шуму загальноприйнятим методом є аналiз

вiдгуку резонатора з синусоїдальним збудженням на частотi, близькiй до власної

частоти, та вимiрювання двох квадратур коливань X та Y , якi знаходяться

у фазi та протифазi з змушуючою силою [66, 79, 80]. При достатньо великих

амплiтудах коливань ефект анiзотропiї розподiлу в фазовому просторi X − Y

через частотний шум може перевищувати ефект розмиття за рахунок теплових

шумiв та шумiв детектора. За допомогою цього методу нещодавно було вимiряно

коливання власної частоти резонатора з нiтриду кремнiю [80]. Результативнiсть

цього пiдходу залежить вiд того, чи резонатор залишається в лiнiйному режимi

навiть за наявностi сильного перiодичного збудження. Для резонаторiв з низьким

порогом настання нелiнiйностi, включаючи графен та механiчнi резонатори з

вуглецевих нанотрубок [54, 81–83], така схема може виявитися незастосовною.
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Роль фазових шумiв особливо велика, оскiльки чутливiсть до них безпосе-

редньо визначає ефективнiсть осцилятора в якостi чутливого пристрою зчитування

iнформацiї в вихiдному реєстрi квантового комп’ютера [65]. Iншим прикладом си-

стеми, де роль частотних шумiв є визначальною, служить атомний годинник [84],

для якого точнiсть роботи безпосередньо залежить саме вiд того, як точно вдалося

усунути або компенсувати фазовi шуми. Частотнi шуми можуть бути i корисним

ефектом. Дослiджуючи статистичнi характеристики осцилятора, що знаходиться

пiд впливом шумiв, можна вимiрювати параметри шуму i таким чином вивчати

рiзнi процеси в мезоскопiчних системах [78]. На цьому принципi грунтується не

тiльки зчитування iнформацiї у квантових комп’ютерах, а й, наприклад, вимiр

мас налiтаючих макромолекул [54, 72, 73]. Цей метод заснований на тому, що в

результатi їх адсорбцiї, десорбцiї, а також дифузiї вздовж поверхнi осцилятора,

його власна частота змiнюється.

Квантовий стан системи при наявностi контакта з термостатом неминуче

стає змiшаним, навiть якщо система у початковий момент знаходиться у чистому

станi. Опис такої негамiльтонової еволюцiї стану можливий лише за допомогою

квантового кiнетичного рiвняння (ККР) для матрицi густини станiв. Тому нижче

розглядається це рiвняння у тому випадку, коли взаємодiя нелiнiйного осцилятора

з середовищем досить слабка [75]. Розглянемо загальний випадок: введемо два

довiльнi оператори L̂ i M̂ , що залежать лише вiд координати моди. Тодi кореляцiй-

на функцiя цих двох операторiв i допомiжний оператор FM(t) (який є частковим

слiдом за координатами середовища) визначаються наступним чином:

〈L̂(t)M̂(0)〉 = Tr0

[
eiH0tL̂e−iH0tFM(t)

]
,

FM(t) = Z−1Trm
[
Û(t)M̂ exp(−H/T )Û t(t)

]
, (1.1)

де Û — оператор еволюцiї, а Z — статистична сума, H i H0 — повний гамiльтонiан

системи i гамiльтонiан моди без врахування взаємодiї з термостатом, вiдповiдно.

Зауважимо, що в першому виразi усереднення ведеться за ступенем вiльностi
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моди, а у другому — за ступенями вiльностi середовища. Тодi квантово-кiнетичне

рiвняння для оператора FM(t) може бути отримано при досить загальному виглядi

гамiльтонiана взаємодiї Hi. Якщо характернi параметри релаксацiї Γ i P , для

яких далi буде отримано явнi вирази (1.19), малi порiвняно з температурою T ,

ми можемо замiнити exp(−H/T ) на exp(−H0/T ) у виразi (1.1) для FM(t). Тут

H0 = H0 +Hm — повний гамiльтонiан моди i оточуючого середовища. Тодi FM(t)

приймає вигляд

FM(t) = TrmFM(t), FM(t) = Z−1Û(t)M̂ exp(−H0/T )Û+(t). (1.2)

У цьому виразi оператор Û(t) визначається зi спiввiдношення

Û(t) = eiH0te−iHt = Tt1 exp
[
− i
∫ t

0
dt1Ĥi(t1)

]
,

Ĥi(t) = eiH0tHie
−iH0t. (1.3)

Тодi, з точнiстю до першого порядку за слабкою взаємодiєю, маємо

FM(t) = FM(0)− i
∫ t

0
dt1
[
Ĥit1,FM(t1)

]
=

= FM(0)− i
∫ t

0
dt1
[
Ĥit1,FM(0)

]
−
∫ t

0
dt1

∫ t1

0
dt2
[
Ĥit1

[
Ĥi(t2)FM(t2)

]]
. (1.4)

Оскiльки оператори M̂ i H0 не залежать вiд динамiчних змiнних середовища,

з рiвнянь (1.2) та (1.4) видно, що усереднення за цими змiнними зводиться до

обчислення середнiх значень типу

∫
dt1 . . . dtn〈Ĥi(t1) . . . Ĥi(tn)〉m, (1.5)

де

〈Ô〉m ≡ Z−1
m TrmÔ exp(−Hm/T ), Zm = Trm exp(−Hm/T ). (1.6)
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Без обмеження загальностi можна припустити, що

〈Hi〉m = 0. (1.7)

Оскiльки недiагональнi матричнi елементи оператора Ĥi(t) осцилюють швидко

з характерним часом порядку tc, де tc = max(ω−1
0 , ω−1

e ), то парнi корелятори

〈Ĥi(t1)Ĥi(t2)〉m також швидко осцилюють як функцiї (t1− t2), а основний вклад в

iнтеграл

∫ ∫
dt1dt2〈Ĥi(t1)Ĥi(t2)〉m (1.8)

вносить область |t1 − t2| . tc (область iнтегрування по кожному з аргументiв t1 i

t2 є значно бiльшою за tc). Аналогiчно, основний внесок у iнтеграли (1.5) вносять

областi iнтегрування, в яких моменти часу ti розпадаються на пари з достатньо

близькими значеннями часу. Для кожної пари рiзниця двох часiв є величиною

порядка tc, тодi як iнтервали мiж рiзними парами порядка t. Оскiльки кореляцiя

зникає через час порядка tc, у цьому випадку можна замiнити середнє значення

добутку n операторiв у (1.5) на добуток n/2 cереднiх значень окремих пар.

Це наближення, яке є асимптотично справедливим при

t� tc, Γtc � 1, (1.9)

робить можливим роздiлити процедуру усереднення таким чином:

Trm

∫ t

0
dt1Ĥi(t)Ĥi(t1)FM(t1) =

∫ t

0
dt1〈Ĥi(t)Ĥi(t1)〉mTrmFM(t1). (1.10)

Мовою дiаграмної технiки це наближення вiдповiдає припущенню для дiаграм з

лiнiями, якi не перетинаються i не вкладаються одна в одну [85, 86].

Основний внесок в iнтеграл у правiй частинi рiвняння (1.10) робиться

областю |t− t1| ∼ tc, в якiй оператор TrmFM(t1) = FM(t1) залишається практично
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незмiнним, i, отже, може бути замiнений на FM(t). Отже, застосовуючи операцiю

Trm до рiвняння (1.4) та беручи до уваги умову (1.7), отримуємо iнтегральне

рiвняння

FM(t) = FM(0)−
∫ t

0
dt1

∫ t1

0
dt2 ×

×Trm

{[
Ĥi(t1),

[
Ĥi(t2), Z

−1
m exp(−Hm

T
)FM(t1)

]]}
. (1.11)

Йому вiдповiдає диференцiальне рiвняння

∂FM
∂t

= −
∫ t

0
dt1Trm

{[
Ĥi(t),

[
Ĥi(t1), Z

−1
m exp(−Hm

T
)FM(t)

]]}
, (1.12)

яке є аналогом квантово-кiнетичного рiвняння. Це рiвняння належить до класу

маркiвських рiвнянь.

Нехтуючи поправками порядку |P |T−1, початкова умова для рiвняння (1.12)

вiдповiдає рiвнянню (1.2)

FM(0) = Z−1
0 M̂ exp

(
− H0

T

)
, Z0 = Tr0 exp

(
− H0

T

)
. (1.13)

У розглянутiй областi (1.9) iнтегрування за t1 та усереднення за змiнними

середовища в рiвняннi (1.12) може бути проведено явно для рiзних конкретних

форм гамiльтонiана взаємодiї. Зробимо це для випадку, коли взаємодiя є лiнiйною

по координатi видiленого осцилятора i має довiльну залежнiсть вiд динамiчних

змiнних середовища:

Hi = (â+ â+)ĥi. (1.14)

Тут ĥi є довiльною функцiєю операторiв â+
k i âk (операторiв народження та

анiгiляцiї iнших квазiчастинок середовища) i не залежить вiд â+ aбо â.

Для iнтегрування за часом в рiвняннi (1.12), використовується явний вираз



44

для еволюцiї оператора â(t) у представленнi взаємодiї,

â(t1) = â(t) exp

{
i

[
ω0 + (n̂− 1

2
)V

]
(t− t1)

}
,

â(t) ≡ exp(iH0t)â exp(−iH0t), n̂ = â+â, (1.15)

а явний вигляд гамiльтонiана виберається таким чином:

H = H0 +Hi, H0 = H0 +Hm, H0 = ω0n̂+
1

2
V n̂2, n̂ = â+â,

Hm =
k∑
ωkâ

+
k âk, Hi =

k∑
εk(4ω0ωk)

−1/2(â+ â+)(âk + â+
k ), ~ = 1. (1.16)

У цих виразах V – параметр нелiнiйностi осцилятора. Якщо фактичнi числа

заповненостi осцилятора та параметр його нелiнiйностi не надто великi, тобто

tc|V | � 1, ми можемо нехтувати в областi |t− t1| ∼ tc членами, пропорцiйними

V у аргументi експоненти в рiвняннi (1.15). Iнтеграли за часом в рiвняннi (1.12) (з

гамiльтонiаном Hi, взятим у формi (1.14)) тодi спрощуються. Наприклад,

∫ t

0
dt1〈â+(t)ĥi(t)â(t1)ĥi(t1)〉m = â+(t)â(t)

∫ t

0
dt1e

iω0(t−t1)〈ĥi(t)ĥi(t1)〉m =

= â+(t)â(t)

∫ t

0
dt1e

iω0t1)〈ĥi(t1)ĥi(0)〉m,

ĥi(t) ≡ exp(iHmt)ĥi exp(−iHmt). (1.17)

Оскiльки iнтеграл в рiвняннi (1.17) обертається в нуль протягом часу порядку

tc, верхня межа iнтегрування в останньому виразi у (1.17) може прямувати до

нескiнченностi.

При врахуваннi спiввiдношень (1.17), кiнетичне рiвняння (1.12) перетворює-

ться у

∂FM
∂t

= −[(n̄+ 1)(â+âFM − 2âFM â
+ + FM â

+â+

+n̄(ââ+FM − 2â+FM â+ FM ââ
+)]Γ− i[â+â, FM ]P. (1.18)
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Всi оператори вiдносяться тут до моменту часу t, а параметри Γ i P заданi

рiвняннями

Γ = Re

∫ ∞
0

dteiω0t−εt〈
[
ĥi(t), ĥi(0)

]
〉m,

P = Im

∫ ∫ ∞
0

dteiω0t−εt〈
[
ĥi(t), ĥi(0)

]
〉m, ε→ +0. (1.19)

Вирази (1.19) збiгаються з отриманими в [87] для параметра затухання та зсуву

частоти, тодi як саме рiвняння (1.18) (без члена зсуву ∝ P ) для матрицi густини

гармонiчного осцилятора було розглянуто феноменологiчно в [88, 89].

У окремому випадку бiлiнiйної взаємодiї, заданої гамiльтонiаном (1.16) (ĥi

лiнiйно залежать вiд âk + â+
k ), рiвняння (1.19) переходять до формул класичної

теорiї. Узагальнене кiнетичне рiвняння для цього випадку отримано iншим чином

у роботi [90]. Також вiдзначимо, що зручний метод (заснований на використаннi

теорiї супероператорiв) отримання квантово-кiнетичного рiвняння для нелiнiйного

осцилятора та аналiзу кореляцiйних функцiй розроблений в статтi [91].

1.1.2. Дисперсiйний зв’язок та аргументальнi моди

Частотнi шуми, про якi йшлося в попередньому пунктi, можуть виникати

внаслiдок контакту iз квантовою системою. Наприклад, телеграфний шум може

бути викликаний контактом iз квантовою дворiвневою системою. Однак, якщо

розглядати одночасно динамiку моди i зв’язану з нею дворiвневу систему, можна

отримати бiльш складний результат. Важливим типом зв’язку мiж модою i

системою є так званий дисперсiйний зв’язок, для якого гамiльтонiан взаємодiї

комутує з гамiльтонiанами iзольованих моди i системи. Дисперсiйний зв’язок

квантової системи з механiчною або електромагнiтною модою порожнинного

резонатора останнiм часом привертає велику увагу. Це пов’язано з тим, що

така взаємодiя використовується для зчитування iнформацiї з реєстра квантового
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комп’ютера, зв’язок забезпечує засiб для квантового вимiрювання числа заповне-

ностi енергетичних рiвнiв системи [57, 92–98]. Основним механiзмом зчитування

iнформацiї про стан квантової системи або моди є зсув частоти моди або частоти

переходу квантової системи, що взаємодiє з модою, в залежностi вiд станiв

системи i моди. У дисперсiйному режимi вимiрювання стирає iнформацiю про

квантову фазу, але може викликати переходи мiж рiвнями енергiї. Такi переходи,

як вже вiдмiчалося, можуть вiдбуватися внаслiдок зв’яку з термостатом, а також

якщо мода та/або квантова система знаходиться пiд впливом зовнiшнiх полiв.

Зрозумiло, що через дисперсiйний зв’яок тепловi мiжрiвневi переходи викликають

декогеренцiю [57, 99, 100]. Значно менше вiдомо про наслiдки взаємодiї моди i

квантової системи для функцiї вiдгуку моди та дефазування внаслiдок зв’язку з

термостатом. Отже, представляє iнтерес розглянути вплив дисперсiйного зв’язку

саме на вимушенi коливання осцилятора i квантової наносистеми.

При наявностi дисперсiйного зв’язку мiж класичним осцилятором i кванто-

вою наносистемою квантованiсть станiв коливань осцилятора є наслiдком цього

зв’язку. Але цiкаво, що досягти квантованостi станiв вимушених коливань можна

i у класичнiй сильнонелiнiйнiй системi, адже нелiнiйнiсть у рiзних системах не

тiльки призводить до поправок до лiнiйного наближення, але дозволяє отримати

якiсно новi фiзичнi ефекти. Одним з них є амплiтудне квантування в класичних

нелiнiйних коливальних системах [101]. Такi вимушенi коливання утворюють

новий клас вiбрацiйних процесiв, так званi аргументальнi коливання, якi мають

велику кiлькiсть технiчних застосувань. Технологiї, заснованi на цих процесах,

включають випаровування рiдин за допомогою «резонансної кавiтацiї» i на її

основi виробництво дешевої питної води, технологiї промислового холодильного

обладнання, високоефективнi рiшення для виробництва емульсiй тощо [102].

Оскiльки аргументальнi коливання змiнюють частоту сигналу на два або бiльше

порядкiв, вони можуть використовуватися для передачi та перетворення потужно-

стi, радiочастотних та мiкрохвильових технологiй [102].

Механiзм амплiтудного квантування добре вiдомий для рiзних систем [102,
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103]. Одним з найпростiших прикладiв систем з аргументальними модами є

маятник Дубошинського [101–108, 108]. Вiн представляє собою математичний

маятник з магнiтом на кiнцi, що коливається у магнiтному швидко осцилюючому

полi, локалiзованому поблизу положення його рiвноваги. Величина поля повинна

належати до певного дiапазону: занадто слабке поле не здатне врiвноважити втрати

на дисипацiю, занадто сильне поле вносить хаос, тодi амплiтуда може хаотично

переходити мiж стабiльними значеннями. Незважаючи на жвавий iнтерес до цiєї

системи у лiтературi (див. [104] i посилання всерединi), бiльшiсть дослiджень

зосередженi на спектрi коливань. В той же час, для розумiння процесу стабiлiзацiї

амплiтуди необхiдно виявити, яка саме амплiтуда з цього набору встановиться в

кожному випадку в залежностi вiд початкових умов. Окрiм того, оскiльки початко-

ва фаза струму iндукцiйної котушки є на практицi непередбачуваною величиною,

важливим є аналiз функцiї розподiлу амплiтуди коливань, що встановилися, за

значеннями дискретного спектру.

1.1.3. Взаємодiя наносистеми iз масивним тiлом i квантовi моди ваку-

ума

В якостi середовища, що оточує наносистему, яку ми розглядали у попе-

реднiх пунктах, i контакт з яким впливає на неї, може виступати навiть вакуум,

точнiше моди нульових коливань вакуума. Цей вплив проявляється тодi, коли

поблизу системи є iншi тiла. Саме це i називається ефектом Казимира, що є

одним з найбiльш цiкавих макроскопiчних проявiв квантових нульових коливань

електромагнiтного поля в вакуумi. Цей ефект полягає у виникненнi сили тяжiння

мiж двома незарядженими тiлами внаслiдок вiдмiнностi мiж структурою нульових

коливань вакуума в присутностi i вiдсутностi тiл. Цей один з небагатьох проявiв

складної структури фiзичного вакууму протягом бiльш 70 рокiв привертає до себе

iнтерес багатьох дослiдницьких груп, що працюють в галузi квантової теорiї поля

i областях, сумiжних з нею. З моменту вiдкриття [109] вивченню ефекту Казимира
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було присвячено безлiч теоретичних i експериментальних робiт (найбiльш повну

бiблiографiю можна знайти в [110–114]). Ефект Казимира виявлений i активно

дослiджується в рiзних областях фiзики, таких, як квантова теорiя поля, атомна

фiзика, фiзика твердого тiла, гравiтацiя i космологiя [114–118]. Особливе мiсце в

цьому ряду займає фiзика конденсованих середовищ i, зокрема, фiзика металевих

плiвок.

Вивчення макроскопiчної взаємодiї незаряджених конденсованих середовищ,

розпочате в 1948 р. Казимиром i продовжене згодом Є. М. Лiфшицем [119], голов-

ним чином було обмежено розглядом тiльки напiвнескiнченних плоскопаралельних

пластин. В той же час представляє особливий iнтерес дослiдження взаємодiї

Казимира мiж наносистемами. Можна сказати, що виняткове мiсце в цьому класi

систем займають тонкi металевi та напiвметалевi наноплiвки [120–124]. На вiдмiну

вiд масивних металiв, вiдбивна здатнiсть тонких металевих плiвок може бути

незначною. Вiдповiдно до цього для взаємодiї металевих плiвок можна реалiзувати

умови, при виконаннi яких сила Казимира стає чутливою до параметрiв матерiалу,

якi визначають прозорiсть плiвки для електромагнiтного поля. Помiтний прогрес

у вимiрюваннi сили Казимира [125–129] вiдкриває можливостi для створення на-

нопристроїв, заснованих на ефектi Казимира, зокрема, в розробцi наномеханiчних

систем [52,115,117,130].

Сучаснi технологiї дозволяють виготовляти металевi плiвки практично до-

вiльної товщини, використовуючи рiзнi методи, наприклад, вакуумне напилення.

Якщо товщина плiвки стає порiвняної або меншою за глибину проникнення

електромагнiтного поля в метал, то такi плiвки стають прозорими для електрома-

гнiтного випромiнення i починають проявляти не притаманнi масивним металам

електродинамiчнi властивостi [116]. Надтонкi металевi плiвки, товщиною порядка

i менше 0,01 мкм, застосовуються для отримання оптично прозорих контактiв,

наприклад, для фотодiодiв з поверхневим бар’єром, для створення металевої бази в

транзисторах на гарячих електронах, в приладах i виробах наноелектронiки [115].

У системах, якi включають в себе такi наноплiвки, слiд очiкувати незвичайних
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електродинамiчних явищ. Прозорiсть металевих наноплiвок виступає на перший

план в ефектi Казимира.

Теоретичне дослiдження ефекту Казимира почалося з роботи «Про притяжi-

ння мiж двома iдеально провiдними пластинами» [109], в якiй Казимир отримав

для площинi, розташованої на вiдстанi a вiд стiнки порожнини, результат:

f0 = − π2

240

~c
a4
. (1.20)

Тут f0 являє собою некласичну силу електромагнiтного тяжiння мiж пластинами

на одиницю площi, c — швидкiсть свiтла у вакуумi, ~ — постiйна Планка. Пiсля

появи роботи [109], першим значним досягненням теорiї сили Казимира стало

узагальнення формули (1.20) на випадок взаємодiї плоскопараллельних конден-

сованих середовищ, що мають довiльнi значення дiелектричної проникностi. В

роботi [119] Є. М. Лiфшиц за допомогою флуктуацiйно-дисипацiйної теореми

для електромагнiтного поля вирiшив задачу про Казимирiвську взаємодiю товстих

дiелектричних пластин з дiелектричними проникностями ε1 i ε2, роздiлених

вакуумної щiлиною ширини l. В цьому випадку сила Казимира на одиницю площi

представляється у виглядi

f =
~

2π2c3
Re

∞∫
0

dω

∫
dp p2ω3 cth

~ω
2kT
×

×
{[

(s1 + p)(s2 + p)

(s1 − p)(s2 − p)
exp(−2ipωl/c)− 1

]−1

+

+

[
(s1 + ε1p)(s2 + ε2p)

(s1 − ε1p)(s2 − ε2p)
exp(−2ipωl/c)− 1

]−1
}
. (1.21)

Тут символ Re позначає дiйсну частину комплексного числа;

sj =
√
εj − 1 + p2, j = 1, 2. (1.22)
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Iнтегрування по p ведеться уздовж траєкторiї, що складається з двох дiлянок: (а)

вiд 1 до 0 вздовж дiйсної осi; (б) вiд 0i до ∞i вздовж уявної осi. Трохи пiзнiше

формула для сили Казимира мiж дiелектриками, роздiленими рiдким прошарком

з дiелектричною проникнiстю ε3, була отримана в [125], за допомогою квантово-

польових методiв теорiї багаточастинкових систем.

З формули (1.21) стає ясно, що якщо електростатична i гравiтацiйна взаємо-

дiї мiж тiлами чутливi до розподiлiв заряду i маси, то взаємодiя Казимира визнача-

ється тiльки дiелектричними властивостями тiл. Як вiдомо, тензор дiелектричної

проникностi електронейтрального середовища обумовлений динамiчною поведiн-

кою пiдсистем заряджених частинок (колективними поляризацiйними властивостя-

ми середовища в даному термодинамiчному станi). Тому сила Казимира є, по сутi,

реальним проявом потенцiальних можливостей в поведiнцi динамiчної системи в

зовнiшньому електромагнiтному полi.

Незважаючи на iнтенсивне вивчення ефекту Казимира, така важлива про-

блема, як температурна залежнiсть цього ефекту, залишається предметом активних

дискусiй (див., наприклад, роботи [131,131–136]). У центрi обговорень знаходиться

застосовнiсть формули Лiфшиця (1.21) до середовищ з загасанням. Для реальних

провiдникiв дiелектрична проникнiсть ε є комплексною величиною i пов’язана з

провiднiстю середовища σ(ω). У моделi Друде, в якiй система електронiв релаксує

до стану рiвноваги за експоненцiальним законом, ε приймає наступний вигляд:

ε = 1−
ω2
p

ω(ω + iν)
. (1.23)

Тут ωp — плазмова частота металу, ν — частота зiткнень електронiв з об’ємними

розсiювачами. Використання цiєї моделi у формулi Лiфшиця призводить до деяких

фiзичних протирiч.

По-перше, в рамках теорiї Лiфшиця [119] немає неперервного переходу

для сили мiж iдеальними i реальними металами [131, 134]. Теорiя Лiфшиця

прогнозує зростання вкладу Frad(T ) теплових флуктуацiй в силу Казимира при
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зростаннi T тiльки для iдеальних металiв без загасання. У той же час для

середовищ з навiть нескiнченно малим загасанням з частотою релаксацiї ν 6= 0 ця

формула дає спадання Frad(T ) в широкому дiапазонi температур. Цей спадаючий

доданок пов’язаний з прозорiстю реальних металiв для низькочастотних полiв

з поперечною електричною поляризацiєю. Iншими словами, поведiнка Frad(T )

змiнюється стрибкоподiбно для нескiнченно малих ν в порiвняннi з випадком

ν = 0. Такий стрибок не є фiзичним.

По-друге, при T → 0 ентропiя Казимира-Лiфшиця не прямує до нуля.

Подiбна нефiзiчнiсть порушує теорему Нернста (див., наприклад, [135]). Цi

очевиднi протирiччя показують, що в теорiї не врахованi якiсь важливi фiзичнi

деталi. Для усунення цих протирiч (див., наприклад, роботу [132]) запропоновано

вважати ν = 0 у формулi Друде при її використаннi в обчисленнях сили Казимира.

Однак таке нехтування величиною ν нiким не було обґрунтовано. Тому проблема

застосовностi моделi для опису сили Казимира є важливою проблемою.

З усього вищесказаного можна зробити висновок, що дуже важливо запропо-

нувати такий експеримент, який дозволив би перевiрити придатнiсть моделi Друде.

При вирiшеннi такого завдання можуть виявитися дуже корисними металевi

наноплiвки, з огляду на їх прозорiсть. В умовах, коли плiвка досить тонка, сила

Казимира стає чутливою до параметрiв матерiалу i, зокрема, до релаксацiйної

частоти електронiв в металi i до її залежностi вiд температури.

Сила Казимира не лише є макроскопiчним проявом модуляцiї мод вакуума,

викликаної тiлами. Якщо в якостi одного з тiл розглядається уокремлений атом,

що захоплений у магнiтнiй пастцi, а в якостi другого — тiла, що його оточують,

то казимирiвська енергiя спричинює змiну частот переходiв атому, оскiльки

дипольний момент атому внаслiдок переходу змiнюється, а казимирiвська енергiя

залежить вiд його значення. Це є важливою проблемою сучасної спектроскопiї.

Однiєю з найважливiших у спектроскопiї конфiгурацiй є випадок, коли

всерединi порожнистого волокна, зокрема так званого кагомного волокна, ре-

алiзується фотонний кристал, у вузлах якого захоплюються i охолоджуються
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до наднизьких температур атоми [137, 138]. Таким чином вдається позбавитися

багатьох впливiв на ширину спектральних лiнiй, включаючи доплерiвський зсув

за рахунок теплового руху атомiв, зсув за рахунок зiткнень з iншими атомами, а

також з зовнiшнiм випромiненням [139].

У всiх вiдомих конфiгурацiях найтоншi спектроскопiчнi вимiри на основi

волокон, якi до цього часу були досягнутi, дозволяють отримати спектральну лiнiю

шириною в кiлька МГц. Ця ширина лiнiї виявляється наслiдком зiткнень захопле-

них теплових молекул або атомiв [140, 141] iз внутрiшньою стiнкою волокна або

природною шириною лiнiї атомiв [141,142]. Таким чином, час когерентностi атомiв

або молекул, довший десяткiв наносекунд, у волокнах залишається проблемою.

Орiєнтуючись на надточну лазерну спектроскопiю атомiв при вiдноснiй похибцi

10−17 i менше, що розглядається як цiльова точнiсть для атомних годинникiв

наступного поколiння [143, 144], перспективними є конфiгурацiї на основi саме

волокон.

Залежно вiд вiдстанi мiж атомами i стiнкою, вiд десяткiв нм до десяткiв

мкм, взаємодiя атома i стiнки волокна змiнюється вiд Ван-дер-Ваальсiвської до

казимирiвської i, нарештi, до режиму термостату [145]. Взаємодiя Ван-дер-Ваальса

змiщує атомнi лiнiї на 10−10 вiд повного зсуву частоти для атомiв, що захопленi в

полi [137, 142, 146] на вiдстанi порядка десятка нанометрiв вiд нановолокон. Тому

актуальним є знайти вiдстанi, для яких зсув частоти, спричинений взаємодiєю мiж

атомами i стiнками, буде меншим за 10−17.

Особливий iнтерес представляє дослiдження переходу 1S0 –– 3P1 атомiв

88Sr в одновимiрнiй оптичнiй гратцi, налаштованiй на так званий магiчний

стан, який обмежує атоми поблизу центру волокна та в режимi Лемба-Дiка

(тобто нехтовно малого впливу повздовжнього руху на ширину лiнiй) за вiд-

сутностi свiтлового зсуву (тобто впливу енергiї атома у оптичному потенцiалi

ловушки на ширину лiнiй) [142,143,147]. Достатньо вузька ширина лiнiї переходу

γp = 7,5 кГц [148] дозволяє використовувати її як ефективний зонд для вимi-

рювання взаємодiй атом-атом i атом-волокно шляхом аналiзу уширення та зсуву
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спектральних лiнiй. Добре дослiдженi зiткнення [149] в цьому випадку дозволяють

знаходити зайнятiсть атомами вузлiв гратки через вимiрювання зсуву за рахунок

зiткнень за допомогою резонансної диполь-дипольної взаємодiї. В той же час

загальний кутовий момент J = 1 верхнього стану дозволяє дослiджувати ефекти

подвiйного променезаломлення волокна шляхом вимiрювання тензорного зсуву

свiтла [147].

Ретельно усуваючи зсув за рахунок зiткнень та зсув свiтла, спричиненi по-

двiйним заломленням, можна показати, що на частоту атомного резонансу волокно

може не впливати в межах невизначеностi 0,11 кГц, що складає ≈ 3× 10−13. Це

дозволить проектувати оптичнi годинники на основi волокон на переходах 1S0 —

3P0 з шириною декiлька мГц [150], де, як очiкується, зiткнення i залежнiсть вiд

зсуву свiтла будуть зменшенi бiльш нiж на 3–7 порядкiв, залежно вiд iзотопiв, якi

використовують [151].

Таким чином, вивчення впливу мод вакуума на стан атому за рахунок ефекту

Казимира дозволить виявити обмеження на роботу нанопристроїв, зокрема, на

точнiсть оптичного атомного годинника.

1.2. Моди у низькорозмiрних квантових системах

Перейдемо тепер до аналiзу низькорозмiрних систем i мод у них. Структура

системи мод вакуума, якi визначають силу Казимира, розглянуту у попередньому

пiдроздiлi, є унiверсальною, спектр мод є неперервним, i моди не взаємодiють

одна з одною. Однак моди у речовинi вже не мають цих властивостей, i вже у

низькорозмiрних квантових системах проявляються ефекти, пов’язанi з нелiнiйнi-

стю i дискретнiстю спектра, а також iз взаємодiєю мод. Одновимiрнi (1D) системи

є особливими з точки зору дослiдження кiнетики майже iнтегрованих квантових

систем багатьох тiл, оскiльки вiдомо декiлька точних розв’язкiв [152, 153] i їх

можливо використовувати для загальних моделей, де iнтегрованiсть порушена

слабко. Зокрема, iнтегрованiсть гарантує, що розсiювання частинок системи N
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тiл є рiвнозначним послiдовностi зiткнень парних частинок, i, таким чином,

набiр вхiдних iмпульсiв для будь-якої подiї розсiювання мод збiгається з набором

вихiдних iмпульсiв. Таке недифракцiйне розсiювання не змiнює функцiї розподiлу

мод за iмпульсами i не може вести систему до рiвноваги. Серед одновимiрних

систем особливу роль вiдiграє модель Томонага-Латтiнжера, що описує квантовi

електроннi системи при наявностi сильної взаємодiї, огляду якої присвячено

наступний пункт. Моди у таких системах, плазмони, представляють iнтерес з точки

зору багатьох реальних наносистем.

Серед двовимiрних систем, мабуть, найширшу увагу дослiдникiв привертає

графен — двовимiрний алотроп вуглецю. Важливою властивiстю цього матерiала

є специфiчна будова поверхнi Фермi, найбiльшою особливiстю в якiй є наявнiсть

дiракiвських точок, що зумовлює цiлу плеяду цiкавих ефектiв, деякi з яких описанi

далi у цьому пiдроздiлi, а саме у пунктi 1.2.2.

1.2.1. Модель Томонага-Латтiнжера

Точно розв’язувана модель Томонага-Латтiнжера (ТЛ) [154,155] забезпечила

основу для дослiдження мод збуджень у одновимiрних електронних рiдинах,

реалiзованих у квантових дротах, нанотрубках та крайових станах, див. роботу [46]

для нещодавнього огляду та повного списку посилань. Ця модель надзвичайно

успiшно прогнозувала особливi властивостi таких рiдин Латтiнжера (РЛ), найви-

значнiшими з яких є степеневi аномалiї в тунельнiй густинi станiв [156] та ефект

подiлу спiнових зарядiв [157]. Однак вона також має деякi серйознi недолiки. В

рамках моделi Латтiнжера час життя мод нескiнченний, що означає вiдсутнiсть

процесiв врiвноваження. Взаємодiї в iдеальному рiдинному провiднику Латтiнжера

не змiнюють провiднiсть порiвняно з її граничним значенням для невзаємодiючих

електронiв G0 = 2e2/h.

Завдяки вбудованiй симетрiї мiж дiрками та частинками модель Латтiнжера

не дозволяє описувати такi ефекти, як термоелектрична сила, фотоелектричний
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вiдгук тощо. Вiдродження iнтересу до одновимiрних електроннних рiдин викли-

кане експериментальними результатами, якi явно виходять за межi парадигми

Латтiнжера. Енергетична та просторово роздiлена тунельна спектроскопiя за

допомогою квантових дротiв [158,159] та локальна термометрiя з керованими кван-

товими крайовими станами Холла [160,161] забезпечили прямi докази термалiзацiї

електронних мод в 1D системах. Вимiрювання транспорту в дротах з низькою

густиною виявили вiдхилення вiд квантування iдеальної провiдностi [162–166] та

порушення закону Вiдемана-Франца (ВФ) [167, 168]. Цi спостереження привер-

нули багато уваги теоретикiв та висунули на порядок денний нову концепцiю

нелiнiйних РЛ [169, 170], для яких враховується нелiнiйнiсть закону дисперсiї

мод. Тому особливий iнтерес представляють як мiкроскопiчнi механiзми релаксацiї

в узагальненому описi моделi Латтiнжера одновимiрних електронних рiдин, що

означає збереження ангармонiчних взаємодiй мiж модами, так i спосiб, яким такi

рiдини передають енергiю.

Кейн та Фiшер [171] започаткували дослiдження теплового транспорту в РЛ.

Вони дiйшли до наступних висновкiв. По-перше, в чистiй РЛ теплопровiднiсть

K не залежить вiд взаємодiї i збiгається з її значенням для випадку вiдсутностi

взаємодiї,

K0 =
2π2T

3h
(1.24)

так що число Лоренца L = K/TG все ще дорiвнює L0 = π2/3e2 i закон Вiдемана-

Франца (ВФ) справедливий. По-друге, у присутностi однiєї домiшки сильне

зворотне розсiювання мод модифiкує як G, так i K, так що L/L0 = 3/(2κ+ κ2) для

параметра взаємодiї Латтiнжера 1/2 < κ < 1, тодi як число Лоренца розходиться,

L ∝ T 4−2/κ при T → 0 для κ < 1/2.

Також було передбачено сильне порушення закону ВФ для невпорядкованої

РЛ на гратцi, коли швидкiсть розсiювання з ефектами перебросу перевищує

домiшкове розсiювання [172]. Цю проблему також аналiзували в роботах [173–175]



56

в рамках неоднорiдної моделi Латтiнжера з просторово залежним параметром

взаємодiї κ(x) [176]. Якщо κ(x) плавно змiнюється на вiдстанях порядка довжини

хвилi Фермi, то моди не зазнають зворотного розсiювання, тому провiднiсть

все ще становить 2e2/h. Однак моди, що представляють низькоенергетичне

збудження рiдини, зворотно розсiюються, що сильно змiнює величину K. Фi-

зично цей ефект можна порiвняти з скiнченним часом життя мод, викликаним

неоднорiднiстю [177]. Важливо, що ангармонiчнi доданки, якими нехтують в

рамках моделi Латтiнжера, також ведуть до взаємодiї мод. Вплив цих двох

механiзмiв розсiювання на кiнетику мод дуже рiзний. Дiйсно, в системi, в якiй

вiдсутня просторова однорiднiсть, iмпульс може бути послаблений розсiюванням

на неоднорiдностi, але самостiйно не призводить до теплової рiвноваги. Отже,

пiдрахунок теплопровiдностi реальної нелiнiйної рiдини Латтiнжера з урахуванням

нееластичного розсiювання мод є важливою задачею.

Зауважимо також, що у граничному випадку майже впорядкованої РЛ вона

фактично переходить у модель вiгнерiвського кристалу зi збудженнями, що мають

лiнiйний закон дисперсiї. Найпростiший спосiб представлення транспорту заряду i

тепла в системах з вiдштовхуванням частинок полягає в розглядi їх в рамках моделi

одновимiрного кристала Вiгнера (КВ) [178, 179]. КВ, реалiзований у вуглецевих

нанотрубках [180] i квантових дротах [181, 182], являє собою крайнiй випадок РЛ

з параметром взаємодiї

κ = π~ρ2/ms� 1, (1.25)

де ρ — щiльнiсть частинок,m — маса електронiв, s — швидкiсть звуку. При нульовiй

температурi наближення вiгнерiвського кристалу приводить до незалежної вiд

взаємодiї провiдностi G0. Очевидно, що при скiнченних температурах термiчно

активованi моди в вiгнерiвському кристалi не можуть впливати на електричний

транспорт через нелiнiйнiсть закону дисперсiї i закону збереження у одновимiрних

системах. Насправдi такi поправки вимагають розсiювання з перебросом, яке
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експоненцiйно пригнiчується при низьких температурах i, отже, може бути

знехтувано. Однак розсiювання мод може легко уможливити передачу енергiї.

Врахування в дисертацiйнiй роботi нелiнiйностi закону дисперсiї вiгнерiвського

кристалу є важливим кроком у вивченнi нелiнiйної РЛ.

Отже, нелiнiйнiсть закону дисперсiї у одновимiрнiй системi вiдiграє важливу

роль з точки зору процесiв передачi енергiї i iмпульсу у системi. У двовимiрних

системах, зокрема, графенi, це не є настiльки критичним, але будова поверхнi

Фермi є основою, вивчення якої дозволяє визначати характеристики двовимiрних

систем, що буде показано у наступному пунктi.

1.2.2. Зонна структура графена

Незабаром пiсля експериментального вiдкриття [183] графену дослiдження

виявили велику кiлькiсть нових ефектiв, що спостерiгаються у наносистемах

на основi графену: нетрадицiйний квантовий ефект Холла [184]; можливiсть

тестування парадокса Клейна [185]; дзеркальне Андрєєвське вiдбивання та ефект

Джозефсона [186, 187]; новi ефекти в електричному полi [188]; електронне лiнзу-

вання [189]; та iншi явища (див., наприклад, останнi оглядовi роботи [6, 190–197],

та посилання у них).

Одним з таких ефектiв, який демонструє надзвичайно цiкаву i важливу

рису електронних мод у графенi, дiракiвських фермiонiв, є нечутливiсть цих мод

до зовнiшнього електростатичного потенцiалу внаслiдок так званого парадоксу

Клейна [185]. Це явище полягає в тому, що дiракiвськi фермiони можуть проходити

з ймовiрнiстю, яка дорiвнює одиницi, через класично заборонену зону [198, 199].

Електрони, що рухаються через бар’єр, який роздiляє p- i n-допований графен (p-n-

контакт), проходять як дiрки. При проходженнi границi тангенцiальна компонента

iмпульсу зберiгається, в той час як нормальна до границi компонента квазiчастинки

стає протилежною її початковому значенню. Якщо падаючi електрони випускаю-

ться з точкового джерела, електрони, що пройшли бар’єр, фокусуються в зобра-
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женнi джерела. Подiбна поведiнка аналогiчна поведiнцi фотонiв в середовищах

з негативним коефiцiєнтом заломлення [189]. Такi ефекти можуть зустрiчатися в

квантових точках в графенi, де внутрiшнi i зовнiшнi областi мiстять електрони

i дiрки, вiдповiдно [200]. Таким чином, iснує можливiсть створення квантових

точок з потенцiальними бар’єрами [201]. Останнiм часом спостерiгається помiтний

прогрес у вимiрi транспортних властивостей графенових стрiчок з налаштованими

потенцiальними бар’єрами [193, 202, 203]. Дослiдження графену також натхнено

його потенцiальними застосуваннями у наноелектронних пристроях, оскiльки

прикладене електричне поле може значно змiнювати концентрацiю електронних

мод i мати як електрони, так i дiрки як носiї заряду з високою рухливiстю.

Графен являє собою одноатомний шар, що складається з атомiв вуглецю,

з’єднаних за допомогою sp2-зв’язкiв в гексагональну двовимiрну кристалiчну

решiтку, складену з правильних шестикутникiв, i може бути представлений як

композицiя бензольних кiлець без водневих атомiв [204]. Структурна гнучкiсть

графена вiдображена в його електронних властивостях. sp2-гiбридизацiя мiж

однiєю s-орбiталлю i двома p-орбiталями призводить до трикутної плоскої струк-

турi з утворенням σ-зв’язкiв мiж атомами вуглецю, розташованими на вiдстанi

a = 1,42 Å. У всiх алотропах σ-зв’язок вiдповiдальний за мiцнiсть атомних граток.

Незалежна p-орбiталь, перпендикулярна площинi структури, може з’єднуватися

ковалентно з сусiднiми атомами, приводячи до утворення π-зв’язку.

Структура графена не є простою граткою Браве, але може бути представлена

як двi взаємопроникнi трикутнi гратки. Вектори гратки можуть бути записанi так:

a1 =
a

2
(3,
√

3) , a2 =
a

2
(3,−

√
3) . (1.26)

Вектори оберненої гратки мають вигляд:

b1 =
2π

3a
(1,
√

3) , b2 =
2π

3a
(1,−

√
3) . (1.27)

Особливе значення для фiзичних властивостей графена мають двi точки, K i K ′, в



59

кутах зони Брiлюена. Вони названi дiракiвськими точками:

K =

(
2π

3a
,

2π

3
√

3a

)
, K ′ =

(
2π

3a
,− 2π

3
√

3a

)
. (1.28)

Розглянемо зонну структуру графена. Першi роботи про зонну структуру

графена були написанi П. Р. Уоллесом в 1946 р., де обговорювалось незвичайну

напiвметалеву поведiнку цього матерiалу [205]. На той момент думка про суто

двовимiрнi структури була просто фантазiєю, i дослiдження графену слугувало

Уоллесу лише вiдправною точкою для вивчення графiту як дуже важливого

матерiалу для ядерних реакторiв в пiслявоєнну еру. В наступнi кiлька рокiв була

дослiджена зонна структура графiту i детально описанi електроннi властивостi

цього матерiалу [206,207], якi успiшно пiдтверджувалися експериментальними да-

ними [208–211]. У 1968 р. Шредер та iн. [212] встановили положення електронних

i дiркових зон в графенi, загальноприйняте по сьогоднiшнiй день.

Одним з найбiльш важливих аспектiв проблеми дослiдження графену є

те, що його низькоенергетичнi моди виявляються безмасовими дiракiвськими

фермiонами. Дисперсiйне спiввiдношення, обчислене в припущеннi сильного

хiмiчного зв’язку, має форму [205]:

E±(k) = ±t
√

3 + f(k)− t′f(k), (1.29)

де

f(k) = 2 cos(
√

3kya) + 4 cos(
√

3kya/2) cos(3kxa/2), (1.30)

знаки ± вiдповiдають верхнiй та нижнiй енергетичним зонам, t ≈ 2,8 еВ — енергiя

перескоку електрона на сусiднiй атом, t′ ≈ 0,1 еВ — енергiя перескока на атом,

наступний за сусiднiй. Значення t′ визначено недостаточно добре, але як показано

у [213], 0,02t . t′ . 0,2t в залежностi вiд параметризацiї сильного зв’язку. З

експериментiв по циклотронному резонансу [214] було визначено, що t′ ≈ 0,1 еВ.
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Хвильова функцiя електронiв з iмпульсом, близьким до дiраковської точки,

може бути представлена у виглядi двохкомпонентного спiнора, який описується

рiвнянням Дiрака

i~
∂ψ

∂t
= Ĥψ, Ĥ = −i~vF σ̂ ·∇ + V̂ . (1.31)

В цьому рiвняннi σ̂ = (σ̂x, σ̂y) — матрицi Паулi, vF = 3ta/2~ — швидкiсть Фермi,

що дорiвнює vF ' 1 · 106 м/с. Це значення було вперше отримано Уоллесом [205].

Таким чином, при низьких енергiях фiзика графена схожа на квантову електроди-

намiку безмасових фермiонiв з тим лише винятком, що в графенi дiракiвськi моди

рухаються зi швидкiстю vF , в 300 разiв меншою за швидкiсть свiтла c. Отже,

багато незвичайних властивостей квантової електродинамiки можуть спостерiга-

тися в графенi на значно менших швидкостях [185, 215]. Поведiнка дiракiвських

мод вельми незвична в порiвняннi зi звичайними електронами в металах, що

призводить до нових фiзичних явищ [216,217].

Таким чином, через особливостi енергетичного спектру електроннi моди у

графенi мають специфiчнi властивостi. Саме тому у дисертацiйнiй роботi графен

взятий в якостi прикладу двовимiрної системи, у якiй вивчається поширення

електронних мод.

1.3. Джозефсонiвськi моди у шаруватому надпровiднику

Бачимо, що при переходi вiд одиничних мод до мод у одновимiрних та

двовимiрних системах не просто збiльшується складнiсть опису їх властивостей,

але з’являються новi, особливi ефекти, що притаманнi саме цим системам. При

об’єднаннi декiлькох шарiв система може виявитися сильно анiзотропною, а це

може спричинити i анiзотропiю поширення мод у такiй системi.

Сильна анiзотропiя струму у шаруватих надпровiдниках призводить до

незвичних за своїми властивостями електромагнiтних мод. Бiльш того, вiдмiннiсть
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електромагнiтних властивостей шаруватого надпровiдника при протiканнi струму

уздовж або поперек шарiв не просто зводиться до рiзних ефективних дiелект-

ричних проникностей. Струми в рiзних напрямках в шаруватих надпровiдниках

вiдрiзняються за своєю природою: струм уздовж шарiв має ту ж природу, що i в

об’ємному надпровiднику, i може описуватися, зокрема, лондонiвською моделлю,

а струм поперек шарiв обумовлений слабким джозефсонiвським зв’язком мiж над-

провiдними шарами [48]. Струм поперек шарiв визначається нелiнiйним зв’язком

полiв з фазою параметра порядку в надпровiднику, що обумовлює ряд нових для

фiзики плазми нелiнiйних явищ. Можна очiкувати, що в таких матерiалах можливо

спостерiгати ефекти, характернi для нелiнiйної оптики: самофокусування електро-

магнiтних хвиль, стимульована прозорiсть, ефект зупинки свiтла та iн. [218, 219].

Характернi частоти мод в шаруватих надпровiдниках вiдповiдають терагерцевому

дiапазону, який дуже важливий з точки зору рiзних застосувань [220, 221], що

визначає не тiльки науковий, але i практичний iнтерес до джозефсонiвських

плазмових коливань [222,223].

1.3.1. Шаруватi надпровiдники

Представником природних сильно анiзотропних високотемпературних над-

провiдникiв є Bi2Sr2CaCu2O8+δ. Вiн складається з дуже тонких (∼ 2 Å) над-

провiдних шарiв CuO2, що чергуються з бiльш товстими дiелектричними шарами

(∼ 15 Å) [48].

Природа надпровiдностi у купратних надпровiдниках (Cu-НП) вiдрiзняється

вiд звичайної надпровiдностi. Куперiвська пара у звичайному надпровiднику

формується з двох електронiв, у яких як сумарне спiнове число дорiвнює нулю,

S = 0, так i сумарне орбiтальне число теж рiвне нулю, L = 0. За аналогiєю з

класифiкацiєю електронних оболонок в атомi такий тип спаровування електронiв

називається s-спаровуванням. На вiдмiну вiд s-спаровування, вважається експери-

ментально встановленим, що спаровування в Cu-НП має структуру сiнглетного
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d-спаровування (S = 0, L = 2) [224–226]. Мiкроскопiчний механiзм цього спаро-

вування до теперiшнього часу не цiлком ясний, i, швидше за все, вiн вiдрiзняється

вiд звичайного електрон-фононного механiзму притягання i виникає в результатi

екранування кулонiвської взаємодiї мiж електронами [227, 228]. Однак найбiльш

важливi риси такого спаровування описуються узагальненою теорiєю Бардiна-

Купера-Шриффера, що вiдповiдає тетрагональнiй симетрiї кристалiв Cu-НП i

приводить до спаровування з моментом L = 2.

Iснує велика кiлькiсть шаруватих надпровiдникiв, штучно створюваних

шляхом твердофазного синтезу або за допомогою молекулярно-пучкової епiтаксiї,

найяскравiшими представниками яких є надпровiдники на основi залiза (Fe-

НП), що являють собою широкий клас високотемпературних надпровiдникiв,

надпровiднiсть в яких базується на залiзi та елементах V групи (пнiктидах) або

Se [228].

Взаємодiя джозефсонiвського тунельного струму, що тече поперек шарiв, з

електромагнiтним полем призводить до iснування особливого виду елементарних

мод в об’ємi шаруватого надпровiдника, так званих джозефсонiвських плазмових

хвиль (ДПХ) [229]. Наявнiсть же поверхнi роздiлу мiж шаруватим надпровiдником

i дiелектриком породжує додатковi гiлки дисперсiйних кривих, що вiдповiдають

локалiзованим поблизу межi модам.

Нелiнiйнiсть джозефсонiвської плазми призводить до залежностi закону

дисперсiї вiд амплiтуди хвилi [230, 231] i взаємодiї локалiзованих електромагнi-

тних хвиль iз зовнiшнiм постiйним магнiтним полем [232–234], вiдкриваються

можливостi для спостереження незвичайних для твердотiльної плазми ефектiв,

наприклад, зупинки свiтла або внутрiшнього вiдбивання. Крiм того, збудження ло-

калiзованих мод супроводжується резонансними явищами (такими як резонансне

посилення прозоростi [235], пригнiчення дзеркального вiдбиття [236, 237], транс-

формацiя поляризацiї [238, 239], що мають особливостi, пов’язанi зi специфiкою

джозефсонiвської плазми.

Поздовжня εab i поперечна εc компоненти тензора ефективної дiелектричної
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проникностi шаруватого надпровiдника можуть не просто iстотно вiдрiзнятися за

величиною, вони можуть мати рiзнi знаки в широкому дiапазонi частот, приво-

дячи до негативного заломлення [240] i аномальної дисперсiї електромагнiтних

хвиль [235, 241]. Матерiали з аномальною дисперсiєю привертають пiдвищену

увагу дослiдникiв пiсля недавнiх спостережень в них негативного заломлення

мiкрохвиль [242] i теоретичного передбачення можливостi так званого iдеального

фокусування свiтла [243] (докладнiше див. огляд [244]).

Як i хвилi в звичайнiй плазмi, об’ємнi джозефсонiвськi плазмовi хвилi

поширюються при частотах, що перевищують порогову частоту [229] — джо-

зефсонiвську плазмову частоту ωJ . При цьому в шаруватих надпровiдниках, як

в матерiалах з одноосної анiзотропiєю, уздовж кожного напряму можуть поширю-

ватися хвилi двох типiв [245], звичайнi i надзвичайнi, поляризацiї i дисперсiйнi

властивостi яких визначаються напрямком їх поширення вiдносно осi анiзотропiї,

кристалографiчної осi c.

Крiм об’ємних хвиль, на межi шаруватого надпровiдника i звичайного

дiелектрика можуть поширюватися електромагнiтнi хвилi, локалiзованi поблизу

границi. У роботах [232, 246] було показано, що вздовж межi роздiлу шаруватий

надпровiдник-вакуум, як i вздовж межi звичайної плазми, можуть поширюватися

поверхневi моди – поверхневi джозефсонiвськi плазмовi хвилi. Однак, на вiдмiну

вiд звичайної плазми, такi поверхневi хвилi можуть поширюватися з частотами

не тiльки нижче, але i вище плазмової частоти [240]. Крiм того, якщо надпровiднi

шари перпендикулярнi межi роздiлу, то дисперсiйнi властивостi поверхневих хвиль

залежать вiд напрямку їх поширення [239].

Якщо замiсть напiвнескiнченного зразка шаруватого надпровiдника розгля-

дається пластина кiнцевої товщини, то крiм поверхневих хвиль, якi затухають в

обидвi сторони вiд межi роздiлу, в зразку можуть поширюватися хвильоводнi моди

– моди, поле яких осцилює поперек пластини i загасає поза її границями при

вiддаленнi вiд поверхнi. В роботi [247] теоретично вивченi такi хвилi для випадку,

коли надпровiднi шари паралельнi граням пластини. Поширення таких хвиль,
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очевидно, не залежить вiд напрямку хвильового вектора в площинi пластини.

В роботi [241] розглянутi локалiзованi хвилi в пластинi, надпровiднi шари

якої перпендикулярнi її поверхням, а напрямок поширення перпендикулярний

шарам. Показано, що для таких хвиль в певному частотному дiапазонi диспер-

сiйнi кривi немонотоннi, тобто мiстять дiлянки аномальної дисперсiї. Як уже

зазначалось, дисперсiя локалiзованих хвиль в такiй геометрiї буде залежати вiд

напрямку їх поширення. Тому становить iнтерес вивчення дисперсiйних кривих

при довiльному напрямку поширення хвиль. Крiм того, з експериментальної точки

зору може виявитися зручним розгляд не пластини, а довгого зразка, помiщеного

в планарний хвилевiд, тобто мiж двома металевими пластинами. В цьому випадку

iстотно важливим є аналiз саме хвиль з хвильовим вектором, спрямованим пiд

кутом до надпровiдних шарiв.

1.3.2. Електромагнiтне поле в шаруватому надпровiднику

ДПХ описуються зв’язаними синусоїдальними рiвняннями Гордона. Цi рiв-

няння для феноменологiчного опису електродинамiки шаруватих надпровiдникiв

вперше були запропонованi у роботi [248]. Багато авторiв пiзнiше повторно

отримали цi рiвняння iншими методами [249–256]. Наприклад, в роботi [256]

представлено мiкроскопiчну теорiю для надпровiдної фази та динамiки зарядiв в

системi джозефсонiвських контактiв, побудовану на функцiональному формалiзмi

Бардiна-Купера-Шриффера. При певних умовах результати цiєї теорiї дають

зв’язанi синусоїдальнi рiвняння Гордона. Хоча цi рiвняння не враховують багато

факторiв (наприклад, d-хвильового спарювання), вони дають не тiльки якiсно

правильний опис ДПХ в шаруватому надпровiдники, але i дозволяють робити

важливi передбачення. В роботi [257] на основi зв’язаних синусоїдальних рiвнянь

Гордона був запропонований спосiб отримання когерентного випромiнювання

терагерцових джозефсонiвських плазмових хвиль, який пiзнiше був реалiзований

в експериментi [258].
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Розглянемо шаруватий надпровiдник з товщиною дiелектричних d i надпро-

вiдних s шарiв, вiдповiдно. Систему координат обрано таким чином, щоб вiсь z

збiгалася з кристалографiчною вiссю c, а площина xy збiгалася з ab площиною.

Також припускаємо, що електричне поле лежить в площинi xz, а магнiтне поле

направлено вздовж осi y, тобто

~E = {Ex, 0, Ez}, ~H = {0, H, 0}. (1.32)

Як вiдмiчалось, струм у рiзних напрямках в шаруватому надпровiднику

має рiзну природу. Густина струму Jx,y уздовж ab площини має ту ж природу,

що i струми в звичайних надпровiдниках, i вона може бути описана в термiнах

лондонiвської моделi. Вона включає в себе густину надструму i густину струму

квазiчастинок, що виникає в результатi дiї електричного поля в напрямку осi x:

Jxl =
cΦ0

8π2λ2

(
∂χl
∂x
− 2π

Φ0
Axl

)
+ σabExl, (1.33)

де λ — лондонiвська глибина проникнення магнiтного поля в масивний надпро-

вiдник, Axl — поздовжня компонента векторного потенцiалу, σab — провiднiсть

квазiчастинок в надпровiдниковому шарi.

Густину ж струму, що протiкає мiж (l + 1)-м i l-м шарами надпровiдника,

можна записати у виглядi суми густин джозефсонiвського струму куперiвських

пар i квазiчастинкового струму:

J l+1,l
z = Jc sin(ϕl+1,l) + σcE

l+1,l
z , (1.34)

де Jc — максимальна густина джозефсонiвського струму.

Згiдно з роботами [252, 254], вважається, що надпровiднi шари настiльки

тонкi (s� d), що змiною фази i електричного поля в напрямку осi z в них можна

знехтувати. Тодi для опису електромагнiтних полiв у шаруватому надпровiднику

можна ввести градiєнтно-iнварiантну рiзницю фаз параметра порядку мiж (l + 1)-
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м i l-м надпровiдними шарами,

ϕl+1,l = χ(l+1) − χl −
2π

Φ0

∫ l+1

l
Al+1,l
z dz, (1.35)

де χl – фаза параметру порядка у l-му шарi, Φ0 = πc~/e – квант магнiтного потоку,

e – елементарний заряд, Al+1,l
z – нормальна компонента векторного потенцiалу

мiж шарами. Компоненти магнiтного и електричного полiв у зразку зв’язанi з

градiєнтно-iнварiантною рiзницею фаз рiвняннями:

∂H l+1,l

∂x
=

4π

c

[
Jc sin(ϕl+1,l) + σcE

l+1,l
z

]
+
εs
c

∂El+1,l
z

∂t
, (1.36)

H l+1,l −H l,l−1

s
=

Φ0

2πλ2

(
∂χl
∂x
− 2π

Φ0
Axl

)
+

4π

c
σabExl +

d

s

εs
c

∂Exl

∂t
. (1.37)

В них Jc – критична густина джозефсонiвського струму, Axl – тангенцiальна ком-

понента векторного потенцiалу, σab i σc – дисипативнi провiдностi квазiчастинок

вздовж и поперек надпровiдних шарiв, вiдповiдно, εs – дiелектрична проникнiсть

мiжшарових промiжкiв.

Зв’язок електричного i магнiтного полiв з векторним потенцiалом визначає-

ться наступними спiввiдношеннями:

Exl = −1

c

∂Axl

∂t
− ∂A0l

∂x
, (1.38)

El+1,l
z = −1

c

∂Al+1,l
z

∂t
−
A0(l+1) − A0l

D
, (1.39)

H l+1,l = −∂A
l+1,l
z

∂x
−
Ax(l+1) − Axl

D
. (1.40)

У рiвняннях (1.38) – (1.40) позначено: D = s+ d ≈ d — перiод надпровiдникової

структури, A0l — скалярний потенцiал в l-м надпровiдниковому шарi, який може

бути знайдений з рiвняння Пуассона.

Використовуючи рiвняння (1.39) i припускаючи, що
∫ l+1
l Al+1,l

z dz = Al+1,l
z D,

можна отримати спiввiдношення мiж компонентою електричного поля упоперек
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шарiв i калiбрувально-iнварiантною рiзницею фаз параметра порядку ϕl+1,l,

El+1,l
z =

Φ0

2πcD

∂ϕl+1,l

∂t
− ψl+1 − ψl

D
, (1.41)

де ψl – калiбрувально-iнварiантний скалярний потенцiал,

ψl =
Φ0

2πc

∂χl
∂t

+ A0l . (1.42)

З рiвнянь (1.36) – (1.37) можна отримати зв’язанi синусоїдальнi рiвняння

Гордона для градiєнтно-iнварiантної рiзницi фаз ϕl+1,l,

(
1− λ2

ab

d2
∂2
l

)(
ϕ̈l+1,l + ωrϕ̇

l+1,l + ω 2
J

sin
(
ϕl+1,l

))
− c2

ε

∂2ϕl+1,l

∂x2
= 0. (1.43)

В даному рiвняннi дискретний оператор другої похiдної ∂2
l визначається як

∂2
l fl = fl+1 + fl−1 − 2fl, (1.44)

точка означає диференцiювання за часом,

ω
J

=

√
8πedJc
~ε

(1.45)

– джозефсонiвська плазмова частота, λab = λ(d/s)1/2 – лондонiвська глибина

проникнення магнiтного поля в шаруватий надпровiдник в напрямку поперек

шарiв, i ωr = 4πσc/ε — частота релаксацiї, пропорцiйна провiдностi квазiчастинок

вздовж кристалографiчної осi c.

Як показано в роботi [259], провiднiсть квазiчастинок уздовж шарiв σab, яка

входить в рiвняння (1.37), слiд також враховувати. Однак при частотах близьких

до джозефсонiвської плазмової частоти доданок в рiвняннi (1.37), що мiстить

σab, виявляється малим в порiвняннi з iншими. Вiн може бути опущений якщо



68

виконується така умова:

∣∣∣∣1− ω2

ω2
J

∣∣∣∣ σabσc εω
2
J
λ2
ab

c2
� 1.

Вважаючи просторовий масштаб змiни електромагнiтного поля уздовж осi

z набагато бiльшим вiд товщин надпровiдних s та дiелектричних d шарiв, можна

перейти до континуального наближення, в якому синусоїдальнi рiвняння Гордона

зводяться до наступного диференцiального рiвняння в частинних похiдних:

(
1− λ2

ab

∂2

∂z2

)[
1

ω2
J

∂2ϕ

∂t2
+
ωr
ω2
J

∂ϕ

∂t
+ sinϕ

]
− λ2

c

∂2ϕ

∂x2
= 0, (1.46)

де λc = c/ωJ
√
εs має змiст лондонiвської глибини проникнення магнiтного поля

вздовж шарiв.

Вiдзначимо, що рiвняння (1.43) отримано в припущеннi вiдсутностi пору-

шення електронейтральностi в шаруватому надпровiднику. Цим ефектом можна

знехтувати в багатьох випадках через малiсть дебаєвсьного радiуса екранування в

порiвняннi з лондонiвською глибиною проникнення поля в надпровiдник.

Наприклад, його роль виявляється досить незначною при частотах, багато

менших джозефсонiвської плазмової частоти, при ω � ω
J
. Однак ефект поруше-

ння електронейтральностi може вiдiгравати важливу роль у формуваннi спектра

ДПХ [249, 253, 260–264] i в транспортних властивостях надпровiдника [265] при

частотах близьких до ω
J
. Зокрема, завдяки цьому ефекту виникає нова гiлка в

спектрi об’ємних ДПХ.

Висновки до роздiлу 1

• Квантова мода за рахунок контакту iз зовнiшнiм середовищем зазнає за-

тухання i декогеренцiї, а її стан неминуче стає змiшаним, навiть якщо у початковий

момент часу система знаходилася у чистому станi. Динамiку систем у такому
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випадку можна дослiджувати за допомогою квантового кiнетичного рiвняння для

матрицi густини стану. Вплив оточуючого середовища на такi системи зазвичай

складний i не може бути зведений лише до ефективного затухання – додатково

необхiдно враховувати шуми у системi. Адитивнi i частотнi шуми грають велику

роль у реальних експериментах, зокрема в реєстрах квантових комп’ютерiв.

Комбiнований вплив i шумiв, i контакту з термостатом потребує дослiдження.

• Одним з прикладiв складних впливiв на динамiку моди може бути контакт

її з деякою квантовою малокубiтною системою. Така система, що складається з

резонатора i кубiта, представляє iнтерес з практичної точки зору, наприклад при

зчитуваннi iнформацiї з реєстру квантового комп’ютеру. Однак зв’язок резонатора

з, наприклад, одним кубiтом, не зводиться лише до дiї телеграфного шуму частоти,

i отже, потребує дослiдження. Цей зв’язок є дисперсiйним, тобто вiн модулює

енергiю кожної з пiдсистем в залежностi вiд стану iншої. Навiть у класичнiй

системi можна отримати дискретнi рiвнi енергiї можливих вимушених коливань,

при особливому нелiнiйному виглядi зовнiшньої дiї. Такi аргументальнi коливання

можуть проявляти мультистабiльнiсть за деяких параметрiв установки, але чим

визначаються ймовiрностi рiзних станiв – є вiдкритим питанням.

• Вплив мод нульових осциляцiй вакуума може бути експериментально

дослiджений за допомогою ефекту Казимира взаємодiї двох тiл у вакуумi. Сила

Казимира вивчається понад 70 рокiв i пiдрахована для багатьох геометрiй двох тiл.

Однак для реального металу вплив релаксацiй у зразку i температурна залежнiсть

сили Казимира не є добре вивченими питаннями. Окрiм того, сила Казимира для

взаємодiї тонкої плiвки з масивним тiлом може бути важливою для вирiшення цих

питань, оскiльки така плiвка є напiвпрозорою для мод вакуума. Ефект Казимира

важливий при проектуваннi передових експериментальних схем у метрологiї,

спектроскопiї або атомного годинника надвисокої точностi, оскiльки призводить

до зсуву i уширення спектральної полоси охолоджених атомiв у свiтлових пастках.

• Представляє особливий iнтерес вивчення електронних мод у одновимiр-

них та двовимiрних системах. В одномiрнiй системi взаємодiючих електронiв,
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рiдинi Латтiнжера, закон дисперсiї збуджень лiнiйний. Але така груба модель

не дозволяє описувати нерiвноважнi процеси та потребує уточнення. Врахування

нелiнiйностi закону дисперсiї дозволяє аналiзувати непружнi зiткнення мод. Аналiз

такої моделi може дозволити знайти теплопровiднiсть одновимiрної електронної

системи.

• Важливим представником двовимiрних квантових систем є графен. Iнте-

рес до нього базується на особливому законi дисперсiї збуджень в ньому. Поблизу

дiракiвських точок вiн нагадує закон дисперсiї релятивiстських частинок, що

використовується в багатьох яскравих ефектах. Поширення мод у графенi при

наявностi зовнiшнього потенцiалу рiзного профiлю вивчено в недостатнiй мiрi.

• Шаруватi системи мають анiзотропнi властивостi, що призводять до

важливих ефектiв при поширеннi в них мод. Наприклад, шаруватi надпровiдники

є перспективними матерiалами, бо електромагнiтнi моди в них, джозефсонiвськi

плазмовi хвилi, мають частоти у терагерцовому дiапазонi, важливому для багатьох

застосувань, зокрема у медицинi або при побудовi електронних пристроїв у

цьому важливому i маловивченому частотному дiапазонi. Анiзотропiя мод у

надпровiдниках пов’язана з анiзотропiєю струмiв у них. Вздовж шарiв вiн має

таку ж природу, як i у товстому надпровiднику, а у перпендикулярному шарам

напрямку струм має джозефсонiвську природу тунельного струму, що визначає

особливу нелiнiйнiсть системи. Незважаючи на бурхливий iнтерес до таких

систем, поширення локалiзованих мод у довiльному напрямку по вiдношенню до

шарiв системи вивчено у недостатнiй мiрi, а данi про поширення мод у рiзних

конфiгурацiях пластини i зовнiшнiх полiв не узагальненi.

Таким чином, дослiдження поширення, декогеренцiї i взаємодiї мод у кван-

тових системах кiлькох ступенiв вiльностi, а також низькорозмiрних чи шаруватих,

представляє iнтерес як з загальнофiзичної точки зору, так i з погляду рiзних

можливих застосувань. Теоретичному дослiдженню таких ефектiв i присвячена

дана дисертацiйна робота.
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Роздiл 2

ДИНАМIКА КВАНТОВИХ МОД ЗА НАЯВНОСТI ШУМУ ЧАСТОТИ

У цьому роздiлi, спираючись на результати праць [8–10], дослiджено дина-

мiку квантових мод коливань наноосцилятора чи нанорезонатора, якi контактують

з деяким термостатом, а також з джерелами шумiв.

У пiдроздiлi 2.1 розвинуто теоретичний метод виявлення та знаходження

характеристик частотного шуму в коливальних системах. У квантових дворiвневих

системах шуми частоти призводять до рiзницi мiж часами релаксацiї T1 i T2

та їх зазвичай вiдокремлюють вiд термiчного шуму, використовуючи нелiнiйний

вiдгук на зовнiшнє поле [266]. Цi методи не застосовуються до мод резонаторiв,

оскiльки їх вiдгук є лiнiйним. Якщо шум частоти є домiнуючим фактором, спектр

координати виявляє деякi особливостi шуму [68, 69, 71, 267]. Однак у багатьох

випадках, що представляють iнтерес, вiн не забезпечує достатньою iнформацiєю

та часто не дозволяє навiть виявити шуми частоти взагалi. Наприклад, для

широкосмугового гаусового частотного шуму спектр поглинання є лоренцiвським,

як i у випадку вiдсутностi частотного шуму, навiть якщо його загальна ширина

перевищує ширину внаслiдок затухання.

У цьому пiдроздiлi показано, як шуми частоти можна вивчити в експери-

ментi, використовуючи те саме вимiрювання, яке використовується у стандартних

схемах для пошуку спектра поглинання, тобто, вимiрювання вiдгуку осцилятора на

бiлярезонансне збудження (див., наприклад, [69, 71]). Це стосується як класичних,

так i квантових осциляторiв. Як буде показано, це можна зробити, вивчаючи

такi корелятори квадратур, якi є особливо чутливими до шуму частоти, а також

моментiв комплексної амплiтуди моди. Вони дозволяють не тiльки виявити

частотний шум, але й вивчити його статистику як для класичних, так i для
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квантових коливань.

У пiдроздiлi 2.2 чутливiсть кореляторiв i старших моментiв комплексної

координати до статистики шуму частоти демонструється на важливих прикладах

шуму: гаусciвському, пуаcсонiвському та телеграфному, як представника класу

маркiвських шумiв. Також проаналiзовано корелятори та старшi моменти для

бiльш загального випадку довiльного слабкого шуму методами теорiї послiдовних

наближень.

У пiдроздiлi 2.3 дослiджено вплив телеграфного незбалансованого частотно-

го шуму на властивостi електромеханiчної моди. Показано, що частотнi залежностi

старших кумулянтiв координати при одних i тих же значеннях коефiцiєнта

затухання мають особливостi, якi дозволяють вiдрiзнити ефекти, пов’язанi з

наявнiстю частотного шуму. Запропонований у пiдроздiлi 2.1 метод виявлення

шуму частоти перевiряється експериментально для торсiонного мiкрорезонатора,

що знаходиться пiд дiєю телеграфного шуму частоти (ТШЧ), тобто частота якого

стохастично переключається мiж двома значеннями. Показано, що усереднений

за часом амплiтудний спектр моди має два пiки. Вони зливаються зi зростанням

швидкостi переключення частоти, а спектр при цьому зазнає звуження.

Також у пiдроздiлi 2.3 показано, що моменти комплексної амплiтуди сильно

залежать вiд характеристик частотного шуму. Ця залежнiсть залишається сильною

навiть тодi, коли присутнiй сильний тепловий або детекторний шум. Показано,

що саме аналiз старших моментiв дозволяє отримати бiльше iнформацiї щодо

характеристик шуму.

2.1. Вiддiлення шуму частоти, що дiє на класичну або квантову моду

2.1.1. Рiвняння руху для комплексної координати

Розглянемо спочатку класичний осцилятор i будемо вважати, що релаксацiя

енергiї осцилятора вiдбувається завдяки зв’язку з тепловим резервуаром, який мо-
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делюємо лiнiйним по координатi i iмпульсу осцилятора гамiльтонiаном. Вважаємо

його також слабким, так що швидкiсть затухання Γ� ω0, де ω0 — це власна

частота осцилятора при вiдсутностi частотного шуму. Шум модулює частоту так,

що фактична частота дорiвнює ω0 + ξ(t). Будемо вважати, що 〈ξ(t)〉 = 0 i що ξ(t)

є стацiонарним процесом. Основний iнтерес викликає невеликий шум, так що

вiдхилення частоти вiд ω0 невеликi порiвняно з ω0.

З феноменологiчної точки зору еволюцiя моди з одиничною ефективною

масою за наявностi рушiйної сили F cosωF t описується рiвнянням

q̈ + 2Γq̇ + [ω2
0 + 2ω0ξ(t)]q = F cosωF t+ f(t), (2.1)

де f(t) — адитивний тепловий шум, середнє значення якого вважається рiвним

нулю. Ми будемо розглядати цей рух у системi вiдлiку, що осцилює з частотою ωF

на часових масштабах, набагато бiльших за ω−1
F . У цiй системi вiдлiку наближення

маркiвської релаксацiї квадратур моди є застосовним. Необхiднiсть припущення

про омiчну дисипацiю обговорюється у [87].

Будемо вважати, що типовi частоти шуму ξ(t) невеликi порiвняно з ω0. Це

виконується для багатьох сучасних систем; зв’язок моди з джерелом такого шуму

не призводить до дисипацiї енергiї через нелiнiйне тертя [268] та до стохастичного

параметричного збудження осцилятора [58, 269].

Вважаємо також, що змушенi коливання вiдбуваються поблизу резонансу,

тобто частота ωF близька до ω0, а саме |δω| � ω0, де δω = ωF − ω0. Динамiку

осцилятора можна зручно проаналiзувати, переходячи вiд координати q та iмпульсу

p = q̇, до комплексних змiнних u(t), u∗(t), що повiльно змiнюються з часом на

масштабах ω−1
F ,

q(t) = u exp(iωF t) + u∗ exp(−iωF t),

p(t) = iωF [u exp(iωF t)− u∗ exp(−iωF t)] . (2.2)
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Функцiя u(t) — комплексна амплiтуда моди. З рiвняння (2.2), Reu та Imu дають

квадратури координати осцилятора на частотi ωF .

На часових масштабах, великих порiвняно з часом кореляцiї термостата та

ω−1
F , як мiкроскопiчна теорiя слабкого зв’язку мiж осцилятором та резервуаром [87,

270,271], так i феноменологiчна модель рiвняння (2.1) приводять до рiвняння руху

для u,

u̇ ' −[Γ + iδω − iξ(t)]u− iF

4ωF
+ fu(t), (2.3)

де fu(t) = −(i/2ωF )f(t) exp(−iωF t), а перенормалiзацiю ω0 за рахунок контакту з

термостатом, яка виникає в мiкроскопiчнiй теорiї, було включено до ω0.

На часових масштабах, що значно перевищують час затухання Γ−1, початко-

вий стан осцилятора не впливає, i

u(t) = (F/4ωF )uF (t) + uth(t),

uF (t) =

∫ t

−∞
dt1χ

∗(t− t1) exp

[
i

∫ t

t1

dt′1ξ(t
′
1)

]
,

χ(t) = i exp(−Λ∗t), Λ ≡ Λ(ωF ) = Γ + iδω. (2.4)

У цьому рiвняннi uF (t) описує змушенi коливання; χ(t) — нормована сприй-

нятливiсть осцилятора за вiдсутностi коливань частоти. Доданок uth описує вплив

теплового шуму,

uth(t) = i

∫ t

−∞
dt1χ

∗(t− t1)fu(t1) exp

[
i

∫ t

t1

dt′1ξ(t
′
1)

]
. (2.5)

Нас цiкавлять наслiдки частотного, а не теплового шуму. Збiльшуючи поле

F , доданок ∝ uF (t) в u(t), у рiвняннi (2.4) можна зробити бiльше, нiж типове

значення uth. Однак, як буде показано, внесок теплового шуму в корелятори u(t)

зникає в наближеннi, яке використовується для отримання рiвняння (2.3), що

дозволяє використовувати навiть порiвняно слабкi змушуючi поля для вивчення
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частотного шуму.

2.1.2. Корелятори комплексної координати

Два шуми, що визначають динамiку моди, f(t) i ξ(t), як правило, мають

рiзнi масштаби. Шум f(t) є результатом лiнiйного зв’язку координати i iмпульсу

q, p з термостатом. Основний вплив на осцилятор вiдповiдає компонентам Фур’є

функцiї f(t) з частотами ω такими, що |ω − ω0| � ω0. При виведеннi маркiвського

рiвняння руху для u(t), рiвняння (2.3), було припущено, що спектр шуму f(t)

неперервний при частотах близьких до ω0 [87, 270, 271], зокрема, ми нехтували

змiною спектру для |ω − ω0| ∼ |δω|, 〈ξ2(t)〉1/2.

Навпаки, шум ξ(t) надходить або вiд зовнiшнього нерiвноважного джерела,

або вiд взаємодiї з термостатом, що є квадратичною за q, p, i зв’язує осцилятор

зi стороннiми ступенями вiльностi (див. також наступний роздiл дисертацiйної

роботи).

Важливим наслiдком статистичної незалежностi f(t) i ξ(t) є така рiвнiсть:

〈unth(t)〉 = 0, n = 1, 2, 3, . . . . (2.6)

Простий спосiб це побачити — порiвняти вирази для uth(t) i uth(t+ t0) з довiльним

t0. Якщо написати рiвняння (2.5) для uth(t+ t0) i перейти вiд iнтегрування за

t1 i t′1 до t̃1 = t1 − t0 i t̃′1 = t′1 − t0 вiдповiдно, вираз для uth(t+ t0) стає тiєї ж

форми, що i uth(t), за винятком того, що шуми f(t) i ξ(t) беруться у момент часу,

змiщений на t0, i виникає додатковий множник exp(−iωF t0). Для стацiонарного

шуму змiна моменту вiдлiку часу не впливає на середнi значення, i тому єдина

рiзниця мiж усередненням uth(t) та uth(t+ t0) — множник exp(−iωF t0). Однак,

оскiльки результат усереднення не може залежати вiд t0, середнi моменти uth(t)

дорiвнюють нулю, як i корелятори 〈uth(t1) . . . uth(tn)〉.
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Виходячи з цього, маємо:

〈u(t1) . . . u(tn)〉 = (F/4ωF )n〈uF (t1) . . . uF (tn)〉, (2.7)

i нижче ми будемо розраховувати корелятори uF . Вони не залежать вiд теплового

шуму для лiнiйного осцилятора, i тому вимiрювання їх значень негайно виявляє

частотний шум. Зауважимо, що корелятор n-го порядку пропорцiйний n-ому

степiню змушуючої сили, що вiдповiдає лiнiйному вiдгуку моди.

2.1.3. Квантове формулювання

Отриманi вище результати можна негайно поширити на квантовий режим,

оскiльки вiдгук квантових та класичних гармонiчних осциляторiв на бiлярезо-

нансну зовнiшню силу однаковi. За вiдсутностi зв’язку з тепловим резервуаром

гамiльтонiан осцилятора в резонансному полi F cosωF t за наявностi слабкого

класичного шуму частоти ξ(t) є

H0 = ~[ω0 + ξ(t)]a†a− qF cosωF t, (2.8)

де a = (2~ω0)
−1/2(ω0q + ip) є оператор знищення для квантового осцилятора.

Ефект зв’язку з термостатом можна зручно проаналiзувати в бiлярезо-

нансному наближеннi, якщо перейти до представлення взаємодiї з оператором

U(t) = exp(−iωFa†at). Коли типовi частоти шуму невеликi порiвняно з ωF ,

отримане рiвняння для матрицi густини осцилятора ρ0 для даної реалiзацiї частоти

шуму має звичну форму

ρ̇0 = i[δω − ξ(t)][a†a, ρ0]− Γ̂ρ0 + i[F ′a† + F ′∗a, ρ0]. (2.9)
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У цьому рiвняннi F ′ = (8~ω0)
−1/2F ; оператор Γ̂ описує затухання осцилятора,

Γ̂ρ = Γ(n̄+ 1)(a†ρ− 2aρa† + ρa†a) + Γn̄(aa†ρ− 2a†ρa+ ρaa†, (2.10)

де n̄ = [exp(~ω0/kBT )− 1]−1 — число Планка; як i в класичному аналiзi, пе-

редбачається, що перенормалiзацiя частоти осцилятора за рахунок приєднання

до термостата включена в ω0. Пiдкреслимо, що матриця густини ρ0 не була

усереднена за реалiзацiями ξ(t), вона змiнюється в часi пiд дiєю шуму.

Рiвняння (2.9) дозволяє виконати квантовомеханiчне усереднення для

заданих значень ξ(t). Це призводить до ланцюжка рiвнянь для моментiв

an(t) ≡ Tr[anρ0(t)] оператора a,

d

dt
an = −n[Λ∗ + iξ(t)]an + inF ′an−1, (2.11)

де Λ = Γ + iδω, див. рiвняння (2.4). Якщо припустити, що поле F увiмкнено

адiабатично при t→ −∞, початкова умова для рiвняння (2.11) є an → 0 при

t→ −∞. Розв’язком рiвняння (2.11) є

an(t) = [a(t)]n , a(t) = F ′u∗F (t), (2.12)

де uF (t) задано рiвнянням (2.4). Тому усереднення моментiв оператора a за

реалiзацiями ξ(t) можна зробити так само, як i для класичного осцилятора, i

результати, обговоренi вище, виконуються також у квантовому випадку.
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2.2. Визначення характеристик шуму частоти

2.2.1. Бiлий шум частоти

Явнi вирази (2.4) та (2.7) дозволяють аналiзувати корелятори комплексної

амплiтуди для рiзних типiв частотних шумiв. Розглянемо кiлька моделей шуму, що

представляють iнтерес для експерименту, i покажемо, як, вимiрюючи корелятори,

можна вивчити статистику шуму.

Одним з найважливiших є шум iз порiвняно широким частотним спектром,

який приймає майже однаковi значення для частот, менших за характерну гра-

ничну частоту ωcorr таку, що Γ, |δω| � ωcorr � ω0. Такий шум можна вважати δ-

корельованим на часових масштабах, великих у порiвняннi з ω−1
0 .

Прикладами таких шумiв є квазiпружне розсiювання фононiв або iнших

збуджень на механiчному осциляторi [272, 273]. В цьому випадку шум можна на-

ближено вважати гауссiвським, або такий шум може виникати через дискретнiсть

електричного струму, що модулює осцилятор, – в цьому випадку вiн близький до

пуассонiвського, або вiн може походити з iнших процесiв i мати iншу статистику.

Для δ-корельованого шуму зручно робити усереднення в рiвняннi (2.7),

використовуючи характеристичний функцiонал шуму, який можна записати як

P [v(t)] ≡
〈

exp

[
i

∫
dtv(t)ξ(t)

]〉
= exp

[
−
∫
dtµ
(
v(t)

)]
. (2.13)

Функцiя µ(k) визначається статистикою шуму: для гауссiвського шуму з нульовим

середнiм значенням i iнтенсивнiстюD, тобтоK(t− t′) = 〈ξ(t)ξ(t′)〉 = 2Dδ(t− t′),

i для пуассонiвського шуму з нульовим середнiм значенням, площею iмпульсу g i

частотою iмпульсiв ν, тобто ξ(t) = g
∑

n δ(t− tn)− gν, маємо вiдповiдно µ = µG

i µ = µP , де [274]

µG(k) = Dk2, µP (k) = ν
(
1− eikg + ikg

)
. (2.14)
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Але перш нiж навести результати через функцiю µ(k), розглянемо дещо

громiздкi, але кориснi для випадку, коли µ(k) невiдома, вирази моментiв через

кореляцiйнi функцiї шуму.

Характеристичний функцiонал (2.13) для гауссiвського шуму ξ(t) задоволь-

няє такому рiвнянню,

Ṗv = −Pv v(t)

t∫
−∞

dτK̃(t− τ)v(τ). (2.15)

Перейдемо до Фур’є перетворення корелятора K̃(t),

K̃(t) =

∫
dωKω cos(ωt). (2.16)

Для знаходження середнього значення за допомогою характеристичного функцiо-

налу, вiзьмемо в якостi функцiї v(t) функцiю, що приймає значення 0 або 1 (саме

така функцiя дозволить згiдно рiвнянь (2.4) та (2.7) знайти середнє значення 〈u〉).

Тодi

Ṗ1 = −P1

∫
dωKω

sin
(
ω(t− t1)

)
ω

. (2.17)

Розв’язком цього рiвняння є

P1 = exp

[
−
∫
dω
Kω

ω2

(
1− cos(ω(t− t1))

)]
. (2.18)

Розглянемо випадок слабкого гауcсiвського шуму (див. також наступний пiдроз-

дiл). Тодi можна отримати такий наближений вираз:

P1 ≈ 1−
∫
dω
Kω

ω2

(
1− cos(ω(t− t1))

)
+

+
1

2

∫ ∫
dω1dω2

Kω1

ω2
1

Kω2

ω2
2

(
1− cos(ω1(t− t1))

)(
1− cos(ω2(t− t1))

)
. (2.19)
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Отже, використовуючи цi вирази, можемо знайти середнэ значення координати.

Запишемо його у спрощенiй формi, опускаючи множник амплiтуди зовнiшньої

сили i вводячи змiнну Λ = Γ + iδω:

〈u〉 = −i
0∫

−∞

dt1e
Λt1P1 ≈ −

i

Λ
+ i

∫
dω

Kω

Λ(Λ2 + ω2)
−

− i
2

∫ ∫
dω1dω2Kω1

Kω2
×

× 6Λ4 + 3Λ2(ω2
1 + ω2

2) + (ω2
1 − ω2

2)2

Λ(Λ2 + ω2
1)(Λ2 + ω2

2)(Λ2 + (ω1 + ω2)2)(Λ2 + (ω1 − ω2)2)
. (2.20)

Для разрахунку другого i третього моментiв координати необхiдно розраху-

вати характеристичний функцiонал для функцiй, що мають двi або три "сходинки".

Для них отримано такi вирази:

P2 = exp
[
−
∫
dω
Kω

ω2

(
3 + eiω(t1−t2) − 2eiω(t−t1) − 2eiω(t−t2)

)]
, (2.21)

P3 = exp
[
−
∫
dω
Kω

ω2

(
6 + eiω(t1−t2) + eiω(t1−t3) + eiω(t2−t3)−

−3eiω(t−t1) − 3eiω(t−t2) − 3eiω(t−t3)
)]
. (2.22)

Використовуючи їх, отримуємо середнє значення комплексної координати,

〈u〉 = −i
0∫

−∞

dt1e
Λt1P1 ≈ −

i

Λ
+ i

∫
dωKω

1

Λ2(Λ− iω)
+

+
i

2

∫ ∫
dω1dω2Kω1

Kω2

2Λ− i(ω1 + ω2)

Λω1ω2(Λ− iω1)(Λ− iω2)(Λ− i(ω1 + ω2))
, (2.23)

а також другий момент,

〈u2〉 = −2

0∫
−∞

dt1

t1∫
−∞

dt2e
Λ(t1+t2)P2 ≈
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≈ − 1

Λ2
+ 3

∫
dωKω

1

Λ2iω(Λ− iω)
−
∫ ∫

dω1dω2Kω1
Kω2
×

×−56Λ3 + 68iΛ2(ω1 + ω2) + 18Λ(ω2
1 + 3ω1ω2 + ω2

2)− 9iω1ω2(ω1 + ω2)

2Λ2ω1ω2(Λ− iω1)(Λ− iω2)(2Λ− iω1)(2Λ− iω2)(Λ− i(ω1 + ω2))
, (2.24)

i третiй,

〈u3〉 = 6i

0∫
−∞

dt1

t1∫
−∞

dt2

t2∫
−∞

dt3e
Λ(t1+t2+t3)P3 ≈

≈ i

Λ3
− 6

∫
dωKω

1

Λ3ω(Λ− iω)
+

∫ ∫ [
dω1dω2Kω1

Kω2
×

×
( −100iΛ3 − 130Λ2(ω1 + ω2)

Λ3ω1ω2(Λ− iω1)(Λ− iω2)(2Λ− iω1)(2Λ− iω2)(Λ− i(ω1 + ω2))
+

+
3iΛ(12ω2

1 + 35ω1ω2 + 12ω2
2) + 18ω1ω2(ω1 + ω2)

Λ3ω1ω2(Λ− iω1)(Λ− iω2)(2Λ− iω1)(2Λ− iω2)(Λ− i(ω1 + ω2))

)]
. (2.25)

Окрiм моментiв, для аналiзу експериментiв мають значення також кумулянти

координати. Так, для другого кумулянта маємо:

〈u2〉 − 〈u〉2 =

∫
dωKω

1

Λ2(Λ2 + ω2)
+

+

∫ ∫
dω1dω2Kω1

Kω2

2Λ4ω1ω2(Λ− iω1)(Λ− iω2)(2Λ− iω1)(2Λ− iω2)(Λ− i(ω1 + ω2))
×

×(40Λ5 − 52iΛ4(ω1 + ω2)− 2Λ3(7ω2
1 + 17ω1ω2 + 7ω2

2)−

−5iΛ2ω1ω2(ω1 + ω2)− 2Λω1ω2(2ω
2
1 + 5ω1ω2 + 2ω2

2) + 2iω2
1ω

2
2(ω1 + ω2)), (2.26)

i для третього:

〈u3〉 − 3〈u〉〈u2〉+ 2〈u〉3 =

= −
∫ ∫

dω1dω2Kω1
Kω2

2Λ5ω1ω2(Λ− iω1)(Λ− iω2)(2Λ− iω1)(2Λ− iω2)(Λ− i(ω1 + ω2))
×

×(56iΛ5 + 116Λ4(ω1 + ω2)− 6iΛ3(13ω2
1 + 37ω1ω2 + 13ω2

2)−

−3Λ2(6ω3
1 + 49ω2

1ω2 + 49ω1ω
2
2 + 6ω3

2) + 3iΛω1ω2(11ω2
1 + 26ω1ω2 + 11ω2

2)+
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+12ω2
1ω

2
2(ω1 + ω2)). (2.27)

Цi вирази можна переписати у бiльш зручнiй формi, через реальнi функцiї. У

наступних виразах iнтегрування проводиться у дiапазонi вiд 0 до +∞:

〈u2〉 − 〈u〉2 = 2

∫
dωKω

1

Λ2(Λ2 + ω2)
− 2

∫ ∫
dω1dω2Kω1

Kω2
×

× 16Λ4 + 17Λ2(ω2
1 + ω2

2) + 5(ω2
1 − ω2

2)2

Λ2(Λ2 + ω2
1)(Λ2 + ω2

2)(Λ2 + (ω1 + ω2)2)(Λ2 + (ω1 − ω2)2)
, (2.28)

i для третього кумулянта

〈u3〉 − 3〈u〉〈u2〉+ 2〈u〉3 = 12i

∫ ∫
dω1dω2Kω1

Kω2
×

× 2Λ4 + 3Λ2(ω2
1 + ω2

2) + (ω2
1 − ω2

2)2

Λ3(Λ2 + ω2
1)(Λ2 + ω2

2)(Λ2 + (ω1 + ω2)2)(Λ2 + (ω1 − ω2)2)
. (2.29)

Повернемося до рогляду моментiв в термiнах функцiї µ(k). Для δ-

корельованого шуму частоти вiдгук осцилятора на зовнiшню силу як функцiя

вiдстройки частоти δω = ωF − ω0 має такий же функцiональний вигляд, як i у

випадку вiдсутностi шуму. З рiвнянь (2.4) i (2.13) маємо

〈u〉 = (F/4ωF )〈uF (t)〉 = −i(F/4ωF )(Γ̃ + iδω̃)−1,

Γ̃ = Γ + Re µ(1), δω̃ = δω + Im µ(1). (2.30)

Шум призводить до розширення спектру вiдгуку i, як правило, до змiщення

частоти осцилятора. I розширення, i зсув частоти визначаються значенням функцiї

µ для k = 1. Зокрема, для квазiбiлого шуму прирiст напiвширини задається iнтен-

сивнiстю шуму D, що є добре вiдомим результатом, тодi як для пуассонiвського

шуму цей прирiст становить ν(1− cos g), це значення осцилює iз збiльшенням g i

зростає зi швидкiстю iмпульсу ν.

З рiвняння (2.30) випливає, що за окремо взятим спектром осцилятора не
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можна визначити, чи присутнi взагалi в системi частотнi шуми. Однак парний

корелятор комплексної амплiтуди дозволяє iдентифiкувати наявнiсть шуму. Розра-

хунок дає такий вираз для корелятора:

〈u(t)u(0)〉 − 〈u〉2 = 〈u〉2 2µ(1)− µ(2)

2Λ + µ(2)
exp

[
−(Γ̃ + iδω̃)t

]
(t > 0). (2.31)

Наявнiсть шуму призводить до того, що 〈u2〉 6= 〈u〉2. З рiвняння (2.31),

дисперсiя комплексної амплiтуди u(t) пропорцiйна ∝ 2µ(1)− µ(2), i отже визна-

чається нелiнiйнiстю функцiї µ(k). На практицi, для гауссiвського шуму маємо

2µG(1)− µG(2) = −2D, (2.32)

а для пуассонiвського шуму

2µP (1)− µP (2) = ν[1− exp(ig)]2. (2.33)

Часове затухання парного корелятора величини δu(t) = u(t)− 〈u〉 є експоненцiй-

ним, з показником експоненти Λ + µ(1) ≡ Γ̃ + iδω̃.

Парний корелятор, що визначається рiвнянням (2.31), не тiльки дозволяє

виявити частотний шум там, де його не можна розпiзнати за спектром, але також

дає уявлення про статистику шуму.

Бiльше iнформацiї можна отримати з моментiв вищого порядку u(t). Тому

маємо

unF (0) = n!

∫ 0

−∞
dt1

∫ t1

−∞
dt2 . . .

∫ tn−1

−∞
dtn(−i)n×

× exp


n∑
j=1

[
Λtj + i(n+ 1− j)

∫ tj−1

tj

dt′jξ(t
′
j)

] , (2.34)
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тодi отримуємо з рiвняння (2.13)

〈un〉 = n!

(
−iF
4ωF

)n n∏
j=1

[jΛ + µ(j)]−1 . (2.35)

З рiвняння (2.35), вимiрюючи моменти комплексної амплiтуди u(t), можна знайти

функцiю µ(k) для всiх цiлих чисел k, а отже, враховуючи, що ця функцiя є

аналiтичною, принаймнi, поблизу осi реальних k, знайти цiлi µ(k) i, отже, повну

статистику δ-корельованого шуму ξ(t).

2.2.2. Слабкий шум частоти

Наявнiсть не δ-корельованих частотних шумiв можна, як правило, безпо-

середньо побачити в спектрi вiдгуку осцилятора, якщо шум достатньо сильний.

Наприклад, спектр поглинання може мати особливу структуру або стати асиме-

тричним [55, 56, 68, 69, 71, 72]. Ситуацiя є бiльш складною, коли шум є порiвняно

слабким, так що форма спектра слабко змiнюється порiвняно з кривою Лоренця.

Покажемо, що моменти комплексної амплiтуди дозволяють виявляти частотнi

шуми та вивчати їх статистику навiть у цьому випадку.

Будемо виражати моменти через корелятори частотного шуму. Корелятори

найнижчого порядку стацiонарного шуму з нульовим середным значенням визна-

чаються такими виразами:

Ξ2(ω) = (2π)−1

∫
dteiωt〈ξ(t)ξ(0)〉,

Ξ3(ω1, ω2) = (2π)−2

∫
dt1dt2e

i(ω1t1+ω2t2)〈ξ(t1)ξ(t2)ξ(0)〉. (2.36)

Оскiльки значення ξ(ti) для рiзних ti комутують одне з одним, маємо:

Ξ2(ω) = Ξ2(−ω), Ξ3(ω1, ω2) = Ξ3(ω2, ω1)
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Ξ3(−ω1 − ω2, ω2) = Ξ3(ω1,−ω1 − ω2). (2.37)

Розкладаючи рiвняння (2.4) для uF до третього порядку за ξ(t), отримуємо

〈u〉
〈u〉(0)

≈ 1−
∫

dω

Λ2 + ω2
Ξ2(ω)− i

∫
dω1 dω2Ξ

(Λ)
3 (ω1, ω2)×

×Λ
(
3Λ2 + ω2

1 + ω1ω2 + ω2
2

)
/3, (2.38)

де 〈u〉(0) = −iF/(4ωFΛ) представляє собою комплексну амплiтуду, що описує

змушенi коливання за вiдсутностi шуму частоти, а

Ξ
(Λ)
3 (ω1, ω2) =

Ξ3(ω1, ω2)

(Λ2 + ω2
1)(Λ2 + ω2

2)[Λ2 + (ω1 + ω2)2]
. (2.39)

З рiвняння (2.38) ясно, що до 3-го порядку за ξ(t) вплив частотного шуму на спектр

вiдгуку осцилятора можна описати як перенормування коефiцiєнту затухання Γ та

власної частоти ω0, i тому за спектроскопiчними даними важко сказати, чи наявний

слабкий шум частоти взагалi.

Частотний шум можна виявити вимiрюванням вищих моментiв комплексної

амплiтуди. Зберiгаючи лише корелятори другого або третього порядку ξ(t),

отримуємо для дисперсiї комплексної амплiтуди

〈u2〉 − 〈u〉2

〈u〉2
≈ −

∫
dω

Λ2 + ω2
Ξ2(ω)− i

∫
dω1dω2Ξ

(Λ)
3 (ω1, ω2)×

×
[
2Λ3 + Λ(ω2

1 + ω2
2) + iω1ω2(ω1 + ω2)

]
. (2.40)

Тут ми використовували властивостi симетрiї Ξ2 i Ξ3, рiвняння (2.37); звернiть

увагу, що якщо шум ξ(t) має симетрiю вiдносно обернення часу, доданок,

пропорцiйний ω1ω2(ω1 + ω2) в iнтегралi в рiвняннi (2.40), можна не враховувати.

Для слабкого шуму ξ(t) провiдний внесок у дисперсiю u дає член другого

порядку ∝ Ξ2. Щоб виявити ненульовий корелятор шуму 3-го порядку, додатково
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до дисперсiї u слiд вимiряти 3-й кумулянт u,

〈u3〉 − 3〈u〉〈u2〉+ 2〈u〉3

〈u〉3
≈ −i

∫
dω1dω2Ξ

(Λ)
3 (ω1, ω2)×

×
[
Λ3 + Λ(ω2

1 + ω2
2 + ω1ω2) + iω1ω2(ω1 + ω2)

]
. (2.41)

Бачимо, що у випадку слабкого δ-корельованого шуму рiвняння (2.30) – (2.35)

узгоджуються з рявняннями (2.38) – (2.41). Однак результати цього пiдроздiлу не

обмежуються δ-корельованими шумами.

2.2.3. Маркiвський шум частоти

Аналiз впливу частотного шуму спрощується у випадку, коли шум є мар-

кiвським. Такий шум може бути неперервним, як у випадку коливань частоти

внаслiдок дифузiї масивних частинок вздовж нанорезонатора [56, 72, 73], або

дискретним, як у випадку випадкового прикрiплення або вiдшарування масивних

частинок до механiчного резонатора [55, 69, 71], або мати мiжрiвневi переходи

нелiнiйно зв’язаного з коливальною модою захопленого електрона [275]. В обох

випадках розподiл ймовiрностей p(ξ, t) описується рiвнянням ṗ = Ŵp. Оператор

Ŵ не залежить вiд часу для стацiонарного процесу. Для неперервного процесу

ξ(t), Ŵ є диференцiальним оператором вiдносно ξ: наприклад, для дифузiйного

процесу ξ(t) рiвняння для p є рiвнянням Фоккера-Планка [68]. Для дискретного

процесу Ŵ описує переходи мiж рiзними дискретними значеннями ξ, з вiдповiд-

ними ймовiрностями переходу.

Замiсть матрицi густини ρ0, яка залежить вiд реалiзацiї шуму ξ(t), для

маркiвського процесу ξ(t) зручно ввести матрицю густини ρ(ξ, t), яка залишається

оператором щодо змiнних осцилятора, але також залежить вiд ξ як змiнної. Для

неперервного процесу ξ(t) маємо ρ(ξ, t) = 〈ρ0(t)δ
(
ξ − ξ(t)

)
〉ξ, де 〈. . .〉ξ означає

усереднення за реалiзацiями ξ(t). Для дискретного ξ(t) слiд використовувати тi
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самi визначення, але з дельта-символом Кронекера замiсть δ -функцiї.

Рiвняння для ρ(ξ, t) є очевидним наслiдком рiвняння (2.9),

ρ̇ = i[δω − ξ][a†a, ρ]− Γ̂ρ+ Ŵρ+ i[F ′a† + F ′∗a, ρ], ρ ≡ ρ(ξ, t). (2.42)

У моделi, яку ми обговорюємо, вiдсутня обернена дiя осцилятора на джере-

ло частотного шуму, i тому оператор Ŵ не залежить вiд динамiчних змiн-

них осцилятора. Тодi можна одразу написати систему рiвнянь для моментiв

A(n, ξ, t) = Tr [anρ(ξ, t)] оператора a, якi тепер будуть функцiями випадкової

величини ξ, а не функцiоналами ξ(t),

∂tA(n, ξ, t) = −n[Λ∗ + iξ]A(n, ξ, t) + inF ′A(n− 1, ξ, t) + ŴA(n, ξ, t),

〈an(t)〉 =

∫
dξA(n, ξ, t) (2.43)

(для дискретного шуму iнтеграл за dξ слiд замiнити сумою).

Для n = 1 стацiонарний розв’язок рiвняння (2.43) обговорювався ранiше

для кiлькох моделей частотних шумiв [71, 72]. Як функцiя вiдстройки частоти δω,

середнє значення 〈a〉 дає спектр вiдгуку осцилятора на резонансну змушуючу силу.

Як уже згадувалося вище, у випадках, коли шум ξ(t) є сильним порiвняно з Γ

(але все ще слабким порiвняно з ω0), це може суттєво змiнити спектр порiвняно з

випадком ξ = 0 , що дає можливiсть виявити наявнiсть шуму та знайти деякi його

характеристики.

Вивчаючи моменти комплексної координати 〈an〉, можна отримати набагато

бiльше iнформацiї про частотний шум, нiж просто зi спектру. Зазначимо, що

функцiї A(n, ξ, t) у стацiонарному режимi можна сприймати як «частковi моменти»

осцилятора для даної власної частоти ω0 + ξ. Рiвняння (2.43) показує, що функцiї

A(n, ξ, t) для рiзних ξ пов’язанi оператором Ŵ . Це прямий аналог ефекту

iнтерференцiї часткових спектрiв осцилятора, що вивчався у роботах [71, 271].

Ми розглянемо як приклад моменти 〈an〉 для телеграфного шуму. Цей шум
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приймає два значення ξk (k = 1, 2), мiж якими вiн випадково перемикається зi

швидкiстями W12 i W21. Вiдповiдно, у стацiонарному режимi A(n, ξ) ≡ A(n, ξ, t)

має двi складовi, A(n, ξ1) i A(n, ξ2), якi можна розглядати як складовi вектора

A(n); оператор Ŵ стає матрицею 2× 2, i рiвняння (2.43) може бути записано як

M̂(n)A(n) = inF ′A(n− 1), M̂(n) = n(Λ∗ + iξ)Î + inξcσ̂z + Ŵ , (2.44)

де Î i σ̂z — одинична матриця i матриця Паулi вiдповiдно, а

Ŵ =

 W12 −W21

−W12 W21

 , ξ = (ξ1 + ξ2)/2; (2.45)

ξc = (ξ1 − ξ2)/2 є амплiтудою частотного шуму.

Рiвняння (2.44) має простий розв’язок

A(n) = (iF ′)n
1∏

k=n

M̂−1(k)A(0), (2.46)

де A(0) = (W21/W,W12/W ), а W = W12 +W21 є сумарна швидкiсть переключен-

ня.

Для амплiтуди шуму |ξc| � W,Γ спектр поглинання осцилятора, який

задається виразом Im [A(1, ξ1) + A(1, ξ2)], має два чiткi пiки. З iншого боку,

для |ξc| . max Γ,W пiки не роздiляються, а спектр має один пiк, [68, 276],

що ускладнює iдентифiкацiю наявностi частотного шуму. Моменти комплексної

амплiтуди вигiднi в цьому вiдношеннi, як обговорюється в наступному пунктi.

2.2.4. Порiвняння рiзних видiв шуму частоти

Тепер ми порiвняємо вплив рiзних видiв частотних шумiв на моменти

комплексної амплiтуди. Ми розглядаємо три найпоширенiшi види шуму, широ-
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космуговий гауссiвський, пуассонiвський та телеграфний шуми; в останньому

випадку ми вибрали симетричний шум з W12 = W21 i ξ2 = −ξ1. На рис. 2.1

показана залежнiсть другого моменту комплексної амплiтуди, нормованого на

квадрат середньої амплiтуди, вiд частоти змушуючої сили. Його отримано з

рiвнянь (2.35) та (2.46). Якщо шум частоти вiдсутнiй, ми маємо 〈u2〉/〈u〉2 = 1.

За наявностi шуму вiдношення |〈u2〉/〈u〉2| може бути меншим або бiльшим за

1. Як видно з рис. 2.1, це вiдношення вiдображає резонансну залежнiсть вiд

частоти поля. Його значення найсильнiше вiдрiзняється вiд 1 поблизу резонансу,

де ωF = ω0. Як i слiд було очiкувати, 1− |〈u2〉/〈u〉2| зростає iз збiльшенням

iнтенсивностi шуму.
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Рис. 2.1. Нормований другий момент комплексної амплiтуди змушених коливань

u як функцiя вiдстройки частоти змушуючої сили δω = ωF − ω0 для гауссiвського

(суцiльнi кривi), пуассонiвського (пунктирнi) та телеграфного (штриховi) шумiв.

Параметри: D/Γ = 0,1 (лiва панель) та D/Γ = 1 (права панель), g = 1, νg2/2 = D,

W12 = W21 = D, ξ2
c = 2D2.

Для слабкого шуму |〈u2〉/〈u〉2| лiнiйно змiнюється з iнтенсивнiстю шуму, а

його вiдхилення вiд одиницi,

|〈u2〉/〈u〉2| − 1 ≈ Re
[
(〈u2〉 − 〈u〉2)/〈u〉2

]
(2.47)

задається рiвнянням (2.40). З усiх видiв шумiв, що ми розглянули, тiльки для

пуассонiвського шуму маємо |〈u2〉/〈u〉2| > 1. Цiкавою особливiстю цього шуму є
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те, що навiть при 〈ξ(t)〉 = 0, тобто коли ω0 є середньою частотою осцилятора,

частота змушуючої сили при якiй потужнiсть, що поглинається, є максималь-

ною, тобто, при якiй Im u∗ максимальна як функцiя ωF , визначається з умови

ωF − ω0 = −ν(g − sin g), як можна бачити з рiвняння (2.30). Цей зсув максимуму

спектру поглинання зображено на вставцi рис. 2.2, де показана залежнiсть нормо-

ваної комплексної амплiтуди Im 〈u∗F 〉 = (4ωF/F ) Im 〈u∗〉 вiд частоти змушуючої

сили для рiзних видiв шуму частоти. Тип лiнiй i параметри шумiв тi ж, що i для

основної панелi рисунку.
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Рис. 2.2. Реальна частина (верхня панель) та уявна частина (нижня панель)

нормованих моментiв комплексної амплiтуди змушених коливань для гауссiвського

(�), пуассонiвського (•) та телеграфного (N) шумiв. Параметри: δω/Γ = −1, решта

параметрiв такi ж як для правої панелi рис. 2.1.

Рисунки 2.2 та 2.3 показують моменти вищого порядку комплексної амплi-

туди для двох значень вiдстройки частоти, δω/Γ = −1 i для точного резонансу,

δω = 0. Спектри поглинання осцилятора для вибраних параметрiв показанi на

вставках. Для гауссiвського та пуассонiвського частотних шумiв цi спектри є

лоренцевськими, i тому про наявнiсть шуму не можна зробити висновок iз спектру.

Для телеграфного шуму спектр не є лоренцевським, але виявляється близьким до
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лоренцевської кривої, навiть незважаючи на те, що ширина спектрального пiку

збiльшена майже удвiчi в цьому випадку. У той же час моменти комплексної

амплiтуди однозначно демонструють наявнiсть шуму.
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Рис. 2.3. Дiйсна частина (верхня панель) та абсолютне значення нормованих мо-

ментiв комплексної амплiтуди змушених коливань при резонансi (нижня панель).

Параметри: δω = 0, решта параметрiв такi ж, як на рис. 2.2.

Залежнiсть нормованих моментiв вiд його порядку є немонотонною, що є

дуже специфiчним i помiтно вiдрiзняє рiзнi типи шумiв. Це видно як в реальнiй,

так i в уявнiй частинах моментiв, а також в їх абсолютних значеннях. На рис. 2.3

не показанi уявнi частини моментiв в умовах точного резонансу, оскiльки вони

в цьому випадку приймають малi значення. Також видно, що для гауссiвського

шуму моменти зменшуються швидше, нiж для iнших шумiв, якi вивчаються, як i

слiд було очiкувати з рiвняння (2.35).

Зауважимо, що вимiрювання моментiв i кореляторiв комплексної амплiтуди

можуть бути здiйсненi за допомогою стандартного гомодинного детектування, в

якому квадратури змiщення осцилятора реєструються як функцiя часу [270, 277].

Можна вважати таке вимiрювання нелiнiйним, оскiльки моменти пропорцiйнi

вiдповiдним степеням амплiтуди змушуючої сили; однак, як зазначалося вище,
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вiдгук гармонiчного осцилятора залишається лiнiйним.

2.2.5. Вплив нелiнiйностi на старшi моменти координати осцилятора

Оскiльки в багатьох реальних експериментах режим нелiнiйностi наступає

при вже невеликих амплiтудах, важливим є аналiз внеску нелiнiйностi в старшi

моменти координати. Розглянемо осцилятор у таких же наближеннях, як i у

попереднiх пунктах, але вже з урахуванням нелiнiйного доданку,

H = ~ω0a
+a− (a+ a+)F cosωF t+ αa+aa+a. (2.48)

Слiд зазначити, що нелiнiйний доданок до гамiльтонiану вибраний пропор-

цiйним четвертому порядку операторiв квантового осцилятора, оскiльки непарнi

ступенi операторiв осцилятора дадуть нульовий внесок пiсля усреднення по

швидким осциляцiям.

Для отримання виразiв для старших моментiв комплексної координати осци-

лятора знову використовується квантове кiнетичне рiвняння, що описує еволюцiю

матрицi густини

ρ̇ = iδω
[
a+a, ρ

]
− Γ̂ρ+ iF

[
a+ + a, ρ

]
− iα

[
a+aa+a, ρ

]
, (2.49)

у якому останнiй доданок вiдповiдає нелiнiйнiй поправцi.

Для визначення старших моментiв an = Tr(ρan) домножаємо квантове кiне-

тичне рiвняння злiва на an, пiсля чого розраховуємо слiд вiд кожного з доданкiв.

Для цього користуємося комутацiйними спiввiдношеннями для бозе-операторiв

[an, a] = nan−1 i [a, a+] = 1, а також виконуємо циклiчнi перестановки операторiв

пiд оператором слiда. В результатi отримуємо рiвняння для an:

d

dt
an = iδωnan − Γnan + iFnan−1 + iαn(n+ 2)an − 2iαnan+1a+. (2.50)
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Так як в рiвняннi для старших моментiв комплексної амплiтуди n – го

порядку є нелiнiйнi доданки, що пропорцiйнi an+1a+, то необхiдно записати

аналогiчнi рiвняння для an+1a+:

d

dt
an+1a+ = iδωnan+1a+ − Γ(n+ 2)an+1a+ + 2Γ(n+ 1)an+

+2Γn(n+ 1)an + iF (n+ 1)ana+ − iF ∗an+1. (2.51)

Слiд зауважити, що у даному рiвняннi ми знехтували нелiнiйними доданка-

ми, бо пiсля пiдстановки отриманих виразiв у основне рiвняння вони матимуть

другий порядок малостi по α. Таким чином отримано систему диференцiальних

рiвнянь, яка у стацiонарному випадку, dan/dt = 0, матиме такий вигляд:


inδωan − Γnan + inFan−1 + in(n+ 2)αan − 2inαan+1a+ = 0

inδωan+1a+ − Γ(n+ 2)an+1a+ + 2(n+ 1)Γ(n+ 1)an+

+i(n+ 1)Fana+ − iF ∗an+1 = 0.

(2.52)

Будемо знаходити розв’язки системи диференцiальних рiвнянь у лiнiйному набли-

женнi за малим параметром нелiнiйностi коливань осцилятора α,

a
n ≡ an = a

(0)
n + αa

(1)
n

ana+ ≡ bn = b
(0)
n + αb

(1)
n .

(2.53)

Користуючись лiнiйним наближенням, яке було запропоновано вище, отримуємо

такi рекурентнi спiввiдношення:


a

(0)
n =

iFa
(0)
n−1

Γ− iδω
b

(0)
n+1 =

1

inδω − Γ(n+ 2)

[
− i(n+ 1)Fb

(0)
n + iFa

(0)
n+1−

−2(n+ 1)Γ(n+ 1)a
(0)
n

]
,

(2.54)
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а також

a1
n =

i

iδω − Γ

[
2b

(0)
n+1 − (n+ 2)a(0)

n − Fa
(0)
n−1

]
. (2.55)

Їх можна розв’язати аналiтично. При n = 0 маємо:

b
(0)
1 =

F 2

Γ2 + δω2
+ (n+ 1). (2.56)

Для старших моментiв

b(0)
n =

(iF )n−1(Γ− iδω)−n(F 2 + n(n+ 1)(Γ2 + δω2)

Γ + iδω
=

= a
(0)
n−1

[
F 2

Γ2 + δω2
+ n(n+ 1)

]
. (2.57)

Тодi iз комутацiйних спiввiдношень отримаємо:

a(1)
n = − ina

(0)
n

2(Γ− iδω)

[
4F 2

Γ2 + δω2
+ (2(n+ 3)(n+ 1)− (n+ 5)

]
, (2.58)

а для старших моменти комплексної амплiтуди осцилятора у випадку нелiнiйних

коливань отримаємо такий вигляд:

an = a(0)
n + αa(1)

n =
(iF )n

(Γ− iδω)n
×

×
[
1− α in

2(Γ− iδω)

( 4F 2

Γ2 + δω2
+ (2(n+ 3)(n̄+ 1)− (n+ 5))

)]
. (2.59)

Важливим для експериментiв, в яких нелiнiйний режим може наступити вже

при незначних амплiтудах, є можливiсть вiдрiзнити впливи нелiнiйностi та рiзних

частотних шумiв на коливання осцилятора. Для цього за отриманими ранiше аналi-

тичними виразами для старших моментiв комплексної амплiтуди були побудованi

їх залежностi вiд вiдстройки частоти. Далi всi кривi, що вiдображають нелiнiйнi

коливання, будуть вiдображенi чорними пунктирними кривими, а за наявностi
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частотного шуму — кольоровими (гауссiвський шум – синiм, пуассонiвський шум

– зеленим, телеграфний шум – фiолетовим).

Як видно з рис. 2.4, панель а, залежностi моменту другого порядку, що

вiдповiдають дiї частотного шуму, мають рiзну поведiнку для даних параметрiв.

Тому розрахунок другого моменту дає можливiсть детектувати частотнi шуми

навiть при нелiнiйних коливаннях осцилятора.

Рис. 2.4. Залежнiсть моменту другого порядку (панель а) i третього моменту

комплексної координати осцилятора (панель б) вiд вiдстройки частоти при дiї

шумiв частоти i для нелiнiйних коливань.

Для деяких параметрiв коливань, другi моменти комплексної координати

у випадку нелiнiйних коливань та пiд час дiї, наприклад, пуассонiвського шуму

можуть збiгатися. Така ситуацiя продемонстрована на рис. 2.5. Для вирiшення

цiєї проблеми знову пропонується використання моментiв комплексної амплiтуди

вищих порядкiв, наприклад, третього, див. рис. 2.4, панель б.

Можна зробити висновок, що якщо для даних параметрiв системи значення

старшого моменту другого порядку спiвпадають для випадкiв дiї частотного шуму

та нелiнiйностi, то моменти третього, або вищих, порядкiв будуть вiдрiзнятися, що

дозволить детектування шуму. Як видно з рис. 2.6, весь набiр старших моментiв

має суттєво рiзний вигляд для випадку нелiнiйностi i рiзних шумiв.

Щоб яскравiше показати рiзницю ефектiв нелiнiйностi i частотного шуму,

використаємо отриманий ранiше вираз (2.59) для старшого моменту комплексної
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амплiтуди для знаходження кумулянтiв κ2 = µ2 − µ2
1 i κ3 = µ3 − 3µ2µ1 + 2µ3

1.

Рис. 2.5. Злиття кривих залежностi моменту другого порядку для ефектiв

пуассонiвського шуму i нелiнiйностi вiд вiдстройки частоти.

Для кумулянтiв другого та третього порядкiв у випадку дiї у системi,

наприклад, пуассонiвського шуму маємо:


κ2 =

ν(eig − 1)2

2Γ + ν(2ig + 1− e2ig)

κ3 =
2ν(eig − 1)3(Γ + ν(e2ig + ig − 1))

(2Γ + ν(2ig + 1− e2ig))(3Γ + ν(3ig + 1− e3ig))
.

(2.60)

У випадку нелiнiйних коливань кумулянт другого порядку визначається

формулою:

κ2 = α
i

(Γ− iδω)
(2n+ 1). (2.61)

Кумулянт третього порядку буде пропорцiйним κ3 ∼ α2, тобто у лiнiйному

наближеннi вiн прямуватиме до нуля. Це i даватиме можливiсть вiдрiзняти частотнi

шуми та нелiнiйнiсть. Можна побачити, що всi чотири залежностi для другого

кумулянта демонструють однакову поведiнку в залежностi вiд вiдстройки частоти,

маючи пiки поблизу нуля (див. рис. 2.7, панель а).
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Рис. 2.6. Залежнiсть старших моментiв вiд їх порядку у випадку дiї шумiв частоти

i для нелiнiйних коливань.

Тому використання кумулянту другого порядку не даватиме можливостi

розрiзняти дiю шумiв та нелiнiйностi у системi, на вiдмiну вiд кумулянту третього

i бiльш старших порядкiв.

Рис. 2.7. Залежнiсть кумулянту другого (панель а) та третього (панель б) порядку

вiд вiдстройки частоти у випадку дiї шумiв частоти i для нелiнiйних коливань.

На рис. 2.7, панель б, видно, що у випадку нелiнiйних коливань кумулянт

третього порядку практично дорiвнює нулю, на вiдмiну вiд кумулянтiв у випадках

дiї рiзноманiтних шумiв. Тому пiдрахунок кумулянтiв третього i вищих порядкiв
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дає можливiсть визначати який саме ефект впливає на коливання осцилятора.

2.3. Телеграфний шум частоти

2.3.1. Основнi рiвняння для комплексної координати моди

Перейдемо до детальнiшого вивчення телеграфного шуму i перевiрки запро-

понованих теоретичних методiв в експериментi. Розпочнемо з теоретичного вив-

чення впливу телеграфного частотного шуму на моменти комплексної координати

осцилятора.

Розглядається осцилятор, координату якого позначимо q, власну частоту ω0.

Нас буде цiкавити його комплексна координата

u =
q − iq̇/ω0√

2
. (2.62)

Осцилятор збуджується зовнiшньої гармонiчною силою амплiтуди F (вiднесеної

до маси осцилятора) i частоти ωF . Ключовим параметром, що визначає коливання

осцилятора, є вiдстройка частоти δω = ωF − ω0. Початкова фаза змушуючої сили

не суттєва в цiй задачi i буде вважатися нульовою (так що F дiйсна).

Вважаємо, що чутливiсть осцилятора досить висока, як це характерно для

сучасних нано- i мiкроосциляторiв, про якi йшла мова в оглядi лiтератури. Тодi

вiдстройка частоти δω, константа загасання γ, амплiтуда F змушуючої сили а

також частотнi шуми вважаємо малими в порiвняннi з власною частотою. Це

дозволяє перейти в систему вiдлiку, що здiйснює швидкi осциляцiї з частотою

ωF , i розглядати задачу в цiй системi, нехтуючи осциляцiями на подвоєнiй власнiй

частотi i розглядаючи тiльки повiльну еволюцiю системи на часових промiжках

порядку δω−1.
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У цiй системi функцiя Гамiльтона осцилятора має вигляд

H =
(
− δω + ξ(t)

)
|u|2 + F

(
u+ u∗

)
+Hi, (2.63)

де ξ(t) — дослiджуваний частотний шум, а Hi — енергiя взаємодiї з термостатом,

яка i задає загасання коливань осцилятора. Шум ξ(t) ми будемо вважати стацiо-

нарним, так що статистичнi властивостi координати осцилятора не залежать вiд

часу.

Рiвняння руху для координати, яке вiдповiдає функцiї Гамiльтона (2.63), має

вигляд

u̇ = −i
(
δω − ξ(t)

)
u− γu− iF. (2.64)

Його розв’язок можна записати у виглядi

u = iF

∫ t

−∞
dt1 exp

(
− (γ + iδω)(t− t1) + i

∫ t

t1

dτξ(τ)

)
. (2.65)

Цей вираз, як i ранiше, залежить вiд випадкового процесу ξ(t), частотного

шуму, що дiє на осцилятор. Тому наступним кроком є усереднення виразу (2.65) за

реалiзацiями ξ(t).

При усередненнi вiдокремлюємо в пiдiнтегральному виразi експоненту, що

мiстить ξ(t), усереднюємо її, а потiм пiдставляємо отриманий вираз в iнтеграл i

отримуємо середнє значення комплексної координати осцилятора. Якщо ж нашим

завданням є знаходження моменту k-го порядку координати

Mk =
〈
uk
〉
, (2.66)

спочатку необхiдно пiдвести рiвняння (2.65) в k-ий степiнь, представивши його у

виглядi кратного iнтеграла, знову зробити усереднення, а потiм iнтегрування.

Аналогiчну процедуру необхiдно зробити i для розрахунку кореляцiйної фун-
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кцiї. При усередненнi k-го степеня координати iнтервали iнтегрування ξ(t) можуть

перекриватися. Тому, якщо представляти добуток експонент пiд усередненням у

виглядi однiєї експоненти, ми отримаємо в її показнику iнтеграл iз ступiнчастою

функцiєю v(t), яка може приймати цiлочисельнi значення вiд 0 до k. Питання про

усереднення зводиться до усереднення характеристичного функцiоналу шуму,

Φt[v] =

[
exp

{
i

∫ t

t1

dt2v(t2)ξ(t2)

}]
. (2.67)

Саме вiн визначає будь-якi статистичнi властивостi не тiльки самого шуму, але i

комплексної координати осцилятора. Таким чином, знання цього функцiоналу для

рiзних типiв шумiв дозволяє детектувати їх, а також визначати їх параметри.

Телеграфний шум являє собою випадковий процес, який приймає два

значення (наприклад,±∆), змiна мiж якими вiдбувається в випадковi моменти часу

(це означає, що власна частота осцилятора дискретно змiнюється мiж значеннями

ω0 −∆ i ω0 + ∆). Телеграфний шум є окремим випадком дискретних маркiвських

шумiв, про якi коротко йшлося у пунктi 1.2.3. Для них, як вказувалося, ймовiрнiсть

випадкової величини прийняти деяке значення в кожен наступний момент часу

залежить тiльки вiд її значення в попереднiй момент, але не залежить вiд усiх

попереднiх станiв.

Як зазначалося у пунктi 2.2.3, для континуального процесу це означає,

що умовна ймовiрнiсть задовольняє такому диференцiальному рiвнянню першого

порядку:

∂p(ξ, t|ξ0t0)

∂t
= Ŵp(ξ, t|ξ0, t0), (2.68)

де Ŵ — лiнiйний оператор, який дiє на ξ i характеризує даний маркiвський шум.

У разi телеграфного шуму, який може приймати лише два значення, цей оператор

має вигляд (2.45), тут ми перепишемо його в термiнах двох параметрiв W0 i α,
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якими удобно характеризувати шум:

Ŵ = −1

2
W0

 α −1 + α

−α 1− α

 . (2.69)

Два параметри, що характеризують його, α i W0, задають мiру незбалансованостi

i частоту переходiв мiж двома станами. Зауважимо також, що iншим прикладом

маркiвських шумiв є випадкова адсорбцiя/десорбцiя молекул до поверхнi осциля-

тора.

Для маркiвських шумiв можна написати в загальному випадку диференцi-

альне рiвняння першого порядку для знаходження допомiжного характеристичного

функцiоналу Ψt,ξ[v], визначеного таким чином:

Ψt,ξ[v] =

〈
∂(ξ − ξ(t)) exp

{
i

∫ t

t1

dt2 v(t2)ξ(t2)

}〉
. (2.70)

Воно має вигляд:

∂Ψt,ξ[v]

∂t
= iξv(t)Ψt,ξ[v]− Ŵ Ψ̂t,ξ[v]. (2.71)

З його допомогою можна визначити функцiонал Ψt,ξ[v], а потiм i шуканий

функцiонал Φt[v] =
∫

dξΨt,ξ[v].

Знаючи характеристичний функцiонал, отримуємо основнi формули для

знаходження моментiв:

〈u〉 = iF p̃(Γ̂ + Ŵ )−1p,

〈u2〉 = 2(−iF )2p̃
(

2Γ̂ + Ŵ
)−1(

Γ̂ + Ŵ
)−1

p,

〈uk〉 = k!(−iF )kp̃
1∏
j=k

(
jΓ̂ + Ŵ

)−1

p, (2.72)

де p = (1/2, 1/2), p̃ = (1, 1) — правий i лiвий власнi вектори матрицi Ŵ , що
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вiдповiдають нульовому власному числу, а Γ̂ — дiагональна матриця з елементами

γ + iδω ± i∆. Цей результат узгоджується з формулою (2.46). Для кореляцiйної

функцiї аналогiчно отримаємо:

Kt = (〈u(t)u(0)〉 = 2 (−iF )2 p̃e−(Γ̂+Ŵ )t
(

2Γ̂ + Ŵ
)−1 (

Γ̂ + Ŵ
)−1

p+

+ (−iF )2 p̃

∫ t

0
dt1e

−(Γ̂+Ŵ )(t−t1)e−Ŵ t1
(

Γ̂ + Ŵ
)−1

p. (2.73)

Очевидно, що i коррелятор, i моменти пропорцiйнi вiдповiдним степеням зов-

нiшньої сили, що вiдображає лiнiйнiсть вiдгуку осцилятора. Замiсть моментiв

нас будуть цiкавити кумулянти комплексної координати осцилятора, вiднесенi до

вiдповiдних степенiв середнього значення координати. Саме цi величини, а не самi

моменти, звертаються в нуль за вiдсутностi шуму, i тому детектування кумулянтiв

дозволяє з упевненiстю говорити про наявнiсть шумiв в системi.

2.3.2. Аналiз другого i третього моментiв

Покажемо, що дослiдження саме старших моментiв необхiдно для можли-

востi детектування i визначення характеристик телеграфного частотного шуму.

Для збалансованого шуму (α = 0, 5) з (2.72) отримаємо асимптотичний вираз

для уявної частини середнього значення комплексної координати осцилятора, що

традицiйно використовується для аналiзу її як випадкової величини:

Im〈u〉 = − ∆2W0F

W 2
0 δω

2 + (δω2 −∆2)2
, γ � W0. (2.74)

Видно, що ця залежнiсть вiдрiзняється вiд стандартної лоренцiвської,

Im〈u〉 = − γF

γ2 + δω2
, ∆ = 0, (2.75)
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характерної для вiдсутностi шуму: на нiй є два пiки, що вiдповiдають двом часто-

там. Проте, цi пiки зливаються в один, якщо частота стрибкiв стає бiльшою, нiж

їх амплiтуда, W0 > ∆, приводячи з подальшим зростанням частоти перескокiв до

так званого звуження спектральної лiнiї. Крiм того, навiть мале тертя призводить

до того, що два пiки зливаються, а крива, що виходить, добре апроксимується

лоренцiвською. Це означає, що при отриманнi експериментальних даних частотний

шум не вдасться вiдрiзнити вiд звичайного загасання.

На рис. 2.8 наведенi результати чисельного розрахунку уявної частини

середньої координати для незбалансованого шуму, де при тертi всього γ = 0, 05W0

вже неможливо вiдрiзнити кривi вiд лоренцiвських. На вставцi наведено спектри

координати, тобто Фур’є-перетворення кореляцiйної функцiї 2.73, в разi збалансо-

ваного шуму. Бачимо, що i по ним визначити наявнiсть шуму досить складно.

Як покажемо нижче, в старших моментах особливостi, пов’язанi зi стрибка-

ми частоти, виявляються бiльш яскраво. Тому вони бiльш чутливi до шуму частоти.

Другий момент, який визначається виразом (2.72), не дорiвнює нулю за вiдсутностi

шуму,

|〈u2〉| = F 2

γ2 + δω2
, (2.76)

що робить складним його детектування. Однак другий кумулянт при цьому

дорiвнює нулю. При наявностi ж шуму вiн дорiвнює:

κ2 =
〈u2〉
〈u〉2

− 1 = − ∆2

W0 + Γ
× 2∆2 + (W0 + Γ)(W0 + 2Γ)

2∆2 + Γ(W0 + 2Γ)
, (2.77)

де Γ = γ + iδω. Другий кумулянт, таким чином, дозволяє виявити шум. Його

модуль, |κ2|, з урахуванням (2.77), у випадку малої амплiтуди шуму, ∆� W0
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асимптотично дорiвнює

|κ2| =
∆2

W0

√(
γ + 2∆2/W0

)2

+ δω2

. (2.78)

Рис. 2.8. Залежнiсть уявної частини Im〈u〉 середнього значення комплексної ко-

ординати осцилятора вiд вiдстройки частоти δω. Параметри: α = 0,1, ∆/W0 = 0,2

(суцiльна лiнiя), 0,5 (штрихова лiнiя) i 1,0 (короткi штрихи).

Цей вираз показує, що шум високої частоти фактично збiльшує ширину

лiнiї. Але, на вiдмiну вiд середнього значення, ненульове значення кумулянта вже

говорить про те, що в системi є шум. Ця ситуацiя вiдповiдає суцiльнiй кривiй на

рис. 2.9.

Якщо ж амплiтуда i частота шуму виявляються одного порядку, другий

кумулянт асимптотично по слабкому затуханню y має вигляд:

|κ2| =
∆2

W 2
0 + δω2

√
1 +

4W 2
0 (∆2 + δω2)

W 2
0 δω

2 + (∆2 − δω2)2
. (2.79)

Ця ситуацiя вiдповiдає штриховим кривим на рис. 2.9. Залежно вiд спiввiд-

ношення δ i W0 може спостерiгатися i два, i три максимуми, положення i висота
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Рис. 2.9. Залежнiсть модуля другого кумулянта |κ2| вiд вiдстройки частоти δω

змушуючої сили для збалансованого шуму. Параметри: ∆/W0 = 0,2 (суцiльна

лiнiя), 0,5 (штрихова лiнiя) i 1 (короткi штрихи), γ = 0,05W0

яких дозволяє визначити характеристики шуму.

Частота осцилятора в розглянутому випадку збалансованого шуму з одна-

ковою ймовiрнiстю приймає значення ω0 ±∆. У той же час цiкавим є i iнший

випадок, коли частота вiдхиляється вiд одного зi своїх значень з малою ймовiр-

нiстю. Така ситуацiя вiдповiдає малому α. В цьому випадку з формули (2.72)

асимптотично отримуємо:

|κ2| =
4∆2W0α

(W 2
0 + 4(δω + ∆)2)

√
γ2 + (δω −∆)2

. (2.80)

Результати чисельного розрахунку другого кумулянта в цiй ситуацiї наведенi на

рис. 2.10 i рис. 2.11. Як випливає з (2.80), ширина правого пiку на рис. 2.10, що

вiдповiдає δω = ∆, визначається y i практично не залежить вiд шуму.

Висота цього пiку, як i ширина, при досить малих амплiтудах шуму

практично перестає змiнюватися при змiнi ∆/W0. Це видно на рис. 2.11, де

тоном сiрого показаний модуль другого кумулянта, свiтлiшi дiлянки вiдповiдають
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Рис. 2.10. Залежнiсть модуля другого кумулянта |κ2| вiд вiдстройки частоти

змушуючої сили для незбалансованого шуму з α = 0,1. Параметри такi ж, як для

рис. 2.8

великим значенням |κ2|. Свiтла лiнiя в правiй половинi дiаграми вiдповiдає

цьому максимуму. Її ширина i тон не змiнюються при змiнi спiввiдношення мiж

амплiтудою i частотою шуму. Лiвий пiк на рис. 2.10 при змiнi параметрiв шуму

змiнює свою висоту i ширину, за що вiдповiдає перший резонансний множник

в (2.80). На рис. 2.11 вiн вiдповiдає розширенню свiтлої частини в лiвiй половинi

дiаграми. Таким чином, поведiнка двох пiкiв рiзна, що також дозволяє судити про

параметри шуму.

Зауважимо також, що другий кумулянт може вiдрiзнятися вiд нуля в

результатi не тiльки дiї шумiв частоти, а й переходу в нелiнiйний режим, як

було розглянуто у попередньому пунктi. Наприклад, для нелiнiйної поправки

δH = β|u|4 до функцiї Гамiльтона (2.63) другий кумулянт дорiвнює

|κ2| =
2δωβF 2

γ(γ + iδω)(2γ + iδω)(3γ + iδω)
. (2.81)

Видiлити його внесок можна за характерною залежнiстю вiд частоти (або варiюю-

чи амплiтуду змушуючої сили).
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Рис. 2.11. Дiаграма значень модуля другого кумулянта |κ2| (тон сiрого) для рiзних

значень вiдстройки частоти δω змушуючої сили i спiввiдношення амплiтуди i

частоти незбалансованого шуму з α = 0,1. Параметри такi ж, як для рис. 2.8.

Використання старших моментiв дозволяє легше розрiзняти частотний шум

на фонi загасання. На рис. 2.12 наведенi кривi залежностi модуля третього

кумулянта вiд вiдстройки частоти. На цих кривих ще бiльше пiкiв, вони стають

ще бiльш помiтними при тому ж коефiцiєнтi затухання. Аналогiчно формулi (2.80),

для третього кумулянта асимптотично справедливо:

|κ2| =
96∆4α(

W 2
0 + 9(δω + ∆)2

)3/2√
γ2 + (δω −∆)2

. (2.82)

Ширина i висота правого пiку залежать вiд загасання, а лiвого — вiд

параметрiв шуму. Звичайно, з ростом α i правий пiк починає залежати вiд шуму,

але вiдмiннiсть характеру поведiнки для двох пiкiв в рiзних дiапазонах параметрiв

може бути використана для визначення окремо коефiцiєнта загасання i параметрiв

шуму.

Зауважимо також, що крiм модуля кумулянта доцiльно дослiджувати i його

дiйсну або уявну частини. На рис. 2.13 показанi для тих же параметрiв залежностi
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Рис. 2.12. Залежнiсть модуля третього кумулянта |κ3| вiд вiдстройки частоти δω

змушуючої сили для незбалансованого шуму. Параметр α = 0,1, решта параметрiв

такi ж, як для рис. 2.8.

уявної частини третього кумулянту вiд вiдстройки частоти. Видно, що кривi ще

бiльше рiзняться для рiзних параметрiв частотного шуму.

2.3.3. Схема експерименту з мiкромеханiчним торсiонним осциля-

тором

Перейдемо до аналiзу експериментiв, якi демонструють можливiсть вияв-

лення шуму власної частоти осцилятора, коли частотний шум є телеграфним.

Використовуючи резонансно керований мiкромеханiчний осцилятор, покажемо, що

усереднений за часом амплiтудний вiбрацiйний спектр має два пiки.

Вони зливаються зi зростаючою швидкiстю перемикання частоти, про що

йшлося у попередньому пунктi, i спектр зазнає аналог ефекту динамiчного

звуження. Також показано, що моменти комплексної амплiтуди сильно залежать вiд

характеристик частотних шумiв. Ця залежнiсть залишається справедливою навiть

тодi, коли присутнiй сильний тепловий шум або шум детектора.

Експеримент проводився з мiкромеханiчним крутильним осцилятором. Коли
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Рис. 2.13. Залежнiсть уявної частини третього кумулянта Im(κ3) вiд вiдстройки

частоти δω змушуючої сили для незбалансованого шуму. Параметр α = 0,1, решта

параметрiв такi ж, як для рис. 2.8

осцилятор зазнає дiю телеграфного частотного шуму (ТШЧ), його частота ви-

падково перескакує мiж двома значеннями, ω1,2 = ω0 ±∆/2. Рiзниця мiж двома

частотами ∆ i швидкiсть стрибка W вибираються набагато меншими, нiж власна

частота. Ми реєструємо комплексну амплiтуду коливань u у вiдповiдь на синусо-

їдальну змушуючу силу. Коли ∆ бiльша за константу загасання Γ, амплiтудний

спектр |〈u〉| складається з двох чiтких пiкiв для малого W (〈. . .〉 означає

усереднене за часом значення). Зi збiльшенням W два пiки зливаються в один

пiк, демонструючи спектральне розширення з наступним звуженням аналогiчно

динамiчному звуженню [278, 279]. Для ∆ ∼ max (Γ,W ) розширення невелике,

що ускладнює iдентифiкацiю iснування частотних шумiв виключно за звичайним

спектром вiдгуку на перiодичне збудження. Ми демонструємо, що вiдхилення

вищих моментiв комплексної амплiтуди 〈un〉 вiд степенiв усередненої комплексної

амплiтуди 〈u〉n однозначно вказує на наявнiсть частотних шумiв. Форми спектрiв

|〈u2〉/〈u〉2| i |〈u3〉/〈u〉3| сильно залежать вiд W i ТШЧ, добре узгоджуючись

з теорiєю. Важливо, що цей метод вивчення характеристик частотного шуму

залишається дiйсним навiть за наявностi сильного теплового або детекторного
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шуму, коли звичайнi схеми не виявляють iснування частотного шуму. Це не

вимагає приведення осцилятора до великих коливальних амплiтуд, i таким чином

уникаються проблеми, пов’язанi з нелiнiйнiстю осцилятора.

Торсiонний осцилятор у цьому експериментi складається з високолегованої

полiкристалiчної кремнiєвої пластини з розмiрами 200 мкм × 200 мкм × 3,5 мкм,

пiдвiшеної двома крутильними стрижнями (36 мкм × 4 мкм × 2 мкм в серединi

протилежних сторiн (див. рис. 2.14, панель a). Два електроди розташованi пiд

пластиною, по одному з кожного боку торсiонних стрижнiв. Щiлина мiж верхньою

пластиною та електродами створюється шляхом травлення 2 мкм шару оксиду

кремнiю.

Рис. 2.14. Скануюча електронна мiкрофотографiя мiкромеханiчного крутильного

осцилятора (панель а) та схема поперечного перерiзу пристрою i вимiрювальної

установки (панель б)

Кут повороту θ пластини знаходиться шляхом вимiрювання рiзницi ємно-

стей [130], C1 i C2 мiж верхньою пластиною i двома нижнiми електродами (рис.

2.14, панель б). Два сигнали змiнної напруги iз зсувом фаз 180◦ (Vc1 i Vc2) на частотi

ωcarrier (зазвичай 2,5× 107 рад/с� ω0) прикладаються вiдповiдно до двох нижнiх

електродiв. При вiдхиленнi пластини C1 збiльшується, а C2 зменшується. Для

малих обертань амплiтуда змiнної напруги на частотi ωcarrier на верхнiй пластинi

пропорцiйна C1 − C2, яка, в свою чергу, пропорцiйна θ. Пiдсилювач на частотi

ωcarrier вимiрює напругу змiнного струму на верхнiй пластинi, отримуючи сигнал,

пропорцiйний θ(t). Всi вимiрювання виконувалися при температурi 77 K i тиску

< 10−5 Торр.
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Рiвняння руху верхньої пластини задається рiвнянням

θ̈ + 2Γθ̇ + [ω0 + ξ(t)]2θ = F cos(ωF t) + fth(t). (2.83)

Доданок F cos(ωF t) являє собою перiодичний електростатичний момент,

що генерується синусоїдальною напругою VF (амплiтуда 100 мкВ) додатково

до постiйної напруги (−0,1 В), прикладеної до електроду справа. Значення

ωF вибрано так, щоб бути близьким до власної частоти ω0 = 134 024,383 рад/с

за вiдсутностi частотних шумiв ξ(t). Значення F залишалося малим, так що

коливання залишалися лiнiйними. Параметр Γ = 0,35 рад/с — константа загасання,

а fth — тепловий шум. Для вимiрювання амплiтуди коливань сигнал з виходу

першого блокувального пiдсилювача (пропорцiйний θ(t), як описано ранiше)

подається на другий блокуючий пiдсилювач. Вихiднi сигнали другого блокуваль-

ного пiдсилювача X(t) та Y(t) дають амплiтуду коливань у фазi та протифазi з

перiодичним рушiйним моментом вiдповiдно.

Змiни резонансної частоти ξ(t) (� ω0) викликаються напругою Vξ (рис. 2.15,

панель а), прикладеною до лiвого електрода, ефектом пом’якшення жорсткостi,

пов’язаним з градiєнтом електростатичної сили. На рисунку 2.15, панель б, показа-

на амплiтуда коливань як функцiя δω = ωF − ω0. Синя та червона кривi отриманi,

коли ξ залишається незмiнним у часi, при значеннях ±∆/2, де ∆ = 1,665 рад/с,

що вiдповiдає напрузi постiйного струму V1 = 0 В i V2 = −28 мВ вiдповiдно,

прикладеної до лiвого електрода.

Далi ми замiнюємо постiйнi напруги сигналом напруги, який вiдповiдає

телеграфному шуму, що перемикається мiж двома напругами V1 та V2, так що

власна частота осцилятора випадково стрибає мiж двома значеннями ω0 ±∆/2.

Сигнал напруги телеграфного шуму генерується тригером J-K, викликаним

гауссiвським шумом, який створюється посиленням шуму Джонсона резистора

50 Ом. Перемикання тригера вiдбувається, коли гауссiвський шум перевищує порiг.

Тому швидкiсть перемикання W регулюється iнтенсивнiстю гауссiвського шуму.
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Рис. 2.15. Типова напруга телеграфного шуму, яка подається на лiвий електрод

(панель a) та амплiтуднi спектри осцилятора |〈u〉| iз зсувами власної частоти

ξ = ±∆/2 (панель б).

Для всiх вимiрювань, представлених тут, значення W вибирається як мiнiмум

у 296 разiв меншим, нiж власна частота. Перевiрено, що часовi iнтервали мiж

переключенням тригера є випадковими i пiдпорядковуються статистицi Пуассона.

Також використовується фiльтр RC для збiльшення часу наростання ступенiв

напруги до τ = 0,011 мс (1/ω0 < τ � 1/W ).

При аналiзi зручно знову розглядати рух осцилятора в системi, що осцилює,

i ввести комплексну амплiтуду коливань u = X + iY , яка задається рiвняннями:

θ(t) = u exp(iωF t) + u∗ exp(−iωF t),
dθ(t)

dt
= iωF [u exp(iωF t)− u∗ exp(−iωF t)]. (2.84)

В експериментi X(t) i Y (t) — це амплiтуди коливань, якi знаходяться у фазi та

протифазi з перiодичним змушуючим моментом вiдповiдно, вимiрюванi другим

пiдсилювачем. Вплив рiзних типiв частотних шумiв на усереднене за часом

значення |〈u〉| та вищi моменти |〈un〉| (n = 1, 2, . . .) було докладно описано в

пiдроздiлi 2.2, а загальнi рiвняння для телеграфного шуму роглянутi у пунктi

2.2.3. Тут ми застосовуємо цю теорiю до частотного шуму, що використовується в

експериментi, врiвноваженого шуму з параметром W = 2W12 = 2W21. Значення

|〈un〉| можна отримати з рiвняння (2.46).
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За вiдсутностi частотних шумiв, |〈u〉| є квадратним коренем з функцiї Лорен-

ця (див. рис. 2.15, панель б). Коли на осцилятор дiє ТШЧ, найбiльш iнтуїтивним є

випадок W/∆� 1, де або iнтервал мiж двома частотами великий, або швидкiсть

перемикання мала. В цьому випадку осцилятор тримається в одному з двох станiв

коливань з чiтко визначеними амплiтудами та фазами мiж послiдовними змiнами

частоти. Очiкується, що амплiтудний спектр є зваженою сумою двох незалежних

амплiтудних спектрiв, при цьому ваги пропорцiйнi ймовiрностям зайнятостi двох

станiв (обидвi вони становлять 1/2 для використовуваного тут телеграфного

шуму). На рис. 2.15, панель б, штрих-пунктирна крива є середнiм значенням

червоної та синьої кривих. Оскiльки ∆ ∼ 4,8Γ, два пiки можна чiтко видiлити.

Зi збiльшенням W/∆ спектр |〈u〉| еволюцiонує нетривiально.

2.3.4. Результати вимiрювання моментiв комплексної координати

Рисунок 2.16, панель a, показує результати вимiрювання |〈u〉| як функцiї

частоти зовнiшньої сили ωF , коли осцилятор знаходиться пiд дiєю ТШЧ з

фiксованою ∆, але з рiзними швидкостями перемикання W . Час вимiрювання для

кожної частоти вибирається достатньо довгим (включаючи понад 300 перемикань),

щоб точно визначити усередненi за часом значення u.

При W/∆ = 0,05 рад/с, два пiки чiтко розрiзняються, як передбачалося (див.

залежнiсть, позначена (.) на рис. 2.16, панель a). Однак iз збiльшенням W проста

картина, описана вище, втрачає силу. Для W/∆ = 2,36 рад/с два пiки зливаються

в один пiк шириною менше ∆ (залежнiсть, позначена (�)).

Як i передбачалося в попереднiх пунктах, частковi спектри зливаються i

детектувати шум неможливо. Iнтуїтивне розумiння полягає в тому, що для того,

щоб розрiзнити два пiки, роздiленi величиною ∆, потрiбно вимiрювати на протязi

часу, що перевищує 1/∆. Коли W � ∆,Γ, час перебування в одному станi

недостатньо довгий, щоб осцилятор розрiзняв два стани, i спектр стає єдиним

пiком з центром в ω0, ширина якого розширена вiдносно ширини лiнiї Γ за
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вiдсутностi частотних шумiв. В результатi частотний шум призводить до дифузiї

фази осцилятора.

Рис. 2.16. Результати вимiрювань спектрiв усередненої комплексної амплiтуди

|〈u〉| осцилятора пiд дiєю ТШЧ (змiщенi послiдовно на 10 мкрад) з рiзними W/∆

(панель а), моменту другого порядку |〈u2〉/〈u〉2| (панель б) i моменту третього

порядку |〈u3〉/〈u〉3| (панель г), а також цi залежностi у збiльшеному масштабi

(панелi в та д). Параметри: ∆ = 1,665 рад/с, W/∆ = 0,05; 0,15; 0,45; 2,36; 26 i

43 рад/с (вiдповiдно ., ∗, ◦, �, �, i •).

По мiрi збiльшення W/∆ до 43,26 рад/с, одинарний пiк продовжує звужу-

ватися (залежнiсть, позначена (�) на рис. 2.16, панель a). У цiй межi осцилятор

бiльше не може реагувати на швидкi змiни резонансної частоти. Коливання

виникають так, нiби резонансна частота утримується на постiйному, усередненому

за часом значеннi. Це сценарiй, аналогiчний динамiчному звуженню в ядерному

магнiтному резонансi, де атоми зазнають дифузiю в рiдинах [278, 279]. Коли

амплiтуда спектральної модуляцiї набагато менша, нiж обернений час кореляцiї

модуляцiї, атоми вiдчувають усереднене магнiтне поле, а ширина резонансної лiнiї

становиться меншою порiвняно з випадком, коли атоми нерухомi. На рис. 2.16,

панель a, лiнiї – це обчислений амплiтудний спектр на основi рiвняння (2.46).

Бачимо хорошу збiжнiсть мiж вимiрюванням i теорiєю для всiх значень W/∆.
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Далi розглядемо вплив ТШЧ на усередненi другий та третiй моменти.

Графiкi на рис. 2.16, панелi б та г, показують кривi для |〈u2〉/〈u〉2| i |〈u3〉/〈u〉3|

вiдповiдно, що вiдповiдає тим самим значенням параметрiв, що i на рис. 2.16,

панель a. Рисунки 2.16, панелi в та д, збiльшують область, де коефiцiєнти

близькi до 1. Як показують залежностi, позначенi (•), за вiдсутностi зовнiшнiх

частотних шумiв обидва коефiцiєнти дорiвнюють 1 в межах експериментальної

невизначеностi. У присутностi ТШЧ вони вiдхиляються вiд 1. Форма спектрiв

визначається параметрами ∆ i W . При W/∆ = 0,05 рад/с, спектр |〈u2〉/〈u〉2| має

один пiк з центром у ω0, а вся крива перевищує 1 (залежнiсть, позначена (.)).

Зi збiльшенням W спектр опускається нижче 1 з двома максимумами по боках.

Коли W збiльшується за ∆ i Γ, коефiцiєнт наближається до 1. Спектри |〈u3〉/〈u〉3|

еволюцiонують якiсно подiбним чином. Це добре узгоджується з теоретичними

розрахунками (суцiльнi лiнiї) на рис. 2.16, панелi б–д.

2.3.5. Вплив теплового шуму, шуму детектора та часу вимiрювання

Для великих швидкостей переключання частот на рис. 2.16 спектр |〈u〉| має

один пiк навiть при наявностi ТШЧ, в той час як 〈u2〉/〈u〉2| i |〈u3〉/〈u〉3| значно

вiдхиляються вiд 1. У таких випадках аналiз моментiв u вищих порядкiв дозволяє

однозначно iдентифiкувати iснування частотного шуму, навiть коли тепловий шум

або шум детектора є сильним. На рисунку 2.17, панель a, зображено усереднений

амплiтудний спектр осцилятора для вiдносно слабких частотних шумiв (∆ = 0,5Γ

i W/∆ = 1,76 рад/с). Спектр трохи розширений, але все ще добре апроксимується

квадратним коренем з лоренцiвської функцiї, даючи ширину, яка усього на 4,6%

бiльша за внутрiшню константу загасання Γ. Вивчаючи лише ширину амплiтудного

спектра, неможливо вiдокремити вплив частотного шуму вiд затухання. Щоб

виявити iснування частотних шумiв, звичайний метод включає дослiдження скла-

дного розподiлу амплiтуди у фазовому просторi X -Y. На рисунку 2.17, панель б,

показано три рiзнi розподiли, коли ωF встановлено рiвним ω0. Для червоних точок
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амплiтуда руху F дорiвнює нулю, а шум зовнiшньої частоти вiдсутнiй. Показання

пiдсилювача реєструються кожнi 33 мс з постiйною часу 300 мс. Кiнцева ширина

розподiлу пов’язана з тепломеханiчними коливаннями (∼ 0,2 мкрад) осцилятора

при 77 K. Коли F знову увiмкнено, розподiл змiщується вздовж вертикальної

осi так, що вiн центрується на вiд’ємних значеннях Y, оскiльки середня фаза

коливань вiдстає вiд навантаження на π/2 при резонансi. Обидва розподiли мають

кругову форму через фазово-випадковий характер теплового шуму. Коли вводиться

ТШЧ, розподiл стає подовженим у напрямку X. Таке анiзотропне розширення

вiдрiзняється вiд того, що пов’язане з тепловим шумом. Загалом, воно служить

сигналом наявностi частотних шумiв.

Цей метод видiлення вкладу шуму частоти стає непридатним, коли тепловий

шум в системi великий. На рис. 2.17, панель в, показанi результати вимiрювань

для збiльшеного амплiтудного шуму приблизно в 1000 разiв, тодi як зовнiшнi час-

тотнi шуми залишаються незмiнними. Частотний шум призводить до додаткового

анiзотропного розширення у фазовому просторi X -Y, крiм того, що викликається

тепловим шумом.

Для розподiлу на рис. 2.17, панель в, за наявностi частотного шуму та

перiодичного руху, розширення в розподiлi через частотний шум в основному

маскується шумом детектора. Рисунок 2.17, панель в, показує, що iдентифiкувати

частотний шум стає значно складнiше, перевiряючи розподiл у фазовому просторi

X -Y, коли тепловий шум, або шум детектора великi.

Кривi на рис. 2.18, панель a, отриманi для тих самих експериментальних

умов i при тiй же частотi шуму, що i на рис. 2.17, i вiдповiдають спектрам

нормованого другого моменту |〈u2〉/〈u〉2|.

Залежностi, позначенi (•) та (◦) на рис. 2.18, панель a, вiдповiдають

вимiряним значенням для детекторних шумiв великої (рис. 2.17, панель в) та

малої (рис. 2.17, панель б) амплiтуд вiдповiдно. Щоб зменшити статистичну

похибку, час усереднення для даних, що вiдповiдають (•), вибирається в чотири

рази довшим за час вимiрювання для даних, показаних (◦). Обидвi кривi добре
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Рис. 2.17. Амплiтудний спектр при слабкому частотному шумi (панель а), розподiл

комплексної координати на фазовiй дiаграмi X – Y (панель б) i розподiл при

збiльшеннi амплiтуди шуму детектора у 1000 разiв (панель в).

узгоджуються з передбаченням теорiї (2.46), показаним суцiльною лiнiєю. На

рисунку 2.18, панель б, показано подiбний графiк для величини |〈u3〉/〈u〉3|.

Вимiрювання пiдтверджують думку, що вiдхилення моментiв |〈un〉/〈u〉n| старших

порядкiв вiд одиницi залишаються надiйним показником наявностi частотного

шуму, навiть коли тепловий шум та/або шум детектора сильний.

Для всiх даних, представлених у цiй роботi, час вимiрювання вибирається

набагато довшим, нiж обернена швидкiсть перемикання, так що усередненi

за часом значення u та вищi моменти визначенi точно. У цьому обмеженнi

передбаченi форми лiнiй спектрiв |〈u2〉/〈u〉2| та |〈u3〉/〈u〉3| не залежать вiд часу

вимiрювання. В експериментах, де присутнiй тепловий шум або шум детектора,

може знадобитися додатково збiльшити час вимiрювання для точного вимiрювання

цих коефiцiєнтiв.

Нарештi вiдмiтимо, що експериментальний аналiз спектрiв вищих моментiв

комплексної амплiтуди не обмежується лише телеграфним шумом частоти. На

рисунках 2.18, панель a, та 2.18, панель б, пунктирною лiнiєю показано передба-

чуванi залежностi для величин |〈u2〉/〈u〉2| i |〈u3〉/〈u〉3|, коли частотний шум ξ(t) є

гауссiвським. Тут iнтенсивнiсть D гауссiвського частотного шуму обрана ∆/2
√

2,

де 〈ξ(t)ξ(t′)〉 = 2Dδ(t− t′), щоб телеграфний i гауссiвський шуми мали однакову

дисперсiю. На обох панелях рис. 2.18, нормованi моменти для гауссiвського шуму

вiдхиляються вiд одиницi, але помiтно вiдрiзняються вiд телеграфного шуму. Вони
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Рис. 2.18. Спектри нормованого другого моменту |〈u2〉/〈u〉2| (панель а) i третього

моменту, |〈u3〉/〈u〉3| (панель б) для тих же самих експериментальних умов i при

тiй же частотi шуму, що на рис. 2.17.

залишаються меншими за одиницю у всьому дiапазонi δω, досягаючи мiнiмуму

при δω = 0. На вiдмiну вiд цього, для вимiрювань у випадку телеграфного шуму,

(рис. 2.16, панелi б та г, рис. 2.18, панелi a та б), iснує певний дiапазон δω, де

коефiцiєнти перевищують 1. Окрiм детектування частотного шуму, аналiз вищих

моментiв u може виявитися корисним для вивчення характеристик шуму.

Тепловий рух шуму осцилятора та/або детектора у схемi вимiрювання

часто заважає iдентифiкувати iснування частотного шуму за допомогою звичайних

методiв, таких як вимiрювання кiльцевого вiдхилення коливань. Вище експеримен-

тально продемонстровано, що вимiрюючи нормованi моменти старших порядкiв

|〈u2〉/〈u〉2| або |〈u3〉/〈u〉3|, можна виявити iснування частотного шуму, навiть

коли шум детектора сильний. Наведемо пояснення, чому аналiз саме моментiв

комплексної координати не залежить вiд теплового та/або детекторного шуму.

При експериментальному вимiрюваннi u записаний сигнал може бути пред-

ставлений так:

u = (X + ∆X) + i(Y + ∆Y ). (2.85)

∆X та ∆Y походить вiд теплового або детекторного шуму. Вони мають нульове

середнє значення i є некорельованими мiж собою, а також з X i Y , якщо i осциля-

тор, i схема зчитування залишаються лiнiйними. За умови, що здiйснено достатнє
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усереднення, |〈u〉n| дорiвнює |〈X + iY 〉n|. Момент комплексної координати, |〈un〉|,

мiстить перехреснi множники ∆X , ∆Y , X , i Y . Наприклад, розглянемо випадок

n = 2, вимiряний у нашому експериментi:

〈[(X + ∆X) + i(Y + ∆Y )]2〉 = 〈X2〉 − 〈Y 2〉+ 2(〈X〉〈∆X〉−

−〈Y 〉〈∆Y 〉) + (〈(∆X)2〉 − 〈(∆Y )2〉)+

+i(〈X〉〈Y 〉+ 〈∆X〉〈Y 〉+ 〈∆Y 〉〈X〉+ 〈∆X〉〈∆Y 〉). (2.86)

Усi доданки з 〈∆X〉 або 〈∆Y 〉 в середньому дорiвнюють нулю. Оскiльки

∆X i ∆Y через тепловий або детекторний шум мають однаковий розподiл,

〈(∆X)2〉 = 〈(∆Y )2〉. Тому |〈u2〉| iдентичний випадку, коли тепловий або детектор-

ний шум вiдсутнi. Як правило, фазовий шум включається у вищi моменти, тодi як

додатковий шум, такий як тепловий або детекторний шум, – нi. В результатi, при

достатньому усередненнi, вищi моменти можуть бути використанi для виявлення

iснування частотних шумiв.

Висновки до роздiлу 2

У другому роздiлi дисертацiї, написаному по матерiалам праць [8–10]:

• Розвинуто теоретичний метод детектування частотного шуму, що дiє на

класичну або квантову моду, який базується на аналiзi статистичних моментiв

старших порядкiв комплексної амплiтуди вимушених коливань. Крiм того, та-

ким чином може бути виявлена статистика шуму. Статистичнi моменти мають

характерну залежнiсть вiд частоти змушуючої сили, порядку моменту i дуже

чутливi до статистики шуму. Це проiлюстровано на прикладах гауссiвського та

пуассонiвських шумiв iз смугою пропускання, яка значно перевищує швидкiсть

затухання осцилятора, а також телеграфних шумiв. Отримано явнi вирази для

моментiв комплексної амплiтуди у випадку широкосмугового шуму з довiльною
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статистикою.

• Розроблена загальна методика розрахунку моментiв старших порядкiв

для маркiвського шуму, яка зводить задачу до системи лiнiйних рiвнянь. Отриманi

явнi результати для дисперсiї та третього кумулянта комплексної амплiтуди для до-

вiльного слабкого шуму; третiй кумулянт амплiтуди в цьому випадку пропорцiйний

третьому кумулянту шуму. Навiть для слабкого частотного шуму запропонований

спосiб дозволяє виявити його незалежно вiд iнтенсивностi теплового шуму в

осциляторi. Результати стосуються як класичних, так i квантових осциляторiв.

• На прикладi телеграфного шуму продемонстровано, як на вiдмiну вiд за-

гальноприйнятої методики детектування шумiв, вивчення саме старших кумулян-

тов комплексної координати осцилятора дозволяє вiдокремити ефекти, пов’язанi

з частотним шумом. Показано, що частотнi залежностi старших кумулянтов

координати при одних i тих же значеннях коефiцiєнта загасання мiстять бiльше

особливостей, що може бути використано для визначення параметрiв шуму.

Вивчено два важливих випадки: коли ймовiрностi двох власних частот резонатора,

обумовлених шумом, практично рiвнi, i коли вони сильно розрiзняються.

• Запропоновано i реалiзовано експериментальну перевiрку того, що при-

сутнiсть телеграфного шуму частоти можна iдентифiкувати за статистичними

моментами старших порядкiв комплексної амплiтуди повiльно затухаючого наван-

таженого мiкромеханiчного осцилятора. Коли або iнтервал мiж двома частотами

великий, або швидкiсть перемикання мала, усереднений за часом амплiтудний

спектр має два пiки. Вони зливаються зi зростанням швидкостi переключення

частоти, i пiк звужується. Також показано, що моменти старших порядкiв компле-

ксної амплiтуди сильно залежать вiд характеристик частотного шуму. Подiбний

аналiз старших моментiв особливо корисний для виявлення iснування частотного

шуму, коли тепловий або детекторний шум сильний. Бiльше того, запропонований

метод аналiзу шуму частоти може бути безпосередньо застосований до iнших

лiнiйних резонаторiв з високими коефiцiєнтами добротностi, що використовують

джозефсонiвськi переходи [60] та оптичнi порожнини [280].
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Результати, викладенi у даному роздiлi дисертацiї, можуть бути використанi:

в теорiї наномеханiчних осциляторiв; при обробцi даних, одержуваних пристроя-

ми, заснованими на джозефсонiвських контактах; в квантових комп’ютерах; при

оцiнцi точностi роботи атомного годинника.
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Роздiл 3

МУЛЬТИСТАБIЛЬНIСТЬ КОЛИВАНЬ КВАНТОВИХ I КЛАСИЧНИХ

СИСТЕМ

У даному роздiлi, заснованому на роботах [11, 12], вивчається взаємодiя

вiбрацiйної системи з зовнiшнiми системами, що може призводити до мультиста-

бiльностi її станiв. Джерелом телеграфного шуму, розглянутого у роздiлi 2, може

бути контакт з дворiвневою системою, i у пiдроздiлi 3.1 дослiджується резонансно

збуджена гармонiчна мода, дисперсiйно пов’язана з квантовою дворiвневою систе-

мою. Розглядаються режими, коли мiжрiвнева вiдстань для дворiвневої системи

значно перевищує частоту моди, i розробляється квантовий адiабатичний пiдхiд

для аналiзу динамiки. В рамках теорiї середнього поля, дисперсiйний зв’язок

призводить до взаємної настройки моди та системи, якi знаходяться у режимi, що

є близьким до резонансу, та, у свою чергу, призводить до мультистабiльностi. У

важливому випадку, коли система має два енергетичнi рiвнi i збуджується поблизу

резонансу, мода може мати до трьох метастабiльних станiв. Неадiабатичнi квантовi

шуми, пов’язанi зi спонтанними переходами в дворiвневiй системi, призводять до

переходу мiж метастабiльними станами.

Мультистабiльнiсть станiв вимушених коливань може виникати не тiльки

внаслiдок контакту квантових систем, але i у класичних системах, якщо вони

зв’язанi аргументальним зв’язком з швидкоосцилюючим локальним зовнiшнiм

полем. У пiдроздiлi 3.2 на прикладi маятника Дубошинського вивчаються так званi

аргументальнi коливання, тобто коливальнi процеси в класичнiй системi з кванто-

ваними амплiтудами. Виводиться точне рiвняння руху маятника, яке має швид-

коосцилюючi розв’язки з рiзною амплiтудою. Показано теоретично i перевiряється

чисельним моделюванням, що значення стабiльних амплiтуд залежать вiд парностi
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силового поля. Виводиться рiвняння огинаючої, яке можна використовувати для

прогнозування встановлення амплiтуди. Розглядається фазова площина маятника,

яка мiстить атрактори, кожен з яких вiдповiдає стабiльнiй амплiтудi. Усереднення

за фактично неконтрольованим параметром початкової фази швидкоосцилюючого

поля дає можливiсть отримати функцiю розподiлу за дискретними рiвнями енергiї,

тобто ймовiрностi стабiлiзацiї певного енергетичного рiвня.

3.1. Мультистабiльнiсть моди, дисперсiйно зв’язаної з квантовою

дворiвневою системою

3.1.1. Самоузгодженi стани моди i квантової системи

Почнемо iз контакту мiж модою i квантовою системою, що має кiлька

рiвнiв, наприклад дворiвневою системою. Ми розглядаємо моду M (гармонiчний

осцилятор), пов’язану з динамiчною квантовою системою S . Мода i система також

пов’язанi з окремими термостатами i знаходяться пiд дiєю перiодичних полiв.

Зв’язки вважаються слабкими в тому сенсi, що енергiя зв’язку мала в порiвняннi

з мiжрiвневою рiзницею енергiй. Iншими словами, ширина рiвнiв енергiї моди

та енергiй Рабi мала в порiвняннi з вiдстанню мiж рiвнями. Передбачається, що

дiя зовнiшнього поля є майже резонансною i буде описана в системi вiдлiку, що

коливається з частотою змушуючої сили.

На вiдмiну вiд знаменитої моделi Джейнса-Каммiнгса [270, 281, 282], тут

iнтервали мiж рiвнями для моди i системи значно вiдрiзняються. Для дисперсiйної

взаємодiї M − S основним ефектом є не обмiн енергiєю, а змiна вiдстаней

мiж рiвнями залежно вiд сукупного стану, що вiдбувається вже в першому

порядку за константою зв’язку. Напiвкласично, ця ситуацiя може спричинити

мультистабiльнiсть у вiдгуку на змушуюче поле наступним чином.

Для заданих параметрiв змушуючого поля комбiнована система може само-

стiйно пiдтримувати або змушенi коливання великої амплiтуди модиM (при цьому
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ефективна частота моди налаштовується або на точний резонанс зi змушуючим

полем через дисперсiйний зв’язок), або вiдбуваються коливання малої амплiтуди на

частотi, далекiй вiд резонансу зi змушуючим полем. У кожному випадку амплiтуда

вiбрацiї моди M визначає мiжрiвневу частоту системи S . Якщо система S

знаходиться пiд дiєю перiодичного поля, це визначає її стацiонарний стан. Завдяки

дисперсiйному зв’язку це встановлення частоти осцилятора i системи вiдбувається

самоузгоджено, що i призводить до мультистабiльностi, продемонстрованої на

рис. 3.1. Ордината показує стацiонарне число зайнятостi моди µst (амплiтуда

квадрату моди становить 2~µst/mM
ω
M

, де m
M

i ω
M

– це маса i частота моди вiдпо-

вiдно). Абсциса показує нормовану квадратичну амплiтуду змушуючої сили F 2
M

. I

мода, i система резонансно збуджуються. У системi вiдлiку, що осцилює на частотi

змушуючої сили, модель описується рiвняннями (3.6), (3.9) та (3.11). Вiдношення

швидкостi релаксацiї дворiвневої системи Γ
S
≡ (2τ

S
)−1 до швидкостi релаксацiї

моди Γ
M
≡ τ−1

M
дорiвнює 30. Вставка вiдноситься до (ωFM − ωM )/Γ

M
= 0, 3, i

в цьому випадку система є бiстабiльною. Нестабiльнi стани вiдображаються

пунктирними лiнiями. Чорна вертикальна пунктирна лiнiя показує величину

змушуючої сили, що використовується на рис. 3.2 нижче. В класичних системах

мультистабiльнiсть i динамiчний хаос вивчались для ефективного дисперсiйного

зв’язку нелiнiйних осциляторiв [283,284].

Теорiя середнього поля описує напiвкласичну багатостабiльнiсть системи

M+ S , але не враховує ролi коливань. Класичнi та квантовi коливання неминуче

виникають разом iз розслабленням як наслiдком зчеплення з термостатом. У

багатостабiльних системах коливання викликають мiжштатне перемикання навiть

при нульовiй температурi.

Цiкаво, що там, де дисперсiйний зв’язок слабкий, мультистабiльностi очеви-

дно немає; однак там, де вiн сильний, також не iснує мультистабiльностi, оскiльки

швидкiсть перемикання стає порiвнянною зi швидкiстю релаксацiї, i тодi саме

поняття мультистабiльностi втрачає сенс. Далi ми знаходимо вiдповiдний дiапазон

сили зв’язку.



125

100 200
0

20

FM
2

�GM
2

Μst

50 100 150
0

10

20

30

FM
2

�GM
2

Μst

Рис. 3.1. Залежнiсть енергiї моди, дисперсiйно зв’язаної з дворiвневою си-

стемою, вiд нормованої амплiтуди змушуючої сили. Параметри: F
S
/Γ

S
= 24,

(ωFM − ωM )/Γ
M

= 1, (ωFS − ωS)/Γ
S

= −10.

Пропонується загальне формулювання теорiї середнього поля у важливому

випадку, коли типовий час релаксацiї τ
S

системи S значно менший, нiж час

релаксацiї τ
M

моди.

3.1.1.1. Основнi рiвняння

Формально, дисперсiйний гамiльтонiан зв’язку Hi(M̂, Ŝ) є функцiєю опера-

тора моди M̂ та оператора системи Ŝ, якi комутують з гамiльтонiанами моди i

системи за вiдсутностi збудження. Наприклад, M̂ може бути числом зайнятостi

моди, a†a, де a та a† є операторами знищення i народження, тодi як, якщо

динамiчна система — це спiн у статичному магнiтному полi Bz, Ŝ може бути

спiновим оператором sz. Ця форма зв’язку забезпечує, що Hi не залежить вiд часу

у представленнi взаємодiї.

Для iлюстрацiї ми розглянемо моду, зв’язану з дворiвневою системою (ДРС),
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кожна з яких збуджується своїм власним майже резонансним полем (з ~ = 1):

HS = ωSsz − sxFS cosωFSt,

HM = ωMa
†a− (a+ a†)FM cosωFM t. (3.1)

Тут sx,z = σx,z/2, де σx,z — матрицi Паулi, якi дiють на ДРС. Для майже

резонансних збуджень вiдстройки частот вводяться згiдно з

δωM = ωFM − ωM , δωS = ωFS − ωS, (3.2)

для частот збудження по вiдношенню до частот переходiв ωM and ωS . Вiдстройки

вважаються малими в порiвняннi з самими перехiдними частотами та їх рiзницею:

|δωM |, |δωS| � ωM , ωS, |ωM − ωS|. Порiвняння з |ωM − ωS|, зокрема, виправдовує

апроксимацiю, коли враховується лише дисперсiйний зв’язок.

Найпростiшою формою дисперсiйного зв’язку моди i ДРС є Hi = V a†asz,

який ми зараз розглядаємо. Переходимо до представлення взаємодiї, використову-

ючи унiтарне перетворення

U(t) = exp(−iωFMa†at− iωFSszt). (3.3)

Нехтуючи швидко осцилюючими доданками, пропорцiйними амплiтудам змушую-

чих сил FS , FM , ми записуємо перетворений гамiльтонiан,

H̃ =
[
U †(t) (HM +HS +Hi)U(t)− iU †(t)U̇(t)

]
вз.

(3.4)

у наступному виглядi:

H̃ = H̃M + H̃S + H̃i, (3.5)
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з гамiльтонiанами

H̃M = −δωMa†a−
1

2
FM(a+ a†),

H̃S = −δωSsz −
1

4
FS(s+ + s−),

H̃i = V a†asz. (3.6)

Модель (3.6) описує, зокрема, дисперсiйний зв’язок порожнинної моди з дво-

рiвневим атомом у порожнинi або з ефективно дворiвневим джозефсонiвським

переходом у ланцюзi, що вивчалися у багатьох експериментах, див., напри-

клад, [93,285,286] та посилання в них. Загальнiше, Hi може набути бiльш складної

форми. Зокрема, зв’язок не повинен бути лiнiйним за a†a. Подiбним чином, коли

система S має бiльше двох рiвнiв, гамiльтонiан зв’язку може включати також бiльш

складнi комбiнацiї операторiв системи. Ми загалом характеризуватимемо енергiю

дисперсiйного зв’язку параметром V , навiть коли зв’язок має форму, вiдмiнну вiд

H̃i в рiвняннi (3.6); вважаємо |V | � ωS, ωM , |ωS − ωM |.

Для того, щоб описати динамiку за наявностi дисипацiї, ми розглянемо

матрицю густини ρ зв’язаної моди та системи. Припускаючи маркiвську дина-

мiку при переходi до повiльного часу, тобто для часiв, набагато бiльших за

ω−1
M , ω−1

S , |ωM − ωS|−1, ми можемо записати рiвняння руху для ρ у представленнi

взаємодiї у такому виглядi:

ρ̇ = L̂ρ ≡ L̂Mρ+ L̂Sρ+ i[ρ, H̃i]. (3.7)

Тут L̂M i L̂S є операторами Лiувiлля або супероператорами. У [287] розглядається

динамiка моди та системи, з врахуванням контакту з термостатами, але iзольованих

одна вiд одної.

Нижче ми розраховуємо матрицю густини в системi, де оператори M̂ and Ŝ

дiагональнi. Важливо те, що ρ повинна залишатися ермiтовою в ходi своєї еволюцiї
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згiдно рiвняння (3.7). Як наслiдок, для будь-якого оператора моди та системи ÔMS ,

(L̂ÔMS)† = L̂Ô†MS. (3.8)

Ця умова стосується також L̂M та L̂S , взятих окремо.

У часто використовуванiй моделi дисипацiї, де зв’язок моди з термостатом

вважається лiнiйним за операторами a, a†, в головному наближеннi за цiєю

взаємодiєю [270]:

L̂Mρ = −ΓM [(n̄+1)(a†aρ−2aρa†+ρa†a)+n̄(aa†ρ−2a†ρa+ρaa†)]+i[ρ, H̃M ], (3.9)

де n̄ ≡ n̄(ωM), n̄(ω) = [exp(ω/kBT )− 1]−1 — число Планка, а ΓM — швидкiсть

затухання. Зазначимо, що рiвняння (3.9) не обмежується описом омiчної дисипацiї;

при мiкроскопiчному виведеннi передбачається, що ΓM � ωM i |dΓM/dωM | � 1,

див. роздiл 1. Ми вважаємо, що перенормування параметрiв моди внаслiдок зв’язку

з термостатом включено у значення параметрiв.

Будемо користуватися простою формою рiвнянь релаксацiї для дворiвневої

системи, рiвнянь Блоха. У цьому випадку оператор L̂Sρ в рiвняннi (3.7) має той

самий вигляд, що i L̂Mρ, за винятком того, що:

(а) коефiцiєнт затухання ΓM повинен бути замiнений параметром ΓS , який

фактично задає час декогеренцiї дворiвневої системи, τ−1
S = 2ΓS(2n̄S + 1), де

n̄S = n̄(ωS) – число Планка;

(б) оператори a i a† у операторi затухання повиннi бути замiненi на s− i s+

вiдповiдно, s± = sx ± isy;

(в) гамiльтонiан H̃M слiд замiнити на H̃S . Крiм того, ми включаємо додаткове

поперечне затухання у виглядi доданка −Γ⊥(ρ− 4szρsz)/2 у L̂sρ.
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3.1.1.2. Вiдгук моди i квантової системи

Побудуємо евристичну напiвкiлькiсну картину мультистабiльностi адiаба-

тичного середнього поля для дисперсiйного зв’язку з ДРС; обґрунтування та

умови застосовностi випливають iз загального аналiзу у пунктi 3.1.3. Припустимо,

що мода знаходиться у станi |m〉 з 〈m|H̃i|m〉 = V msz. Для моди в цьому станi

вiдстройка ефективної частоти ДРС вiд частоти змушуючої сили задається станом

моди,

δωS(m) = δωS − V m, (3.10)

як видно з рiвнянь (3.5) i (3.6). В адiабатичному наближеннi ми розглядаємо

динамiку дворiвневої системи, припускаючи, що ця вiдстройка частоти не за-

лежить вiд часу. Використовуючи добре вiдомий результат для цiєї задачi, див.,

наприклад, [288], отримуємо середнє значення sz для заданого значення m:

〈sz〉S = −ΓS

[
2ΓS(2n̄S + 1) +

1

4

γF 2
S

γ2 + δωS(m)2

]−1

,

γ = ΓS(2n̄S + 1) + Γ⊥, (3.11)

де γ - швидкiсть затухання спiнових компонент s±.

Завдяки гамiльтонiану взаємодiї H̃i в рiвняннях (3.5) i (3.6), середня мiжрiв-

нева вiдстань ДРС 〈sz〉S змiнює стан моди, змiнюючи її частоту на ν(m) ≡ V 〈sz〉S .

Важливо, що частота моди залежить вiд ступеня збудження, m. Така

залежнiсть характерна для нелiнiйних мод. Тут це вiдбувається вiд резонансної

накачки ДРС. У свою чергу, типовi значення m в стабiльному станi визначають

вiдстройку ДРС вiд зовнiшньої сили FS cosωFSt, яка дiє на неї,

δωS(m) ≡ ωFS − ωS − V m, (3.12)
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таким чином визначаючи 〈sz〉S .

Взаємне пiдстроювання моди та дворiвневої системи на резонанс призводить

до мультистабiльностi сукупної системи. Дiйсно, стацiонарне середнє число

зайнятостi резонансно навантаженого гармонiчного осцилятора задається звичним

виразом

mst =
1

4
F 2
M/
[
Γ2
M + (ωFM − ωM)2

]
. (3.13)

Враховуючи залежнiсть частоти моди вiд ступеня її збудження, m, отримуємо

спiввiдношення для стацiонарного стану системи:

mst =
1

4
F 2
M/

{
Γ2
M + [ωFM − ωM − ν(mst)]

2

}
. (3.14)

Отримана система нелiнiйних рiвнянь (3.11) та (3.14) може мати кiлька розв’язкiв.

Прикладом може служити залежнiсть квадрата амплiтуди коливань моди (що

дорiвнює 2~mst/ωM для одиничної маси) вiд зовнiшньої сили, яка показана на

рис. 3.1. Насправдi наведена величина є значенням усередненої змiнної µst у

квазiстацiонарному вiгнерiвському розподiлi за числами занять m моди; вона

задана рiвнянням (3.46), яке для розглянутої моделi збiгається з рiвнянням (3.14) i

обґрунтовує вищезазначенi якiснi аргументи.

Для вибраних параметрiв моди вона може мати до трьох стабiльних станiв

одночасно. У наближеннi середнього поля, де квантовими та класичними колива-

ннями нехтують (роль флуктуацiй з’ясовується у пунктi 3.1.4), ця мультистабiль-

нiсть призводить до гiстерезису з багаторазовим перемиканням мiж стабiльними

гiлками при варiювання параметрiв системи (тут — змушуюча сила).

Природу мультистабiльностi можна зрозумiти з графiчного розв’язку рiв-

нянь (3.11) та (3.14), проiлюстрованих на рис. 3.2. Суцiльнi лiнiї на цьому рисунку

показують резонансну залежнiсть нормованої мiжрiвневої вiдстанi ДРС 〈sz〉S ,

заданої рiвнянням (3.11), як функцiю числа зайнятостi моди, що розглядається
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як неперервна змiнна µ = m; для зручностi, замiсть 〈sz〉S на абсцисi показано

нормований зсув частоти −ν(µ) = −V 〈sz〉S , вiдлiчений вiд δωM ≡ ωFM − ωM та

масштабований на ΓM . Резонанс є наслiдком пiдстроювання частоти ДРС δωS(µ),

яка є лiнiйною за величиною µ. Пунктирна лiнiя показує резонансну залежнiсть

нормованого квадрату амплiтуди координати моди µ = mst вiд вiдстройки частоти

моди ωFM − ωM − ν(µ) згiдно рiвняння (3.14).

Зауважимо, що завжди є непарна кiлькiсть перетинань; для зеленої кривої

вона дорiвнює 1, i перетин вiдбувається для невеликих µ поза дiапазоном, пока-

заним на рис. 3.2. Ця мода вiдповiдає єдиному стабiльному стану модульованої

складової системи.

Рис. 3.2. Дiаграма, що пояснює природу мультистабiльностi для дисперсiйного

зв’язку. Параметри: FS/ΓS = 4 (крайня лiва зелена крива), 8 (середня, синя) i 24

(крайня права, червона).

Випадок 3-х перетинiв (синя крива) вiдповiдає бiстабiльностi, тодi як 5

перетинiв (червона крива) вiдповiдає стiйкостi. Розумiння цiєї закономiрностi

випливає з аналiзу кривих бiфуркацiї у пiдпункту 3.1.3.2. Вертикальна штрихова

пряма вiдповiдає значенню F 2
M/Γ

2
M = 120 на рис. 3.1. Для вiд’ємних δωM − ν(µ)

поза дiапазоном графiку пунктирна лiнiя перетинає синi та зеленi суцiльнi лiнiї,

забезпечуючи низькоамплiтуднi розв’язки.

Можливiсть бiстабiльностi вiдгуку механiчної моди на резонансну моду-
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ляцiю в ситуацiї, коли мода пов’язана з iншою системою (наприклад, масивна

класична частинка, що дифундує вздовж механiчного резонатора), розглядалася

ранiше [72]. Такий зв’язок подiбний до дисперсiйного зв’язку, оскiльки дифузiя

змiнює частоту моди i, в свою чергу, пiддається впливу вiбрацiй. Однак, на вiдмiну

вiд [72], наведений нижче аналiз є повнiстю квантовим, загальним, оскiльки вiн не

обмежується певним механiзмом зв’язку, передбачення середнього поля в данному

випадку вiдрiзняються (наприклад, тристабiльнiсть), i головне, клас систем, на якi

розповсюджуються результати, набагато ширший.

У наступному пунтi отриманi рiвняння руху для матрицi густини мод та

введено адiабатичне наближення, яке дозволяє видiлити головнi вклади рiвнянь.

3.1.2. Адiабатичне наближення

Основне припущення аналiзу полягає в тому, що час релаксацiї τS системи

S вважається набагато меншим, нiж час релаксацiї τM моди (який задається Γ−1
M

для моделi (3.9)). Ми використовуємо цей подiл часових шкал для вирiшення

рiвняння (3.7) в адiабатичному наближеннi: спочатку ми вирiшуємо їх для еволюцiї

системи S для фiксованого стану моди, а потiм вивчаємо, як отриманi квазiстацiо-

нарнi стани S впливають на динамiку моди через зв’язок H̃i. Пiзнiше ми побачимо,

як квантовi коливання S призводять до перемикання мiж метастабiльними станами

моди. Формально будемо вважати, що енергiя дисперсiйного зв’язку задовольняє

|V | � τ−1
S , хоча фактичною умовою застосовностi є V 2τS � τ−1

M , як буде показано

нижче.

3.1.2.1. Динамiка квантової системи

Для початку розглянемо випадок, коли мода встановлюється у власному

станi |m〉 оператора M̂ : M̂ |m〉 = m|m〉. Спiльна матриця густини системи i моди



133

задається тензорним добутком ρ = ρS ⊗ |m〉〈m|. Якщо ми нехтуємо динамiкою

повiльної моди, породженою лiувiлiвським доданком L̂M в рiвняннi (3.7), зведена

матриця густини ρS системи S визначається згiдно

ρ̇S = Λ̂mρS, Λ̂mÔ = L̂SÔ + i[Ô, Ĥi(m)], (3.15)

де Ô i Ĥi(m) — оператори, що дiють лише на S . Оскiльки гамiльтонiан

дисперсiйного зв’язку H̃i комутує з оператором M̂ , тут воно дiє на спiновi

змiннi через свою проекцiю на вибраний стан моди |m〉, Ĥi(m) = 〈m|H̃i|m〉. Ми

використаємо розв’язок рiвняння (3.15) як основу для побудови розв’язку повної

задачi, рiвняння (3.7).

Ми розв’язуємо рiвняння (3.15), вводячи правi власнi оператори {χαm}

супероператора Λ̂m:

Λ̂mχ
α
m = −λαmχαm. (3.16)

Звернiть увагу, що з рiвняння (3.8) видно, що

(Λ̂mχ
α
m)† = Λ̂m(χαm)†. (3.17)

Отже, якщо χαm є власним оператором Λ̂m iз власним значенням −λαm, то (χαm)†

також є власним оператором iз власним значенням (−λαm)∗. Власнi оператори χαm

iз дiйсними власними значеннями можуть бути вибранi ермiтовими.

Якщо система S має NS станiв (NS = 2 для ДРС), оператори χαm становлять

NS ×NS матриць. Оскiльки супероператор Λ̂m в рiвняннi (3.16) не комутує зi своїм

спряженим оператором, немає гарантiї, що набiр власних векторiв (операторiв)

{χαm} утворює повний набiр для системи S . Зокрема, за точно вибраних умов

рiвняння (3.16) може мати менше N 2
S лiнiйно незалежних розв’язкiв, i для

вирiшення динамiчної задачi потрiбнi додатковi кроки (3.15). Тут ми не будемо

розглядати такi випадки, припускаючи, що оператор Λ̂m дiагоналiзується. Ця
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умова загалом виконується для задач, що становлять iнтерес, включаючи конкретнi

приклади, розглянутi нижче. Крiм того, ми не будемо розглядати iнший структурно

нестабiльний випадок, коли деякi власнi значення λαm збiгаються, оскiльки таке

виродження знiмається нескiнченно малою змiною параметрiв Λ̂m.

Оскiльки рiвняння (3.15) описує затухання системи S, то власнi значення

λαm мають невiд’ємнi дiйснi частини. Одне з цих власних значень (з α = 0,

для конкретностi) дорiвнює нулю, що вiдповiдає стацiонарному стану системи S

для моди в станi |m〉. Мiнiмальне значення Re λα>0
m – це швидкiсть затухання

системи S для даного |m〉. Час релаксацiї τS задається максимальним значенням

[Re λα>0
m ]−1, розрахованим для характеристики m.

Визначимо внутрiшнiй добуток в системi S операторiв Ô1, Ô2 як

〈Ô1, Ô2〉 = TrS[Ô†1Ô2], (3.18)

де слiд TrS береться тiльки за станами системи S . Вираз

〈Ô1, Λ̂mÔ2〉 = TrS[Ô†1Λ̂mÔ2] (3.19)

визначає, як супер оператор Λ̂m дiє влiво (у цьому випадку на оператор Ô†1); вiн

також визначає спряжений супероператор Λ̂†m спiввiдношенням (Ô†Λ̂m)† = Λ̂†mO.

«Лiвi» власнi оператори {χ†αm} з Λ̂m, якi ми позначаємо нижнiми iндексами,

визначаються рiвняннями

χ†αmΛ̂m = −λαmχ†αm. (3.20)

Лiве та праве власнi значення Λ̂m збiгаються: з рiвнянь (3.16) та (3.20) маємо

λαm = λαm. Однак лiвий та правий власнi оператори не є ермiтово спряженими.

Невиродженiсть спектра передбачає вiдношення ортонормованостi

〈χαm, χβm〉 = TrS[χ†αmχ
β
m] = δαβ, (3.21)
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де ми ввели додаткову умову нормалiзацiї TrS[χ†αmχ
α
m] = 1. Спiввiдношення

ортогональностi (3.21) справедливе лише для власних операторiв, що вiдповiдають

такому ж стану моди |m〉. Це буде важливо нижче, коли ми розглянемо еволюцiю

iз загальними модами, не дiагональними за m.

За час свого затухання система S досягає квазiстацiонарного стану для

даного стану моди |m〉. Зведена матриця густини S у стацiонарному станi

задається правим власним оператором χ0
m, що вiдповiдає нульовому власному

значенню λ0
m = 0. Звернiть увагу, що властивiсть еволюцiї, незмiннiсть слiду,

диктує, щоб TrS[Λ̂mÔ] = 0, для будь-якого Ô. Вставивши оператор iдентичностi

ÎS лiворуч вiд Λ̂m, ми бачимо, що ÎS є лiвим власним вектором Λ̂m iз власним

значенням 0. Отже, ми встановлюємо χ†0m = ÎS так, щоб умова ортонормованостi

(3.21) давала TrSχ
0
m = 1. Це дуже корисна властивiсть, яку буде використано

нижче.

3.1.2.2. Динамiка моди

Тепер використовуємо розв’язок попереднього пiдпункту, щоб розробити

повну теорiю зв’язаної динамiки. Мета — отримати рiвняння замкнутої форми для

матрицi густини коливальної моди (див. рiвняння (3.28)–(3.33)).

Для початку для кожного α ми збираємо набiр власних операторiв {χαm},

разом з вiдповiдними проекторами на моди стану {|m〉〈m|}, щоб сформувати

єдиний оператор

χα =
∑
m

χαm ⊗ |m〉〈m|, (3.22)

який дiє на змiннi як S так iM. Аналогiчно визначаємо

χ†α =
∑
m

χ†αm ⊗ |m〉〈m|. (3.23)



136

Пишемо повний оператор густини як

ρ = ρ1 + ρ†1, ρ̇1 = L̂ρ1, ρ1 =
∑
α

χαpα, (3.24)

де оператор

pα =
∑
m,m′

pmm
′

α |m〉〈m′| (3.25)

дiє лише на модуM. Звернiть увагу, що χα в рiвняннi (3.22) та pα в рiвняннi (3.25)

не комутують. Тому порядок операторiв у визначеннi ρ1 в рiвняннi (3.24) є

важливим. У явнiй формi ми маємо

ρ1 =
∑
m,m′

∑
α

pmm
′

α χαm ⊗ |m〉〈m′|. (3.26)

Набiр комплексних параметрiв {pmm′α }, для α = 0, . . . , N 2
S − 1 i m,m′ = 0, 1, 2, . . .,

повнiстю визначає матрицю густини сукупної системи. Асиметрiя рiвняння (3.26),

яка полягає у тому, що χαm присутнiй у рiвняннi, а χαm′ — нi, знiмається, якщо

дописати ρ1 до його спряженого набору при формуваннi повної матрицi густини

ρ.

Для ρ1 в формi (3.26) матриця густини залежить вiд часу через коефiцiєнти

{pmm′α (t)}. Ця параметризацiя виявляється зручною для аналiзу повiльної динамiки

моди. Таким чином, нижче ми переформулюємо головне рiвняння (3.7) у систему

рiвнянь для операторiв {pα(t)}.

Динамiчне рiвняння для pα отримується пiдстановкою ρ1 у рiвняння

ρ̇1 = L̂ρ1. Потiм ми проектуємо частину pα, помноживши злiва на χ†α i беручи

слiд за змiнними системи S . Використовуючи вiдношення

〈m|L̂S(χαpα) + i[χαpα, H̃i]|m′〉 = (Λ̂mχ
α
m)pmm

′

α + iχαm〈m|[pα, H̃i]|m′〉, (3.27)
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що є результатом рiвняння (3.15), а також рiвняння (3.16) для Λ̂mχ
α
m, отримуємо:

ṗα = −λαpα + L̂Mpα + i
∑
β

ν̂αβpβ −
∑
β

k̂αβpβ, (3.28)

з

λα =
∑
m

λαm|m〉〈m|, (3.29)

ν̂αβpβ = TrS
(
χ†αχ

β
[
pβ, H̃i

])
, (3.30)

k̂αβpβ = δαβL̂Mpβ − TrS
[
χ†αL̂M(χβpβ)

]
. (3.31)

Тут ν̂αβ i k̂αβ є супер операторами. Обидва вони є результатом дисперсiйного

зв’язку M−S . Для ν̂αβ це очевидно, оскiльки цей доданок явно мiстить гамiль-

тонiан зв’язку H̃i i дорiвнює нулю, де енергiя зв’язку V → 0. Доданок ∝ k̂αβ

виникає тому, що власнi оператори {χαm}, що характеризують динамiку системи

S , залежать вiд стану моди m через зв’язок. Як наслiдок, супероператор L̂M , що

описує розсiювання модиM, не комутує з χα, тобто,

L̂M(χβpβ) 6= χβL̂Mpβ. (3.32)

Зазначимо, що оскiльки χ†0 = ÎS , ми маємо k̂0βpβ = 0. Крiм того, оскiльки

k̂αβ виникає вiд затухання моди, його значення становить величину порядка ∝ τ−1
M .

Цiкавить ефективна нелiнiйна динамiка моди, що описується еволюцiєю її

зведеної матрицi густини ρM = TrSρ. Оскiльки TrSχ
α
m = 0, для всiх α 6= 0, маємо

ρM(t) = p0(t) + p†0(t). (3.33)

Однак, як видно з рiвняння (3.28), еволюцiя p0 пов’язана з поведiнкою всiх pα>0.

Таким чином, щоб знайти ρM , ми повиннi вивчити повний набiр пов’язаних

динамiчних рiвнянь.
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Якщо, як ми припускаємо, швидкiсть релаксацiї τ−1
S системи S велика

порiвняно iз швидкiстю релаксацiї τ−1
M та параметром зв’язку в H̃i, часова

еволюцiя p0, описана рiвнянням (3.28), якiсно вiдрiзняється вiд еволюцiї операторiв

pα>0. Еволюцiя p0 визначається модою оператора L̂M i H̃i, i тому затухання p0

характеризується часом τM . На вiдмiну вiд цього, швидкiсть релаксацiї pα для

α 6= 0 визначається значеннями Re λαm ≥ τ−1
S . Тому з часом τS всi оператори

pα>0 наближаються до квазiстацiонарних розв’язкiв рiвняння (3.28) для α > 0,

розрахованих для значення p0. Бiльше того, елементи матрицi {pmm′α>0} стають

малими порiвняно з елементами матрицi p0. Це є наслiдком того, що k̂αβ ∝ τ−1
M

i ν̂αβ ∝ V , i як ми припускаємо, Re[λα>0
m ] є великим у порiвняннi з τ−1

M , |V |; як ми

побачимо нижче, фактичне обмеження на |V | є значно слабшим.

3.1.3. Наближення середнього поля

У цьому пунктi нас цiкавить режим, коли типовi амплiтуди коливань великi,

так що динамiка коливальної моди є напiвкласичною. Тодi стан моди може бути

описаний її амплiтудою та фазою, якi, в свою чергу, можуть бути введенi за

допомогою представлення Вiгнера матрицi густини. Почнемо аналiз з припущення,

що флуктуацiї невеликi i їх можна не враховувати. Тут ми виводимо детермiнованi

рiвняння руху для амплiтуди та фази та знаходимо стiйкi стани. Далi вивчаємо

виникнення мультистабiльностi та знаходимо дiаграми бiфуркацiї, якi дають

взаємозв’язок мiж частотою та силою накачки, коли змiнюється кiлькiсть ста-

бiльних станiв. Динамiка вiбрацiйної моди поблизу точок бiфуркацiї визначається

повiльними змiнними i має просту унiверсальну форму.
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3.1.3.1. Напiвкласичне наближення для моди i стацiонарнi стани

Оператор p0 представляє головний iнтерес, оскiльки вiн визначає матрицю

густини моди (3.33). Виходячи з аргументiв попереднього пункту, для часiв t� τS ,

в головному наближеннi за параметром τS/τM , його часова еволюцiя визначається

рiвняннями

Λ̂mχ
0
m = 0, ṗ0 = L̂Mp0 + iν̂00p0. (3.34)

Фiзична картина, що стоїть за рiвнянням (3.34), полягає в тому, що система S

досягає квазiрiвноваги з розподiлом χ0
m для даного стану m моди, а потiм мода (i

система) повiльно еволюцiонує до нового стацiонарного стану, заданого рiвнянням

L̂Mp0 + iν̂00p0 = 0. (3.35)

Супероператор ν̂00, який описує вплив зв’язку з S на динамiку моди, має

просту форму. Дiйсно, χ†0m = ÎS , тодi як χ0
m дає стацiонарну матрицю густини для

системи S у випадку моди, що знаходиться в станi |m〉. Зокрема, для двох станiв

моди |m〉 i |m′〉, з

m,m′ � 1, |m−m′| � m, (3.36)

рiвняння (3.22) i (3.29) дають головне наближення за (m−m′):

〈m|ν̂00p0|m′〉 ≈ (m′ −m)ν(m) pmm
′

0 ,

ν(m) ≡ 〈∂mĤi(m)〉S, (3.37)

де

〈Ô(m)〉S ≡ TrS[χ0
mÔ(m)] (3.38)
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є середнiм значенням у стацiонарному станi системи S , що виконується для моди

в заданому станi m i

∂mĤi(m) ≈ Ĥi(m+ 1)− Ĥi(m) ≈ Ĥi(m)− Ĥi(m− 1). (3.39)

Величина ν(m) характеризує змiну мiжрiвневої вiдстанi моди внаслiдок її зв’язку

iз системою S . Ця змiна впливає на розподiл за станами моди |m〉 в зовнiшньому

полi шляхом налаштування моди ближче або далi вiд резонансу. У свою чергу,

це впливає на розподiл системи χ0
m, яка сама визначає ν(m). Саме цей механiзм

призводить до мультистабiльностi вiдгуку в наближеннi середнього поля.

Будемо вважати, що навантаження моди є досить сильним, щоб вона

збуджувалась до станiв з m � 1. Як буде перевiрено нижче, характерна ширина

розподiлу за m тодi мала в порiвняннi з характерним значенням m. Зручно писати

pmm
′

0 i

ρmm
′

M = 〈m|p0 + p†0|m′〉 (3.40)

у представленнi Вiгнера,

p0(µ, φ) =
∑
m,m′

pmm
′

0 δµ,(m+m′)/2e
i(m−m′)φ,

ρM(µ, φ) =
∑
m,m′

ρmm
′

M δµ,(m+m′)/2e
i(m−m′)φ. (3.41)

У розглянутому випадку параметр «центру мас» µ = (m+m′)/2 приймає ве-

лике значення, µ� 1, i основний внесок у p0(µ, φ) походить вiд доданкiв з

|m−m′| � µ.

В рiвняннi (3.34) для елементiв матрицi pmm
′

0 можна замiнити на p0(µ, φ),

враховуючи рiвняння (3.41), i використовувати напiвкласичне наближення, в якому

µ є квазiнеперервним. Подiбний аналiз можна зробити для оператора p†0. Це

дозволяє обчислити матрицю густини моди ρM(µ, φ).
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З умови нормалiзацiї, в напiвкласичному наближеннi рiвняння для ρM має

мати вигляд рiвняння неперервностi

∂tρM(µ, φ) = −∂µjµ − ∂φjφ. (3.42)

Тут j ≡ (jµ, jφ) — струм ймовiрностi у змiнних (µ, φ). В наближеннi (3.37) воно

визначається операторами L̂M i ν(µ), з µ ≈ m. Як правило, вiн має доданок,

пропорцiйний до ρM(µ, φ), але не мiстить похiдних вiд ρM , дифузiйну частину,

яка мiстить першi похiднi, i похiднi вищих порядкiв. Розкладання за порядком

похiдних — це розкладання за 1/µ, i бiльше того, в µ−1τS/τM , як це буде також

видно з прикладу нижче. Зазначимо, що це не класична границя. Коефiцiєнт

дифузiї має внесок вiд квантових коливань, якi будуть домiнуючими у прикладi

нижче. Очевидно, що динамiка системи S суто квантова.

Для першого порядку за 1/µ, слiд дотримуватися в j лише умови ∝ ρM ,

тобто j(µ, φ) ≈ K(µ, φ)ρM(µ, φ). Вектор K = (Kµ, Kφ) має значення сили, що

рухає моду, у системi що розглядається. З урахуванням явної форми L̂M i ν̂00, з

рiвнянь (3.34) – (3.41) отримаємо

Kµ ≈ −fdiss(µ)− FMµ1/2 sinφ,

Kφ ≈ −(FM/2)µ−1/2 cosφ− δωM + ν(µ). (3.43)

Функцiя fdiss(µ) ∝ τ−1
M описує ефект розсiювання моди. Для розсiювання, заданого

стандартним оператором лiнiйного тертя (3.9), маємо fdiss(µ) = 2ΓMµ.

У бiльш загальному випадку залежнiсть вiд µ може бути бiльш складною.

Однак важливо, що, оскiльки в нашiй моделi оператор дисипацiї не залежить вiд

навантаження, термостат сам по собi не має необхiдної фази вiбрацiї, i, отже, fdiss

не залежить вiд φ. Зв’язок з термостатом призводить до дифузiї фази, декогеренцiї,

однак у цьому пунктi ми не розглядаємо дифузiю (це буде розглянуто пiзнiше), а

вiдповiднi умови вiдсутнi в рiвняннi (3.43).
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Наближення j = KρM вiдповiдає наближенню середнього поля. Рiвняння

руху середнього поля для змiнних µ i φ є

µ̇ = Kµ, φ̇ = Kφ. (3.44)

Вони можуть мати стацiонарнi розв’язки K = 0, якi описують стацiонарнi стани

змушених коливань моди. В принципi, рiвняння руху типу (3.44) також можуть ма-

ти перiодичнi розв’язки, якi вiдповiдають перiодичним коливанням у осцилюючiй

системi. Однак для таких розв’язкiв потрiбно ∇ ·K > 0 хоча б десь у фазовому

просторi. З рiвняння (3.43), вираз

∇ ·K = −dfdiss/dµ (3.45)

має такий самий вигляд, як за вiдсутностi навантаження, коли єдиним стацiонар-

ним станом є µ = 0, а тому ∇ ·K < 0. Положення стацiонарних станiв µst за

наявностi модуляцiї задаються

G(µst) = F 2
M , G(µ) = µ−1f 2

diss(µ) + 4µ[ν(µ)− δωM ]2. (3.46)

З рiвняння (3.44), стацiонарний стан (3.46) є стабiльним, якщо dG/dµ > 0.

За вiдсутностi модуляцiї стан µ = 0 (тобто стан нульової амплiтуди) стабiльний

з фiзичних мiркувань, i, отже, умова dG/dµ > 0 завжди виконується для малих

µ; цiлком загалом fdiss ∝ µ для µ→ 0. Якщо функцiя G(µ) є монотонною,

рiвняння (3.46) має один розв’язок, i мода має лише один стабiльний стан

змушених коливань для всiх амплiтуд модуляцiї FM .
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3.1.3.2. Багатостабiльнiсть змушених коливань

Для немонотонних G(µ) мода може мати кiлька стабiльних коливальних

станiв для даного FM , тобто може спостерiгатися бi- або мультистабiльнiсть.

Приклад, коли ν(µ) задається зв’язком з дворiвневою системою, показаний на

рис. 3.1. Як правило, для великих µ функцiя G(µ) зростає з ростом µ, за винятком

випадку, коли |δωM − ν(µ)| зменшується принаймнi так швидко, як µ−1/2, а f 2
diss/µ

також не збiльшується з µ. Тодi, оскiльки dG/dµ > 0 як для малого, так i для

великого µ, вiн може мати лише парну кiлькiсть нулiв. Цi нулi дають положення

сiдлових точок бiфуркацiї µB,

dG/dµ = 0, µ = µB. (3.47)

Як видно з рiвнянь (3.46) i (3.47), якщо амплiтуда навантаження FM налаштована

на бiфуркацiйне значення F
(B)
M = G(µB)1/2, для µ = µB (i для вiдповiдних φB,

заданих рiвнянням K = 0) стабiльнi та нестабiльнi стацiонарнi стани зливаються,

µ̇ = φ̇ = 0. Таким чином, кiлькiсть спiвiснуючих стабiльних станiв змiнюється на

одиницю, коли FM переходить через F (B)
M .

Значення µst у стабiльних станах залежать вiд сили руху, що дiє на моду,

FM . Таким чином, ми розглядаємо гiлки стабiльних станiв як функцiї FM . Цi гiлки

зливаються з гiлками нестабiльних станiв у точках бiфуркацiї (3.47). Випадок,

коли є двi гiлки стабiльного стану i одна гiлка нестабiльних станiв, вiдповiдає

вiбрацiйнiй бiстабiльностi та знайомiй S-подiбнiй залежностi амплiтуди вiбрацiї

моди вiд амплiтуди сили [289]. Для моделi дисперсiйно зв’язаної моди та ДРС,

що обговорюється у пiдпунктi 3.1.3.2, ця залежнiсть показана на вставцi рис. 3.1.

В областi бiстабiльностi G(µ) має два екстремуми. Якщо G(µ) має чотири

екстремуми для заданого набору параметрiв поля модуляцiї, мода має три стабiльнi

стани, як видно на головнiй панелi рис. 3.1.

Самi бiфуркацiйнi значення F
(B)
M залежать вiд iнших параметрiв системи,
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зокрема вiд вiдстройки частоти сили δωM . Вiдповiднi кривi бiфуркацiї показанi

на рис. 3.3. Кожного разу, коли будь-яку з цих кривих перетинають змiннi

параметри (FM або δωM ), кiлькiсть стабiльних та нестабiльних станiв змiнюється

на одиницю. Данi вiдносяться до моди, дисперсiйно зв’язаної з дворiвневою

системою, з гамiльтонiаном (3.6) i з дисипацiєю, описаною лiнiйним тертям (3.9).

Права пунктирна лiнiя показує значення δωM , де система є стабiльною з рiзними

значеннямиFM ; це δωM вiдповiдає основнiй частинi рис. 3.1. Лiва пунктирна лiнiя

показує δωM , використану на вставцi рис. 3.1.
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Рис. 3.3. Бiфуркацiйна дiаграма, що показує залежнiсть бiфуркацiйного значення

сили F (B)
M вiд вiдстройки частоти сили δωM = ωF − ωM , згiдно з рiвняннями (3.46)

та (3.47). Параметри такi ж, як на рис. 3.1.

Бiфуркацiйнi кривi утворюють пари, якi виходять з точки перетину мiсця

з’єднання кривих [290]. Такi точки перетину аналогiчнi критичним точкам на

лiнiях фазових переходiв першого порядку. Якщо ми знаходимося близько до точки

перетину i обходимо її в площинi (FM , δωM), не перетинаючи кривих бiфуркацiї,

кiлькiсть стацiонарних станiв не змiнюється. Якщо, з iншого боку, ми рухаємось

мiж однаковими початковим i кiнцевим значеннями (FM , δωM), але перетинаємо

кривi бiфуркацiї, якi зливаються в точцi вершини, ми проходимо через область,

де iснує стiйкий i нестiйкий стани. На кривих бiфуркацiї цей нестабiльний стан

повинен зливатися з двома рiзними стабiльними станами. У точцi перетину всi три

стани зливаються разом.
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Розумiння цiєї топологiї робить графiк рис. 3.3 зручним. Зокрема, якщо

рухатися вгору вздовж правої пунктирної лiнiї, ми починаємо з одного стабiльного

стану для малих FM , тодi додаються стабiльний i нестабiльний стан, коли пере-

тинається найнижча крива бiфуркацiї F (B)
M (δωM). Коли наступну криву бiфуркацiї

перетинають, оскiльки вона виходить з iншої точки перетину, додається iнший ста-

бiльний i нестабiльний стан. Тодi iснує три стабiльнi та два нестабiльнi стани. Коли

перетиняється ще вища крива F (B)
M (δωM), перший нестабiльний стан зливається з

одним iз стабiльних станiв i зникає, так що система тепер має два стабiльних i один

нестабiльний стан. Коли перетинається найвища крива F (B)
M (δωM), залишається

лише один стабiльний стан. Така поведiнка точно вiдповiдає рис. 3.1.

«Гострi кiнцi», утворенi кривими бiфуркацiї на рис. 3.3, вiдкриваються в

протилежнi сторони. Як випливає з вищезазначеного аналiзу, тристабiльнiсть iснує

лише в дiапазонi, де гострi кiнцi перекриваються. Насправдi гострi кiнцi не йдуть

у нескiнченнiсть, вони закриваються, але це вiдбувається занадто далеко, щоб

показати на рисунку.

3.1.3.3. Повiльна динамiка поблизу точки бiфуркацiї

Тепер ми розглянемо окiл точки бiфуркацiї, тобто припустимо, що FM

близька до F
(B)
M , i розложимо праву частину рiвнянь руху (3.43) та (3.44) за

µB, φB. Тут значення φB задається вiдношенням Kµ = Kφ = 0, в якому µ = µB

i FM = F
(B)
M . Якщо ми обмежимо розкладання Kµ, Kφ лiнiйними членами за

∆µ = µ− µB, ∆φ = φ− φB, (3.48)

виявимо, що одне iз власних значень рiвнянь (3.44) для ∆µ̇,∆φ̇ дорiвнює нулю в

точцi бiфуркацiї. Вiдповiдно, для параметрiв, близьких до точки бiфуркацiї, ком-

бiнацiя динамiчних змiнних µ, φ стає «повiльною», тобто, iснує м’яка мода [290].

Iнше власне значення рiвнянь (3.44) залишається порядку τ−1
M у точцi бiфуркацiї
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(звернiть увагу, що ми ранiше визначали τM як час релаксацiї модиM далеко вiд

точки бiфуркацiї).

За час порядку τM лiнiйна комбiнацiя ∆µ,∆φ, що вiдповiдає великому

(негативному) власному значенню рiвняння (3.44), загасає. Пiсля цього загасання

встановлюється спiввiдношення мiж ∆µ i ∆φ, яке до першого порядку можна

отримати, лiнеаризуючи рiвняння (3.44) у ∆µ,∆φ та встановлюючи ∆µ̇ = ∆φ̇ = 0,

з FM = F
(B)
M . Це дає ∆φ = ξµB∆µ, де

ξµB = −∂µ(fdiss/
√
µ)/2
√
µ[ν(µ)− δωM ] (3.49)

з µ = µB. Повiльна динамiка поблизу точки бiфуркацiї визначається величиною

Y = (2µ)1/2 sinφ, (3.50)

м’якою модою, яка є квадратурною (позафазовою) складовою змушених коливань.

У точцi бiфуркацiї вiдхилення ∆Y = Y − YB на Y вiд його бiфуркацiйного

значення

YB = (2µB)1/2 sinφB (3.51)

є статичним, до лiнiйного порядку за ∆µ,∆φ маємо:

∆Ẏ = ∂µY∆µ̇|µ=µB + ∂φY∆φ̇|µ=µB = 0 +O(∆µ2,∆φ2). (3.52)

Близько до точки бiфуркацiї динамiка м’якої моди регулюється нелiнiйним рiв-

нянням

∆Ẏ = −∂U
∂Y

, U(Y ) = −1

3
b∆Y 3 + (FM − F (B)

M )∆Y/
√

2,

b = (F
(B)
M /8

√
2)(∂µfdiss)

−2∂2
µG, (3.53)
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де похiднi у виразi для b обчислюються для µ = µB. Як видно з рiвняння (3.53),

якщо

b(FM − F (B)
M ) > 0, (3.54)

мода має стабiльний i нестабiльний стацiонарнi стани. Цi стани об’єднуються для

FM = F
(B)
M i зникають для FM на протилежнiй сторонi вiд F (B)

M .

3.1.4. Неадiабатичнi коливання та перемикання мiж стабiльними

станами

Одним з найвiдомiших неадiабатичних ефектiв у квантових системах є неа-

дiабатичнi переходи мiж стабiльними станами [291]. У випадку, який ми вивчаємо

тут, неадiабатичнi поправки до теорiї середнього поля також ведуть до переходiв

мiж стабiльними станами моди. У звичайному уявленнi неадiабатичнi переходи

зазвичай передбачають тунелювання при низькiй температурi. В той же час, у

нашому випадку неадiабатичнi переходи викликанi флуктуацiями, що виникають

разом iз релаксацiєю [292]. Зокрема, це флуктуацiї, обумовленi випадковiстю

випромiнення та поглинання збуджень термостату системою S . Цi коливання

призводять до флуктуацiй мiжрiвневої вiдстанi моди через зв’язок мiж модою

та системою. Таким чином, вони класично вiдповiдають шуму частоти моди.

Незважаючи на те, що шум має квантове походження, вiн викликає активованi

подiбнi переходи мiж станами через ефективний бар’єр у фазовому просторi, див.

рiвняння (3.75).

Параметр неадiабатичностi — це вiдношення часiв релаксацiї τS/τM . Наш

аналiз буде заснований на теорiї збурень. Ми виразимо функцiї pα>0 в рiвняннi для

матрицi густини моди (3.28) через p0, а потiм пiдставимо їх у рiвняння (3.34) для

p0.

Основнi неадiабатичнi поправки походять вiд доданка ν̂αβpβ в рiвнян-
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нi (3.28); доданки k̂αβpβ пропорцiйнi τ−1
M i, таким чином, призводять до невеликих

поправок до параметрiв оператора L̂M . У першому порядку за τS/τM , для часу

t� τS можна стверджувати, що ṗα = 0 для α > 0, що дає повiльно змiнний в часi

розв’язок

pα>0 ≈ i(λα)−1ν̂α0p0. (3.55)

У свою чергу, це дає додатковий доданок в рiвняннi (3.34) для p0, який тепер має

вигляд ṗ0 = L̂Mp0 + iν̂00p0 + D̂p0 з

D̂p0 = −
∑
α>0

ν̂0α[(λα)−1ν̂α0p0] (3.56)

(тут супероператор ν̂0α дiє на оператора всерединi дужок).

Нас зацiкавлять елементи матрицi 〈m|D̂p0|m′〉 для переходу мiж станами мод

|m〉 i |m′〉. Розрахунок спрощується тим, що оператори H̃i, χ†α i χβ, якi входять у

ν̂αβ, дiагональнi за m. Ми розглянемо напiвкласичну область великих m,m′ � 1 i

|m−m′| � µ = (m+m′)/2. (3.57)

Як сказано вище, в цiй областi можна припустити, що µ, m є квазiнеперервними

змiнними i розширюють гамiльтонiан зв’язку,

Ĥi(m)− Ĥi(m
′) ≈ (m−m′)∂µĤi(µ). (3.58)

Тодi у головному наближеннi за m−m′ маємо

〈m|D̂p0|m′〉 ≈ −(m−m′)2pmm
′

0

∑
α>0

TrS
(
χαµ∂µĤi

)
×

×TrS
(
χ†αµχ

0
µ∂µĤi

)
/λαµ. (3.59)
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Окрiм доданка першого порядку, що присутнiй у рiвняннi (3.37), фун-

кцiя 〈m|ν̂00p0|m′〉 у рiвняннi для матричних елементiв ṗ0 також має доданок

∝ (m−m′)2, тобто

i〈m|ν̂00p0|m′〉 ≈ i(m′−m)ν(µ) pmm
′

0 − i

2
(m′−m)2TrS[(∂µχ

0
µ) (∂µĤi)] p

mm′

0 . (3.60)

Корисно додатково перетворити доданок (m′ −m)2 у цьому виразi, обчислюючи

величину ∂µχ
0
µ, яка з’являється всерединi слiду. Це можна зробити, формально

вiддiливши рiвняння Λ̂mχ
0
m = 0 за m, за допомогою рiвняння (3.15), а також шля-

хом розгортання ∂mχ0
m у χαm. Результат схожий на праву частину рiвняння (3.59),

за винятком додаткового коефiцiєнта −(1/2) i того факту, що у другому слiдi

необхiдно замiнити добуток операторiв χ0
µ та ∂µĤi на їх комутатор.

Зазначимо, що оператор Â(m) у змiнних системи S може бути записаний як

Â(m) =
∑
α

χ†αm TrS
[
χαmÂ(m)

]
. (3.61)

Крiм того, зручно розглядати оператори системи S у представленнi Гейзенберга у

осцилюючiй системi. З рiвнянь (3.15) та (3.16), у цьому представленнi маємо

χαm(t) = exp(−λαmt)χαm(0); (3.62)

для t ≥ 0 так само

χ†αm(t) = exp(−λαmt)χ†αm(0). (3.63)

Тодi можна визначити

Â(m; t) =
∑

α
χ†αm exp(−λαmt) TrS

[
χαmÂ(m)

]
.
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Використовуючи це визначення, отримуємо

〈m|iν̂00p0 + D̂p0|m′〉 ≈ [i(m′ −m)ν(µ)− (m′ −m)2Dµ]pmm
′

0 (3.64)

з

Dµ = Re

∫ ∞
0

dt

〈[
∂µĤi(µ; 0)−〈∂µĤi(µ)〉S

]
×
[
∂µĤi(µ; t)−〈∂µĤi(µ)〉S

]〉
S

. (3.65)

Тут ми використали, що для дiйсних власних значень λαm оператори χαm, χ†αm є

ермiтовими, тодi як для пар комплексно спряжених λαm є вiдповiднi пари ермiтово

спряжених операторiв χαm, χ†αm. За побудовою як середнього значення корелятора

того самого оператора на станах системи S , коефiцiєнт Dµ > 0. Очевидно, що

Dµ є квадратичним за константою дисперсiйного зв’язку V , що мiститься в

H̃i, i Dµ ∝ τSx, тобто, Dµ ∼ V 2τS . Зауважимо, що Dµ, який виконує роль

коефiцiнта дифузiї, є малим, коли час релаксацiї системи S дуже короткий. Ця

залежнiсть демонструє рухове звуження, яке вiдбувається, коли система S швидко

переключається мiж своїми станами.

З урахуванням доданкiв ∝ (m−m′)2 у рiвняннi для pmm
′

0 , рiвняння для

матрицi густини ρM = p0 + p†0 в змiнних (µ, φ) набуває форми рiвняння Фоккера-

Планка

ρ̇M = −∇ · (KρM) +Dµ∂
2
φρM , ρM ≡ ρM(µ, φ), (3.66)

де вектор ∇ має компоненти ∂µ,∂φ, а вектор K задано рiвнянням (3.43). Функцiя

ρM задовольняє напiвкласичної умовi нормування

(2π)−1

∫
dφ dµρM(µ, φ) = 1. (3.67)

Ми не розглядаємо дифузiйний доданок, який походить вiд прямого зв’язку

моди з термостатом, який описується оператором L̂M . Цей доданок дає внесок у
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коефiцiєнт дифузiї фазиDµ, пропорцiйний τ−1
M ; крiм того, i що важливо, цей внесок

виявляється ∝ 1/µ� 1. Оператор L̂M також вводить дифузiю вздовж змiнної µ,

з коефiцiєнтом дифузiї, для якого оцiнка дає τ−1
M /µ. Врахування цiєї дифузiї не

змiнить наведений нижче аналiз, а зокрема просто перенормує коефiцiєнт DµB у

рiвняннях (3.73) i (3.75) нижче.

Припускаємо, що дифузiя слабка. Це означає, що розподiл ρM у стацiо-

нарному станi має вузькi пiки при стабiльних станах змушених коливань, якi

задаються умовою K = 0. З рiвняння 3.66, для DµτM � 1, пiки є гауссiвськими

бiля максимуму. Їх характерна ширина становить (DµτM)1/2, i пiки в рiзних

стабiльних станах добре вiдокремленi один вiд одного.

Далi вiд стабiльних станiв стацiонарний розв’язок рiвняння (3.66) можна

шукати у формi ейконалу:

ρM = exp[−R(µ, φ)/Dµ]. (3.68)

У першому порядку за Dµ функцiя R не залежить вiд Dµ i може бути знайдена з

нелiнiйного рiвняння виду рiвняння Гамiльтона-Якобi [75, 293, 294].

З повного неадiабатичного рiвняння для операторiв мод pα, рiвняння (3.28),

видно, що умова малостi вiдношення |pα>0/p0| вимагає малостi параметра

|pα>0/p0|, де ∆m — типова ширина розподiлу за m, або еквiвалентно,

(DµτS)1/2|∂φ ln p0| � 1. (3.69)

Ця оцiнка |pα>0/p0| враховує лише головне наближення, яке описується опе-

ратором ν̂αβpβ, i застосовується в дiапазонi часу t� τS де всi pα>0 досягли

стацiонарних значень для даного p0. З рiвняння (3.68), |∂φ ln p0| ∝ |∂φR|/Dµ. Бiля

пiкiв ρM , де

|∂φR|/Dµ . (DµτM)−1/2, (3.70)
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умова |pα>0/p0| � 1 зводиться до (τS/τM)1/2 � 1, що було нашим головним

припущенням увесь час.

На дальньому хвостi розподiлу маємо

|∂φR|/Dµ ∼ (DµτM)−1 � 1, (3.71)

а тому вiдношення |pα>0/p0| ∝ (DµτM)−1/2(τS/τM)1/2 не обов’язково невелике.

Якщо це так, теорiя адiабатичних збурень руйнується, i далекий хвiст розподiлу

не описується рiвнянням (3.66). Однак, як ми побачимо, у найцiкавiшому режимi

вивчення переключень мiж метастабiльними станами, де система знаходиться

близько до точки бiфуркацiї, |∂φR| � τ−1
M .

Рiвняння (3.66) дозволяє у простому явному виглядi знайти швидкiсть

переходу з метастабiльного стану поблизу сiдлової точки бiфуркацiї, де цей стан

зникає. Близько цiєї точки динамiка визначається повiльною змiнною Y (µ, φ), див.

рiвняння (3.53). Розподiл ρM — це гауссiвський пiк iз шириною ∼ (DµτM)1/2 у

напрямку, поперечному до повiльної змiнної Y , тодi як у напрямку Y вiн набагато

ширший [292]. Розподiл по змiннiй Y

ρM(Y ) = (2π)−1

∫
dµdφρM(µ, φ)δ[Y (µ, φ)− Y ] (3.72)

можна знайти, слiдуючи аргументам роботи [292]. У першому порядку за DµτM з

рiвнянь (3.53) i (3.66) отримуємо

ρ̇M(Y ) = ∂Y [ρM(Y )∂YU(Y )] +DµB∂
2
Y ρM(Y ), (3.73)

де Dµ,B = Dµ(∂φY )2
B – коефiцiєнт дифузiї вздовж осi Y , а

(∂φY )B = (2µB)1/2 cosφB (3.74)

– це похiдна вiд Y (µ, φ), обчислена в точцi бiфуркацiї.
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Рiвняння (3.73) дозволяє знайти швидкiсть переходу, W , iз метастабiльного

стану поблизу точки бiфуркацiї. Цей показник описується теорiєю Крамерса [295]:

W = Ce−RA/Dµ,B , RA =
25/4

3

[
(FM − F (B)

M )3

b

]1/2

(3.75)

з

C = (2π)−1
[
(FM − F (B)

M )b/
√

2
]1/2

. (3.76)

Як видно з рiвняння (3.75), енергiя активацiї переходу бiля точки бiфуркацiї

визначається вiдстанню до точки бiфуркацiї FM − F (B)
M у степенi 3/2. Це хара-

ктерно для випадку, коли флуктуацiї викликаються гауссiвським шумом. У цьому

випадку цей шум походить вiд квантових флуктуацiй системи S , якi модулюють

частоту модиM.

Проведений аналiз може бути застосований, наприклад, до задачi про моду,

зв’язану з дворiвневою системою. Якiсний опис динамiки середнього поля цiєї

моделi було дано в пiдпунктi 3.1.3.2. Викладений вище послiдовний аналiз

середнього поля приводить до рiвнянь (3.11) i (3.14), з mst замiненим стацiонарним

значенням вiгнерiвської змiнної µst з рiвняння (3.46). Пiсля проведення цiєї замiни

рiвняння (3.14) та (3.46) збiгаються. Це виправдовує результати для мультистабiль-

ностi моди, з’єднаної з ДРС, представленi в пунктi 3.1.1.

Модель середнього поля не враховувала впливу квантових флуктуацiй

ДРС. Коли затухання моди повiльне, дифузiя, спричинена цими коливаннями,

описується рiвнянням (3.66). Використовуючи рiвняння Блоха для динамiки ДРС,

можна показати, що ефективний коефiцiєнт дифузiї коливальної фази моди, який

визначається рiвнянням (3.65), має вигляд

Dµ = −V 2(〈sz〉S/4ΓS)×
[
1− 4〈sz〉2S

(
1− 1

4
F 2
S

γ2 − δω2
S(µ)

[γ2 + δω2
S(µ)]2

)]
, (3.77)
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де 〈sz〉S задано рiвнянням (3.11), а m замiнено на µ. З рiвняння (3.11) можна

показати, що Dµ > 0. Зрозумiло, що Dµ ∝ V 2Γ−1
S (див. також обговорення нижче

рiвняння (3.65)). Умовою застосовностi пiдходу є DµτM ∼ V 2/ΓMΓS � 1. На

рис. 3.4 показано нормованi значення Dµ вздовж кривої вiдгуку середнього поля

на рис. 3.1, що описує мультистабiльнiсть. Як видно з цього рисунка, Dµ/ΓM

залишається невеликим для розглянутого прикладу. Значення Dµ на стабiльнiй та

нестiйкiй гiлках вiдображається суцiльними та пунктирними лiнiями вiдповiдно.

Дифузiя спричинена квантовими коливаннями ДРС, де ми встановлюємо число

Планка n̄(ωS) = 0. Точка, де верхня пунктирна лiнiя приєднується до найнижчої

суцiльної лiнiї (F 2
M/Γ

2
M ≈ 54), випадково лежить дуже близько до суцiльної лiнiї,

яка починається з FM = 0 i вiдповiдає найнижчiй гiлцi µst(FM) на рис. 3.1.

50 100 150
0

0.05

0.1

0.15

FM
2

�GM
2

DΜ �GM

Рис. 3.4. Коефiцiєнт дифузiї Dµ фази моди, зв’язаної з ДРС, нормований на швид-

кiсть затухання моди ΓM , як функцiя нормованої змушуючої сили. Параметри:

n̄(ωS) = 0, решта параметрiв такi ж як на рис. 3.1.

Ми наголошуємо, що для числа Планка ДРС n̄S → 0, шум, що описується

параметром Dµ, є чисто квантовим. Шум обумовлений випадковiстю спонтанних

переходiв мiж станами ДРС з вiдповiдним випромiнюванням збуджень термостату.

В середньому переходи призводять до дисипацiї ДРС, але оскiльки вони вiдбува-

ються випадковим чином, вони також викликають флуктуацiї.
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3.1.5. Приклади зв’язку моди i дворiвневої системи

Наш аналiз стосується випадку, коли швидкiсть релаксацiї системи велика

порiвняно зi швидкiстю релаксацiї моди. Цей випадок представляє найбiльший

iнтерес для широкого кола вивчених на даний час складних систем. Обговоримо

кiлька прикладiв, для яких можуть задовольнитися умовi, за яких застосовуються

отриманi результати.

Приклад 1: Зарядовий кубiт на подвiйних квантових точках заряду, з’єднаний

з модою надпровiдної порожнини. Така система була вивчена в посиланнi [98],

з частотою моди ωM/(2π) = 6,2 ГГц, тривалiстю життя моди τM = 1× 10−7 с,

частотою переходу кубiта ωS/(2π) = (2− 7) ГГц, тривалiстю життя кубiта

τS = 1,5× 10−8 с i силою зчеплення Джейнса-Каммiнгса gc/(2π) = 30 МГц.

Добротнiсть моди порожнини становила лише Q = 2000, вже задовольняючи

умовi τM/τS & 1. З очiкуваними вдосконаленнями пристрою буде досягнуто умови

τM/τS � 1. Дисперсiйний зв’язок V в нашiй теорiї може бути налаштований

за рахунок розстройки частот кубiта i порожнини, ωM − ωS , даючи, наприклад,

значення V ∼ g/100, яке легко задовольняє умовi слабкого шуму V 2τMτS � 1.

Приклад 2: Надпровiдний кубiт «трансмон», з’єднаний з модою поро-

жнини надпровiдної смугової лiнiї. В недавньому експериментi, описаному

в посиланнi [296], значення параметрiв: ωM/(2π) = 8,8 ГГц, τM = 600 нс,

ωS/(2π) ≈ 14 ГГц, τS = 120 нс i зв’язок Джейнса-Каммiнгса g/(2π) ≈ 180 MГц.

Умова τS/τM < 1 не виконується. Значення дисперсiйного зв’язку V у нашiй

моделi приблизно дорiвнює зв’язку мiж кубiтами

g12 ∼ g2/(ωS − ωM) . (2π)× 10 MГц. (3.78)

Це дає V 2τMτS ∼ 102, хоча тривалiсть життя та V , можливо, можна зменшити.

Цiкаво, що ця установка має два кубiти, з’єднанi з однiєю i тiєю ж модою

порожнини, що дозволяє вивчити випадок, коли система S має бiльше нiж два
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рiвнi.

Приклад 3: Кубiт на куперiвськiй парi, з’єднаний з наномеханiчним резонато-

ром. Пристрiй цього типу було використано в посиланнi [96] для наномеханiчного

вимiрювання стану кубiта з параметрами: ωM/(2π) = 58 MГц, τM ∼ 100µ с,

ωS/(2π) ∼ 10 ГГц, V/(2π) ∼ 1 кГц. Час релаксацiї кубiта T1 ≡ τS не вимiрю-

вався, але для подiбних пристроїв можна очiкувати порядок τS ∼ 10 нс. Таким

чином, як умова адiабатичностi τS/τM ≈ 10−4 �1, так i умова слабкого шуму

V 2τMτS ∼ 10−5 легко задовольняються.

3.2. Функцiї розподiлу аргументальних коливань маятника Дубо-

шинського

У розглянутiй в пiдродiлi 3.1 системi мультистабiльнiсть виникає внаслiдок

контакту з квантовою системою. Але навiть в класичнiй системi може виникати

мультистабiльнiсть не за рахунок нелiнiйностi моди, як це добре вивчено, а за

рахунок особливого зв’язку з швидкоосцилюючим зовнiшнiм полем, так званого

аргументального зв’язку. Розглянемо приклад такої системи, маятник Дубошин-

ського. В цiй системi амплiтуда змушених коливань, що можуть встановитися в

системi, приймає значення iз дискретного набору. I в той час як спектр системи

є добре вивченим, функцiя розподiлу маятника Дубошинського невiдома. У

цьому пiдроздiлi ми вивчаємо ймовiрностi стабiлiзацiї рiзних амплiтуд як функцiї

початкових умов.

3.2.1. Динамiка швидких коливань

Розглянемо систему на рис. 3.5. Маятник Дубошинського представляє собою

математичний маятник з маленьким постiйним магнiтом на кiнцi, що коливається

у полi соленоїда. Стрижень довжиною l є жорстким i електромагнiтно пасивним,
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котушка i магнiт — це цилiндри довжинами L i L0 вiдповiдно i радiусами a i

a0 вiдповiдно, всi цi розмiри набагато меншi за l. Маятник обертається навколо

горизонтальної осi, а точка його крiплення знаходиться на осi котушки на вiдстанi

H вiд її верхньої гранi.

Силами, що дiють на нього, є сила тяжiння ~Fg = m~g, сила тертя (в’язкого та

турбулентного),

~Ffr = −k1~v − k2|~v|~v, (3.79)

та магнiтна сила ~F .

Рис. 3.5. Схема маятника Дубошинського.

Вiдповiднi механiчнi моменти (~rc — вектор, направлений вiд точки крiплення

до центру мас маятника) мають такi значення:

~Tg = m~rc × ~g, ~Tfr = − (k1 + k2v)~rc × ~v. (3.80)

Амплiтуда магнiтного моменту задається iнтегралом по об’єму магнiту,

~T =

∫∫∫ (
~µ× ~B + ~rc ×∇

(
~µ · ~B

))
dV2. (3.81)

Перший член iнтегралу означає механiчний момент, що створюється одно-
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рiдним полем. Другий доданок враховує неоднорiднiсть поля котушки, вiн про-

порцiйний його градiєнту. Якщо розмiри котушки невеликi порiвняно з довжиною

стрижня, другий доданок набагато бiльший, як показано на рис. 3.6 та обговорю-

ється далi, тому поле не можна розглядати як однорiдне. Синя (суцiльна) лiнiя

показує вклад першого доданка, червона (штрихова) — вклад другого доданка, що

виникає внаслiдок неоднорiдностi. Котушка та магнiт орiєнтованi вздовж осi z.

Рис. 3.6. Внесок двох доданкiв (суцiльна i штрихова кривi) в iнтеграл в

рiвняннi (3.81) для вiконної функцiї ε(θ) (див. рiвняння (3.86)). Параметри: a = 0,3,

L = 1, a0 = 0,03, L0 = 0,05, l = 5, H = 5,3.

Оскiльки рух маятника обмежений у площинi xOz, важливою є лише

компоненти вздовж осi y цих моментiв. Отримаємо рiвняння руху,

θ̈ + 2παθ̇ + βθ̇2 sign θ̇ + 4π2 sin θ = 4π2F(θ) sin (2πΩt+ ϕ0) . (3.82)

Тут Ω — параметр частоти поля, Ω = ω/ω0, а ω — частота сигналу, що подається

на котушку, ω0 =
√
mgrc/I — власна частота; α = k1r

2
c/
√
Imgrc та β = k2r

3
c/I

— параметри сили тертя, ϕ0 — фаза магнiтного поля при t = 0, кутова функцiя

F(θ) = Ty(θ)/(mgrc) характеризує вплив поля. Похiднi беруться за безрозмiрним

часом ω0t/(2π) (так що перiод власних лiнiйних коливань T0 = 2π/ω0 є одиницею

часу, для простоти ми зберiгаємо позначення t для безрозмiрного часу).
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Традицiйний пiдхiд до розгляду задачi полягає в тому, що механiчний

момент, що дiє на магнiт, вважається постiйним у вузькiй зонi взаємодiї та рiвним

нулю поза цiєю зоною [101] (див. рис. 3.7). Ця проста модель може пояснити

стiйкiсть коливань та перехiд енергiї. Це дозволяє правильно знайти енергетичний

спектр, оскiльки останнiй не залежить вiд профiля поля. Однак це не виявляє ролi

неоднорiдностi в стабiлiзацiї коливань. Для того, щоб врахувати неоднорiднiсть, ми

розраховуємо точний профiль поля. Оскiльки вiн розглядається для малої котушки

та довгого стрижня, ефект неоднорiдностi набагато сильнiший, нiж механiчний

момент, створюваний постiйним магнiтним полем (див. рис. 3.6).

Рис. 3.7. Схема зон руху маятника, у яких на нього дiє поле котушки (внутрiшня

зона) i у яких її дiєю можна знехтувати.

Почнемо з базової конфiгурацiї котушки та магнiту, показаної на рис. 3.5.

Далi ми обговоримо iншi конфiгурацiї. Вважаємо, що струм з лiнiйною густиною

i тече в цилiндричному соленоїдi радiусом a i довжиною L. Початок координат

знаходиться в найвищiй точцi осi котушки. Вирази для радiальних Bρ та осьових

Bz компонентiв поля у довiльнiй точцi (ρ, ϕ, z) можна отримати iнтегруванням
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закону Бiо-Савара над поверхнею котушки:

Bρ(ρ, z) = −µ0ia

4π

L∫
0

2π∫
0

z1 cosϕ1dϕ1dz1

R3
(3.83)

та

Bz(ρ, z) =
µ0ia

4π

L∫
0

2π∫
0

(a− ρ cosϕ1) dϕ1dz1

R3
, (3.84)

де

R =
√
a2 + ρ2 + (z1 + z)2 − 2aρ cosϕ1. (3.85)

На кiнцi жорсткого стрижня довжиною l прикрiплений цилiндричний магнiт

радiусом a0, довжиною L0 i намагнiченiстю µ, який спрямований вгору. Iнший

кiнець стрижня закрiплений на осi котушки на рiвнi z = H . При коливаннях

маятника магнiтний момент маятника дещо змiнює свiй напрямок, – це врахо-

вується в наших розрахунках. Механiчний момент, що дiє на магнiт, визначається

з рiвняння (3.81).

Для простоти розрахункiв ми переходимо до безрозмiрних параметрiв a, L0,

H , нормованих на L. Позначаючи безрозмiрний iнтеграл у рiвняннi (3.81) як ε(θ),

функцiю F(θ) можна записати як

Ty(θ)

mgrc
= F(θ) = fε(θ). (3.86)

Безрозмiрний параметр

f =
µ0µiaL

2

4πmgrc
, (3.87)

пропорцiйний величинi магнiтного поля, називаємо параметром сили поля. Це
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один iз керуючих параметрiв системи, поряд з параметрами тертя α i β та частотою

Ω. Функцiя ε(θ), вiконна функцiя системи, показує форму силового поля.

Тепер розглянемо рiзнi взаємнi орiєнтацiї котушки та магнiту, якi задають

форму та парнiсть поля. Основнi конфiгурацiї — випадки, коли вiсь магнiту, вiсь

котушки та вiсь обертання паралельнi осям координат. Ми вивчаємо 4 основнi

конфiгурацiї (див. рис. 3.8), для простоти вiсь маятника вважається паралельною

осi y у всiх цих конфiгурацiях. Iншi 5 конфiгурацiй, якi не розглядаються (”x-y”,

”y-z” тощо), приводять до нульового моменту.

Рис. 3.8. Схеми 4 конфiгурацiй системи: ”z-z” (напрямки котушки та осi магнiту

вiдповiдно, конфiгурацiя 1), ”z-x” (конфiгурацiя 2), ”x-z” (конфiгурацiя 3), i ”x-x”

(конфiгурацiя 4).

У попереднiх роботах [101,102,107,108] використовувалася лише конфiгура-

цiя ”x-z”. Ця конфiгурацiя дозволяє системi вибирати лише ”непарнi” амплiтуди.

Тут розглядається бiльш повний аналiз, що включає як парнi, так i непарнi функцiї

ε(θ).

Якщо поле розглядається як однорiдне, тодi вiконна функцiя задається як

ε(θ) =

ε0 sin θ, |θ| ≤ θ0

0, |θ| > θ0

(3.88)
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для конфiгурацiй ”z-x” i ”x-z”, а також

ε(θ) =

ε0, |θ| ≤ θ0

0, |θ| > θ0

(3.89)

для конфiгурацiй ”z-z” та ”x-x”. Тут ε0 — параметр, що характеризує величину

поля i визначається струмом у котушцi.

Ми розраховуємо точний механiчний момент, використовуючи рiвняння

(3.81), (3.83) i (3.84), а результати показанi на рис. 3.9. Конфiгурацiї ”z-z” i

”x-x” показують непарну функцiю вiкна i, таким чином, вiдповiдають ”парним”

амплiтудам (доведення див. нижче), конфiгурацiї ”z-x” i ”x-z” навпаки.

Рис. 3.9. Вiконнi функцiї для 4 розглянутих конфiгурацiй системи, ”z-z” (чорна

суцiльна лiнiя), ”z-x” (червона штрихова), ”x-z” (зелена пунктирна), i ”x-x”

(синя штрих-пунктирна). Параметри: a = 0,3, L = 1, a0 = 0,03, L0 = 0,05, l = 25,

H = 25,1.

Видно, що форми залежностей вiд кута для моментiв дуже специфiчнi.

Непарнi функцiї (”z-z”, ”x-x”) навряд чи вiдповiдають наближенню ε(θ) = ε0 sin θ,

що випливає з однорiдної моделi поля (рiвняння (3.88)), парнi функцiї (”z-x”, ”x-

z”) не є кроковими функцiями. Неоднорiднiсть вiдiграє провiдну роль у взаємодiї
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магнiту i котушки.

3.2.2. Стабiльнi амплiтуди та рiвняння для огинаючої

Головною особливiстю маятника Дубошинського є квантування амплiтуд

змушених коливань. Кiлькiсний опис цього явища досить простий. Процес вста-

новлення цих стiйких станiв є важливим, оскiльки вiн дозволяє з’ясувати механiзм

встановлення амплiтуд.

Розглянемо стабiлiзований режим коливань з постiйною кутовою амплiтудою

A. Якщо амплiтуда не мала, то перiод коливань є бiльшим за його значення

в лiнiйному випадку. Точне значення перiоду T1 вiльних коливань в одиницях

T0 = 2π/ω0 з урахуванням невеликого тертя має вигляд

τ(A,α, β) =
T1

T0
≈ τ0(A) + ατ1(A) + βτ2(A), (3.90)

де

τ0(A) =

2F̂

(
A

2

)
π sin

A

2

, (3.91)

τ1(A) =

√
2

π

A∫
0

sin
A

2

(
Ê

(
A

2

)
− Ê

(
θ

2

))
(cos θ − cosA)3/2

dθ, (3.92)

τ2(A) =
1

π
√

2

A∫
0

sinA− sin θ − (A− θ) cosA

(cos θ − cosA)3/2
dθ, (3.93)

Ê(ϕ) = E(ϕ | csc2A/2), F̂ (ϕ) = F (ϕ | csc2A/2) (3.94)

є елiптичними iнтегралами другого роду. Оскiльки маятник затухає протягом

кожного напiвперiоду, поле повинно перекачувати енергiю в систему кожного разу,
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коли маятник потрапляє в поле. Звернiть увагу на те, що, хоча ми зараз розглядаємо

змушенi коливання, перiод приблизно визначається рiвнянням (3.90), оскiльки поле

дiє лише протягом коротких промiжкiв часу, пiдтримуючи стабiльну амплiтуду.

Накачування енергiї може бути досягнуто, якщо механiчний момент, що дiє на

маятник, змiнює свiй напрямок через кожнi пiвперiода коливань. Якщо вiконна

функцiя є парною, фаза, коли маятник потрапляє в поле, повинна змiнитися на

π, щоб задовольнити цiй умовi (див. рис. 3.10). Енергiя загасає за рахунок тертя

(повiльно спадаюча дiлянка), потiм вiдновлюється полем (наростаюча дiлянка).

Механiчний момент повинен змiнювати свiй напрямок кожнi пiвперiоди. Але

Рис. 3.10. Схема узгодження фази зовнiшнього поля, що пiдтримує коливання, для

парного ε(θ) iз схематичним зображенням змiни механiчної енергiї.

оскiльки вiконна функцiя парна, єдиний можливий спосiб — це якщо фаза

змiнюється на π, так що ∆ϕ = π + 2πn. Якщо зовнiшнє поле робить половину

цiлого числа коливань, тодi маятник робить половину коливання:

(
n− 1

2

)
2π

ω
=

1

2
T1, (3.95)
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що передбачає

τ(A,α, β) =
2n− 1

Ω
. (3.96)

Якщо функцiя вiкна непарна, то поле має змiнювати свою фазу цiле число разiв

(див. рис. 3.11). Тепер вiконна функцiя непарна, тому фаза повинна залишатися

незмiнною пiсля кожного напiвперiоду, а саме ∆ϕ = 2πn. Це означає, що

τ(A,α, β) =
2n

Ω
. (3.97)

Рис. 3.11. Схема узгодження фази зовнiшнього поля, що пiдтримує коливання, для

непарного ε(θ) iз схематичним зображенням змiни механiчної енергiї.

Як бачимо, перiод маятника повинен дорiвнювати непарному числу 1/Ω,

якщо вiконна функцiя парна, i парному числу — якщо функцiя вiкна непарна. Цi

амплiтуди будемо називати ”парними” та ”непарними”. Спiввiдношення (3.90) —

(3.97) дозволяють розрахувати стабiльнi амплiтуди для заданого вiдношення частот

Ω = ω/ω0. Можна показати, що доданки (3.92) та (3.93) в (3.90) є незначними

порiвняно з (3.91), тому тертям можна нехтувати у цьому розрахунку. Ми бачимо,

що спектри можливих амплiтуд та енергiй ei = 1− cosAi змушених коливань (але

не функцiя розподiлу за цими амплiтудами) не залежать нi вiд форми поля ε нi
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вiд величини f i визначаються лише вiдношенням частот Ω. Результати, отриманi

цим методом, добре узгоджуються з попереднiми роботами [102]. Далi ми будемо

посилатися на стабiльнi амплiтуди за їх порядковим номером m, починаючи з 1. Як

для парних, так i для непарних амплiтуд маємо τ(A) = k/Ω з цiлими k i τ(A) > 1

для A > 0, загальним правилом є m = k − k0, де k0 — це найменше цiле число,

яке дає (k0 + 1)/Ω > 1. Ми бачимо, що m = 1 вiдповiдає k = k0 + 1, а амплiтуда

A1, що задовольняє

τ(A1) = k/Ω = (k0 + 1)/Ω > 1, (3.98)

насправдi є мiнiмально можливою амплiтудою. Iншими словами, для кожного

Ω ми перераховуємо на m всi можливi амплiтуди, чередуючи непарнi та парнi:

значенням m = 1, 2, 3, 4, 5 вiдповiдають амплiтуди 50◦, 69◦, 83◦, 94◦, 103◦.

Для дослiдження цiєї системи проведено чисельну симуляцiю руху маятника

i виявлено, що для рiзних початкових амплiтуд та рiзних параметрiв взаємодiї

отримуємо рiзну поведiнку. А саме, для досить сильної взаємодiї спостерiгається

хаотична поведiнка, маятник перемикається мiж рiзними стабiльними розв’язками

(див. рис. 3.12). Але для певних наборiв параметрiв отримано стабiлiзацiю. Очеви-

дно, що стiйкий стан є бiльш ймовiрним, якщо початкову амплiтуду встановити

близько до амплiтуди, що вiдповiдає цьому стану. Як ми бачимо на рис. 3.13,

амплiтудно-часова залежнiсть у цьому випадку є повiльно функцiєю, i далi ми

дослiджуємо її огинаючу.

Виведемо рiвняння еволюцiї огинаючої, для чого введемо повiльнi змiннi

амплiтуди A i фази ϕ в тi моменти часу, коли магнiт проходить положення

рiвноваги. Але оскiльки момент, що створюється полем, може змiнити свiй на-

прямок пiсля половини коливання, цi змiннi змiнять своє значення. Зокрема, якщо

вiконна функцiя парна, то рiвняння руху є iнварiантним щодо перетворення [106]
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Рис. 3.12. Еволюцiя маятника в сильному полi f = 200. Параметри: Ω = 20,

α = 5 · 10−4, β = 10−3, a0 = 0, 03, L0 = 0, 05, a = 0, 3, L = 1, l = 25, H = 25, 1.

(θ, θ̇, ϕ)→ (−θ,−θ̇, ϕ+ π), тому ми повиннi використовувати функцiю

ψ =

ϕ, θ̇ > 0

ϕ+ π, θ̇ < 0
(3.99)

замiсть ϕ. Якщо ж вiконна функцiя непарна, зсув на π не потрiбний, тому ми

можемо використовувати ϕ як одну з повiльно змiнних функцiй.

Перше рiвняння можна отримати з енергетичних мiркувань. Ми вважаємо

взаємодiю котушка-магнiт протягом усiєї половини коливання вiдмiнним вiд нуля

лише у вузькiй зонi ( 3.7), а також вважаємо швидкiсть маятника всерединi цiєї

зони постiйною. Невелика змiна амплiтуди δA� A пiсля половини коливання

визначається формулою

δA sinA = −2

A∫
0

(αθ̇ + βθ̇2)dθ + 2fIf , (3.100)
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Рис. 3.13. Точний розв’язок, отриманий за допомогою рiвняння (3.82) (синя крива)

i наближений розв’язок, що задається рiвняннями (3.102) i (3.106) (червона крива).

Параметри: α = 0, β = 10−3, Ω = 20, f = 30, A0 = 1,25 рад i ψ0 = 0.

де θ̇ =
√

2(cos θ − cosA) i

If =


sinψ

A∫
0

ε(θ) cos

(
Ωθ

2 sin(A/2)

)
dθ, even ε(θ)

cosψ
A∫
0

ε(θ) sin

(
Ωθ

2 sin(A/2)

)
dθ, odd ε(θ).

(3.101)

В рiвняннi (3.100) ми припускаємо, що поле вузьке, так що маятник рухається з

приблизно постiйною швидкiстю всерединi поля. Розмiр поля невеликий, тому A

може використовуватися як верхня межа iнтегрування. Оскiльки змiна амплiтуди

порiвняно невелика, ми можемо виконати континуалiзацiю:

δA ≈ T1

2

dA

dt
=

π

ω0
τ(A,α, β)

dA

dt
.

З точки зору безрозмiрного часу (позначення t залишається незмiнним)

τ(A,α, β)

2
sinA · dA

dt
= −8αÊ

(
A

2

)
sin

A

2
− 4β (sinA− A cosA) + 2fIf . (3.102)
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Це рiвняння описує еволюцiю амплiтуди коливань. Зазначимо, що вона мiстить

функцiю ψ(t) у доданку з If , що визначається рiвнянням (3.101), тому нам

потрiбно iнше рiвняння для еволюцiї цiєї змiнної. Це можна отримати з фазових

спiввiдношень. Змiна фази δϕ за пiвперiоду становить

δϕ = πΩτ(A,α, β). (3.103)

Тепер континуалiзуємо цю змiнну. Оскiльки ми припускаємо, що амплiтуда

змiнюється повiльно, ефективна фаза ψ поля також змiнюється повiльно. Зводимо

фазу до iнтервалу (−π, π]. Отже, невелика змiна ефективної фази є

δψ = 2π

{
1

2
(Ωτ(A,α, β) + 1)

}
(3.104)

для парної функцiї ε(θ), i

δψ = 2π

{
1

2
Ωτ(A,α, β)

}
(3.105)

для непарного ε(θ). Цi спiввiдношення можуть бути переписанi так:

τ(A,α, β)

4π

dψ

dt
=


{

1

2

(
Ωτ(A,α, β) + 1

)}
, навiть ε(θ){

1

2
Ωτ(A,α, β)

}
, непарнi ε(θ)

(3.106)

У виразах (3.104) — (3.106) ми використовуємо позначення

{x} = x− [x+ 0.5], (3.107)

де [x] — цiла частина x. Набiр рiвнянь (3.102) i (3.106) можна вирiшити чисельно

(див. рис. 3.13).
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3.2.3. Функцiя розподiлу амплiтуд змушених коливань

Для аргументальної системи завдяки ефективнiй стохастичностi початкової

фази магнiтного поля котушки можна усереднювати по цьому параметру i вводити

функцiю ймовiрностi стабiлiзацiї певного енергетичного рiвня, яка вiдiграє роль

функцiї розподiлу класичної системи.

Розглянемо параметричну площину енергiї маятника та фази поля, (e, ψ), де

e = 1− cosA — нормована механiчна енергiя. У цiй площинi еволюцiя маятника

йде шляхом, який може сходитися в точку чи нi. Якщо в системi встановлюється

стабiльна амплiтуда, це означає, що траєкторiя руху маятника у фазовому просторi

сходиться до лiнiї, яка представляє цю амплiтуду. Але оскiльки стацiонарна фаза

для цiєї амплiтуди однозначно знайдена з рiвняння (3.102), збiжнiсть до прямої

означає зближення до однiєї точки, аттрактора. Кожна стабiльна амплiтуда має

свiй унiкальний аттрактор, i iнтерес представляє сукупнiсть початкових точок, якi

до неї сходяться.

Як показано ранiше, парнi амплiтуди домiнують у непарному полi, i навпаки.

Рис. 3.14 показує цю закономiрнiсть: 1-я та 3-та амплiтуди домiнують у парному

полi, а 2-а та 4-а — у непарному. На рис. 3.14 колiр показує номер амплiтуди,

що встановлюється: перша (червоний), друга (жовтий), третя (зелений), четверта

(синiй). Бiлим показано точки, для яких амплiтуда не встановлюється.

Для порiвняння на рис. 3.15 наведенi данi, отриманi розв’язуванням точних

рiвнянь (3.82). Видно, що данi добре узгоджуються.

Фазова площина показує, якi амплiтуди встановлюються в системi для

заданих початкових умов, енергiї e i фази ϕ. Практично визначити початкову

амплiтуду вiдносно легко. Однак встановлення певного значення для початкової

фази i навiть просто її вимiрювання представляється складним.

Цей факт дозволяє стверджувати, що початкова фаза є фактично стохас-

тичним параметром, який вносить у задачу випадковiсть. Усереднення за фазою

дає ймовiрностi того, що в системi стабiлiзувалася певна амплiтуда для заданого
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Рис. 3.14. Рiвноважний стан маятника Дубошинського на фазовiй площинi для

конфiгурацiї поля ”z-z” (лiва панель) i ”x-z” (права панель), розрахований за

допомогою рiвнянь для огинаючої. Параметри: α = 0, β = 10−3, Ω = 20, f = 30.

значення початкової енергiї e0.

На рисунку 3.16 показано отриману ймовiрнiсть встановлення рiвноважних

амплiтуд змушених коливань в аргументальнiй системi. Бачимо, що навiть при

початковому вiдхиленнi, що вiдповiдає однiй з можливих амплiтуд змушених

коливань, встановитися можуть i меншi амплiтуди.

Висновки до роздiлу 3

У третьому роздiлi дисертацiї, написаному за матерiалами статей [11, 12]:

• Розроблено теорiю динамiки вiбрацiйної системи (яка може мати ме-

ханiчне або електромагнiтне походження), дисперсiйно пов’язаної з квантовою

системою, при якому стани цих систем зазнають взаємного впливу. Наслiдком

зв’язку є мультистабiльнiсть вимушених коливань, де складна система може мати

кiлька стабiльних станiв у наближеннi середнього поля. Ця ситуацiя сильно

вiдрiзняється вiд знайомої бiстабiльностi через внутрiшню нелiнiйнiсть моди.

• Мультистабiльнiсть пояснюється тим, що в результатi взаємодiї резонан-

сна частота моди залежить вiд стану системи, тодi як стан системи залежить вiд
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Рис. 3.15. Рiвноважний стан маятника Дубошинського на фазовiй площинi для

конфiгурацiї поля ”z-z” (лiва панель) i ”x-z” (права панель), розрахований за

допомогою точних рiвнянь руху. Параметри: α = 0, β = 10−3, Ω = 20, f = 30.

ступеня збудження моди. Ефективно вiбрацiйна система стає нелiнiйною, а частота

переходiв залежить вiд розподiлу за станами моди. У важливому випадку зв’язку з

дворiвневою системою виявлено режим, коли сукупна система може мати до трьох

стабiльних станiв.

• Показано, що квантовi коливання в системi, дисперсiйно пов’язанiй з

модою, викликають перехiд мiж спiвiснуючими стабiльними станами. Швидкiсть

переходу явно обчислена в найбiльш цiкавiй областi поблизу точки бiфуркацiї, де

зникає один з метастабiльних станiв. Виявлено, що ефективна енергiя активацiї

переходу має степеневу залежнiсть вiд вiдстанi до точки бiфуркацiї з показником

3/2. Цей аналiз проведено в режимi слабкого квантового шуму.

• Проаналiзовано умови, за яких квантовий шум не можна вважати

слабким. У цьому випадку квантовий шум призводить до надзвичайно великих

коливань мiж зонами, зосередженими поблизу стабiльних станiв середнього поля.

Iншими словами, система стає пiдсилювачем нерiвноважних квантових шумiв.

Така поведiнка може проявлятися для систем зчитування iнформацiї у квантових

комп’ютерах.

• Теоретично вивчено аргументальнi коливання маятника Дубошинського.

Ця система має дискретний енергетичний спектр у присутностi високочастотного
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Рис. 3.16. Функцiя розподiлу маятника Дубошинського в полi конфiгурацiї ”z-

z”, отримана за точним рiвнянням руху (суцiльнi лiнiї) та рiвняннями огинаючої

(штриховi лiнiї). Параметри: α = 0, β = 10−3, Ω = 20, f = 30.

магнiтного поля просторово локалiзованого в невеликiй областi поблизу поло-

ження рiвноваги маятника, а його частота набагато перевищує власну частоту

маятника. Дисипацiя енергiї маятника може бути скомпенсована накачкою її

вiд зовнiшнього поля. Показано, що амплiтуда коливань змiнюється повiльно, i

отримано рiвняння огинаючої, що описує цi повiльнi змiни.

• Показано, що еволюцiя маятника Дубошинського сильно залежить вiд

початкових умов. Якщо початкова амплiтуда близька до стабiльної, то осцилятор

може вийти у режим незмiнної механiчної енергiї, незважаючи на дисипацiї, так

що амплiтуда залишається постiйною. Ймовiрнiсть такого режиму визначається

функцiєю розподiлу за рiвнями енергiї. Отримана функцiя розподiлу, використо-

вуючи рiвняння руху, i показано, що вона залежить вiд парностi сили, що дiє

на магнiт. Показано, що ймовiрнiсть стабiлiзацiї певного енергетичного рiвня

нiколи не дорiвнює одиницi, навiть якщо початкова енергiя точно дорiвнює тiй, що

стабiлiзується. Обчислено функцiї розподiлу, використовуючи рiвняння огинаючої,

i показано хороший збiг мiж функцiями розподiлу, отриманими рiзними методами.

Показано, що метод огинаючої простiший для чисельних розрахункiв i швидший,

тому є зручним iнструментом аналiзу аргументальних коливань.

Результати, що викладенi в даному роздiлi дисертацiї, можуть бути викори-

станi при проектуваннi систем зчитування iнформацiї у квантових комп’ютерах.
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Роздiл 4

ВПЛИВ НУЛЬОВИХ КОЛИВАНЬ ВАКУУМУ НА НАНОСИСТЕМИ

В даному роздiлi, заснованому на матерiалах робiт [13–15], дослiджено

вплив нульових коливань вакууму на наносистеми, що знаходяться поблизу

масивних тiл. Цей вплив призводить до виникнення сили Казимира тяжiння мiж

наносистемою i тiлом, який розраховано у пiдроздiлi 4.1 на прикладi взаємодiї

тонкої плiвки i масивного металу з плоскою або скругленою поверхнею. Оскiльки

вплив мод вакууму пов’язаний з прозорiстю цих наносистем для електромагнi-

тного поля, це може бути використано для аналiзу дiелектричних властивостей

матерiалу системи. Зокрема, аналiз сили Казимира проведено для металiв з

ненульовою частотою релаксацiї, яка у свою чергу є функцiєю температури.

Сила Казимира з ростом температури може виявляти або монотонне спадання,

або мати мiнiмум. Таким чином, вимiрювання цiєї залежностi дозволить виявити

характеристики металу, з якого виготовлена плiвка.

Ефект Казимира в реальних експериментальних установках може призводи-

ти до негативних наслiдкiв при високому рiвнi мiнiатюризацiї елементiв установки,

погiршуючи характеристики атомних годинникiв i магнiтометрiв. Одним з прикла-

дiв може слугувати атомний годинник, який заснований на ультрахолодних атомах

стронцiю, розташованих всерединi порожнистого волокна, в якому створено фо-

тонний кристал з шестикутними оптичними ловушками для запобiгання взаємодiї

атомiв зi стiнкою волокна. В такiй системi атоми втрачають свою когерентнiсть

через взаємодiю з iншими атомами та зi стiнкою волокна. В пiдроздiлi 4.2

проводиться аналiз експериментальних даних, отриманих при дослiдженнi такого

годинника та проводиться теоретична оцiнка вкладу ефекту Казимира.
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4.1. Сила Казимира тяжiння тонкої плiвки i масивного тiла

У цьому пiдроздiлi розглядається вплив нульових коливань на плiвку i

масивне тiло, що знаходяться на невеликiй вiдстанi один вiд одного. Цей вплив

розглядається з урахуванням дiелектричних властивостей матерiалу плiвки i тем-

ператури системи. Iснують два конкуруючих явища, якi визначають температурну

залежнiсть сили Казимира. З одного боку, пiдвищення температури призводить

до збiльшення частоти релаксацiї, а отже, до зменшення провiдностi металу

та до зменшення сили Казимира. З iншого боку, при пiдвищеннi температури

сила Казимира збiльшується за рахунок зростання тиску теплового випромiнення.

Конкуренцiя цих двох ефектiв може призвести до немонотонної температурної

залежностi сили Казимира. Експериментальне спостереження такої немонотонної

температурної залежностi сили Казимира могло б бути прямим обґрунтуванням

застосовностi моделi Друде. Однак цей температурний ефект для об’ємних металiв

дуже важко спостерiгати через його малу величину. Дiйсно, вiдносний внесок

|Frad/F (T = 0)| сили теплового випромiнення Frad до сили Казимира F пропор-

цiйний (kTa/~c)4 � 1 для реальних вiдстаней a� aT = ~c/kT мiж об’ємними

металами. Тут k — постiйна Больцмана, c — швидкiсть свiтла. Складова сили

Fν , що залежить вiд температури i визначається частотою релаксацiї ν, дуже

мала, оскiльки вона пропорцiйна малому поверхневому опору металу. Отже, для

об’ємних зразкiв спостерiгається, що сила Казимира повiльно зростає з T через

збiльшення складової Frd.

Розглянемо силу Казимира як функцiю температури i покажемо, що зазна-

ченi вище труднощi для спостереження немонотонної температурної залежностi

сили Казимира можуть бути значно зменшенi, якщо розглянути взаємодiю тонких

металевих плiвок, а не об’ємних зразкiв. Як було отримано у посиланнi [115],

температурнi ефекти сили Казимира можуть вийти на перший план, якщо товщина

плiвки d є найменшим параметром задачi. Характерна частота ωc коливань, що
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вносять основний внесок у силу Казимира, стає меншою,

ωc = ωp

√
d

a
� ωp, ωc �

c

a
, (4.1)

якщо

d� c/ωp � a. (4.2)

Це означає, що високотемпературний режим, T > Tc = ~ωc/k, для сили Казимира

вiдбувається при бiльш низьких температурах, оскiльки Tc ∝ d1/2. Крiм того,

за умов (4.2) поверхневий iмпеданс металевої плiвки не є малим. Отже, сила

Казимира для тонких плiвок стає меншою, нiж для сипучих матерiалiв (див.

результати експерименту [116] з тонкими плiвками), i вiдносна роль температурних

ефектiв у силi Казимира стає сильнiшою. Таким чином, як ми демонструємо

нижче, немонотонну температурну залежнiсть сили Казимира можна спостерiгати,

в принципi, для тонких металевих плiвок. Успiшна реалiзацiя цього експерименту

може дати iнформацiю щодо ролi електронної релаксацiї в ефектi Казимира.

4.1.1. Модель опису взаємодiї

Для дiелектричної проникностi металевої плiвки ми вибираємо дисперсiйну

модель Друде,

ε(ω) = 1−
ω2
p

ω(ω + iν)
, (4.3)

з урахуванням температурної залежностi релаксацiйної частоти ν, викликану

розсiюванням електронiв на фононах. Ми користуємося спiввiдношенням

ν(T ) = ν0 + νph(T/Θ), (4.4)



177

заснованим на формулi Блоха-Грюнейзена для температурної залежностi питомого

опору (див., наприклад, роботу [297]),

νph(x) = Aνph(1)x5

1/x∫
0

y5dy

(ey − 1) (1− e−y)
. (4.5)

Тут ν0 — залишкова частота релаксацiї, викликана розсiюванням електронiв на

кристалiчних дефектах, Θ — температура Дебая, νph(T/Θ) — частота релаксацiї

внаслiдок електрон-фононного розсiювання. Значення νph(1) залежить вiд швид-

костi Фермi електронiв, сили електрон-фононної взаємодiї та т.п. Така νph(1) може

бути знайдена за допомогою вимiрювання питомого опору при температурi Дебая.

Константа A визначається як

A =

( 1∫
0

y5dy

(ey − 1) (1− e−y)

)−1

≈ 3. (4.6)

Для простоти ми не враховуємо поверхневе розсiювання електронiв в явнiй

формi в рiвняннi (4.5), оскiльки це лише змiнить значення ν0 (див., наприклад,

роботу [298]).

Спочатку ми вивчимо ефект Казимира для масивної пластини з iдеального

металу i тонкої металевої плiвки, що знаходяться на вiдстанi a одне вiд одного.

Потiм, з використанням «теореми про близькiсть» [299], виведенi вирази для сили

Казимира мiж металевою плiвкою i iдеальною металевою кулею. Геометрiя задачi

показана на рис. 4.1.

Асимптотичний вираз для сили Казимирова тяжiння тонкої металевої

плiвки до iдеальної масивної металевої пластини в умовах (4.2) був отриманий

в роботi [120] на пiдставi теорiї Лiфшиця. Сила f на одиницю площi може бути

записана в наступнiй формi,
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f = − BkT
8πa3

∞∫
0

dx x3e−xI(x), (4.7)

де

B = (~ωc/4πkT )2, I(x) =
∞∑
n=0

′ 1

n(n+ C) +BΨ(x)
,

Ψ(x) = x(1− e−x), C = ~ ν(T )/2πkT. (4.8)

Рис. 4.1. Геометрiя задачi для випадку металевої наноплiвки i iдеальної масивної

металевої пластини (панель а) та для наноплiвки i iдеальної металевої кулi (панель

б).

Штрих над знаком суми показує, що член з n = 0 береться з половинною ва-

гою. Вiдзначимо, що при виконаннi умови (4.2) можна знехтувати релятивiстським

ефектом запiзнювання i перейти до границi c→∞.
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4.1.2. Чутливiсть сили Казимира до параметрiв плiвки

Використовуючи формулу Абеля-Плана для пiдсумовування рядiв,

∞∑
n=0

′
Φ(n) =

∞∫
0

dyΦ(y)− i
∞∫

0

dy
Φ(−iy + 0)− Φ(iy + 0)

e2πy − 1
, (4.9)

рiвняння (4.7) може бути записано у формi суми двох доданкiв, якi вiдповiдають

двом причинам температурної залежностi в ефектi Казимира,

f = fν + frad, (4.10)

fν = − ~ωc
32π2a3

∞∫
0

dx x3e−x
∞∫

0

dτ

τ(τ + η) + Ψ(x)
, (4.11)

frad = −~ ν(T )

8π2a3

∞∫
0

dx x3e−x
∞∫

0

tdt

(eγt − 1){[t2 −Ψ(x)]2 + η2t2}
, (4.12)

де η = 2ν(T )/ωc, γ = ~ωc/2kT . Перший член fν в рiвняннi (4.10) обумовлений

квантовими флуктуацiями електромагнiтного поля. Вiн залежить вiд температури

тiльки через ν(T ). Очевидно, що модуль цього доданка спадає з ростом температу-

ри за рахунок зростання релаксацiйної частоти. Асимптотичнi вирази fν для малих

i великих значень параметра η такi:

fν = − i1~ωc
8πa3

(
1− i2

ν(T )

ωc

)
, ν � ωc, (4.13)

fν = − 3~ω2
c

16π2a3ν(T )

(
ln
ν(T )

ωc
− i3

)
, ν � ωc. (4.14)

Тут

i1 =
1

8

∞∫
0

x3e−xdx√
Ψ(x)

≈ 0,439017, i2 =
ζ(3)

2πi1
≈ 0,435777,
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ζ(x)— дзета-функцiя i

i3 =
1

6

∞∫
0

x3e−x ln
(
Ψ(x)/2

)
dx ≈ 0,492285.

Другий член в рiвняннi (4.10) є пов’язаним з тепловими флуктуацiями

електромагнiтного поля. Його модуль зростає з ростом температури. Ця складова

має рiзнi асимптотики в рiзних iнтервалах температур:

f low−T
rad = − ν(T )(kT )2

24a3~ω2
c

ln
~ωc
kT

, kT � ~ ν, ~ω2
c/ν (4.15)

при низьких температурах i

fhigh−T
rad = − ζ(3)

8π

kT

a3
, kT � min

(
~ωc, ~ω2

c/ν
)

(4.16)

при високих. У разi ν � ωc iснує промiжна асимптотика,

fmed−T
rad = − ζ(3)

2π

(kT )3

a3(~ωc)2
, ~ ν � kT � ~ωc. (4.17)

Використовуючи рiвняння (4.13)–(4.17) i теорему про близькiсть [299],

можна вивести аналогiчнi асимптотичнi вирази для сили Казимира F ,

F = 2πR

∞∫
a

da′f(a′), (4.18)

мiж металевою кулею радiуса R i тонкої металевої плiвкою:

Fν(ν � ωc) = − i1~ωcR
10a2

(
1− 5i2

4

ν(T )

ωc

)
, (4.19)

Fν(ν � ωc) = − ~ω2
cR

8πa2ν(T )

(
ln
ν(T )

ωc
− i3 +

1

6

)
. (4.20)
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Для низькотемпературного iнтервалу в рiвняннi (4.15)

F low−T
rad = − πRν(T )(kT )2

12a2~ω2
c

(
ln

~ωc
kT
− 1

2

)
, (4.21)

для високотемпературного iнтервалу в рiвняннi (4.16)

F high−T
rad = − ζ(3)

8

RkT

a2
, (4.22)

i для промiжного iнтервалу температур в рiвняннi (4.17)

Fmed−T
rad = − ζ(3)

R(kT )3

a2(~ωc)2
. (4.23)

Представленi вище результати показують, що внесок в силу Казимира вiд

квантових флуктуацiй завжди спадає з ростом температури. При низьких темпера-

турах це спадання може бути значнiшим, нiж зростання радiацiйного вкладу сили

Frad(T ). В цьому випадку для металевих плiвок при збiльшеннi температури може

вiдбуватися спадання повної сили Казимира, F (T ) = Fν(T ) + Frad(T ), замiсть

зростання F (T ), яке практично завжди спостерiгається для масивних металiв.

Однак при досить високих температурах радiацiйний член починає домiнувати

над Fν(T ). Таким чином, в принципi, може спостерiгатися немонотонна залежнiсть

сили Казимира вiд температури.

Штриховою лiнiєю на рис. 4.2 показано немонотонну поведiнку сили

Казимира для плiвки з металу з параметрами: Θ = 100 K, ωp = 3 · 1015 Гц,

νph(T = Θ) = 7 · 1012 Гц, d = 7 · 10−7 см.

Кращими кандидатами для експериментального спостереження F (T ) є

метали першої i другої групи з низькими температурами Дебая i сильною

температурною залежнiстю питомого опору ρ(T ). На верхнiх панелях рис. 4.2

показана температурна залежнiсть сили Казимира мiж плiвками з: 1)стронцiю

(Θ = 147 K, ωp = 1,06·1016 Гц, ρ(T = 293 K) = 0,13·10−6 Ом·м, d = 7·10−7 см), 2)

барiю (Θ = 110 K, ωp = 1016 Гц, ρ(T = 293 K) = 0,33·10−6 Ом·м, d = 7·10−7 см),
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3) цезiю (Θ = 38 K, ωp = 0,54 · 1016 Гц, ρ(T = 293 K) = 0,205 · 10−6 Ом·м,

d = 10−6 см) i iдеальними металевими:

• пiвпростором (панель а),

• кулею радiусу R = 5 см (панель б).

Рис. 4.2. Графiки залежностi сили Казимира тяжiння тонкої металевої плiвки до

масивної iдеальної металевої пластини (лiва панель) i iдеальної металевої кулi

(права панель).

Вiдзначимо, що значення |f | на лiвiй панелi вiдповiдають модулю сили на

одиницю площi, в той час як |F | на правiй панелi — модулю повної сили Казимира.

Параметри νph(T = Θ) (6,3 · 1013 Гц для стронцiю, 1,05 · 1014 Гц для барiю i

2,5 · 1013 Гц для цезiю) були обчисленi, використовуючи спiввiдношення

ρ(T ) =
4πν(T )

ω2
p

(4.24)

i рiвняння (4.5). Вiдстань мiж об’єктами a = 10−5 см для всiх кривих. Залишкова

релаксацiйна частота ν0 (взята як 1011 Гц) не впливає значно на силу Казимира,

якщо ν0 � ωc.

Отже, як бачимо, спадання з температурою спостерiгається для обраних
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реальних матерiалiв. Мiнiмум температурної залежностi вiдсутнiй на верхнiх

панелях рис. 4.2, оскiльки його положення вiдповiдає температурам вищим,

нiж температури плавлення плiвок. Однак немонотонне спадання F (T ) може

досягати 10%, що досить легко спостерiгати в експериментi. Тим не менше, для

реалiстичних параметрiв, якi можуть бути, наприклад для деяких сплавiв металiв,

можна очiкувати i немонотонного характеру залежностi F (T ), який показано на

нижнiх панелях рис. 4.2.

4.1.3. Аналiз сили Казимира для масивних зразкiв неiдеальних

металiв

В даному пунктi обговорюються обмеження на застосовнiсть формули

Лiфшиця для опису сили Казимира мiж двома масивними металевими об’єктами.

Цi обмеження випливають з кiнцевих розмiрiв взаємодiючих тiл. А саме, теорiя

Лiфшиця не застосовна в тому випадку, якщо характернi довжини хвиль флукту-

ацiйних полiв, вiдповiдальних за температурно-залежний член в силi Казимира,

бiльшi за розмiри зразкiв. В результатi широко обговорювана лiнiйна температурна

залежнiсть може спостерiгатися тiльки для дуже брудних металiв та/або великих

зразкiв при досить високих температурах.

Ми аналiзуємо формулу Лiфшиця (1.21) для сили Казимира, взяту з ро-

боти [119], у виглядi iнтеграла по дiйсним частотам ω, використовуючи модель

Друде для дiелектричної проникностi ε, задану рiвнянням (4.3). В цьому випадку

тепловий член frad в силi Казимира взаємодiї двох нескiнченних пластин з

реального металу на одиницю площi може бути записаний в такiй формi:

frad =
~
π2c3

Re

∞∫
0

dω

∫
dp p2ω3 1

exp(2~ω/kT )− 1
×

×
{[(s+ p

s− p

)2

exp(−2ipωa/c)− 1

]−1

+
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+

[(s+ εp

s− εp

)2

exp(−2ipωa/c)− 1

]−1
}
, (4.25)

де s =
√
ε(ω)− 1 + p2, a — вiдстань мiж взаємодiючими тiлами.

Iнтегрування по p ведеться уздовж траєкторiї, що складається з двох частин:

вiд 1 до 0 по дiйснiй осi i вiд i0 до ∆frad вздовж уявної осi.

Ми дослiджуємо рiзницю ∆frad мiж вкладами в силу Казимира вiд теплових

флуктуацiй для бездисипацiйного металу (ν = 0) i для металу зi слабкою дисипа-

цiєю (ν → 0),

∆frad = frad

∣∣∣
ν→0
− frad

∣∣∣
ν=0

. (4.26)

Саме ця величина описує частину сили Казимира frad(T ), яка лiнiйно спадає з T i

має стрибкоподiбну поведiнку при ν 6= 0.

Важливо вiдзначити, що тiльки перший член в фiгурних дужках в рiвнян-

нi (4.25) (iнтеграл по p вiд i0 до +i∞ i по ω вiд 0 до +∞) забезпечує цю

розривнiсть. Отже, рiзниця ∆frad може бути записана як

∆frad =
~
π2c3

Re

∞∫
0

dω

+i∞∫
0i

dp p2ω3 1

exp(2~ω/kT )− 1
×

×
{[(s+ p

s− p

)2

exp(−2ipωa/c)− 1

]−1

−

−
[(s|ν=0 + p

s|ν=0 − p

)2

exp(−2ipωa/c)− 1

]−1
}
. (4.27)

Вводячи новi позначення,

t =
ω

ν
, x = − 2ipωa

c
, α =

c

2aωp
, (4.28)
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i вважаючи, що ~ν � kT, отримуємо

∆frad = − kT

8π2a3
Im

∞∫
0

dt

t

∞∫
0

dx, x2(
αx+

√
α2x2 +

t

t+ i

)4(t+ i

t

)2

ex − 1

. (4.29)

Тут символ Im позначає уявну частину комплексного числа.

З цього рiвняння видно, що рiзниця ∆frad не залежить вiд ν i головний

внесок в цей iнтеграл вiдбувається з x ∼ 1 i t . 1. Таким чином, згiдно з

визначенням нових змiнних (4.28), характернi значення ω виявляються того ж

порядку або меншi за ν.

Для металiв з α . 1 значення iнтеграла в рiвняннi (4.29) близько до 1, i

маємо

∆frad ∼
kT

a3
(для металлов с ωp & c/a) . (4.30)

В протилежному випадку α� 1, характернi частоти ω флуктуацiйних полiв навiть

меншi за ν, ω ∼ ν/α � ν. Для таких малих вiдстаней a значення iнтеграла в

рiвняннi (4.29) близько до 1/α3, i

∆frad ∼
kTω3

p

c3
(коли a� c/ωp) . (4.31)

Таким чином, головний внесок в frad(T ) в теорiї Лiфшиця вiдбувається з

частот, якi вiдповiдають двом нерiвностям:

ω � kT/~, ω . ν. (4.32)

Очевидно, що довжини хвиль флуктуацiйних полiв з такими частотами повиннi бу-

ти багато меншi за розмiри зразка. В iншому випадку зразок не може розглядатися

як напiвнескiнченний. Iншими словами, теорiя Лiфшиця дає фiзично коректний
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результат для frad(T ), що спадає з температурою, якщо

ν � 2πc

L
, (4.33)

kT � 2π~c
L

. (4.34)

Тут L — ширина зразка. Ясно, що метал з плазмовою частотою набагато бiльшою,

нiж iншi характернi частоти ωi (частота 2πc/L серед них), i з ν � ωi повинен мати

властивостi, близькi до iдеального металу. Це означає, що нерiвнiсть

ν � 2πc

L
, (4.35)

зворотня до (4.33), гарантує зростання сили Казимира з температурою, подiбно до

випадку iдеального металу. Ця умова природно виконується для чистих металiв.

Наприклад, це вiрно для металевого диска з площею∼ 10−2см2, якщо релаксацiйна

частота ν менша за 1012 с−1.

Вiдзначимо, що умову [109] не було виконано при проведеннi експерименту

в роботi [300] (з маленькою металевою кулею радiуса R = 151, 3 мкм). Для

всiх температур, використаних в експериментi, довжини хвиль флуктуацiйних

полiв, вiдповiдальних за температурне спадання сили Казимира (очiкуване з теорiї

Лiфшиця з моделлю Друде для дiелектричної проникностi), були порядка R i

бiльшi, нiж радiус r ∼ (Ra)1/2 ефективної областi взаємодiї кулi. Тому не дивно,

що температурне спадання не спостерiгалося в роботi [300].

Вiдзначимо також, що умова [300] вирiшує проблему невiдповiдностi мiж

теоремою Нернста i лiнiйним спаданням вiльної енергiї Казимира з температурою.

Дiйсно, лiнiйна асимптотична залежнiсть frad вiд T не виконується, коли T → 0.

Таким чином, в даному пунктi показано, що iснують простi обмеження на

застосовнiсть теорiї Лiфшиця. Сила Казимира для металiв, де плазмова частота

ωp набагато бiльша iнших характерних частот системи, зростає монотонно з

температурою T , якщо виконано нерiвнiсть (4.35).
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Таким чином, як для масивних тiл, так i для тонких плiвок, сила Казимира

є чутливою до властивостей речовини тiл, що взаємодiють, i дозволяє виявити

цi властивостi за залежнiстю сили Казимира вiд температури. В цьому пiдроздiлi

розглянуто, як в рамках моделi Друде з урахуванням температурної залежностi

релаксацiйної частоти для рiзних металiв можна отримати рiзнi температурнi

залежностi, якi стають бiльш вираженими для тонких плiвок. У наступному

пiдроздiлi ми переходимо до аналiзу експериментальної установки спектроскопiї

атомiв стронцiю, у якiй роль ефекту Казимиру може виявитися негативною,

оскiльки ця взаємодiя впливає на спектральну лiнiю переходу атома.

4.2. Спектроскопiя атомiв Лемба-Дiка в порожнистому фотонному

кристалiчному волокнi

В цьому пiдроздiлi розглядається експериментальна установка спектроскопiї

атомiв стронцiю. Дослiджується перехiд 1S0— 3P1 атомiв 88Sr в одновимiрнiй

оптичнiй гратцi, налаштованiй на так званий «магiчний стан», в якому атоми

обмеженi поблизу осi порожнистого фотоннокристалiчного волокна (ПФКВ) та в

режимi Лемба-Дiке, в якому вдасться усунути свiтловий зсув, тобто змiну частоти

внаслiдок енергiї в полi свiтлової пастки [142, 143, 147]. Доволi вузька ширина

лiнiї переходу γp = 7, 5 кГц [148] робить цей перехiд ефективним для дослiдження

взаємодiй атом-атом i атом-волокно за розширенням та зсувом його спектральних

лiнiй. Добре вивчений вплив зiткненнь [149] дозволяє дослiджувати зайнятiсть ато-

мiв у гратках шляхом аналiзу посилення зсуву за рахунок зiткнень з використанням

резонансної диполь-дипольної взаємодiї, тодi як загальний кутовий момент J = 1

верхнього стану дозволяє вивчати ефекти подвiйного променезаломлення волокна

через тензор зсуву свiтла [147]. Ретельно усуваючи ефекти зiткнень, зсуву свiтла i

тi, що спричиненi подвiйним променезаломленням, ми показуємо, що на частоту

атомного резонансу волокно може не впливати в межах невизначеностi 0,11 кГц,

або вiдносного значення ≈ 3 × 10−13. Цi дослiдження дають корисну iнформацiю



188

для проектування оптичних граток годинникiв на основi волокон на переходах

1S0– 3P0 з тактовими частотами порядка мГц [150], де, як очiкується, ефекти

зiткнень i поляризацiї зсуву свiтла будуть пригнiченi бiльш нiж на 3-7 порядкiв,

залежно вiд iзотопiв, якi використовують [151].

4.2.1. Умови спектроскопiї в порожнистому волокнi

На рисунку 4.3 показано експериментальну установку. Атоми 88Sr охоло-

джуються лазером i потрапляють у пастку при температурi декiлькох мкК, вико-

ристовуючи магнiтооптичну пастку (МОП) [301]. Бiля МОП розмiщено волокно з

шостигранною порожниною довжиною 32 мм [138,302,303]. Волокно розраховано

на експериментальнi довжини хвиль у дiапазонi (689–914 нм) з показниками

втрат меншими за 650 дБ км−1 i пiдтримує розповсюдження переважно в режимi

HE11 (див. рис. 4.4). Оптичнi лазери, що створюють гратку, на довжинi хвилi

λL ≈ 813 нм пiдключенi з обох кiнцiв ПФКВ. Потенцiальна глибина оптичної

решiтки складає приблизно 30 мкК в положеннi МОП (на вiдстанi z = −1, 6 мм

вiд вхiдного кiнця ПФКВ) i 300 мкК всерединi волокна. Пiсля завантаження

порядка 104 атомiв в оптичну решiтку атоми адiабатично прискорюються до

vm ≈ 53 мм с−1 i транспортуються всередину порожнистого волокна в положення

z. На рис. 4.3 показано схему установки, де магнiтооптично захопленi атоми

завантажуються в оптичну решiтку при z = −1,6 мм вiд краю волокна. Зрiз

волокна i розподiл iнтенсивностi свiтла в ньому показано на рис. 4.4

Прискорення та позицiонування атомiв контролюється рiзницею частот

δν(t) = ν2(t)− ν1 (4.36)

лазерiв гратки, як зазначено на рис. 4.3 та 4.5, панель а. Для адiабатичного

прискорення (уповiльнення) атомiв ми збiльшуємо зi швидкiстю ≈ 2 кГц/мс

рiзницю частот δν(t) протягом 60 мс.
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Рис. 4.3. Експериментальна установка спектроскопiї атомiв у порожнистому

волокнi.

Швидкiсть транспорту vm оптимiзована для максимiзацiї кiлькостi атомiв,

що проходять через волокно довжиною 32 мм, враховуючи компромiси: хоча

коротший час проходження (∼ ν−1
m ) через волокно зменшує втрати на зiткнення,

бiльший час нiж νm збiльшує втрати на нагрiвання атомiв, як ми обговорюємо далi.

Рис. 4.4. Мiкроскопiчне зображення зрiзу волокна (панель a) та розподiл iнтен-

сивностi свiтла лазера всерединi ПФКВ довжиною 32 мм (панель б).

Налаштовуючи рiзницю частот

δν(t) = ν2 − ν1 (4.37)
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лазерiв, атоми транспортуються в ПФКВ. Зондовий лазер збуджує перехiд 1S0–

– 3P1(m = 0) при 689 нм, при цьому пропущене свiтло подається у лавинний

фотодiод (ЛФД) через одномодове волокно (ОМВ) пiсля усунення фотонiв гратки.

Рис. 4.5. Транспорт атомiв в ПФКВ (панель а) i протокол розмiщення атомiв у

волокнi (панель б).

Повiльно вимикаючи один iз гратчастих лазерiв, ми дозволяємо атомам

вiльно розширюватися вздовж осi волокна, при цьому вони керуються дипольною

пасткою i проходять вiдстань

la = tf × 2
√
〈ν2
z 〉 ≈ 2,8 мм (4.38)

протягом tf = 60 мс. Потiм оптична гратка поступово вiдновлюється протягом

10 мс, тодi як частота зондового лазера змiнюється вiд ∆νp = −35 кГц до −70 кГц

за 5 мс, щоб змiстити атоми в вузли гратки за допомогою доплерiвського i бiчного

охолодження.

Зупинимося на деяких деталях установки. Зондовий i гратчастий лазери,

якi направляються через волокна, що пiдтримують поляризацiю (ПП-ОМВ),

з’єднуються з ПФКВ за допомогою пар асферичних лiнз: вихiд ПП-ОМВ колiмує-

ться об’єктивом f = 4,6 мм, потiм проходить через вакуумний вiконний прорiз без

аберацiй, пiдключений до ПФКВ за допомогою об’єктива f = 18,4 мм. Зазвичай
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90 % потужностi лазера передається через волокно довжиною 32 мм. Картина

напруженостi далекого поля майже гауссiвська, як показано на рис. 4.4, панель б.

Просторова мода пiсля ПФКВ перевiряється шляхом порiвняння його з iншим ПП-

ОМВ, де ми досягаємо загальної ефективностi зв’язку (ОМВ-П-ОМВ) у 70 %.

Волокно виготовляється iз застосуванням стандартної технiки складання та

витягування. Структура волокна — шостикутна гратка з кроком 14 мкм (рис. 4.6,

панель а) i товщиною стiйки 196 нм (рис. 4.6, панель б). Це порiвняно мала

товщина кремнiєвої стiйки для ПФКВ [302], що дозволяє волокну направляти

свiтло з низькими втратами на довжинах хвиль до 400 нм (див. рис. 4.7), i таким

чином охоплює експериментальнi робочi довжини хвиль 813 нм та 689 нм з

показниками втрат 530 дБ/км i 560 дБ/км, вiдповiдно.

Рис. 4.6. Скануюча електронна мiкрофотографiя поперечної структури волокна,

з масштабом 20 мкм (панель a) та зменшення масштабу до 1 мкм для однiєї з

кремнiєвих стiйок (панель б).

4.2.2. Час декогеренцiї атомiв в вузлах оптичної гратки

Час декогеренцiї атомiв у волокнi викликає серйозне занепокоєння для

обговорення його потенцiйних застосувань, оскiльки зiткнення з залишковими

газами суттєво обмежують час когерентностi захоплених атомiв. На вставцi

рис. 4.8 показано час життя τ = 347 мс±8 мс атомiв, що потрапили у точку z =
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23,4 мм. Основна панель рисунку 4.8 показує час когерентностi атомiв в залежностi

вiд положення вздовж волокна. Час життя τ = 500 мс бiля входу волокна, який

близький до вимiрюваного поза волокном, зменшується до τ = 350 мс у середини

волокна. Використовуючи модель зiткнення у [304] та беручи до уваги вимiрянi

часи когерентностi та глибину захоплення, ми оцiнюємо тиск в серединi та зовнi

волокна як Pвн ≈ 1,7×10−6 Па i Pзовн ≈ 1×10−6 Па. Останнє добре узгоджується з

вимiряним тиском, i збiльшення тиску у волокнi обґрунтовано пояснюється малим

радiусом rc = 17 мкм серцевини волокна та швидкiстю виведення газу q на

одиницю площi стiнки волокна.

Рис. 4.7. Спектр втрат волокна ПФКВ, використаного в експериментi.

Вирiшуючи одновимiрне рiвняння дифузiї, ми отримуємо стацiонарне рi-

шення, тобто з ∂PФКВ/∂t = 0, для тиску всерединi волокна:

PФКВ(z, l) = –
qz

rcD
(z–l) + Pзовн (4.39)

для 0 < z < l, де l – довжина волокна, D — коефiцiєнт дифузiї. Виходячи з

розрахункового тиску PФКВ(l/2, l) з l = 32 мм, тиск у середнiй дiлянцi волокна
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для довiльної довжини l буде масштабуватися як

PФКВ(l/2, l) ≈ 7× 10−4l2 Па м2 + Pзовн. (4.40)

Рис. 4.8. Час життя атомiв у порожнистому волокнi. Вставка: динамiка зменшення

числа атомiв у точцi на вiдстанi 23,4 мм вiд краю волокна

Ми сподiваємось, що обробка волокна може зменшити швидкiсть видiлення

газiв q, тим самим подовжуючи час життя атомiв для довшого волокна у подальших

установках.

Час когерентностi визначається кiлькiстю атомiв Na, що проходять крiзь

волокно, як функцiя часу затримки ∆t їх всерединi волокна за певного z. Величина

Na вимiрюється за допомогою лазерної флуоресценцiї на переходi 1S0— 1P1 на

виходi з волокна. На вставцi рис. 4.8 показано приклад змiни кiлькостi атомiв,

вимiряних при z = 23,4 мм. Червона лiнiя показує експоненцiальне наближення

експериментальних даних, яке визначає час життя τ = 347 мс ±8 мс. Пiсля

завантаження атомiв вiд МОП при z = −1,6 мм атоми потрапляють у волокно

довжиною 32 мм при z = 0, яке показано синьою областю. Порожнi кола



194

показують час когерентностi атомiв поза волокном, який стає довшим, коли

атоми наближаються до краю волокна, через збiльшення потенцiальної глибини.

Час когерентностi всерединi волокна (заповненi кола) зменшується до середини

волокна через збiльшення числа зiткнень iз залишковими газами. Асиметрична

залежнiсть часу вiд положення вiдносно середини волокна (z = 16 мм) може бути

пояснена надмiрним нагрiванням атомiв пiд час транспортування, що скорочує

тривалiсть когерентностi для даної глибини пастки та тиску газу при збiльшеннi z.

Вказанi стандартнi похибки при апроксимацiї для кожної точки.

Вищезазначений результат також свiдчить про вiдсутнiсть додаткових втрат

атомiв у волокнi, поки атоми утримуються в одному положеннi. Однак ми

спостерiгаємо бiльший нагрiв атомiв, оскiльки швидкiсть транспорту vm зростає.

При vm = 53 мм с−1 швидкiсть нагрiвання, за оцiнками, становить величину

∼ 300 мкК c−1 для глибини потенцiалу рухомої гратки, що становить 180 мкК.

Ми пояснюємо це параметричним нагрiванням атомiв, спричиненим залишковим

полем стоячої хвилi, яке створюється частковим вiдбиттям (∼ 0,5 %) свiтла

лазера вiд областi спостереження. Цей потенцiал стоячої хвилi модулює потенцiал

рухомої решiтки на 7 % на частотi

fm = 2vm/λL ∼ 130 кГц, (4.41)

при перемiщеннi атомiв на λL/2. Зi збiльшенням vm ця частота стає ближчою до

параметричного резонансного стану [305]

fm = 2fгр/n, (4.42)

де fгр ≈ 300 кГц є частота коливань решiтки та n = 4. Щоб зменшити це

нагрiвання, застосовується лазерне охолодження пiд час транспортування, що

успiшно зменшує втрати вiд нагрiвання атомiв.
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4.2.3. Абсорбцiйна спектроскопiя

Проводилася поглинаюча спектроскопiя для атомiв, що захопленi на вiдстанi

z ∼ 4 мм. Атомний перехiд 1S0– 3P1(m = 0) при λp = 689 нм зондується

лазером, ширина лiнiї i дрейф частоти якого на годину становлять менше 1 кГц,

що перевiрялося на порожнинi зi скла з наднизьким розширенням (ННР). Ми

застосовуємо поле змiщення

B0 = (0,14mT )êx, (4.43)

яке орiєнтоване вертикально (див. рис. 4.3), i що визначає вiсь квантування. Зон-

довий лазер з лiнiйною поляризацiєю i електричним полем Ep, паралельним B0,

збуджує перехiд. Диференцiальний зсув свiтла для переходу задано виразом [147]

∆νL = ∆ã(λL, εL)IL, (4.44)

де ∆α̃(λL, εL) — диференцiальна поляризацiя, яка залежить вiд довжини хвилi λL

лазерної гратки та її поляризацiї εL. Магiчна умова ∆α̃(λL, εL) = 0 для усунення

диференцiального зсуву свiтла 690 нм < λL < 915 нм може бути виконана

шляхом налаштування тензорного внеску зсуву свiтла в станi 3P1(m = 0), який

визначається кутом θL лiнiйно поляризованого гратчастого лазера

εL = EL/|EL| (4.45)

вiдносно осi квантування. Важливо, що, незважаючи на те, що хвильоводна мода

у ПФКВ має невелику поздовжню складову Ez, вона зникає в конфiгурацiї стоячої

хвилi.

Ми використовуємо iнтенсивнiсть свiтла зонду Ip ≈ 0,15I0, де iнтенсивнiсть

I0 = 3 мкВт · см−2 вiдповiдає насиченню переходу. Атоми, що пройшли волокно,

детектуються за допомогою лавинного фотодiода (ЛФД), як показано на рис. 4.3,
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де загальна ефективнiсть пiдрахунку фотонiв оцiнюється в 30 %. Ми визначаємо

частотно-залежну оптичну глибину (ОГ) як

ОГ(∆νp) =
1

1 + Ip/I0 + (2∆νp/γp)2

2

πw2
0

×

×
1∫

0

d

rc∫
0

dr2πrn(z, r)
3λ2

p

2π
e−2r2/w2

0 (4.46)

де ∆νp = νp − ν0 є вiдстройкою зондового лазера. Тут ми наближаємо профiль

керованої моди Бесселя до гауссiвської моди з w0 = 11,8 мкм. Ми також вважаємо,

що роподiл атомної щiльностi вiдповiдає

n(z, r) = ρ(z)e−r
2/w2

a, (4.47)

i припускаємо, що wa ≈ 2,0 мкм, що оцiнено за атомною температурою та

частотою радiального захоплення ≈ 1,3 кГц. Тут l = 32 мм i rc = 17 мкм ––

довжина i радiус порожнистого волокна вiдповiдно. Вводячи швидкiсть пiдрахунку

фотонiв з атомами та без них, Пw i Пw/o, i фонову швидкiсть пiдрахунку Пbk,

коефiцiєнт пропускання волокна визначається як

T =
Πw − Πbk

Πw/o − Πbk
. (4.48)

За його допомогою отримуємо оптичну глибину ОГ(∆νp) = −lnT. Кiлькiсть

атомiв у волокнi Na ≈ 1200 OГ(0). Щоб уникнути надмiрних зсувiв свiтла пiд

час спектроскопiї, iнтенсивнiсть гратки зменшено на порядок вiд тiєї, яка викори-

стовується пiд час транспортування атома. Час зондування переходу обмежується

3 мс, щоб зменшити втрати нагрiву фотонiв при змiщеннi атомiв з вузлiв гратки.

Порожнина волокна має шостикутну форму iз внутрiшнiм радiусом rc ∼

17 мкм [302]. На рисунку 4.9 показано модуль електричних полiв хвильоводної

моди уздовж двох осей симетрiї порожнини.
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Рис. 4.9. Поперечний профiль y-поляризованого (панель б) та x-поляризованого

(панель в) електричного поля HE11 вздовж осей Rin (синi кривi) i Rout (червонi

кривi), позначених на панелi а.

Представленi моделювання виконуються в спектрi 800–830 нм, щоб покрити

робочу довжину хвилi 813 нм. Вертикальнi пунктирнi лiнiї вказують радiальне

положення, де поле зменшується до рiвня e−1 вiд максимума, що вiдповiдає

радiусу поля моди HE11 ∼ 12,7 мкм. Цей поперечний профiль iнтенсивностi

Бесселя добре апроксимується гауссiвським профiлем з радiальним положенням

в w0 = 11, 8 мкм на рiвнi e−2 вiд максимального.

Електричне поле в В м−1 було розраховано для загальної потужностi 1 Вт.

Радiус поля моди HE11 становить ∼ 12,7 мкм, як показано вертикальними

пунктирними лiнiями. Горизонтальнi пунктирнi кривi вказують на рiвнi e−1 вiд

максимального значення поля.

Електричне та магнiтне поля для основної моди HE11 обчислюються

методом скiнченних елементiв. На рисунках 4.10 та 4.11 показанi компоненти
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електричного E(В м−1) та магнiтного B(T ) полiв, коли загальна потужнiсть в модi

HE11 встановлена на рiвнi 1 Вт. Результати показують, що величина поздовжньої

складової майже в 100 разiв менша, нiж поперечнi компоненти (Ex, Ey).

Рис. 4.10. Компоненти електричного поля в y-поляризованiй модi HE11.

Перейдемо до аналiзу оптичної глибини. На рис. 4.12 показано вимiряну

оптичну глибину ОГ(∆νp) як функцiю частоти зондового лазера. Режим Лемба-

Дiка та виключення ефекту свiтлового зсуву дозволяють наблизитися до природної

ширини лiнiї переходу.

Рис. 4.11. Компоненти магнiтного поля в y-поляризованiй модi HE11.

Однак, як показано червоними символами на рис. 4.13, ми спостерiгаємо

змiщення i розширення за рахунок зiткнень для ОГ(0) > 0, 8, яке вiдповiдає

середнiй зайнятостi атомiв кожної дiлянки гратки

m̄ = NaλL/(2la) > 0, 55. (4.49)
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Тут довжина атомної хмари la вимiрюється за допомогою флуоресцентного

зображення атомiв пiсля вилучення з волокна рухомою граткою.

Рис. 4.12. Спектри поглинання з i без атомного ущiльнення, як показано на вставцi.

Параметри: m ≈ 0, 45 (синiй колiр) i m ≈ 1, 7 (червоний).

Ми оцiнюємо змiщення зiткнення ∆vзiт(m̄) як

∆vзiт(m̄) =
∞∑
k=2

βn1(k − 1)P (k, m̄), (4.50)

де β — коефiцiєнт зсуву зiткнень, n1 = 1/v — щiльнiсть атомiв для одиночно

зайнятої дiлянки гратки з v = 7, 8× 10−13 см3. Розподiл

P (k, m̄) =
m̄ke−m̄

k!
(4.51)

описує розподiл Пуассона для атомiв. Червонi та синi пунктирнi кривi на

рис. 4.13, панель б, показують ∆vi(m̄) з β = −1× 10−9 Гц · см3, i вiдповiдають

точкам даних, показаним червоними та синiми колами. Цей коефiцiєнт β зсуву

зiткнення досить добре узгоджується з коефiцiєнтом, вимiряним ранiше [149],

βJILA = −1, 3(3)× 10−9 Гц · см3.

Для того, щоб зробити високу оптичну глибину сумiсною зi зменшеними
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атомними взаємодiями, ми розширюємо хмару атомiв над дiлянками гратки в

волокнi, тимчасово вимикаючи поле решiтки на tf = 60 мс, зберiгаючи при цьому

дипольне захоплення в радiальному напрямку.

Рис. 4.13. Спектральна ширина лiнiї (панель a) та зсув як функцiя параметру ОГ(0)

(панель б).

Часова дiаграма, наведена на рис. 4.5, панель б, дозволяє нам розширити

довжину хмари до

la = tf × 2
√
〈ν2
z 〉 ≈ 2, 8 мм, (4.52)

де ми використовуємо атомну швидкiсть
√
〈ν2
z 〉 ≈ 23 мм с−1, оцiнену з до-

плерiвської ширини 55 кГц. Ця процедура зменшує середню зайнятiсть атома

вiд m̄ ≈ 1, 7 до m̄ ≈ 0, 45 (див. cинi кола на рис. 4.12), зберiгаючи при

цьому оптичну глибину ОГ(0) ≈ 2, 5. Синi символи на рис. 4.13 показують,

що розширення та зсув за рахунок зiткнень успiшно можуть бути виключенi,

застосовуючи цю процедуру. Однак досягнута ширина лiнiї 11 кГц припускає, що
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все ще залишається незрозумiлим розширення на кiлька кГц.

На експериментальних точках вiдображається стандартна похибка. Розши-

рення та зсув спектру, в залежностi вiд числа атомiв, пригнiчується застосуванням

протоколу розширення, як показано синiми символами. Зменшення ОГ(0) < 0, 8

для початкової довжини хмари атома la ≈ 700 мкм, що вiдповiдає ā < 0, 55, майже

придушує ефект зiткнень (див. червонi кола). Червонi та синi штриховi кривi

дозволяють оцiнити коефiцiєнт зсуву зiткнення β = −1 × 10−9 Гц · см−3. Точки

даних, позначенi пунктирним прямокутником, вiдповiдають спектрам, показаним

на рис. 4.12.

Щоб з’ясувати джерело цього залишкового розширення, ми дослiджуємо

подвiйне променезаломлення у ПФКВ. Крiм того, для полiпшення просторової

роздiльної здатностi у волокнi ми зменшуємо зсув за рахунок зiткнень, обмежуючи

кiлькiсть атомiв до Na < 1200, тобто ОГ(0)< 1, замiсть розширення хмар атомiв.

Вважаючи, що поляризацiя гратчастого лазера εL вiдповiдає куту θL, як визначено

ранiше, рiвняння (4.44) приймає наступний вигляд:

∆νL = ∆α̃(λL, θL)IL. (4.53)

Для довжини хвилi λL = 813 нм гратчастого лазера диференцiальний зсув свiтла

можна усунути налаштуванням θL = 46◦. Кутова чутливiсть тензорного зсуву

свiтла [147]

d∆ã

dθL
|θL=46o= −0,17кГц кВт−1см2град−1 (4.54)

робить зсув свiтла ефективним зондом для вивчення подвiйного променезалом-

лення волокна.

На рис. 4.14, панель а, показано зсув свiтла, який залежить вiд iнтенсивностi

гратки, де градiєнт вказує на ефективну диференцiальну поляризацiю

∆α̃(λL, θL) = ∆νL/IL. (4.55)
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Рис. 4.14. Вимiрювання ефектiв подвiйного променезаломлення волокон: змiщен-

ня свiтла в залежностi вiд iнтенсивностi для переходу 1S0– 3P1(m = 0) для атомiв

всерединi (•) i зовнi (◦) волокна (панель а), а також спектр шириною 7,8 кГц

(панель б).

Залежностi, позначенi як (•) та (◦) синього кольору, вимiрюються для атомiв

всерединi (z813 = 3,7 мм) та зовнi (z0 = –1,6 мм) волокна вiдповiдно при λL =

813 нм (синiй колiр) i 914 нм (червоний) з θL = 46◦ i 90◦ вiдповiдно. Хоча данi

пiдтверджують, що на частоти атомного резонансу не впливає керування в волокнi

(як демонструють екстрапольованi при IL → 0 значення, що збiгаються на тiй

самiй частотi), змiна поляризованостi всерединi (∆α̃вн) та зовнi (∆α̃зовн) волокна

вказує на наявнiсть подвiйного променезаломлення, спричиненого волокнами.

Беручи до уваги кутову чутливiсть тензорного зсуву свiтла, отримуємо

∆α̃вн—∆α̃зовн ≈ 0, 09 кГц кВт−1см2, (4.56)

що вiдповiдає обертанню поляризацiї на δθL ≈ 0,5◦ мiж zo i z813. Ми дослiджуємо

залежний вiд положення ефект подвiйного променезаломлення волокна, який, як

виявляється, є рiвним δθL ≈ 0,3◦ i, зокрема, майже постiйний для 0 < z < 8 мм.

Порiвняно велике вiдхилення виявлено в областi торцiв волокна та затискача

(див. рис. 4.3), що може свiдчити про наявнiсть подвiйного променезаломлення
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волокна, спричиненого тиском. У подальших вимiрюваннях, i щоб позбутися

ефектiв, спричинених тиском, ми зосереджуємо свою увагу на положеннi у волокнi

навколо z ≈ 4 мм.

Для вiдповiдних довжин хвиль точки даних добре апроксимуються лiнiйною

залежнiстю, а постiйнi зсуви за ординатою, y813
0 i y914

0 , зведенi до нуля, їх стан-

дартнi похибки позначаються при IL = 0 вiдповiдними кольорами. Встановлений

градiєнт є мiрою диференцiальної поляризованостi ∆α̃(λL, θL) = ∆νL/IL, яка є

чутливою до ефектiв подвiйного променезаломлення волокна. Отримано спектр

шириною 7,8 кГц, який узгоджується iз розширеною шириною лiнiї насичення для

Ip ≈ 0,077I0, IL = 37 кВт см−2 i λL = 914 нм.

Виготовлене волокно демонструє невелику елiптичнiсть, що призводить до

залишкового подвiйного променезаломлення ∆neff . На рис. 4.15 показано спектр

подвiйного променезаломлення при довжинi лазерної хвилi 813 нм.

Рис. 4.15. Спектр HE11 подвiйного променезаломлення (∆neff ) та вiдповiдна

йому вiдстань биття.

Встановлено, що подвiйне променезаломлення складає 9,6 × 10−8 (яке

вiдповiдає довжинi биття 8,4 м). Це бiльш нiж на один порядок нижче, у порiвняннi

з типовим фотонним промiжком в ПФКВ [139]. Окрiм власної форми волокна,

подвiйне променезаломлення також iндукується механiчними та/або термiчними
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навантаженнями. У випадку фотонного зазору ПФКВ вимiрювали подвiйне проме-

незаломлення, спричинене поперечним тиском [306], в дiапазонi

∂∆neff/∂p ∼ 10−11 Па−1. (4.57)

Для зменшення ефекту подвiйного променезаломлення подальшi експери-

менти проводили на магiчнiй довжинi хвилi λL = 914 нм з θL = 90◦, де кутова

залежнiсть |d∆α̃/dθL| з’являється лише у другому порядку. Заповненi та порожнi

червонi кола на рис. 4.14, панель а, показують результуюче зниження чутливостi,

вимiряне вiдповiдно на z914 = 4,3 мм та на z0 = 1,6 мм. Незначна змiна значень

вiдносно вимiрювань при λL = 813 нм у результатах для рiзницi довжин хвиль

гратки, що визначається спiввiдношенням

z813 − z0

z914 − z0
=

813

914
, (4.58)

викликана тим, що ми використовуємо ту саму послiдовнiсть налаштування δν(t)

для рухомої гратки. У цьому вимiрi ми одночасно реєструємо спектри поглинання

для 5 рiзних параметрiв iнтенсивностi, щоб мiнiмiзувати вплив дрейфу частоти

лазера при екстраполяцiї iнтенсивностi гратки IL → 0. Точки даних вiдповiдають

νФКВ (ВП) = ∆α̃ФКВ (ВП)IL + y0, (4.59)

де νФКВ (ВП) i ∆α̃ФКВ (ВП) позначають резонансну частоту та диференцiальну

поляризованiсть у ФКВ або у вiльному просторi (ВП), вiдповiдно, i y0 визначає

частоту зсуву, яка прийнята рiвною нулю на рис. 4.14, панель а. Ми позначаємо

невизначенiсть точки перетину осi ординат при нульової iнтенсивностi за допомо-

гою невизначеностi y0, яка становить 0,18 кГц i 0,11 кГц для 813 нм та 914 нм,

вiдповiдно, як показано похибками при IL = 0. Результати показують, що на

частоту атомного резонансу волокно не впливає з невизначенiстю ≈ 3× 10−13.

На рисунку 4.14, панель б, показано спектр, вимiряний на магiчнiй довжинi



205

хвилi λL = 914 нм з iнтенсивнiстю гратки IL = 37 кВт/см2, вимiряною

в z ≈ 5,3 мм. Ширина лiнiї 7,8(4) кГц добре узгоджується з розширеною

лiнiєю насиченостi 7,8 кГц для iнтенсивностi лазерного зонда Ip ≈ 0,077I0,

демонструючи, що немає значної (порядка кГц) декогеренцiї атомiв у волокнi. При

λL = 914 нм ми дослiджуємо частоти атомного резонансу в усьому волокнi, якi, як

виявляється, знаходяться в межах 2 кГц. Ця змiна частково обумовлена дрейфом

частоти зондового лазера, а частково – просторовою неоднорiднiстю волокна.

Проводяться детальнi дослiдження залежностi неоднорiдностi волокон, таких як

мiсцевi навантаження на волокно, ефект зарядки та формування додаткового

потенцiалу на внутрiшнiй поверхнi волокна.

4.2.4. Перспективи використання волоконних схем для спектроскопiї

Представлена схема є платформою для високоточної спектроскопiї з покра-

щеним вiдношенням сигнал/шум, особливо придатною для мiнiатюризацiї опти-

чних атомних годинникiв, що працюють на тактових переходах 1S0– 3P0 [150].

Систематична невизначенiсть таких годинникiв по сутi характеризується ядерним

спiном I iзотопу, який одночасно визначає його квантову статистичну природу.

Бозоннi iзотопи [151, 307–309], наприклад, 88Sr i 174Y b є дуже сприйнятливими

до зсуву за рахунок зiткнень, отже, вони, безумовно, вимагають того, щоб

вузли були зайнятi одиночними атомами, як продемонстровано в 3D оптичних

годинникових гратках [151]. Недавнє спостереження свiдчить, що iз наближенням

невизначеностi до 10−17 зiткнення стають проблемою для годинникiв навiть iз

спiнполяризованими ультрахолодними фермiонами [310], такими як 87Sr i 171Y b,

де зiткнення s-хвиль придушенi. Запропонованi методи розширення атомiв у

волокнi повиннi бути ефективними для обох iзотопiв, щоб зменшити зсув за

рахунок зiткнень, зберiгаючи кiлькiсть атомiв або межу КПШ.

На вiдмiну вiд оптики вiльного простору, волоконна оптика вимагає осо-

бливого догляду за станом поляризацiї свiтла, на який легко впливають механiчнi
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навантаження або неоднорiднiсть волокна. Оскiльки поляризацiя свiтла впливає

на зсув свiтла для електронних станiв, що мають ненульовий кутовий момент

F 6= 0, фермiоннi iзотопи з напiвцiлим ядерним спiном стають сприйнятливими до

подвiйного променезаломлення волокон навiть у годинникових станах iз сумарним

електронним кутовим моментом J = 0. Однак у порiвняннi зi станом 3P1, обраним

тут як чутливий зонд, тензорний зсув при переходi годинника 87Sr на 7 порядкiв

менший [311], оскiльки вiн походить виключно вiд його ядерного спiну I = 9/2.

Таким чином, нашi вимiрювання дозволяють припустити, що тензорним внеском

безпечно нехтувати при досягненнi тактової невизначеностi 10−18.

Застосований тут ПФКВ довжиною 32 мм має 105 вузлiв гратки, тобто число

атомiв до Na ≈ 105, якi вiльнi як вiд зiткнень, так i вiд зсувiв свiтла, що дозволяє

досягти проекцiйного шуму, обмеженого стабiльнiстю 10−17/
√
τ/s з часом τ

усереднення. Це дає виграш у порiвняннi з експериментами з просторовими

годинниковими гратками, в яких використовуються ∼ 103 атомiв, розмiщених у

1D-гратках довжиною менше 1 мм. Подальше збiльшення кiлькостi атомiв по-

винно бути можливим шляхом збiльшення довжини волокна. Бiльше того, велика

оптична глибина та тривалий час атомної когерентностi дозволяють застосову-

вати дисперсiйне вимiрювання атомiв [312], протоколи вимiрювання квантового

неруйнування (КНР) та спiн-стиснення атомiв пiд час роботи годинника. Шляхом

гетеродинування або гомодинування сигналу зондового лазера [313], квантова

схема зворотного зв’язку [314] може бути використана для керування частотою

зондового лазера, замiсть застосування звичайних проекцiйних вимiрювань [315].

Сильне зв’язування атомiв з хвильоводними модами дозволяє дослiджувати коле-

ктивнi ефекти, такi як колективнi зсуви Лемба [316] та надвипромiнення [317].

Зокрема, надвипромiнення [318] на годинниковому переходi або генерування

вузьколiнiйного джерела свiтла за допомогою ефекту фазового узгодження [319]

може мати потенцiал для замiни порожнин порiвняно великого об’єму [320, 321],

необхiдних для оптичних годинникiв, що призведе до значної мiнiатюризацiї

оптичних годинникiв. Бiльше того, повнiстю заселений одновимiрний ланцюг з
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105 або бiльше кубiтiв, що мають спiльну оптичну шину в волоконно-керованому

хвильоводi, може бути використаний для квантових обчислень та моделюван-

ня [322], забезпечуючи iндивiдуальний спектроскопiчний доступ [323] градiєнтом

магнiтного або електричного поля.

4.2.5. Зсув частоти внаслiдок ефекта Казимира

Нарештi оцiнемо вклад Казимира-Полдера [324] на спектроскопiю. Енергiя

взаємодiї мiж атомом з поляризованiстю i нескiнченною поверхнею на вiдносно

великiй вiдстанi rc, для якої виконується умова запаздування, задається

Ucp =
3~c

32π2ε0r4
c

αΓ (4.60)

з електричною сталою ε0. Коефiцiєнт Γ залежить вiд властивостей поверхнi: Γ = 1

для iдеальних металiв та Γ < 1 для дiелектричних матерiалiв. Будемо розглядати

фотонний кристал iз долею P = 0,94 заповнення повiтрям, як дiелектрик iз

вiдносною дiелектричною проникнiстю

ε = 1 · p+ εВП · (1-p), (4.61)

де

Γ =
ε− 1

ε+ 1
≈ 0, 08, (4.62)

а статичну дiелектричну проникнiсть дiоксиду кремнiю вважаємо рiвною εВП =

3,8. Зсув енергiї атома всерединi ПФКВ може бути бiльшим, нiж значення UCP ,

задане геометричним коефiцiєнтом G ∼ 6, який враховує взаємодiю атома з

шiстьма стiнками (див. рис. 4.16), коли кожна з цих стiнок апроксимується

нескiнченною площиною.
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Рис. 4.16. Конфiгурацiя атомiв у ПФКВ, що мiнiмiзує взаємодiю iз стiнками.

Рiзниця в поляризованостi для атома Sr в 1S0 i 3P0 станах [325] становить

∆α ≈ 4 · 10−39 Кл м2B−1. Для rc = 20 мкм зсув частоти задається як

∆ν ≈ 1

h

3~c
32π2ε0r4

c

∆αΓG ≈ 0, 6 · 10−3 Гц, (4.63)

що вiдповiдає зсуву частоти ∆ν/ν0 ≈ 1, 5 · 10−18. Ця оцiнка застосовується до

нульової температури. При кiмнатнiй температурi тепловi ефекти стають того ж

порядку, що i нульовi коливання. Згiдно з [145], це дає збiльшення ефекту в 3–4

рази, а взаємодiя атом-стiнка вiдповiдає зсуву частоти ∼ 10−17.

Для переходу 1S0–– 3P1 зсув може бути на 20 % бiльшим через збiльшення

рiзницi поляризованостей ∆α на 20 %. Однак для цього переходу резонансна

диполь-дипольна взаємодiя може бути бiльш актуальною [326] через значно

бiльший дипольний момент, нiж для 1S0–– 3P0. Оскiльки вiдстань мiж атомом

та стiнкою набагато бiльша довжини хвилi переходу rc/(λp/2π) ∼ 180, домiнує

режим запаздування. Враховуючи iснуючу точнiсть вимiрювання ∼ 10−13, яка

вiдповiдає ∼ 10−2γp природної ширини лiнiї γp = 7,5 кГц, взаємодiєю мiж атомом

i стiнкою можна безпечно знехтувати.

Висновки до роздiлу 4

У четвертому роздiлi дисертацiї, написаному за матерiалами статей [13–15]:

• Показано, що завдяки впливу нульових коливань вакууму сила Казимира
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взаємодiї наноплiвки з масивним тiлом є чутливою до дiелектричних властивостей

плiвки. Показано, що сила Казимира може бути представлена у виглядi двох до-

данкiв, якi залежать вiд температури протилежним чином. Якщо перший доданок

спричинений суто квантовими флуктуацiями, то другий визначається термiчними

флуктуацiями i пропорцiйний до частоти релаксацiї у металi плiвки.

• Застосовуючи модель Блоха-Грюнайзена, змодельовано залежнiсть сили

Казимира вiд температури i показано, що в той час як для бiльшостi чистих

металiв, зокрема стронцiя, барiя, цезiя, ця залежнiсть монотонно спадаюча до

температур плавлення металiв, для деяких параметрiв, що можуть бути реалiзованi

для сплавiв металiв, ця залежнiсть має мiнiмум.

• Проаналiзовано умови роботи установки спектроскопiї атомiв стронцiя у

порожнистому волокнi, в якому створено фотонний кристал. Дослiджено можливi

перешкоди для роботи волоконних схем, такi як обмежений час зiткнення, взає-

модiя атомiв з атомами та подвiйне променезаломлення, спричиненi волокнами.

У розглянутiй установцi час когерентностi системи по сутi обмежений природним

часом життя стану 3P1. Подальше збiльшення часу когерентностi можливо шляхом

використання для атомних годинникiв переходу 1S0— 3P0.

• Для умов експериментальної установки спектроскопiї атомiв стронцiя в

порожнистому волокнi оцiнено поправку до частоти переходу за рахунок ефекту

Казимира з урахуванням рiзницi поляризовностей атому у двох станах, мiж

якими вiдбувається перехiд, геометричного фактора, що враховує наявнiсть всiх

стiнок порожнини волокна, прозоростi стiнок волокна i дiелектричної проникностi

матерiалу стiнок. Оцiнено можливу змiну цiєї поправки за рахунок температури.

Врахування всiх факторiв приводить до оцiнки вiдносної змiни частоти, що не

перевищує 2 · 10−18. Це означає, що у реальних експериментальних установках,

точнiсть в яких не перевищує 10−17, ефект Казимира не обмежує точнiсть

спектроскопiї.

Результати, що викладенi в даному роздiлi дисертацiї, можуть бути вико-

ристанi при проектуваннi систем волоконної спектроскопiї, для аналiзу точностi
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атомних годинникiв, а також для дослiдження можливих обмежень iнших нано-

пристроїв.
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Роздiл 5

ЕЛЕКТРОННI МОДИ ТА ТРАНСПОРТНI ВЛАСТИВОСТI

НИЗЬКОВИМIРНИХ СИСТЕМ

У даному роздiлi дисертацiйної роботи, заснованому на роботах [16, 17],

дослiджується поширення електронних мод у одно- та двовимiрних системах.

Одновимiрна електронна система з лiнеаризованою дисперсiйною залежнiстю

еквiвалентна набору плазмонiв — мод коливань електронної густини, що є

основою моделi Латтiнжера [155]. Безпосереднiй наслiдок такої лiнеаризацiї у

одновимiрних електронних системах полягає у вiдсутностi впливу розсiювань

плазмонiв, яке повинно приводити систему до стану рiвноваги. Дiйсно, в одно-

вимiрнiй системi закони збереження iмпульсу i енергiї при зiткненнi приводять

до обмiну швидкостями без змiни їх величин. Для того, щоб електроннi моди

могли розпадатися i, таким чином, набувати скiнченного часу життя, потрiбно

розглядати деяке узагальнення моделi Латтiнжера, що i зроблено у пiдроздiлi 5.1.

Також у цьому пiдроздiлi показано, що рiзнi процеси врiвноваження плазмонiв

є iєрархiчними та по-рiзному впливають на динамiку системи пiсля термiчного

збудження. Розроблено теорiю теплового транспорту в системi та обчислюється

теплопровiднiсть одновимiрного електронного кристалу, як граничного випадку

нелiнiйної рiдини Латтiнжера, шляхом розрахунку iнтегралу зiткнень плазмонiв.

Якщо нелiнiйнiсть у одновимiрнiй системi дає можливiсть описувати тер-

мiчний транспорт, то у двовимiрнiй системi, листi графену, саме лiнiйнi дiракiвськi

дисперсiйнi залежностi поблизу особливих точок на поверхнi Фермi приводять

до iснування особливого типу локалiзованих мод у потенцiальному бар’єрi. У

пiдроздiлi 5.2 розглядається лист графена у постiйному електричному полi, яке

формує бар’єр деякої ширини поперек листа графену, але нескiнченний вздовж
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нього. Показано, що за рахунок симетрiї системи по вiдношенню до замiни

електронiв на дiрки i потенцiального бар’єра на яму, iснують моди, що локалiзованi

в межах бар’єру i спадають поза його межами. Дисперсiйнi кривi для цих мод

мають максимуми, i це призводить до особливостей у електричнiй провiдностi

графену.

5.1. Поширення електронних мод у одновимiрному вiгнерiвському

кристалi

Почнемо з аналiзу одновимiрної електронної системи, кристалу Вiгнера. Як

вiдмiчалося у роздiлi 1, ангармонiчнi доданки, знехтуванi в рамках моделi Латтiн-

жера, ведуть до взаємодiї мод. Вплив цього механiзму розсiювання на кiнетику

плазмонiв дуже важливий. Перейдемо до формулювання основних наближень i

аналiза основних процесiв зiткнень плазмонiв у вiгнерiвському кристалi.

5.1.1. Процеси зiткнення плазмонiв

Ми моделюємо систему сильно взаємодiючих електронiв гамiльтонiаном

(далi ~ = 1) [327, 328]:

H =
∑
l

p2
l

2m
+

1

2

∑
l 6=l′

V (xl − xl′), (5.1)

де pl i xl — iмпульс i координата l-го електрона (l = 1, . . . , N ), i V (x) — потенцiал

взаємодiї. У розрахунках ми розглядаємо екранований кулонiвський потенцiал

V (x) =
e2

ε

[
1

|x|
− 1√

x2 + 4d2

]
, (5.2)
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де d — вiдстань до екрануючої пiдложки, ε — дiелектрична проникнiсть основного

матерiалу дроту. Для цiєї моделi стан КВ iснує лише в дiапазонi значень густи-

ни [179]

aB/d
2 � ρ� a−1

B , (5.3)

де aB = ε/me2 — ефективний радiус Бора матерiалу. У моделi КВ електрони

утворюють гратку, тодi як вiдхилення ul = xl − l/ρ вiд вiдповiдних рiвноважних

положень описують низькоенергетичнi збудження у виглядi мод електронної

густини. Дiйсно, якщо припустити, що вiдносна змiна вiдстанi мiж частинками

залишається невеликою,

|ul − ul′| � |l − l′|/ρ, (5.4)

розкладаючи рiвняння (5.1) до другого порядку за ul i переходячи до операторiв

осцилятора з

pl = −i
∑
q

√
mωq
2N

(bq − b†−q)eiql (5.5)

та

ul =
∑
q

√
1

2mNωq
(bq + b†−q)e

iql, (5.6)

знаходимо, що квадратична частина рiвняння (5.1) приймає звичайну у моделi

Латтiнжера форму,

H0 =
∑
q

ωq(b
†
qbq + 1/2), (5.7)
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де оператори b†q(bq) народжують (анiгiлюють) один плазмон. Дисперсiя плазмонiв

визначається законом

ω2
q = (2/m)

∑
l

V
(2)
l [1− cos(ql)], (5.8)

де

V
(n)
l = ∂nxV (x)|x=l/ρ, (5.9)

що зводиться до ωq = s|q| в низькоенергетичнiй границi q → 0. Всi iмпульси

вимiрюються в одиницях густини, тодi швидкiсть плазмону

s = (e2ρ/ε)
√

2ρaB ln(ρd) (5.10)

має одиницi енергiї.

Ангармонiчнi доданки у розкладi рiвняння (5.1) за степенями ul ведуть до

зiткнень плазмонiв i тим самим явно порушують iнтегрованiсть моделi Латтiнжера.

Доданки з четвертим степенем призводять до процесiв двоплазмонного розсiю-

вання. Iгноруючи можливiсть когерентностi мiж станами рiзних частинок, тобто

недiагональними елементами матрицi густини, плазмони можна описати функцiєю

розподiлу N (q, x, t), яка пiдпорядковується кiнетичному рiвнянню Больцмана

(КРБ) з iнтегралом зiткнень

I[N1] = −
∑
q2q′1q

′
2

WQQ′[N1N2(1 +N1′)(1 +N2′)−

−N1′N2′(1 +N1)(1 +N2)], (5.11)

де використанi скороченi позначення Ni = N (qi, x, t). Швидкiсть розсiювання,

WQQ′ = 2π|AQQ′|2δQ,Q′δ(Ω− Ω′), (5.12)
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випливає iз золотого правила Фермi з амплiтудою [327,328]

|AQQ′|2 =

(
λρ2

mN

)2

|q1q2q
′
1q
′
2|. (5.13)

Звичайно, δ-функцiї в WQQ′ враховують закони збереження iмпульсу та енергiї,

при цьому

Q = q1 + q2, Ω = ωq1 + ωq2, (5.14)

i, аналогiчно, — для штрихованих значень у кiнцевому станi. Безрозмiрне число λ

не є унiверсальним i залежить вiд вибору потенцiалу взаємодiї V (x). Для спецiаль-

них потенцiалiв, якi вiдповiдають точно розв’язаним моделям [153], вона дорiвнює

нулю, тодi як λ = −3/4 для екранованого кулонiвського потенцiалу [327, 328].

Для того, щоб дiйти до цього виразу для AQQ′ потрiбно врахувати нелiнiйнiсть

закону дисперсiї плазмонiв ωq i регуляризовати швидкiсть розсiювання, яка iнакше

розходиться. Зiткнення, описанi рiвнянням (5.11), кiнематично дозволяють процес,

коли два плазмони, що зiткаються, розсiюються у протилежних напрямках. Таке

розсiювання призводить до передачi iмпульсу та енергiї мiж лiвою та правою

гiлками спектра та призводить до термалiзацiї.

Перейдемо до отримання амплiтуд розсiювання для процесiв непружних

зiткнень, що дають основний вклад. Особлива увага придiляється розрахунку

нормованих амплiтуд при незначному перенесеннi iмпульсу, обчислюються транс-

портнi струми у головному наближеннi за нелiнiйнiстю закону дисперсiї. При

квантуваннi доданкiв функцiї Гамiльтона отримуємо:

H ≈ H0 +H3 +H4 +H5,

H0 =
∑
l

p2
l

2m
+

1

4

∑
ll′

V
(2)
l (ul+l′ − ul′)2 =

∑
q

ωq
(
b†qbq + 1/2

)
,

H3 =
1

12

∑
ll′

V
(3)
l (ul+l′ − ul′)3 =

−i
3
√
N(2m)3/2

∑
q1,q2

f3(q1, q2)√
ωq1ωq2ωq1+q2

×
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×
(
bq1 + b†−q1

)(
bq2 + b†−q2

)(
b−q1−q2 + b†q1+q2

)
,

H4 =
1

48

∑
ll′

V
(4)
l (ul+l′ − ul′)4 =

1

48m2N

∑
q1,q2,q3

f4(q1, q2, q3)√
ωq1ωq2ωq3ωq123

×

×
(
bq1 + b†−q1

)(
bq2 + b†−q2

)(
bq3 + b†−q3

)(
b−q1−q2−q3 + b†q1+q2+q3

)
,

H5 =
1

240

∑
ll′

V
(5)
l (ul+l′ − ul′)5 =

i

60N 3/2(2m)5/2
×

×
∑

q1,q2,q3,q4

f5(q1, q2, q3, q4)√
ωq1ωq2ωq3ωq4ωq5

×

×
(
bq1 + b†−q1

)(
bq2 + b†−q2

)(
bq3 + b†−q3)(bq4 + b†−q4

)
×

×
(
b−q1−q2−q3−q4 + b†q1+q2+q3+q4

)
, (5.15)

де утриманi доданки до п’ятого порядку малостi. Тут є функцiї fi, що визначаються

наступним чином:

f3 = −4
∞∑
l=1

V
(3)
l sin(q1l/2) sin(q2l/2) sin((q1 + q2)l/2), (5.16)

f4 = −8
∞∑
l=1

V
(4)
l sin(q1l/2)×

× sin(q2l/2) sin(q3l/2) sin((q1 + q2 + q3)l)/2), (5.17)

f5 = −16
∞∑
l=1

V
(5)
l sin(q1l/2) sin(q2l/2) sin(q3l/2) sin(q4l/2)×

× sin((q1 + q2 + q3 + q4)l/2). (5.18)

5.1.1.1. Зiткнення двох плазмонiв

Як було зазначено, нееластичний процес розсiювання провiдного порядку

включає два плазмони в початковому станi i два — в кiнцевому. Вiдповiдна амплi-

туда визначається у першому порядку теорiї збурень з доданку H4 в гамiльтонiанi,

а також у другому порядку з доданку H3. З метою пошуку цiєї амплiтуди вводимо
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T -матрицю

T = H4 +H3
1

Ωi −H0
H3, (5.19)

де Ωi — енергiя початкового стану, та знаходимо її елементи для початкових та

кiнцевих станiв 〈q′1q′2|T |q1q2〉. Обчислюємо кожен доданок окремо,

〈q′1, q′2|H4|q1, q2〉 =
1

48m2N

∑
q3,q4,q5

f4(q3, q4, q5)√
ωq3ωq4ωq5ωq3+q4+q5

×

×
〈
bq′1bq′2

(
bq3 + b†−q3

)(
bq4 + b†−q4

)(
bq5 + b†−q5

)(
b−q3−q4−q5 + b†q3+q4+q5

)
×

×b†q1b
†
q2

〉
=

f4(q1, q2,−q′1)
2m3N

√
ωq1ωq2ωq′1ωq′2

δq1+q2,q′1+q′2
. (5.20)

При виводi цього виразу, використовувалося, що f4 не залежить вiд

перестановки аргументiв, f4(q1, q2, q3) = f4(q1, q3, q2) = f4(q2, q1, q3), а також

f4(q1, q2,−q1 − q2 − q3) = f4(q1, q2, q3). Елементом матрицi другого порядку для

H3 є

〈
q′1, q

′
2

∣∣∣∣H3
1

ωq1 + ωq2 −H0
H3

∣∣∣∣q1, q2

〉
= − 1

72m3
×

×
∑

q3,q4,q5,q6

f3(q3, q4)f3(q5, q6)√
ωq3ωq4ωq5ωq6ωq3+q4ωq5+q6

〈
bq′1bq′2

(
bq3 + b†−q3

)(
bq4 + b†−q4

)
×

×(b−q3−q4 + b†q3+q4)
1

ωq1 + ωq2 −H0
(bq5 + b†−q5)(bq6 + b†−q6)×

×(b−q5−q6 + b†q5+q6)b
†
q1
b†q2〉. (5.21)

При аналiзi подiбних доданкiв перебираються усi можливi комбiнацiї пе-

рестановок iмпульсiв у цьому виразi, i в результатi отримаємо для матричного

елементу такий вираз:

〈
q′1, q

′
2

∣∣∣∣H3
1

ωq1 + ωq2 −H0
H3

∣∣∣∣q1, q2

〉
= − 1

2m3N

δq1+q2,q′1+q′2√
ωq1ωq2ωq′1ωq′2

×
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×
[

f3(q1, q2)f3(−q′1,−q′2)
ωq1+q2(ωq1 + ωq2 − ωq1+q2)

− f3(q1, q2)f3(−q′1,−q′2)
ωq1+q2(ωq1 + ωq2 + ωq1+q2)

+

+
f3(q1,−q′1)f3(q2,−q′2)

ωq1−q′1(ωq1 − ωq′1 − ωq1−q′1)
+

f3(q2,−q′2)f3(q1,−q′1)
ωq2−q′2(ωq2 − ωq′2 − ωq2−q′2)

+

+
f3(q2,−q′1)f3(q1,−q′2)

ωq2−q′1(ωq2 − ωq′1 − ωq2−q′1)
+

f3(q1,−q′2)f3(q2,−q′1)
ωq1−q′2(ωq1 − ωq′2 − ωq1−q′2)

]
. (5.22)

Комбiнуючи доданки в квадратних дужках попарно, нарештi отримаємо

〈q′1, q′2|H4 +H3(Ωi −H0)
−1H3|q1, q2〉 = AQQ′δq1+q2,q′1+q′2

, (5.23)

де

AQQ′ =
1

m3N

1

(ωq1ωq2ωq′1ωq′2)
1/2
×

×
[
− f3(q1, q2)f3(q

′
1, q
′
2)

ω2
q1+q2 − (ωq1 + ωq2)

2
+
f3(q2,−q′1)f3(q1,−q′2)
ω2
q2−q′1

− (ωq2 − ωq′1)2
+

+
f3(q1,−q′1)f3(q2,−q′2)
ω2
q1−q′1

− (ωq1 − ωq′1)2
+
m

2
f4(q1, q2,−q′1)

]
. (5.24)

Тут слiд нагадати, що при низьких температурах типовий iмпульс плазмону

становить q ∼ T/s� 1. Таким чином, наступним кроком ми отримуємо нор-

мовану амплiтуду з рiвняння (5.24), для граничного випадку малих iмпульсiв.

Передумовою цього розрахунку є вивчення кiнематики двоплазмонного процесу

розсiювання.

При малих значеннях q нелiнiйний закон дисперсiї плазмона має вигляд

ωq = s|q|(1− ξq2), (5.25)

де

s =

√
V22

m
, ξ =

V24

24V22
, Vmn =

∞∑
l=1

V
(m)
l ln. (5.26)
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Зараз ми шукаємо всi можливi комбiнацiї знакiв та значень iмпульсiв у початково-

му та кiнцевому станах, сумiснi iз збереженням iмпульсу та енергiї.

1. Випадок позитивних знакiв всiх iмпульсiв, ”+ + ++”.

Якщо всi iмпульси позитивнi, q > 0, то закони збереження дають

q1 + q2 = q′1 + q′2, s(q1 + q2)− sξ(q3
1 + q3

2) = s(q′1 + q′2)− sξ(q′31 + q′32 ). (5.27)

Отримуємо рiвняння для q′2,

q′21 − (q1 + q2)q
′
1 + q1q2 = 0. (5.28)

Це означає q1 = q′1, q2 = q′2 або q1 = q′2, q2 = q′1 i, таким чином, вiдповiдає

нерозсiяним частинкам. Процес ”−−−−” дає той самий результат.

2. Знаки iмпульсiв ”+ + +−”.

Усi процеси з трьома iмпульсами одного знака та одним iмпульсом iншого

знака можна розглядати наступним чином. Припустимо, що q1, q2, q
′
1 > 0 i q′2 < 0.

Закон збереження енергiї iз спрощеним спiввiдношенням для закону дисперсiї

(5.25) дає

s(q1 + q2)− sξ(q3
1 + q3

2) = s(q′1 − q′2)− sξ(q′31 − q′32 ). (5.29)

За умови збереження iмпульсу ми бачимо, що q′2 має порядок q3. Таким чином

q′1 = q1 + q2 i

q′2 =
ξ

2
(q3

1 + q3
2 − q′31 ) = −3ξ

2
q1q2(q1 + q2) = −3ξ

2
q1q2q

′
1. (5.30)

3. Випадок знакiв ”+ +−−”.

Такий процес заборонений збереженням iмпульсу.
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4. Випадок знакiв ”+−+−”.

Всi процеси з початковими iмпульсами рiзних знакiв i кiнцевими iмпульсами

рiзних знакiв можна розглядати наступним чином. Припустимо, що q1, q
′
1 > 0 i

q2, q
′
2 < 0. Закон збереження енергiї з (5.25) дає

s(q1 − q2)− sξ(q3
1 − q3

2) = s(q′1 − q′2)− sξ(q′31 − q′32 ). (5.31)

За умови збереження iмпульсу ми можемо ввести δq = q′1 − q1 = q2 − q′2. Тодi

δq =
ξ

2
(q′31 − q3

1 + q3
2 − q′32 ) =

ξ

2

[
(q1 + δq)3 − q3

1 + q3
2 − (q2 − δq)3

]
=

=
3ξ

2
δq(q2

1 + q2
2 + . . .). (5.32)

Перше рiвняння дає, що δq має порядок q3 (або вище), останнє iз δq має порядок

q5 (або вище). У нашiй моделi ми нехтуємо порядком q5 або вище. Отже, δq = 0, i

це дає також нерозсiянi частинки.

З мiркувань, представлених вище, ми робимо висновок, що є лише один

вiдповiдний процес розсiювання, який включає три iмпульси одного знака i один

iмпульс iншого знака, наприклад, q1, q2, q
′
1 > 0 i q′2 < 0. Тодi

q′1 = (q1 + q2)

[
1 +

3ξ

2
q1q2

]
, q′2 = −3ξ

2
q1q2(q1 + q2). (5.33)

З вищеописаних кiнематичних обмежень ми маємо {q1, q2, q
′
1} ∼ T/s, i

q′2 ∼ (T/s)3. Це спостереження дозволяє нам значно спростити амплiтуду роз-

сiювання, оскiльки нам потрiбно знати AQQ′ в рiвняннi (5.24) лише при малих

моментах, що мають значення для розглянутого процесу. У цьому припущеннi

AQQ′ ≈
λ
q′1q
′
2

q1q2ρ
2

mN

√
|q1q2q′1q

′
2|, (5.34)

де параметр λq
′
1q
′
2

q1q2 не залежить вiд iмпульсу з логарифмiчною точнiстю. Визначення
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λ
q′1q
′
2

q1q2 вимагає розкладання рiвняння (5.24) до старших порядкiв [328]:

λq
′
1q
′
2

q1q2
=
V22V44 − V 2

33

4ρ2V 2
22

+
V 2

33

16ρ2V 2
22

×

× lim
q1,q2→0

{
∂q1ω

2
q1+q2

− ∂q1ω2
q1
− ∂q2ω2

q2

F(ω2
q ; q1, q2)

− 4ρV22

V33

F(Φq; q1, q2)

F(ω2
q ; q1, q2)

}
. (5.35)

Тут ми прийняли наступнi позначення:

F(fq; q1, q2) =
fq1+q2

q1 + q2
− fq1
q1
− fq2
q2
, Φq =

2

mρ

∞∑
l=1

V
(3)
l l[1− cos(ql)]. (5.36)

Для екранованого потенцiалу кулонiвської взаємодiї

Vnn = (−1)nn!(e2/ε)ρn+1 ln(ρd) (5.37)

та

Vn,n+2 = (−1)n(n+ 2)!(e2d2/ε)ρn+2S, (5.38)

де S =
∑

l l
−1 — логарифмiчно розбiжна сума. Розглядаючи S як великий параметр

у рiвняннi (5.35), виявляється, що λq
′
1q
′
2

q1q2 не залежить вiд S i дорiвнює λq
′
1q
′
2

q1q2 = −3/4.

Цей результат буде використано далi.

5.1.1.2. Процес iз змiною числа плазмонiв

Наступний нееластичний процес розсiювання провiдного порядку включає

два плазмони в початковому станi i три в кiнцевому, або навпаки. Вiдповiдна

амплiтуда визначається першим порядком теорiї збурень гамiльтонiаном H5, i

другим порядком добутку H3 i H4, та, нарештi, третiм порядком вiд H3. З метою
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пошуку цiєї амплiтуди вводимо T -матрицю

T = H5 +H4
1

Ωi −H0
H3 +H3

1

Ωi −H0
H4 +H3

1

Ωi −H0
H3

1

Ωi −H0
H3. (5.39)

Починаємо з найпростiшого елемента

〈q′1, q′2, q′3|H5|q1, q2〉 =
i

60

1

N 3/2
(

1

2m
)5/2×

×
∑

q3,q4,q5,q6,q7

f5(q3, q4, q5, q6)√
ωq3ωq4ωq5ωq6ωq7

δq3+q4+q5+q6,−q7×

×
〈
bq′1bq′2bq′3(bq3 + b†−q3)(bq4 + b†−q4)(bq5 + b†−q5)(bq6 + b†−q6)(bq7 + b†−q7)b

†
q1
b†q2
〉

=

=
2i

N 3/2
(

1

2m

)5/2f5(q1, q2,−q′1,−q′2)√
ωq1ωq2ωq′1ωq′2ωq′3

δq1+q2,q′1+q′2+q′3
=

=
2i

N 3/2
(

1

2ms
)5/2V55

2
|q1q2q

′
1q
′
2q
′
3|1/2δq1+q2,q′1+q′2+q′3

. (5.40)

Тут значення bq3, bq4, bq5, bq6, bq7 з bq1, bq2, bq′1, bq′2, bq′3 вибираються 5! = 120

способами.

Доданки другого порядку в рiвняннi (5.39) мають вигляд

〈q′1, q′2, q′3|H3(ωq1 + ωq2 −H0)
−1H4|q1, q2〉 = − i

72m

1

N 3/2

( 1

2m

)5/2

×

×
∑

q3,q4,q5,q6,q7

f3(q3, q4)f4(q5, q6, q7)√
ωq3ωq4ωq3+q4ωq5ωq6ωq7ωq5+q6+q7

×

×〈bq′1bq′2bq′3(bq3 + b†−q3)(bq4 + b†−q4)(b−q3−q4 + b†q3+q4)(ωq1 + ωq2 −H0)
−1×

×(bq5 + b†−q5)(bq6 + b†−q6)(bq7 + b†−q7)(b−q5−q6−q7 + b†q5+q6+q7)b
†
q1
b†q2×

×(b−q5−q6−q7 + b†q5+q6+q7)b
†
q1
b†q2〉 (5.41)

та

〈q′1, q′2, q′3|H4(ωq1 + ωq2 −H0)
−1H3|q1, q2〉 = − i

72m

1

N 3/2

( 1

2m

)5/2

×

×
∑

q3,q4,q5,q6,q7

f3(q3, q4)f4(q5, q6, q7)√
ωq3ωq4ωq3+q4ωq5ωq6ωq7ωq5+q6+q7

×
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×
〈
bq′1bq′2bq′3(bq5 + b†−q5)(bq6 + b†−q6)(bq7 + b†−q7)(b−q5−q6−q7 + b†q5+q6+q7)×

×(ωq1 + ωq2 −H0)
−1(bq3 + b†−q3)(bq4 + b†−q4)(b−q3−q4 + b†q3+q4)b

†
q1
b†q2

〉
=

= −2i

m

1

N 3/2

( 1

2m

)5/2 δq1+q2,q′1+q′2+q′3√
ωq1ωq2ωq′1ωq′2ωq′3

[f3(q1, q2)f4(−q′1,−q′2,−q′3)
ωq1+q2(ωq1 + ωq2 − ωq1+q2)

+

+
f3(q1,−q′1)f4(q2,−q′2,−q′3)
ωq1−q′1(ωq1 − ωq′1 − ωq1−q′1)

+ {(q1 ↔ q2)||[q′1 ↔ (q′2||q′3)]}+

+
f3(−q′1,−q′2)f4(q1, q2,−q′3)
ωq′1+q′2

(−ωq′1 − ωq′2 − ωq′1+q′2
)

+ {(q′1||q′2)↔ q′3}
]
. (5.42)

У цих виразах також необхiдно перебрати можливi перестановки значень

iмпульсiв. Нарештi, елемент третього порядку в рiвняннi (5.39) має вигляд

〈q′1, q′2, q′3|H3(ωq1 + ωq2 −H0)
−1H3(ωq1 + ωq2 −H0)

−1H3|q1, q2〉 =

=
i

108m2

1

N 3/2

( 1

2m

)5/2 ∑
q4,q5,q6,q7,q8,q9

f3(q4, q5)f3(q6, q7)f3(q8, q9)√
ωq4ωq5ωq4+q5ωq6ωq7ωq6+q7ωq8ωq9ωq8+q9

×

×
〈
bq′1bq′2bq′3(bq4 + b†−q4)(bq5 + b†−q5)(b−q4−q5 + b†q4+q5)×

×(ωq1 + ωq2 −H0)
−1(bq6 + b†−q6)(bq7 + b†−q7)(b−q6−q7 + b†q6+q7)×

× (ωq1 + ωq2 −H0)
−1(bq8 + b†−q8)(bq9 + b†−q9)(b−q8−q9 + b†q8+q9)b

†
q1
b†q2

〉
=

=
8i

m2

1

N 3/2

( 1

2m

)5/2 δq1+q2,q′1+q′2+q′3√
ωq1ωq2ωq′1ωq′2ωq′3

×

×
{ f3(q1, q2)f3(−q′1,−q′2)f3(−q′3, q1 + q2)[

(ωq1 + ωq2)
2 − ω2

q1+q2

][
(ωq′1 + ωq′2)

2 − ω2
q′1+q′2

] + {(q′1||q′2)↔ q′3}+

+
f3(q1,−q′3)f3(−q′1,−q′2)f3(q2,−q′1 − q′2)[

(ωq1 − ωq′3)2 − ω2
q1−q′3

][
(ωq′1 + ωq′2)

2 − ω2
q′1+q′2

]+
+

f3(q1,−q′1)f3(q2,−q′2)f3(−q′3, q1 − q′1)[
(ωq1 − ωq′1)2 − ω2

q1−q′1

][
(ωq2 − ωq′2)2 − ω2

q2−q′2

]+
+{(q1 ↔ q2)||[(q′1||q′2)↔ q′3]}+ {q′1 ↔ q′2||q′2 ↔ q′3||q′3 ↔ q′1}

}
. (5.43)

Перейдемо до аналiзу кiнематичних обмежень. Ми вважаємо, що q1 > 0

(випадок q1 < 0 можна вивчати аналогiчно).
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Закони збереження дають

q1 + q2 = q′1 + q′2 + q′3,

|q1|
(

1− ξq2
1

)
+ |q2|

(
1− ξq2

2

)
= |q′1|(1− ξq′21 ) + |q′2|

(
1− ξq′22

)
+

+|q′3|(1− ξq′23 ). (5.44)

1. Випадок знакiв ”+ + + + +”.

У цьому випадку ключову роль вiдiграє нелiнiйнiсть, оскiльки лiнiйнi

доданки в рiвняннi (5.44) скорочують одне одного, i ми отримуємо квадратне

рiвняння для q′2,

3(q1 + q2 − q′1)q′22 − 3(q1 + q2 − q′1)2q′2+

+

[
(q1 + q2 − q′1)3 − q3

1 − q3
2 + q′31

]
= 0. (5.45)

Отже, отримаємо

δ(ωq1 + ωq2 − ωq′1 − ωq′2 − ωq′3) =
δ(q′2 − q+) + δ(q′2 − q−)

3sξ(q2
+ − q2

−)
, (5.46)

де q± — коренi квадратного рiвняння (5.45),

q± =
q1 + q2 − q′1

2

[
1±

√
4(q3

1 + q3
2 − q′31 )

3(q1 + q2 − q′1)3
− 1

3

]
. (5.47)

Для цього типу розсiювання всi задiянi моменти мають однаковий порядок ∼ T/s.

2. Випадок ”+ + + +−”.

У цьому випадку закон збереження енергiї дає, що q′3 є малим у порiвняннi

з iншими iмпульсами. Справдi, q′3 = ξ(q3
1 + q3

2 − q′31 − q′32 )/2. Це означає, що

q′3 ∼ (T/s)3, тодi як {q1, q2, q
′
1, q
′
2} ∼ T/s. Цей процес вносить провiдний внесок

у вiдповiдну швидкiсть релаксацiї. Той самий результат отримуємо для процесу
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”+−+ + +”, де негативний iмпульс q2 виявляється рiвним ∼ (T/s)3.

3. Випадок ”+ + +−−”.

У цьому випадку закон збереження енергiї диктує, що i q′2, i q′3 є малими в

порiвняннi з iншими iмпульсами. Дiйсно q′2 + q′3 = ξ(q3
1 + q3

2 − q′31 )/2. Цей процес

вносить провiдний внесок у вiдповiдну швидкiсть релаксацiї.

4. Випадок ”+−+ +−”.

У цьому випадку всi моменти виявляються порядка ∼ T/s. З закону

збереження енергiї маємо, що q′3 − q2 є малим у порiвняннi з iншими значеннями

iмпульсiв. Однак цей процес не вносить вагомий внесок у вiдповiдну швидкiсть

релаксацiї, завдяки тому, що

δ(ωq1 + ωq2 − ωq′1 − ωq′2 − ωq′3) =
δ(q′3 − q2)

2s
. (5.48)

Той самий результат ми отримуємо для процесу ”+−+−−”, де q′1 − q1 мало.

5. Випадок ”+ +−−−”.

Цей процес заборонено законом збереження iмпульсу.

Поєднуючи всi три внески разом, можна знайти вiдповiдну амплiтуду

розсiювання

ÃQQ′ =
i
√

2ρ3λ
q′1,q

′
2,q
′
3

q1,q2

(Nm)3/2s1/2

√
|q1q2q′1q

′
2q
′
3|, (5.49)

де

λq
′
1,q
′
2,q
′
3

q1,q2
=

s1/2

m3ρ3(q1q2q′1q
′
2q
′
3)

1/2√ωq1ωq2ωq′1ωq′2ωq′3
×

×
{
m2

4
f5(q1, q2,−q′1,−q′2)−

m

2

[
F+

3 (q1, q2)f4(−q′1,−q′2,−q′3)+
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+F−3 (q1,−q′1)f4(q2,−q′2,−q′3) + {(q1 ↔ q2)||[q′1 ↔ (q′2||q′3)]}+

+F+
3 (−q′1,−q′2)f4(q1, q2,−q′3) + {(q′1||q′2)↔ q′3}

]
+

+F+
3 (q1, q2)F

+
3 (−q′1,−q′2)f3(−q′3, q1 + q2) + {(q′1||q′2)↔ q′3}+

+F−3 (q1,−q′3)F+
3 (−q′1,−q′2)f3(q2,−q′1 − q′2)+

+{(q1 ↔ q2)||[(q′1||q′2)↔ q′3]}+ F−3 (q1,−q′1)F−3 (q2,−q′2)f3(−q′3, q1 − q′1)+

+{q′1 ↔ q′2||q′2 ↔ q′3||q′3 ↔ q′1}
}

; F±3 (q1, q2) =
f3(q1, q2)

(ωq1 ± ωq2)2 − ω2
q1+q2

. (5.50)

У межах логарифмiчної точностi коефiцiєнт λq
′
1,q
′
2,q
′
3

q1,q2 в рiвняннi (5.49) не залежить

вiд моментiв. Аналiз, аналогiчний аналiзу, представленому для процесiв, що

зберiгають число плазмонiв, дає λ̃ ≡ λ
q′1,q

′
2,q
′
3

q1,q2 = 55/48.

5.1.2. Теплопровiднiсть вiгнерiвського кристалу

Розглянемо тепер тепловий потiк у квантовому дротi КВ довжиною `. Ми

припускаємо, що правий (лiвий) контакт утримується при температурi Tr(l) такiй,

що Tr − Tl = ∆T . Для того, щоб знайти теплопровiднiсть у такiй системi, нам

потрiбно розрахувати потiк тепла, який несуть плазмони. Останнє вимагає знання

нерiвноважної функцiї розподiлу плазмону вздовж дроту, яка повинна випливати з

рiшення стацiонарного КРБ,

sq∂xN (q, x) = I[N (q, x)], (5.51)

де sq = ∂qωq. Пошук рiшення iнтегро-диференцiального рiвняння (5.51) навiть у

наближеннi лiнiйного вiдгуку на ∆T є складною проблемою. Ми досягаємо цiєї

мети, застосовуючи пiдхiд до подiбної проблеми у випадку слабко взаємодiючого

одновимiрного електронного газу [329,330]. З цiєю метою зручно параметризувати
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функцiю розподiлу плазмонiв у дротi наступним чином:

N (q, x) =
θ(q)

e(ωq−uRq)/TR − 1
+

θ(−q)
e(ωq−uLq)/TL − 1

. (5.52)

Тут θ(±q) — ступiнчаста функцiя, а верхнi iндекси R(L) вiдносяться до правого

(лiвого) рухомого плазмону. Параметри uR(L) представляють швидкостi дрейфу

плазмону, тодi як TR(L) — їх ефективнi температури. Анзац, обраний в рiвнян-

нi (5.52), можна зрозумiти наступним чином. Процес розсiювання, вiдповiдальний

за обмiн енергiєю мiж плазмонами, включає три iмпульси плазмонiв q1, q2, q
′
1, якi

належать до однiєї i тiєї ж гiлки (скажiмо, для плазмонiв, що рухаються праворуч),

тодi як четвертий iмпульс q2′ повинен мати протилежний знак, як це диктується

законами збереження енергiї та iмпульсу i описано у попередньому пунктi. Крiм

того, при низьких температурах характерний масштаб q′2 ∼ (T/s)3 параметрично

менший, нiж

{q1, q2, q
′
1} ∼ T/s. (5.53)

Це означає, що перерозподiл енергiї мiж плазмонами вiдбувається набагато

ефективнiше, нiж перенесення енергiї на зустрiчну гiлку. З цим спостереженням

частково врiвноважена форма функцiї розподiлу плазмону (5.52) може бути

отримана iз загального аргументу статистичної механiки шляхом максимiзацiї

ентропiї

S =
∑
q

[(N + 1) ln(N + 1)−N lnN ] (5.54)

у наближеннi повiльної змiни параметрiв розподiлу. Множники Лагранжа uR(L)(x)

та TR(L)(x) — це функцiї координати вздовж дроту, якi нам потрiбно визначити.
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Для цього вводимо потiк iмпульсу jP та енергiї jE плазмонiв,

{
j
R(L)
P (x)

j
R(L)
E (x)

}
=

∫ +∞

−∞

dq

2π
θ(±q)sq

{
q

ωq

}
[N (q, x)− nq], (5.55)

де nq = (eωq/T − 1)−1 — рiвноважна функцiя розподiлу Бозе. По-перше, ми спо-

стерiгаємо, що є обмеження законами збереження i тому повиннi виконуватися

рiвняння безперервностi,

∂x[j
R
P (x) + jLP (x)] = 0, ∂x[j

R
E(x) + jLE(x)] = 0. (5.56)

По-друге, вiдповiднi струми плазмонiв, що рухаються праворуч (лiворуч), не

зберiгаються самостiйно i пов’язанi кiнетичними рiвняннями

∂x[j
R
P (x)− jLP (x)] = 2ṗR, ∂x[j

R
E(x)− jLE(x)] = 2ε̇R, (5.57)

де величини ṗR та ε̇R — це вiдповiднi швидкостi змiни iмпульсу та енергiї, якi

необхiдно обчислити за iнтегралом зiткнення, рiвняння (5.11). В межах лiнiйного

вiдгуку на рiзницю температур ∆T ми розкладаємо N (q, x) в рiвняннi (5.52) до

першого порядку за uR(L)(x) i

δTR(L)(x) = TR(L)(x)− T (5.58)

i обчислюємо струми з рiвняння (5.55). У поєднаннi з рiвняннями (5.56) та

(5.57) це дає нам систему з чотирьох зв’язаних лiнiйних диференцiальних рiвнянь

першого порядку, якi регулюють просторову еволюцiю множникiв Лагранжа, що

характеризують N (q, x) в рiвняннi (5.52). Отже, знаходимо

g1∂xϑ+ + g2∂xη− = 0, ∂xϑ− + g1∂xη+ = 0, (5.59)
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g1∂xϑ− + g2∂xη+ = −η−
`E
, ∂xϑ+ + g1∂xη− = −ϑ−

`E
. (5.60)

Тут першi два рiвняння вiдповiдають законам збереження в рiвняннi (5.56), тодi як

останнi два вiдповiдають кiнетичним рiвнянням (5.57). Ми ввели позначення

ϑ± = (δTR ± δTL)/T,

η± = (uR ± uL)/s, (5.61)

а також двi функцiї,

g1 = 1 +
ξτ 2

5
+
ξ2τ 4

2
, (5.62)

g2 = 1 +
2ξτ 2

5
+

8ξ2τ 4

7
, (5.63)

де τ = 2πT/s i ξ = ((ρd)2 ln τ)/2 ln(ρd)). Збереження нелiнiйних членiв у законi

дисперсiї ωq i утримання головних членiв при розкладаннi за τ � 1 виправдано

в межi сильної взаємодiї за умови, що κ� (ξτ)2. Довжина релаксацiї `E в

рiвняннях (5.59) i (5.60) задана спiввiдношенням

`−1
E =

6

πNT 3

∑
q1>0q2>0

q′1>0q′2<0

ω2
q′2
WQQ′nq1nq2(1 + nq′1)(1 + nq′2). (5.64)

Перш нiж переходити до розв’язання рiвнянь (5.59) та (5.60), дамо їх бiльш

детальне доведення. Пiдхiд концептуально схожий на пiдхiд, розроблений для

випадку слабко взаємодiючого електронного газу з потрiйними зiткненнями [329].

Вводимо швидкостi, що описують змiну iмпульсу та енергiї для плазмонiв,

що рухаються вправо, за допомогою двох плазмонних процесiв розсiювання

ṗR =
1

N

∑
q1,q2,q

′
1<0

q′2>0

q′2Wq1,q2;q′1,q
′
2
Nq1,q2;q′1,q

′
2

+
1

N

∑
q1,q2,q

′
1>0

q′2<0

q′2Wq1,q2;q′1,q
′
2
Nq1,q2;q′1,q

′
2
, (5.65)
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ε̇R =
1

N

∑
q1,q2,q

′
1<0

q′2>0

ωq′2Wq1,q2;q′1,q
′
2
Nq1,q2;q′1,q

′
2

+
1

N

∑
q1,q2,q

′
1>0

q′2<0

ωq′2Wq1,q2;q′1,q
′
2
Nq1,q2;q′1,q

′
2
, (5.66)

Nq1,q2;q′1,q
′
2

= Nq1Nq2(1 +Nq′1
)(1 +Nq′2

)− (1 +Nq1)(1 +Nq2)Nq′1
Nq′2

. (5.67)

На цьому етапi ми розкладаємо вирази для струмiв j
R/L
P/E та для швидкостей

релаксацiї ṗR i ĖR до лiнiйних членiв за uR/L/T � 1 i δTR/L/T � 1. Починаємо

з Nq,

Nq = nq + nq(1 + nq)θ(q)

[
uRq

T
+
ωqδT

R

T 2

]
+

+nq(1 + nq)θ(−q)
[
uLq

T
+
ωqδT

L

T 2

]
. (5.68)

Для jR/LP/E ми отримуємо

j
R/L
P =

1

2π

∫ ∞
0

dωqωnω(1 + nω)

[
± uR/Lqω

T
+
ωδTR/L

T 2

]
, (5.69)

j
R/L
E =

1

2π

∫ ∞
0

dωωnω(1 + nω)

[
uR/Lqω
T

± ωδTR/L

T 2

]
. (5.70)

Тут ми використовуємо s−q = −sq, ω−q = ωq i dq sq = dω. Тодi

jRP ± jLP =
T 2

2πs

[
G2η∓ +G1ϑ±

]
, jRE ± jLE =

T 2

2π

[
G1η± +G0ϑ∓

]
, (5.71)

Gk =

∫ ∞
0

dωω2

T 3

(sqω
ω

)k
nω(1 + nω), k = 0, 1, 2, (5.72)

де ми вводимо безрозмiрнi позначення

η± = (uR ± uL)/s, ϑ± = (δTR ± δTL)/T. (5.73)
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Константа G0 унiверсальна i дорiвнює

G0 =
1

4

∫ ∞
0

dx x2

sh2(x/2)
=
π2

3
. (5.74)

Подiбним чином ми розкладаємо i коефiцiєнти релаксацiї. Наприклад,

Nq1,q2;q′1,q
′
2

= − s
T
nq1nq2(1 + nq′1)(1 + nq′2)

[
q′2η− +

ωq′2
s
ϑ−

]
, (5.75)

припускаючи тут, що q1, q2, q
′
1 < 0 i q′2 > 0. Використовуючи вираз (5.24) для

амплiтуди розсiювання, ми приходимо до

ṗR = − λ2ρ4

2π2m2T
J0η−, ε̇R = − λ2ρ4s

2π2m2T
J2ϑ−, (5.76)

Jk =

∞∫
0

∞∫
0

dq1dq2

(
ωq′2
sq′2

)k
q1q2q

′
1q
′3
2 nq1nq2(1 + nq′1)(1 + nq′2). (5.77)

Таким чином отримуємо рiвняння (5.59) та (5.60).

Для того, щоб розв’язати рiвняння (5.59) i (5.60), нам потрiбно доповнити

їх належними граничними умовами. Щоб їх знайти, ми помiчаємо, що як тiльки

електрон потрапляє у взаємодiючу частину дроту з контакту, вiн розпадається

на плазмони. Враховуючи його надлишкову енергiю, що визначається рiзницею

температур ∆T в нашому випадку, закони збереження однозначно визначають

розподiл енергiї мiж плзмонами, що рухаються вправо i влiво [175, 331]. Таким

чином, ми знаходимо

uR(0) = −RuL(0), uL(`) = −RuR(`), (5.78)

δTR(0) = T ∆T/2 +RδTL(0), (5.79)

δTL(`) = −T ∆T/2 +RδTR(`). (5.80)

Коефiцiєнт пропускання T i коефiцiєнт вiдбиття R плазмонiв вiд меж, що
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роздiляють активну i пасивну частини дроту, заданi законом Френеля:

T = 4κ/(1 + κ)2 та R = (1− κ)2/(1 + κ)2. (5.81)

Звернiть увагу, що δTR(L) не дорiвнюють просто ±∆T/2, що, по сутi, обумовлено

квантовим аналогом граничного теплового опору Капiци [332]. Це призводить до

остаточного результату для теплопровiдностi K = jE/∆T :

K
K0

= Tg1
(1 + Tg1) + (1− Tg1)e

−`/`pl

(g1 + Tg2) + (g1 − Tg2)e−`/`pl
, (5.82)

де T = T /(1 +R), а iндукована взаємодiєю нееластична довжина розсiювання

плазмонiв визначається як

`−1
pl =

175s4

288π4ξ2T 4
`−1
E = c`λ

2κ2(T/s)5, (5.83)

де безрозмiрний числовий коефiцiєнт в рiвняннi (5.83) дорiвнює

c` =
2100

π9

∫ ∫ ∞
0

x3y3(x+ y)3dxdy

sh(x) sh(y) + sh(x+ y)
≈ 7, 61. (5.84)

Корисно проаналiзувати рiвняння (5.82) у рiзних граничних випадках. Для

коротких дротiв, `� `pl, ефект плазмонного розсiювання слабкий, i iндукована

взаємодiєю поправка δK до теплопровiдностi може бути отримана за допомогою

теорiї збурень. Вiн масштабується лiнiйно з довжиною дроту,

δK/K0 ∝ −`/`pl. (5.85)

Навпаки, для довгих проводiв `� `pl, термалiзацiя плазмонiв призводить до
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насичення теплопровiдностi

K/K0 = 2κ

[
1− 36κξ2τ 4

175

]
, (5.86)

де ми апроксимували T ≈ 2κ для границi КВ κ� 1. Навпаки, нехтуючи ефектами

термалiзацiї, але припускаючи довiльнi взаємодiї, ми отримуємо з рiвняння (5.82):

K/K0 = 2κ/(1 + κ2). (5.87)

Зазначимо, що довжина розсiювання в рiвняннi (5.83) безпосередньо

пов’язана iз часом життя плазмону τpl = `pl/s, що узгоджується з результатами

дослiдження [327, 328]. Крiм того, є одна вiдповiдна деталь, на якiй варто

наголосити. Процеси, якi визначають теплопровiднiсть у головному наближеннi,

зберiгають кiлькiсть плазмонiв у початковому та кiнцевому станах. Це означає, що

плазмони набувають хiмiчного потенцiалу, який, звичайно, послаблюється iншими

нееластичними процесами. Найбiльш актуальним з них є процес, в якому два

плазмони розсiюються на три, або навпаки, розглянутий у попередньому пунктi

i який вiдповiдає iнтегралу

I[N1] = −
∑

q2q′1q
′
2q
′
3̃

WQQ′[N1N2(1 +N1′)(1 +N2′)(1 +N3′)

−N1′N2′N3′(1 +N1)(1 +N2)]. (5.88)

Вiдповiдна амплiтуда дорiвнює

|ÃQQ′|2 =
2λ̃2ρ6

s(mN)3
|q1q2q

′
1q
′
2q
′
3|, (5.89)

з параметром λ̃ = 55/48. Кiнематика цього процесу така, що всi переданi моменти

одного порядку {q, q′} ∼ T/s i знаходяться на однiй гiлцi. Таким чином, цей

процес не має значення для енергообмiну та теплового транспорту; проте це
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призводить до кiнцевої довжини розсiювання

˜̀−1
pl ' (λ̃2/ξ)κ3(T/s)5. (5.90)

Зазначимо, що вiн має таку саму температурну залежнiсть, що i `−1
pl в рiвнян-

нi (5.83), тодi як можна було б очiкувати, що вiн буде мати вищий порядок за

T , оскiльки iнтеграл зiткнення мiстить додатковi степенi q. Двi шкали довжини

вiдрiзняються параметром взаємодiї,

˜̀−1
pl /`

−1
pl ∼ κ� 1. (5.91)

5.1.3. Термiчне врiвноваження в системi

До цього моменту ми концентрувались на розсiяннi плазмонних збуджень

та їх внеску в теплопровiднiсть у вiгнерiвському кристалi. Пов’язане питання, яке

останнiм часом привернуло багато уваги, — це вплив взаємодiй на врiвноваження

раптових збурень в рiдинi Латтiнжера [333–335]. Досi не повнiстю вирiшеною

є проблема впливу збурень, що порушують iнтегрованiсть системи, на динамiку

врiвноваження i загасання струмiв [336–338] i, зрештою, на теплове врiвноваже-

ння [339]. Ми розглядаємо цi питання в контекстi нелiнiйної рiдини Латтiнжера,

вивчаючи еволюцiю системи в масштабах часу, що перевищує час непружного

розсiяння.

В роботах [327,328] було показано, що при виборi розподiлу у виглядi

N (q, t) = nq + gqχ(q, t), (5.92)

де

gq =
√
nq(1 + nq), (5.93)



235

лiнеаризоване КРБ для плазмонних зiткнень, (5.11), можна звести до задачi

власних значень наступного iнтегро-диференцiального рiвняння:

∂tχ(p, t) = −τ−1
pl

∫ ∞
0

K(p, p′)χ(p′, t)dp′. (5.94)

Ядро iнтегралу задано спiввiдношенням

K(p, p′) =
1

6
p2(p2 + 1)δ(p− p′) +

pp′(p+ p′)

sh[π(p+ p′)]
− pp′(p− p′)

sh[π(p− p′)]
, (5.95)

а безрозмiрна змiнна p = sq/2πT характеризує iмпульс. Вищевказаний iнтеграль-

ний оператор має неперервний спектр

ζν = ν2(ν2 + 1)/6 (5.96)

i може бути дiагоналiзований з власними функцiями

ψν(p) = ∆−1
ν [(2ν2 − 1)δ(p− ν) +

3p

sh[π(p+ ν)]
+

3p

sh[π(p− ν)]
], (5.97)

де нормою є

∆ν =
√

(ν2 + 1)(4ν2 + 1), (5.98)

так що

χ(p, t) =

∫ ∞
0

ανψν(p)e
−ζνt/τpldν. (5.99)

Коефiцiєнти розкладу слiд визначати з початкової умови

αν =

∫ ∞
0

χ(p, 0)ψν(p)dp. (5.100)
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Розглянемо тепер ситуацiю, коли надлишок енергiї раптово подається до еле-

ктронної рiдини, яка генерує тепловий струм. У реальних експериментах це можна

було б здiйснити або шляхом селективного тунелювання високоенергетичних носi-

їв у квантовий провiд, або шляхом мiсцевого джоулевого нагрiвання через квантовi

точковi контакти з низькою провiднiстю. Тодi релаксацiю, в принципi, можна

контролювати за допомогою локальної термометрiї на основi термоелектричного

ефекту. Оскiльки рiвняння (5.94) було отримано шляхом лiнеаризацiї закону

дисперсiї плазмонiв i, крiм того, нехтуючи iмпульсом, переданим плазмонам, що

рухаються влiво, q′2 → 0, власнi розв’язки рiвняння (5.94) мають хибну властивiсть,

що jRE зберiгається. Щоб подолати цю проблему, ми обчислюємо швидкiсть

передачi енергiї ε̇R безпосередньо з початкового iнтеграла зiткнень, (5.11), в базисi

приблизних власних розв’язкiв ψν(q), що зберiгають переданий iмпульс:

ε̇R(t) =
1

N

∑
q1>0q2>0

q′1>0q′2<0

ωq′2WQQ′nq1nq2(1 + nq′1)(1 + nq′2)×

×[χ(q1, t)/gq1 + χ(q2, t)/gq2 − χ(q′1, t)/gq′1 − χ(q′2, t)/gq′2]. (5.101)

Враховуємо початкову умову, припускаючи, що плазмони, що рухаються

праворуч, мають вищу температуру,

χR(q, 0) = gqωqδT
R(0)/T 2. (5.102)

За тривалий час, t� τpl, високоенергетичнi плазмони вже будуть врiвноваженi;

однак тепловi плазмони з характерними iмпульсами q ∼ T/s ще не врiвноваженi,

i їх вклад можна записати у обраному наближеннi так:

χ(p, t) ≈ χ(p, 0)e−p
2t/6τpl − 6p

sh(πp)

∫ ∞
0

χ(ν, 0)e−ν
2t/6τpldν, (5.103)

що означає припущення ν � 1 для ψν(p). Нагадуємо, що jRE ∝ ε̇R можна легко

отримати з рiвняння для потоку енергiї (5.101), яке при нормуваннi до загального
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введеного струму дає

jRE(t)/jRE(0) ' (τpl/t)
3/2 (5.104)

i демонструє неекспоненцiальне загасання. Показник степеня в jRE(t) не є унiвер-

сальним i залежить вiд початкового стану; однак степенева залежнiсть протягом

тривалого часу є загальною особливiстю релаксацiйних теплових процесiв в

нелiнiйних рiдинах Латтiнжера.

5.2. Локалiзованi моди в графенi, що знаходиться в зовнiшньому

електричному полi

Перейдемо тепер до розгляду двовимiрної системи — графену. Предметом

цього дослiдження є вплив локалiзованих мод електронної густини на транспортнi

властивостi одношарового графена, його провiдностi. Локалiзованi моди в такiй

системi можуть поширюватися у потенцiальному бар’єрi, на вiдмiну вiд нере-

лятивiстської квантової механiки, де локалiзованi стани можуть iснувати лише

всерединi квантових ям. Це обумовлено дiракiвським релятивiстським спектром

електронiв в графенi. Перейдемо до аналiзу цих локалiзованих станiв.

5.2.1. Локалiзованi моди в листi графена

У роботах [185, 189, 201, 340, 341] вивчалося тунелювання релятивiстських

частинок у графенi через потенцiальний бар’єр кiнцевої ширини та вiдповiдну

провiднiсть. Тут ми розглядаємо iншу ситуацiю, а саме електроннi моди, якi

поширюються строго вздовж бар’єру i затухають у напрямку, перпендикулярному

бар’єру. Бiльш конкретно, ми розглядаємо електроннi стани в графенi з потенцiаль-

ним бар’єром, розташованим в одношаровому графенi, що знаходиться в площинi
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xy (див. рис 5.1).

Рис. 5.1. Схематичний вигляд листа графена у полi потенцiального бар’єру.

Для простоти припустимо, що бар’єр V (x) має вертикальнi стiнки,

V (x) =

{
0, |x| > D/2 ,

V0, |x| < D/2 .
(5.105)

Стан електронiв в одношаровому графенi описується рiвнянням Дiрака (далi

~ = 1),

i
∂ψ

∂t
= Ĥψ, Ĥ = −ivF σ̂ ·∇ + V (x), (5.106)

де σ̂ = (σ̂x, σ̂y) — матрицi Паулi. Ми шукаємо стацiонарнi спiнорнi розв’язки виду

ψ(x, y) = ψ(x) exp(−iεt+ iqyy) (5.107)
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з енергiєю ε та iмпульсом qy вздовж бар’єру. Зосереджуємося на станах iз

|qy| > |κ| ≡ |ε|/vF . (5.108)

У цьому випадку електроннi моди, що задовольняють рiвнянню (5.106),

загасають поза бар’єром, а компоненти ψ1 та ψ2 спiнора Дiрака можна записати

у виглядi

ψ1(x) =


a exp

[
kx(x+D/2)

]
, x < −D/2 ,

b exp (iqxx) + c exp (−iqxx) , |x| ≤ D/2 ,

d exp
[
− kx(x−D/2)

]
, x > D/2 ,

 , (5.109)

ψ2(x) =


a iκ
kx+qy

exp
[
kx(x+D/2)

]
, x < −D/2 ,

−b exp(iqxx+ iθ) + c exp(−iqxx− iθ) , |x| ≤ D/2 ,

−d iκ
kx−qy exp

[
− kx(x−D/2)

]
, x > D/2 ,

 , (5.110)

з дiйсним

kx =
(
q2
y − κ2

)1/2
(5.111)

та

qx =
[
(κ− V/D)2 − q2

y

]1/2
. (5.112)

Тут V = V0D/~vF — це ефективна потужнiсть бар’єра, а tg θ = qy/qx.

Зшиваючи функцiї ψ1(x) та ψ2(x) у точках x = ±D/2, отримуємо набiр з

чотирьох лiнiйних однорiдних алгебраїчних рiвнянь для констант a, b, c та d.

Прирiвнюючи визначник цього набору до нуля, отримуємо дисперсiйне

вiдношення для локалiзованих енергетичних станiв електронiв,

F (ε, qy) ≡ tg(qxD) +
kxqx

κ(V/D − κ) + q2
y

= 0 . (5.113)
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Спектр локалiзованих станiв у графенi (5.113) показано суцiльними чорними

кривими на рис. 5.2 для безрозмiрних змiнних

Q = qyD, E = εD/vF . (5.114)

Рис. 5.2. Енергетичний спектр електронiв у графенi, отриманий для позитивних

Q i V = 16.

Цей спектр складається з нескiнченної кiлькостi гiлок En(Q). Кожна з цих

гiлок починається з лiнiй E = ±|Q| (червонi суцiльнi прямi лiнiї на рис 5.2) при

E = V/2− π2n2/2V , (5.115)

i асимптотично прямує до лiнiї

E = V −Q (5.116)

iз збiльшенням Q (штрихова червона лiнiя на рис. 5.2). Крiм того, окрема гiлка

спектру починається в точцi (Q = 0, E = 0), i також прямує до лiнiї (5.116).
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Поведiнка рiзних гiлок спектра залежить вiд потужностi бар’єра V . Якщо

V < π/2, тодi всi гiлки лежать у нижнiй напiвплощинi, E < 0. Локалiзованi стани

з позитивними енергiями з’являються лише для E < 0. Коли V збiльшується, у

спектрi з’являються новi гiлки з позитивними енергiями. Коли V знаходиться в

межах iнтервалу

(n+ 1/2)π < V < (n+ 3/2)π, (5.117)

кiлькiсть гiлок з E > 0 дорiвнює n+ 1, для n = 1, 2, 3, . . .. Варто пiдкреслити,

що кожна з гiлок з позитивною енергiєю має максимум E = Emax
n при певному

хвильовому числi Q = Qmax
n . Поблизу цих точок групова швидкiсть локалiзованих

електронних хвиль прямує до нуля, що нагадує явища зупинки свiтла, виявленi

в рiзних середовищах [342, 343]. Локалiзованi стани також можна спостерiгати в

графенi, коли подається напруга, що вiдповiдає потенцiальнiй ямi [344].

Зауважимо, що у роботах [345–347] повiдомлялося про локалiзованi еле-

ктроннi стани в графенi на дефектах та пiдвищення провiдностi через збiльшення

електронної густини станiв, локалiзованих бiля країв листа.

На вiдмiну вiд цих прикладiв, електроннi стани, що вивчаються в цьому

пунктi, локалiзованi в межах бар’єру, а також вони регулюються, тобто рiвнi енергiї

можуть бути змiщенi за допомогою змiни потужностi бар’єру (наприклад, шляхом

налаштування напруги).

5.2.2. Густина локалiзованих мод

Для обчислення густини електронних станiв ρ(ε) ми використовуємо загаль-

ну формулу



242

ρ(ε) =
∑
α

δ(ε− εα), (5.118)

де iндекс α позначає квантовий стан, а δ(x) — дельта-функцiя Дiрака. Використо-

вуючи

∑
α

(. . .) =
4LxLy
(2π)2

∫
dkxdky(. . .), (5.119)

для неперервного спектру можна знайти очiкуваний результат:

ρcont(E) = ρ0|E|, ρ0 =
2LxLy
πvFD

, (5.120)

де Lx та Ly — довжини графенового листа у напрямках x та y вiдповiдно.

Для локалiзованих енергетичних станiв отримуємо:

ρloc(E) = 2ρ0
D

Lx

∑
n

∣∣∣∣dEn(Q)

dQ

∣∣∣∣−1

En(Q)=E
, (5.121)

де n перебiгає позитивнi коренi рiвняння

E(Q) = E . (5.122)

Функцiя ρloc(E) виявляє два типи особливостей. По-перше, збiльшуючи E , стрибки

(величиною 2D/Lx) у ρloc(E)/ρ0 вiдбуваються в точках, заданих рiвнянням (5.115),

де новi гiлки спектру виникають або зникають. Що ще важливiше, особливостi

спостерiгаються, коли E(Q) = Emax
n , де величина |dE/dQ|−1 в рiвняннi (5.121)

розходиться.

Розташування особливостей змiщуються при змiнi потужностi бар’єру V . То-

му вони перiодично перетинають рiвень Фермi EF . Це створює квантовi коливання

густини станiв при змiнi енергiї Фермi, якi видно на верхнiй панелi рис. 5.3, на
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якiй показано залежнiсть ρloc(EF )/ρ0 вiд ефективної потужностi бар’єру V .

Рис. 5.3. Безрозмiрна густина локалiзованих станiв ρloc/ρ0 (верхня панель)

та провiднiсть gloc/gcont (нижня панель) як функцiї потужностi потенцiального

бар’єру V . Параметри: D/Lx = 0, 1, EF = 1 (основнi панелi), EF = 5 (вставки).

5.2.3. Вплив локалiзованих станiв на провiднiсть системи

5.2.3.1. Транспорт у листi графену

Вивчаючи транспорт, в рамках теорiї лiнiйного вiдгуку, зазвичай починають

з кореляцiйної функцiї,

Kµν(x,x
′) = −iϑ(t− t′)Tr

{
%̂
[̂
jHµ (x), ĵHν (x′)

]}
, (5.123)
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де x = (r, t), ϑ(t) — функцiя Хевiсайда, %̂ — матриця рiвноважної густини, i

ĵHµ (r, t) = exp (iĤt)̂jµ(r) exp (−iĤt) (5.124)

є поточним оператором у представленнi Гейзенберга з гамiльтонiаном Ĥ , взятим

з рiвняння (5.106), i де [. . . , . . .] означає комутатор. Для електронiв з лiнiйним

спектром Дiрака можна знайти:

ĵµ(r) = evF ψ̂
†(r)σ̂µψ̂(r). (5.125)

Рiвняння (5.123) використовується для визначення частотно-залежної лiнiйної

провiдностi згiдно

gµν(ω) = Re
i

ωLµLν

∫∫
drdrKµν(r, r

′;ω) . (5.126)

Тут Re означає дiйсну частину комплексного числа. Розкладемо оператор фермiон-

ного поля ψ̂(r, t) за точними власними функцiями (рiвняння (5.107)), а саме,

ψ̂(r, t) =
∑
α

ψα(r) exp (−iεαt)âα, (5.127)

а потiм виконаємо квантове усереднення в рiвняннi (5.123) за допомогою теореми

Вiка та спiввiдношення

Tr
{
%̂ â†αâβ

}
= δαβf(εα), (5.128)

де

f(ε) = 1/[exp[(εα − εF )/T ] + 1] (5.129)
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є функцiєю Фермi. Виконавши перетворення Фур’є та використовуючи

Re[i/(ε− ε′ + ω + i0)] = πδ(ε− ε′ + ω), (5.130)

рiвняння (5.126) зводиться до вигляду

gµν(ω) =
π(evF )2

LµLν

+∞∫
−∞

dε
f(ε+)− f(ε−)

ω
×

×Tr
{
σ̂µδ(ε+ − Ĥ)rr′σ̂νδ(ε− − Ĥ)r′r

}
, (5.131)

де ε± = ε± ω/2, i слiд включати просторове iнтегрування. Дельта-функцiї опера-

тора можуть бути безпосередньо пов’язанi з одночастинковими функцiями Грiна

Ĝε(r, r
′) = 〈r|(ε− Ĥ)−1|r′〉 (5.132)

спiввiдношенням

δ(ε− Ĥrr′) =
1

2πi

[
Ga
ε(r, r

′)−Gr
ε(r, r

′)
]
, (5.133)

де верхнiй iндекс a/r означає вiдповiдно випереджуючу/вiдстаючу функцiї. Таким

чином отримуємо такий вираз для провiдностi листа графена:

gµν(ω) =
(evF )2

4πLµLν

+∞∫
−∞

dε
f(ε+)− f(ε−)

ω
×

×Tr
{
σ̂µ
[
Ĝa
ε+

(r, r′)− Ĝr
ε+

(r, r′)
]
σ̂ν
[
Ĝr
ε−

(r′, r)− Ĝa
ε−

(r′, r)
]}
. (5.134)

Далi ми включаємо затухання, вводячи час життя частинок τ для фермiонiв

Дiрака у функцiю Грiна,

〈Ĝr/a
ε 〉dis ≈ (ε− Ĥ ± i/τ)−1 , (5.135)
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який входить через уявну частину вiдповiдної власної енергiї. Нижнiй iндекс «dis»

вiдноситься до випадку врахування дисипацiй. Крiм того, ми розкладаємо середнє

значення добутку двох функцiй Грiна на добуток їх середнiх значень,

〈Ĝr
ε+
Ĝa
ε−
〉dis ≈ 〈Ĝr

ε+
〉dis〈Ĝa

ε−
〉dis . (5.136)

Це припущення повинно бути справедливим для слабкого затухання i разом з

рiвнянням (5.135) еквiвалентно самоузгодженому наближенню Борна.

5.2.3.2. Провiднiсть вздовж бар’єру

Тепер ми знаходимо провiднiсть вздовж бар’єру (µ = ν = y) для геометрiї,

показаної на рис. 5.1. При нульовiй температурi T → 0, коли

f(ε) = ϑ(εF − ε) (5.137)

та iнтегрування обмежується частотою ω, для середньої статичної провiдностi

маємо

g ≡ 〈gyy(ω → 0)〉dis, (5.138)

що можна представити у такому виглядi:

g = gcont + gloc . (5.139)

Перший внесок gcont тут походить вiд енергетичних станiв з неперервної частини

спектра електронiв, використовуючи рiвняння (5.120), i явно визначається таким
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спiввiдношенням (зараз зберiгається ~):

gcont =
πe2

16~
Lx
Ly

[
τεF +

1

π

(
1− τεF arctg

1

τεF

)]
. (5.140)

У точцi εF = 0, з рiвняння (5.140) отримується граничний (незалежний вiд часу

розсiювання) результат:

gcont = σmin(Lx/Ly), (5.141)

де σmin = (π/8)(e2/h) — мiнiмальна провiднiсть [341, 348]). Далеко вiд цiєї точки

провiднiсть зростає лiнiйно з енергiєю Фермi:

gcont =
πe2

16~
Lx
Ly
τεF . (5.142)

Важливим результатом є осцилююча частина gloc, яка походить вiд еле-

ктронних станiв, локалiзованих в межах бар’єру. Її можна виразити за допомогою

рiвняння (5.121) наступним чином:

gloc =
2e2

~
D

Ly

∑
n

∞∫
0

dE
∣∣∣∣dEndQ

∣∣∣∣−1

En=E

M(E)η2[
(E − EF )2 + η2

]2 , (5.143)

де

M(E) =

∣∣∣∣ ∫ dx

D
ψ∗(x)σ̂yψα(x)

∣∣∣∣2 (5.144)

— елемент матрицi, побудований на хвильових функцiях локалiзованих ста-

нiв, (5.109)–(5.110) та η = D/τvF . Iнтегрування, що залишається в рiвняннi (5.143),

спрощено, виходячи з того, що в точках, де пiдiнтегральний вираз |dQ/dEn| має
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кореневi сингулярностi, M(E) гладка. Таким чином, нарештi можна знайти:

gloc(V , EF )

gcont
=

16

EF
D

Lx
M(EF )

∑
n

∣∣∣∣ dQdEn
∣∣∣∣
En=EF

, (5.145)

де провiднiсть gloc нормується на частину gcont, а gcont ∝ τεF . Зауважте, що

EF = εF
D

vF
. (5.146)

Похiдну, що входить у рiвняння (5.145) можна обчислити за допомогою дисперсiй-

ного рiвняння (5.113) так:

dQ

dE
= − dF/dE

dF/dQ
, (5.147)

отже отримаэмо

dQ

dE
= Q

V − 2E + (V − E)
√
Q2 − E2

(V − E)E −Q2 −Q2
√
Q2 − E2

. (5.148)

Немонотонний характер gloc(V , EF ) проiлюстровано на нижнiй панелi

рис. 5.3. Суттєве спостереження, яке випливає з рiвняння (5.145), полягає в тому,

що поздовжня провiднiсть простежує особливостi густини локалiзованих станiв i

вiдкриває прямий шлях для їх експериментального спостереження. Варто також

згадати, що близько до точок сингулярностi dQ/dE , тобто

|En − EF | . η, (5.149)

поправка до провiдностi визначається скiнченною шириною η-лоренцiана в рiв-

няннi (5.143).

Змiнюючи концентрацiю вiльних частинок при постiйнiй потужностi

бар’єра, можна знову спостерiгати коливання густини станiв (див. вставку рис. 5.4).
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Таким чином, частина провiдностi, що походить з локалiзованих станiв, також

немонотонно змiнюється при змiнi енергiї Фермi (див. головну панель рис. 5.4).

Рис. 5.4. Безрозмiрнi немонотоннi частини густини станiв ρloc/ρ0 на рiвнi Фермi

(вставка) та провiдностi gloc/gcont (основна панель) як функцiї енергiї Фермi EF .

Параметри: D/Lx = 0,1, V = 16.

Таким чином, локалiзованi моди у двовимiрнiй системi, листi графена, що

знаходиться в зовнiшньому полi з профiлем потенцiального бар’єру, визначають

транспортнi властивостi листа графена, а його провiднiсть має сингулярностi в

точках, що вiдповiдають максимумам дисперсiйних кривих для локалiзованих мод.

Висновки до роздiлу 5

У п’ятому роздiлi дисертацiї, написаному за матерiалами статей [16, 17]:

• Розроблено теорiю теплового транспорту у одновимiрнiй електроннiй

системi, вiгнерiвському кристалi, з урахуванням нелiнiйностi закону дисперсiї.

Теплопровiднiсть цiєї системи, що є граничним випадком нелiнiйної латтiнже-
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рiвської рiдини, визначається взаємодiєю мод коливань електронної густини —

плазмонiв. Основний процес, що визначає теплопровiднiсть — парнi зiткнення мод,

в результатi яких одна з них може змiнити напрямок свого поширення, тобто цей

процес не зберiгає число мод, що поширюються в один бiк. Отримано залежнiсть

теплопровiдностi вiд довжини системи, яка визначається плазмовою довжиною.

• Показано, що встановлення термiчної рiвноваги вiдбувається у декiлька

етапiв, причому повне врiвноваження визначається як процесом, що зберiгає

число плазмонiв при зiткненнi, так i процесом, за якого число електронних

мод змiнюється. Показано, що швидкостi розсiювання в цих випадках мають

однакову температурну залежнiсть, але другий процес менш ймовiрний вiдповiдно

до параметру взаємодiї мiж електронами у кристалi. Доведено, що в часових

масштабах, що значно перевищують час життя плазмонiв, викликаний взаємодiєю,

тепловi струми демонструють неекспоненцiйний спад, що може бути пояснено

тим, що власнi значення iнтегралу зiткнення для розсiювання плазмонiв охоплю-

ють неперервний спектр збуджень.

• Дослiдженi локалiзованi електроннi моди в листi графену, на площинi

якого створено потенцiальний бар’єр. На вiдмiну вiд речовин з квадратичним

законом дисперсiї, дiракiвськi моди в графенi можуть iснувати i у бар’єрi, що

пов’зано iз симетрiєю системи по вiдношенню до замiни електронiв на дiрки, а

потенцiальної ями на бар’єр. Знайдено дисперсiйнi кривi для локалiзованих мод i

показано, що вони мають максимуми.

• Немонотонний характер дисперсiйних кривих локалiзованих мод призво-

дить до особливостей в електропровiдностi графену в напрямку вздовж бар’єру.

Отримано провiднiсть у виглядi суми вкладiв неперервного спектру i локалiзова-

них мод i показано, що при змiнi ширини або висоти бар’єру ця провiднiсть має

систему особливих точок.

Результати, що викладенi в даному роздiлi дисертацiї, можуть бути викори-

станi при аналiзi електронного транспорту у системах квантових нанотрубок або

квантових волокон при формуваннi на них квантових точкових контактiв.
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Роздiл 6

ПОШИРЕННЯ, ПОГЛИНАННЯ ТА ЛОКАЛIЗАЦIЯ

ЕЛЕКТРОМАГНIТНИХ МОД У ШАРУВАТОМУ НАДПРОВIДНИКУ

В шостому роздiлi роботи, заснованому на статтях [18–21], розглядається

анiзотропне середевище — шаруватий надпровiдник. Обговорюється поширення,

поглинання та локалiзацiя електромагнiтних хвиль у зразку шаруватого надпровiд-

ника з шарами, паралельними та перпендикулярними його поверхнi.

У пiдроздiлi 6.1 узагальнюються, класифiкуються i доповнюються результа-

ти дослiдження закону дисперсiї локалiзованих хвиль. Зокрема, отримано закон

дисперсiї для довiльного напрямку поширення локалiзованих мод щодо шарiв

у пластинi шаруватого надпровiдника. Завдяки сильнiй анiзотропiї цього мате-

рiалу електромагнiтне поле моди представляє собою суперпозицiю звичайної i

незвичайної хвиль, якi, в випадку довiльного напрямку поширення, не можуть

бути вiдокремленi одна вiд одної. Показано, що дисперсiйнi кривi можуть бути

як монотонно зростаючими, так i немонотонними, тобто мiстити дiлянки з

аномальною дисперсiєю. Встановлено дiапазон частот в залежностi вiд кута

поширення, у якому може спостерiгатися аномальна дисперсiя. Проаналiзовано

залежнiсть частоти як вiд модуля поздовжнього хвильового вектора, так i вiд його

проекцiй, що має важливе значення для практичного застосування в електронiцi

терагерцового дiапазону.

У пiдроздiлi 6.2 теоретично вивчено резонансне поглинання терагерцевих

електромагнiтних хвиль в пластинi шаруватого надпровiдника, яку помiщено

мiж двома дiелектричними шарами. Це явище, вiдоме як аномалiя Вуда, що

забезпечує пригнiчення дзеркального вiдбиття хвилi, виникає завдяки збудженню

локалiзованих хвиль, дослiджуваних у попередньому пiдроздiлi 6.1 та iстотно
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вiдрiзняється в шаруватих надпровiдниках порiвняно зi звичайними провiдниками.

Оскiльки дисперсiйнi кривi локалiзованих мод немонотоннi, це призводить до

особливої залежностi коефiцiєнту поглинання вiд кута падiння хвилi, зокрема, до

подвiйних резонансних пiкiв.

У пiдроздiлi 6.3 дослiджено вплив постiйного магнiтного поля на поширення

джозефсонiвських мод у пластинi шаруватого надпровiдника. Зокрема, показано,

що стале магнiтне поле за рахунок нелiнiйностi джозефсонiвського струму змiнює

тензор ефективної дiелектричної проникностi шаруватого надпровiдника, тим

самим впливаючi на поширення лiнiйних мод.

6.1. Локалiзованi хвилi при довiльному напрямку поширення

Почнемо з аналiзу, узагальнення та класифiкацiї локалiзованих хвиль у

шаруватому надпровiднику при рiзних взаємних орiєнтацiях шарiв зразка, поверхнi

роздiлу i поляризацiї хвилi [230–241,247].

Як у випадку будь-якого одновiсного провiдника, у шаруватих надпровiдни-

ках можуть поширюватися два типи хвиль — звичайнi i надзвичайнi хвилi.

Поширення звичайних хвиль не викликає виникнення джозефсонiвського

струму i, отже, такi хвилi є лiнiйними. На вiдмiну вiд них, надзвичайнi хвилi мають

ненульову z-компоненту електричного поля, що дозволяє їм бути нелiнiйними.

Як буде показано далi, локалiзована в зразку шаруватого надпровiдника

хвиля може являти собою або звичайну хвилю, або надзвичайну, або одночасно

обидва види хвиль, пов’язаних мiж собою граничними умовами.
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6.1.1. Моди, локалiзованi в зразках з надпровiдними шарами, пара-

лельними границi

У цьому пунктi ми розглядаємо результати для напiвнескiнченних зраз-

кiв [236, 240] або пластин кiнцевої товщини [247], у яких надпровiднi шари

орiєнтованi паралельно їх поверхнi, уздовж якої поширюються локалiзованi хвилi

(див. рис. 6.1). В цьому випадку поверхня зразка iзотропна i, не порушуючи

загальностi, можна вважати, що хвилi поширюються уздовж осi x, тобто, ky = 0, а

загасають уздовж осi z.

Рис. 6.1. Зразок з шарами, паралельними границi, в дiелектричному оточеннi.

Якщо розглядається напiвнескiнченний зразок, то як було показано [236,

240], вздовж межi напiвнескiнченного зразка можуть поширюватися поверхневi

хвилi з законом дисперсiї

Kxλc =

√
εd
εs

ω

ωJ

[
εc(ω)

εd − εab(ω)

ε2
d − εc(ω)εab(ω)

]1/2

, (6.1)

де ефективнi дiелектричнi проникностi уздовж i поперек шарiв мають такi частотнi

залежностi:

εc(ω) = εs
(

1− ω2
J

ω2
+ iνc

ωJ
ω

)
, εab(ω) = εs

(
1− ω2

J

ω2
γ2 + iνab

ωJ
ω

)
. (6.2)
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Тут νab,c = 4πσab,c/εsωJ — безрозмiрнi релаксацiйнi частоти, якi визначаються

нормальною провiднiстю у двох напрямках.

Для багатьох експериментальних умов [349,350] виконуються умови:

νx � 1, νz � 1. (6.3)

Частоти, якi визначаються (6.1), меншi джозефсон-плазмової частоти. Бiльш

незвичайним є виявлення другої, високочастотної гiлки дисперсiйних кривих

поверхневих хвиль. Ця мода iснує при частотах в дiапазонi вiд

ωmin = ωJ(1− εd/εs)−1/2, (6.4)

що перевищує джозефсон-плазмову частоту, до γωJ , де γ = λc/λab — параметр

анiзотропiї шаруватого надпровiдника. У частотному iнтервалi вiд ωJ до ωmin

поверхневi хвилi не можуть поширюватися. При цьому, як показано в (6.5), зразок

може мати негативний показник заломлення. Це виявляється можливим завдяки

тому, що εab(Ω) може бути негативним через велике значення параметра анiзо-

тропiї γ (наприклад, для вiсмутового надпровiдника Bi2Sr2CaCu2O8+δ параметр

анiзотропiї γ досягає значень порядку 100, однак в сполуках YBa2Cu3O7−δ — не

бiльше 10).

Якщо ж товщина зразка скiнченна, система має симетрiєю вiдносно середи-

ни пластини шаруватого надпровiдника. Це дозволяє спростити задачу, розгляда-

ючи окремо симетричнi i антисиметричнi по магнiтному полю хвилi. Дисперсiйнi

рiвняння для цих двох типiв локалiзованих хвиль мають вигляд [247]:

kd
ks

=
εd

εab(ω)
tg
(ksL

2

)
, (6.5)



255

для симетричних i

kd
ks

=
εd

εab(ω)
ctg

(
ksL

2

)
, (6.6)

для антисиметричних хвиль. Тут L — товщина пластини,

kd =
√
k2
x − εdω2/c2, (6.7)

декремент загасання в дiелектричному оточеннi, а

ks =
√
εab(ω)[ω2/c2–k2

x/εc(ω)] (6.8)

є z-проекцiєю хвильового вектора в шаруватому надпровiднику. Важливо, що крiм

поверхневих хвиль, якi згасають вглиб пластини i якiсно аналогiчнi тим, що ми

розглядали для напiвнескiнченного зразка, наявнiсть двох границь призводить до

iснування хвилеводних мод, для яких електромагнiтне поле осцилює вiд однiєї

границi до iншої. Усi гiлки для симетричних по магнiтному полю хвиль показанi

на рис. 6.2.

Звернемо увагу на те, що гiлок, якi вiдповiдають хвилеводним модам,

виявляється нескiнченно багато. Це пов’язано з перiодичнiстю тригонометричних

функцiй в спiввiдношеннях (6.5) i (6.6). Гiлка поверхневих хвиль закiнчується на

частотi γωJ , як це передбачено i для напiвнескiнченних зразкiв. Також вiдзначимо,

що рiвняння (6.5) i (6.6) переходять в (6.1) при прямуваннi товщини зразка до

нескiнченностi, L→∞.

Розглянемо способи збудження локалiзованих хвиль, описаних вище. Один

зi способiв заснований на використаннi конфiгурацiї Отто [237, 247]. У цiй

конфiгурацiї дiелектричну призму розташовують так, що її основа паралельна межi

зразка шаруватого надпровiдника i знаходиться на деякiй, порiвняно невеликiй,

вiдстанi. Потiм пiдбираються такi умови, щоб хвиля, яка опромiнює, потрапляла в

призму з боку її зовнiшньої границi, але повнiстю вiдбивалася вiд основи (рис. 6.3).
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Рис. 6.2. Дисперсiйнi кривi для локалiзованих симетричних хвиль в пластинi

шаруватого надпровiдника з шарами, паралельними поверхнi [247].

При цьому електромагнiтне поле проникає на невелику глибину в просторо-

вий зазор мiж призмою i зразком, затухаючи експоненцiально в цьому зазорi. Таке

слабке проникнення може бути використано для збудження поверхневих хвиль

в зразку, якщо хвильове число в просторовому зазорi, частота хвилi i ширина

зазору задовольняють певним резонансним умовам. Зокрема, змiнюючи величину

зазору можна домагатися оптимального збудження локалiзованої хвилi при заданих

частотi ω i кутi падiння θ.

Крiм того, в роботi [237] показано, що, завдяки нелiнiйностi рiвнянь, що

описують електромагнiтне поле в надпровiднику, умови збудження можуть мiсти-

ти, крiм зазначених параметрiв, ще й амплiтуду падаючої хвилi. Це призводить
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до того, що резонансний коефiцiєнт вiдбиття хвилi, падаючої на основу призми,

також залежить вiд її амплiтуди А:

R2 =
S(θ, ω,A)–P (θ, ω,A)

S(θ, ω,A) + P (θ, ω,A)
. (6.9)

Розв’язок електродинамiчної задачi в призмi, зазорi i шаруватому надпровiднику

дає явний вигляд позитивних функцiй S i P .

Рис. 6.3. Конфiгурацiя Отто для збудження локалiзованих хвиль в шаруватому

надпровiднику [237,247].

Ця залежнiсть особливо яскраво проявляється поблизу джозефсонiвської

плазмової частоти. Виявляється, що домогтися повного придушення вiдбиття,

тобто повної перекачки енергiї падаючої хвилi в локалiзовану хвилю, можна,

пiдбираючи оптимальну амплiтуду А. Цей нелiнiйний ефект дає додатковий спосiб

управлiння збудженням локалiзованих хвиль.

Поверхневi хвилi можна збуджувати також за допомогою дифракцiї па-

даючих плоских хвиль на будь-яких неоднорiдностях поверхнi. В роботi [236]

показано, як за допомогою перiодично модульованих властивостей шаруватого

надпровiдника можна забезпечити досить велике значення поздовжньої компо-
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ненти хвильового вектора дифрагованої хвилi i збудити локалiзовану хвилю. В

якостi такої модульованої величини може виступати максимальне значення джо-

зефсонiвського струму поперек шарiв. При цьому показано, що кутова залежнiсть

коефiцiєнта вiдбиття має мiнiмум, в якому R = 0. Таким чином, цей метод також

є ефективним способом збудження локалiзованих хвиль.

6.1.2. Моди, локалiзованi в зразках з надпровiдними шарами, перпен-

дикулярними границi

Тепер перейдемо до розгляду другої можливої конфiгурацiї, в якiй шари

надпровiдника перпендикулярнi поверхнi зразка (рис. 6.4) i поверхневi хвилi

поширюються пiд кутом θ до шарiв з хвильовим вектором

~k = (kx, kz) = (k sin θ, k cos θ). (6.10)

Рис. 6.4. Зразок, шари в якому перпендикулярнi площинi границi [238,239].

Анiзотропiя в площинi межi призводить до того, що закон дисперсiї залежить

вiд напрямку поширення поверхневих хвиль (так званих косих хвиль) [238,239].

Дисперсiйне рiвняння для хвиль, локалiзованих на межi шаруватого надпро-

вiдника i дiелектрика з проникнiстю εd, має вигляд [238,239],

k2
z [k

(0)
s ]2(εab − εd) + εab[kd + k(e)

s ][kdk
(0)
s + k2

x] = 0. (6.11)
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Тут kd, k
(0)
s та k

(e)
s —- декременти загасання хвилi в дiелектрику, звичайної i

надзвичайної хвиль в надпровiднику, вiдповiдно:

kd = (k2
x + k2

z − εdω2/c2)1/2,

k(0)
s = (k2

x + k2
z − ω2εab/c

2)1/2,

k(e)
s = (k2

x + k2
zεc/εab − ω2εc/c

2)1/2. (6.12)

На рис. 6.5 зображенi дисперсiйнi кривi, описанi рiвнянням 6.11 для рiзних

значень кута θ поширення хвиль. Вставка показує тi ж кривi в збiльшеному

масштабi. При строго нульовому кутi, тобто при поширеннi перпендикулярно

границi, крива повнiстю перебуває в частотнiй областi ω < ωJ i прямує до

джозефсонiвськiй плазмовiй частотi з ростом величини хвильового вектора. Однак

при ненульових кутах максимальна частота на дисперсiйнiй кривiй може бути i

бiльшою, доходячи до частоти (6.4). При строго поздовжньому ж поширеннi, коли

хвильовий вектор не має компоненти поперек шарiв, крива монотонна i при бiльш

високих частотах. Така якiсна вiдмiннiсть двох крайнiх випадкiв, поздовжнього i

поперечного поширення, вiд будь-якого промiжного кута полягає в тому, що тiльки

в цих випадках звичайна компонента в полi локалiзованої хвилi вiдсутня.

Перейдемо тепер до найбiльш цiкового випадку пластини скiнченної тов-

щини з шарами, перпендикулярними поверхнi, в якiй поширюються локалiзованi

хвилi пiд довiльним кутом до площини шарiв. Як уже зазначалося, дисперсiя

локалiзованих хвиль в такiй геометрiї буде залежати вiд напрямку їх поширення.

Тому становить iнтерес вивчення дисперсiйних кривих при довiльному напрямку

поширення хвиль. Крiм того, з експериментальної точки зору може виявитися

зручним розгляд не пластини, а довгого зразка, помiщеного в планарний хвилевiд,

тобто мiж двома металевими пластинами. В цьому випадку iстотно важливим є

аналiз саме мод з хвильовим вектором, спрямованим пiд кутом до надпровiдних

шарiв.
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Рис. 6.5. Дисперсiйнi кривi поверхневих хвиль при рiзних значеннях кута θ.

Параметри: θ = 0◦, 10◦, 20◦, 30◦, 60◦ та 90◦ (кривi 1-6) [238].

6.1.2.1. Електромагнiтне поле в системi

Розглянемо нескiнченну пластину шаруватого надпровiдника товщиною L,

оточену дiелектриком з проникнiстю εd (див. рис. 6.6). Система координат вибрана

таким чином, що вiсь z спрямована вздовж кристалографiчної осi с, а вiсь x

спрямована уздовж нормалi до поверхнi пластини, так що площина yz вiдповiдає

серединi пластини. Ми розглядаємо локалiзованi моди, якi розповсюджуються

уздовж поверхнi пластини з хвильовим вектором
−→
k ||, спрямованим пiд кутом θ до

осi z. Система має симетрiю вiдносно площини yz, що дозволяє в лiнiйному набли-

женнi шукати всi можливi власнi моди у виглядi симетричних i антисиметричних

за магнiтним полем хвиль.

Ми шукаємо локалiзованi хвилi, поля яких мають вигляд:

−→
E (x, y, z, t) =

−→
E (x) exp[i(kyy + kzz − ωt)],

−→
H (x, y, z, t) =

−→
H(x) exp[i(kyy + kzz − ωt)], (6.13)

де ky i kz — проекцiї поздовжнього хвильового вектора
−→
k || на осi y i z, вiдповiдно,
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а ω — частота локалiзованої хвилi.

Рис. 6.6. Геометрiя задачi про поширення локалiзованих мод пiд довiльним кутом

до площини шарiв.

Надалi ми будемо припускати, що характернi масштаби змiни електро-

магнiтного поля в пластинi iстотно перевищують перiод шаруватої структури

надпровiдника. В цьому випадку можна перейти вiд рiвнянь в скiнченних рiзницях

до диференцiальних рiвнянь. У пунктi 1.3.2 було описано пiдхiд до опису

електромагнiтного поля через зв’язанi синусоїдальнi рiвняння Гордона. В цьому

пiдроздiлi ми застосовумо бiльш загальний пдiхiд, необхiдний для опису як

звичайних так i надзвичайних хвиль. Вiн заснований на розв’язуваннi рiвняння

для векторного потенцiалу ~A поля (див., наприклад, [245]):

∆ ~A−∇(∇ · ~A) =
εs
c2

∂2 ~A

∂t2
− 4π

c
~J, (6.14)

де ~J — густина струму в системi, εs — проникнiсть дiелектричних шарiв пластини.

Векторний потенцiал пов’язаний з електричним ~E i магнiтним ~H полями стан-
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дартними спiввiдношеннями:

~H = rot ~A, ~E = −1

c

∂ ~A

∂t
, (6.15)

тут калiбрування обрано таким чином, що скалярний потенцiал дорiвнює нулю.

Розв’язуючи рiвняння (6.14) для векторного потенцiалу, можна показати,

що електромагнiтне поле в шаруватому надпровiднику можна представити у

виглядi суперпозицiї так званих звичайної i надзвичайної компонент, аналогiчно

одновiсному анiзотропному кристалу:

−→
E =

−→
E ord +

−→
E ext,

−→
H =

−→
Hord +

−→
Hext. (6.16)

Поляризацiя звичайної хвилi така, що електричне поле направлено вздовж надпро-

вiдних шарiв i не викликає джозефсонiвського струму, Eord
z = 0, i в надзвичайнiй

хвилi магнiтне поле перпендикулярно шарам, Hext
z = 0.

1. Звичайна хвиля.

Як вже було сказано, завдяки симетрiї системи вiдносно середини пластини,

власнi локалiзованi моди також мають симетрiєю. Тому зручно вiдразу уявити

електричне та магнiтне поля звичайної хвилi окремо в симетричнiй або антиси-

метричнiй (по дотичним до поверхнi пластини компонентам Hy та Hz магнiтного

поля) формах:

−→
E ord

sym =
Ω
√
εs
hord

sym

[−κy cos(qox)

iκo sin(qox)

0

]
,
−→
Hord

sym = hord
sym

[ −iκoκz sin(qox)

−κyκz cos(qox)

(κ2
o + κ2

y) cos(qox)

]
, (6.17)

−→
E ord

asym =
Ω
√
εs
hord

sym

[ −κy sin(qox)

−iκo cos(qox)

0

]
,
−→
Hord

asym = hord
sym

[ iκoκz cos(qox)

−κyκz sin(qox)

(κ2
o + κ2

y) sin(qox)

]
, (6.18)
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де вводяться нормованi компоненти хвильового вектора i нормована частота:

κo = qoλc =
√

(εab/εs)Ω2 − κ2
y − κ2

z, (6.19)

κy = kyλc, κz = kzλc, Ω = ω/ωJ ,

а параметри hord
sym та hord

asym визначають амплiтуди симетричної та антисиметричної

хвилi, вiдповiдно.

2. Надзвичайна хвиля.

Електромагнiтне поле надзвичайної хвилi також зручно представити в

симетричнiй або антисиметричнiй формах:

−→
E ext

sym =
hext

symε
1/2
s

iΩεab

[ iκeκz cos(qex)

−κyκz sin(qex)

(κ2
o + κ2

y) sin(qex)

]
,
−→
Hext

sym = hext
sym

[−iκy sin(qex)

κe cos(qex)

0

]
, (6.20)

−→
E ext

asym =
ihext

asymε
1/2
s

Ωεab

[ −iκeκz sin(qex)

−κyκz cos(qex)

(κ2
o + κ2

y) cos(qex)

]
,
−→
Hext

asym = hext
asym

[ iκy cos(qex)

κe sin(qex)

0

]
, (6.21)

де введена нормована величина:

κe = qeλc =
√

(εc/εs)Ω2 − κ2
y − (εc/εab)κ2

z, (6.22)

а параметри hext
sym та hext

asym визначають амплiтуди симетричної i антисиметричної

хвилi, вiдповiдно.

Як вже було сказано ранiше, електромагнiтне поле в надпровiднику пред-

ставляється у виглядi суперпозицiї полiв звичайної i надзвичайної поляризацiй, i

в загальному випадку довiльного напрямку поширення локалiзованої хвилi обидвi

цi складовi виявляються ненульовими. Як покаже подальший аналiз, в особливих

випадках поширення уздовж (kz = 0) або поперек (ky = 0) шарiв виявляється, що

можна розглядати хвилi кожної з поляризаций незалежно.
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Перейдемо тепер до розгляду електромагнiтного поля поза пластинами

шаруватого надпровiдника. Як було вiдзначено, для локалiзованих мод поле в

дiелектрику зменшується експоненцiально при вiддаленнi вiд поверхнi пластини.

Як випливає з рiвнянь Максвелла, поле в дiелектрику може бути представлено в

наступному виглядi:

−→
E ± = ∓

i
√
εs

εdΩ

{
h±y

[±iκzκd
κyκz

κ2
d − κ2

y

]
− h±z

[±iκyκd
κ2
d − κ2

z

κyκz

]}
exp

[
∓ qd(x∓ L/2)

]
, (6.23)

−→
H± =

{
h±y

[±iκy
κd

0

]
+ h±z

[±iκz
0

κd

]}
exp

[
∓ qd(x∓ L/2)

]
, (6.24)

де верхнiй iндекс + або − вiдповiдає верхньому (x > L/2) або нижньому

(x < −L/2) дiелектричному пiвпростору. Вiдповiднi хвильовi вектора мають ком-

поненти
−→
k ± = (±iqd, ky, kz), де дiйсний позитивний заряд qd задовольняє такому

спiввiдношенню:

κd = qdλc =
√
κ2
y + κ2

z − (εd/εs)Ω2 > 0, (6.25)

а параметри h±y,z визначають амплiтуди хвиль.

6.1.2.2. Дисперсiйнi спiввiдношення для локалiзованих мод

Для знаходження дисперсiйного спiввiдношення локалiзованих мод необ-

хiдно врахувати неперервнiсть змiни тангенцiальних компонент електричного i

магнiтного полiв на двох границях мiж шаруватим надпровiдником i дiелектриком:

(
Eord
y,z + Eext

y,z − E±y,z
)∣∣∣
x=±L/2

= 0,
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(
Hord
y,z +Hext

y,z −H±y,z
)∣∣∣
x=±L/2

= 0. (6.26)

Однак в даному випадку симетрiя задачi дозволяє роздiлити всi власнi моди

в пластинi на симетричнi i антисиметричнi (по дотичним до поверхнi пластини

компонентам Hy та Hz магнiтного поля). Це означає, що оскiльки i тангенцiальнi

компоненти полiв в пластинi, i поле в дiелектрику мають однакову парнiсть, для

симетричних мод h+
y,z = +h−y,z, а для антисиметричних h+

y,z = −h−y,z. Тодi для

кожної з мод досить писати умови тiльки на однiй з границь, наприклад, при

x = +L/2.

Умови (6.26) неперервностi тангенцiальних компонент полiв можуть бути

переписанi у виглядi наступних дисперсiйних спiввiдношень:

[tg(κoΛ)−Dord][tg(κeΛ)−Dext] = κ2
yκ

2
zD0, (6.27)

для симетричних мод i

[ctg(κoΛ) +Dord][ctg(κeΛ) +Dsym
ext ] = κ2

yκ
2
zD0, (6.28)

для антисиметричних мод. Тут

Dord =
κ2
d

[
(κ2

o + κ2
y)

2 + κ2
yκ

2
z

]
− κ4

oκ
2
z

(εd/εs)Ω2κdκo(κ2
o + κ2

y)
, (6.29)

Dext =
εabκe(κ

2
d − κ2

y)

εdκd(κ2
o + κ2

y)
, (6.30)

D0 =
εsεabκe(κ

2
d + κ2

o)
2

ε2
dΩ

2κ2
dκo(κ

2
o + κ2

y)
2
, (6.31)

а також введена безрозмiрна товщина пластини Λ = L/2λc. Цi спiввiдношення

пов’язують нормовану частоту Ω з двома нормованими проекцiями хвильового

вектора κy та κz.

Бачимо, що дисперсiйнi спiввiдношення мiстять як tg κoΛ, що вiдноситься до
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звичайної хвилi, так i tg κeΛ, що вiдповiдає надзвичайнiй хвилi. Це є проявом того,

що, в загальному випадку довiльного напрямку поширення локалiзованої моди, в

нiй присутнi обидвi складовi.

У разi симетричних мод умови (6.26) неперервностi тангенцiальних компо-

нент полiв дозволяють виразити параметри h+
y , h+

z , hord
sym та hext

sym, що визначають

поля в дiелектрику i шаруватому надпровiднику, через єдиний параметр hsym:

h+
y =

1

κd

[
hext

symκe cos(κeΛ)− hord
symκyκz cos(κoΛ)

]
,

h+
z =

1

κd
hord

sym(κ2
o + κ2

y) cos(κoΛ),

hord
sym = hsym

√
[tg(κeΛ)−Dext]/(κ2

o + κ2
y) cos(κeΛ),

hext
sym = hsym

√
(κo/κe)[tg(κoΛ)−Dord] cos(κoΛ). (6.32)

У разi непарних мод параметри h+
y , h+

z , hord
asym та hext

asym можуть бути вираженi

через єдиний параметр hasym аналогiчним чином, як в рiвняннях (6.32), тiльки з

замiною cos на sin, а tg на (− ctg).

На рис. 6.7 показано поперечний розподiл поздовжнього магнiтного поля
−→
H t = (Hy, Hz) в симетричнiй локалiзованiй хвилi, яка поширюється пiд кутом до

площини шарiв, поблизу однiєї з границь пластини шаруватого надпровiдника.

Значення хвильового вектора i частоти обранi таким чином, щоб звичайна

складова локалiзованої моди затухала всередину пластини, а надзвичайна —

осцилювала. У надзвичайнiй хвилi поле направлено перпендикулярно осi z,

Hz = 0, див. рiвняння (6.20) та (6.21), а в звичайнiй — майже перпендикулярно

осi y, |Hy| � |Hz|, див. рiвняння (6.17) та (6.18). Таким чином, поздовжнi магнiтнi

поля звичайної i надзвичайної хвиль становлять практично прямий кут одне з

одним. У той же час поле суми цих хвиль, яке вiдповiдає самiй локалiзованої хвилi,

направлено пiд деяким ненульовим кутом до осей, щоб задовольнити умовам

неперервностi на границi.

Звернемо увагу на те, що права частина дисперсiйного спiввiдношення
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мiстить множник κ2
yκ

2
z i, отже, вона може обертатися в нуль при видiлених

напрямках поширення: θ = 0 та θ = π/2. У цих випадках виявляється можливим

вiдокремити звичайну i надзвичайну хвилi одну вiд одної. Iншими словами, при

поширеннi в зазначених напрямках, в пластинi можуть поширюватися локалiзованi

моди, в яких дорiвнює нулю або амплiтуда звичайної хвилi, або амплiтуда

надзвичайної хвилi.

Рис. 6.7. Поперечний розподiл поздовжнього магнiтного поля ~Ht = (Hy, Hz)

в локалiзованiй хвилi поблизу границi шаруватого надпровiдника та дiелектрика

i окремо в звичайнiй та надзвичайнiй хвилях. Параметри: Ω = ω/ωJ = 4, θ =

arctg(ky/kz) = π/6, κ = λc(k
2
y + k2

z)
1/2 ≈ 3,5, ε = εd/εs = 1/4, γ = λc/λab = 5,

Λ = L/2λc = 3/4.

У разi поширення локалiзованих мод перпендикулярно шарам (θ = 0) дис-

персiйнi спiввiдношення 6.27 i 6.28 розщеплюються на пари:

tg(κoΛ) +
κo
κd

= 0, tg(κeΛ)− εcκd
εdκe

= 0, (6.33)

для симетричних i

ctg(κoΛ)− κo
κd

= 0, ctg(κeΛ) +
εcκd
εdκe

= 0, (6.34)
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для антисиметричних (по дотичним до поверхнi пластини компонентам Hy i Hz

магнiтного поля) локалiзованих мод. Тут κo, κe та κd спрощуються, оскiльки

κy = 0:

κo =
√

(εab/εs)Ω2 − κ2
z, κe =

√
εc(Ω2/εs − κ2

z/εab),

κd =
√
κ2
z − (εd/εs)Ω2. (6.35)

У разi поширення локалiзованих мод уздовж шарiв (θ = π/2), також вiдбу-

вається розщеплення закону дисперсiї:

tg(κoΛ)− εabκd
εdκo

= 0, tg(κeΛ) +
κe
κd

= 0, (6.36)

для симетричних i

ctg(κoΛ) +
εabκd
εdκo

= 0, ctg(κeΛ)− κe
κd

= 0, (6.37)

для антисиметричних локалiзованих мод. Тут κo, κe та κd спрощуються, оскiльки

κz = 0:

κo =
√

(εab/εs)Ω2 − κ2
y, κe =

√
(εc/εs)Ω2 − κ2

y,

κd =
√
κ2
y − (εd/εs)Ω2. (6.38)

Отже, ми бачимо, що крiм двох видiлених напрямкiв поширення, в за-

гальному випадку локалiзована мода мiстить як звичайну, так i надзвичайну

складовi. Перейдемо тепер до аналiзу дисперсiйних кривих при рiзних напрямках

поширення мод.



269

6.1.2.3. Аналiз дисперсiйних кривих

У розглянутiй геометрiї дисперсiйнi спiввiдношення (6.27) i (6.28) визнача-

ють нормовану частоту локалiзованої моди Ω як функцiю двох проекцiй, κy та

κz, нормованого хвильового вектора в площинi пластини. Для бiльшої наочностi

ми будемо вивчати дисперсiйнi кривi як функцiї частоти вiд однiєї змiнної при

фiксованому значеннi iншої.

Спочатку проаналiзуємо дисперсiйнi кривi, що представляють залежнiсть

частоти вiд модуля хвильового вектора при фiксованому значеннi кута поширення.

Такi кривi цiкавi з фундаментальної точки зору, але для реального експеримен-

ту може виявитися бiльш доречним дослiджувати закон дисперсiї, що описує

залежнiсть частоти вiд однiєї з проекцiй, κy або κz, хвильового вектора при

фiксованому значеннi iншої проекцiї. Наприклад, така ситуацiя виникає, якщо

зразок шаруватого надпровiдника, обмежений у двох напрямками, помiщений в

планарний хвилевiд, тобто мiж двома металевими стiнками. В цьому випадку

електромагнiтне поле в поперечному до стiнок напрямку є стоячою хвилею з

фiксованим значенням вiдповiдної проекцiї хвильового вектора. Такi дисперсiйнi

кривi вивчаються далi в цьому роздiлi.

Почнемо з залежностi Ω вiд модуля κ = (κ2
y + κ2

z)
1/2 хвильового вектора в

площинi пластини при фiкcованому напрямку поширення локалiзованої моди, який

визначається кутом θ = arctg(κy/κz). На рис. 6.8 представленi такi дисперсiйнi

кривi для кута θ = π/6. Суцiльнi товстi кривi на ньому вiдповiдають симетричним

(по дотичним до поверхнi пластини компонентам Hy та Hz магнiтного поля)

локалiзованим модам, а штриховi товстi кривi — антисиметричним. Всi кривi

розташованi при κ2
d > 0, тобто нижче свiтловий лiнiї, яка визначається спiввiдно-

шенням Ω = κ/ε1/2 i зображена на рис. 6.8 тонкою прямою. Тонкi суцiльнi кривi

на рис. 6.8 заданi умовою κe = 0 i вiдокремлюють областi, де величина κ2
e змiнює

знак. Знизу вгору цi кривi вiдповiдають умовам: Ω = Ω1(κ), Ω = γ та Ω = Ω2(κ),
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де

Ω1(κ) ≈
√

1 + κ2 sin2 θ · (1− κ2 cos2 θ/γ2),

Ω2(κ) ≈
√
γ2 + κ2 cos2 θ · (1 + κ2 sin2 θ/γ2). (6.39)

В останнiх рiвностях знак ≈ позначає наближене значення при κ � γ. Тонка

штрихова крива задана умовою κo = 0 i вiдокремлює областi, де величина κ2
o

змiнює знак. Ця крива описується рiвнiстю Ω = Ω3(κ), де

Ω3(κ) =
√
γ2 + κ2. (6.40)

Частотна область, розташована при Ω < Ω1(κ), вiдповiдає загасаючим вглиб

пластини як звичайним, так i надзвичайним складовим локалiзованої моди, оскiль-

ки там κ2
o < 0 та κ2

e < 0. Дiлянки дисперсiйних кривих, розташованi в цiй областi,

позначенi зеленим кольором на рис. 6.8. Звернемо увагу на те, що в цiй областi

може бути розташованi тiльки одна симетрична i одна антисиметрична кривi,

оскiльки електромагнiтне поле в пластини не осцилює поперек пластини. Крiм

того, кривi, що починаються в цiй областi, можуть перетинати границю Ω = Ω1(κ).

У другiй знизу областi, розташованої при Ω1(κ) < Ω < γ, звичайна складова

локалiзованої моди загасає поперек пластини, κ2
o < 0, а надзвичайна — осцилює,

κ2
e > 0. Завдяки останнiй умовi, в данiй областi є нескiнченне сiмейство кривих,

кожна з яких вiдповiдає певному числу осциляцiй надзвичайної хвилi, що укла-

даються поперек пластини. Зi збiльшенням кiлькостi осциляцiй дисперсiйнi кривi

наближаються до верхньої межi областi Ω = γ. Дiлянки дисперсiйних кривих у цiй

областi позначенi на рис. 6.8 червоним кольором.

Цiкавою особливiстю, яку мають кривi в цiй областi, є їх аномальна

дисперсiя, тобто на цих дiлянках dΩ/dκ < 0. Деякi кривi виявляються немо-

нотонними. Зауважимо, що всi дисперсiйнi кривi при Ω < γ дiляться на два

типи. Першi монотонно зростають, прямуючи до граничного значення Ωanom при
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великих значеннях модуля κ хвильового вектора. Iншi кривi, розташованi вище

цього значення, спочатку зростають, досягають максимуму, а потiм зменшуються,

прямуючи до цього ж граничного значення.

Рис. 6.8. Дисперсiйнi кривi Ω(κ) для симетричних (суцiльнi лiнiї) i антисиметри-

чних (штриховi лiнiї) мод в пластинi шаруватого надпровiдника при фiксованому

кутi поширення θ = π/6. Параметри такi ж, як на рис. 6.7.

Таким чином, положення Ωanom вiдокремлює область, в якiй дисперсiйнi

кривi мiстять дiлянки з аномальною дисперсiєю. Для Ωanom справедливо наступне

спiввiдношення:

Ωanom =

√
γ2 sin2 θ + cos2 θ, (6.41)

з якого видно, що зi збiльшенням кута поширення θ значення Ωanom зростає, аж до
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γ, при якому всi кривi стають монотонними.

Звернемо увагу на те, що розглянутi дисперсiйнi кривi, розташованi нижче

границi Ω = γ, не перетинають її. Дисперсiйнi кривi, розташованi вище, при

Ω > γ, також не перетинають цю границю, i такi кривi завжди монотонно

зростають, розташовуючись в однiй або декiлькох з наступних трьох частотних

областей:

γ < Ω < Ω2(κ), Ω2(κ) < Ω < Ω3(κ), Ω3(κ) < Ω. (6.42)

У нижнiй областi, при γ < Ω < Ω2(κ), звичайна i надзвичайна складовi локалiзо-

ваної моди загасають поперек пластини, оскiльки κ2
o < 0 та κ2

e < 0. У цiй областi

може бути не бiльш однiєї симетричної i однiєї антисиметричної дисперсiйних

кривих, як i показано на рис. 6.8 зеленим кольором. У вiдносно вузькiй промiжнiй

областi, при Ω2(κ) < Ω < Ω3(κ), звичайна складова затухає поперек пластини,

κ2
o < 0, а надзвичайна — осцилює, κ2

e > 0. У цiй областi може бути декiлька

дисперсiйних кривих, але їх кiлькiсть обмежена розмiром областi, як показано на

рис. 6.8 червоним кольором. I нарештi, в самiй верхнiй областi, при Ω > Ω3(κ),

обидвi складовi, звичайна i надзвичайна, осцилюють, оскiльки κ2
o > 0 i κ2

e > 0. В

цiй областi розташовується нескiнченна кiлькiсть кривих, кожна з яких вiдповiдає

певному числу осциляцiй, що укладаються поперек пластини. Дiлянки кривих,

розташованi в цiй областii, зображенi на рис. 6.8 синiм кольором.

Звернемо увагу на те, що в загальному випадку дисперсiйнi кривi, що

вiдповiдають симетричним i антисиметричним локалiзованим модам, чергуються.

Це ясно видно для кривих, розташованих при Ω < γ. Однак можна бачити, що для

кривих, розташованих при Ω > γ, суворе чергування симетричних i антисимет-

ричних мод порушується. Пов’язано це з важливою особливiстю дослiджуваної

задачi, а саме, наявнiстю звичайної i надзвичайної складових в локалiзованiй

хвилi. Наприклад, якщо ми розглядаємо поширення строго уздовж шарiв, θ = 0,

то як говорилося вище, локалiзованi моди розщеплюються на два типи: звичайнi
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i надзвичайнi моди. При деякому малому кутi розповсюдження, θ � 1, моди не

розщеплюються, i у всiх модах присутнi обидвi складовi. Проте як i ранiше

присутнi два рiзних типи дисперсiйних кривих, якi приблизно вiдповiдають

окремим звичайним i надзвичайним модам для θ = 0. Для обох типiв кривих

окремо зберiгається чергування симетричних i антисиметричних мод. Однак для

всiх дисперсiйних кривих, розташованих при Ω > γ, виникає ефект порушення

чергування.

Дисперсiйнi кривi, що представляють залежнiсть Ω(κz) при фiксованому

значеннi κy, зображенi на рис. 6.9. Як i на рис. 6.8 суцiльнi товстi кривi

вiдповiдають симетричним локалiзованим модам, а штриховi товстi кривi —

антисиметричним. Всi кривi розташованi при κ2
d > 0, тобто нижче свiтлової лiнiї.

При цьому на вiдмiну вiд рис. 6.8 свiтлова лiнiя тепер не проходить через

початок координат κz = 0, Ω = 0 i являє собою не пряму, а криву, оскiльки κ в

спiввiдношеннi Ω = κ/ε1/2 має вигляд κ = (κ2
y + κ2

z)
1/2, де κz — змiнна величина,

а κy має фiксоване значення.

Подiбно рис. 6.8, тонкi суцiльнi i штрихова кривi на рис. 6.9 заданi умова-

ми κe = 0 i κo = 0, вiдповiдно, i вiдокремлюють областi, де вiдповiднi величини κ2
e

i κ2
o змiнюють знак. Знизу вгору цi кривi вiдповiдають умовам: Ω = Ω1(κz)], Ω = γ,

Ω = Ω2(κz) i Ω = Ω3(κz), де визначення Ω1, Ω2 i Ω3, вiдповiдають (6.39), що

переписанi в термiнах κy та κz:

Ω1(κz) ≈
√

1 + κ2
y(1− κ2

z/γ
2),

Ω2(κz) ≈
√
γ2 + κ2

z(1 + κ2
y/γ

2),

Ω3(κz) =
√
γ2 + κ2

y + κ2
z. (6.43)

В останнiх рiвностях знак ≈ позначає наближене значення при κy,z � γ.

Майже всi мiркування, що стосуються частотних областей, наведенi вище,

залишаються справедливими i в разi фiксованого κy. Звернемо увагу лише на ту
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вiдмiннiсть, що всi дисперсiйнi кривi при Ω < γ мiстять дiлянки аномальної дис-

персiї. Це пов’язано з тим, що при досить великому значеннi κz � κy локалiзованi

моди поширюються майже перпендикулярно шарам, а при такому поширеннi на

дисперсiйних кривих завжди мiстяться дiлянки з аномальною дисперсiєю.

Рис. 6.9. Дисперсiйнi кривi для симетричних (суцiльнi лiнiї) i антисиметричних

(штриховi лiнiї) мод в пластинi шаруватого надпровiдника при фiксованiй проекцiї

хвильового вектора на напрямок уздовж шарiв, κy = 1. Параметри такi ж, як на

рис. 6.8.

Дисперсiйнi кривi, що представляють залежнiсть Ω(κy) при фiксованому

значеннi κz, зображенi на рис. 6.10. Як i на рис. 6.8 i 6.9, суцiльнi товстi

кривi вiдповiдають симетричним локалiзованим модам, а штриховi товстi кривi

— антисиметричним. Всi кривi так само розташованi нижче свiтлової лiнiї,

Ω = (κ2
y + κ2

z)
1/2/ε1/2, де κy — змiнна величина, а κz має фiксоване значення.

Так само, як i на рис. 6.8 та 6.9, тонкi суцiльнi i штриховi кривi на
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Рис. 6.10. Дисперсiйнi кривi для симетричних (суцiльнi лiнiї) i антисиметричних

(штриховi лiнiї) мод в пластинi шаруватого надпровiдника при фiксованiй проекцiї

хвильового вектора на напрямок уздовж шарiв, κz = 1. Параметри такi ж, як на

рис. 6.8.

рис. 6.10 заданi умовами κe = 0 та κo = 0, вiдповiдно, i вiдокремлюють областi, де

вiдповiднi величини κ2
e i κ2

o змiнюють знак. Знизу вгору цi кривi вiдповiдають

рiвнiстям: Ω = Ω1(κy), Ω = γ, Ω = Ω2(κy) i Ω = Ω3(κy), де визначення Ω1, Ω2

i Ω3 представленi рiвняннями (6.43), якi тепер треба розглядати як функцiї κy при

фiксованому κz.

Майже всi мiркування, що стосуються частотних областей, наведенi вище,

зберiгаються i в разi фiксованого κz. Звернемо увагу лише на ту вiдмiну, що

всi дисперсiйнi кривi виявляються монотонними. Це пов’язано з тим, що при

збiльшеннi κy напрямок розповсюдження наближається до θ = π/2, при якому

вiдсутня аномальна дисперсiя.
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6.2. Резонансне поглинання терагерцових хвиль у шаруватих

надпровiдниках

У цьому пiдроздiлi теоретично вивчено резонансне поглинання монохрома-

тичних електромагнiтних хвиль у пластинi шаруватого надпровiдника, що виникає

внаслiдок збудження локалiзованих мод, описаних у попередньому пiдроздiлi.

Посилене поглинання свiтла було виявлено Вудом у 1902 р. пiд час спостереження

за дифракцiєю свiтла на оптичнiй металевiй гратцi. Це явище, що отримало

назву аномалiй Вуда, було iнтерпретоване Фано в 1941 р. через збудження

поверхневих хвиль та iнтенсивно дослiджено [351], у 1960-70-тi роки. Послiдовнi

дослiдження аномалiй Вуда охоплюють широкий спектр геометрiй та матерiалiв

(див., наприклад, посилання [352] та посилання у ньому). В цьому пiдроздiлi

увага придiляється специфiчнiй особливостi цього явища, що виникає в результатi

аномальної дисперсiї хвиль, локалiзованих в шаруватих надпровiдниках.

У роботi [352] повiдомляється про подвiйний пiк частотної залежностi

поглинання, що нагадує двi близькi кривi Лоренца. Цей подвiйний пiк виникає

внаслiдок збудження двох локалiзованих хвиль, що вiдповiдають симетричному

та антисиметричному збудженню з близькими частотами. У цьому пiдроздiлi

аналiзується подвiйна пiкова структура залежностi поглинання вiд кута падiння

для даної частоти. Ця структура виникає внаслiдок немонотонностi дисперсiйних

кривих.

Слiд пiдкреслити, що навiть невелике загасання може забезпечити загальне

поглинання в пластинi, оскiльки резонансна амплiтуда локалiзованої хвилi вияв-

ляється значно вищою, нiж амплiтуда падаючої хвилi. Ми формулюємо умову

повного поглинання, яка поєднує в собi управляючi параметри задачi, такi як кут

падiння θ, частота хвилi ω та товщина просторових промiжкiв.
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6.2.1. Електромагнiтне поле у системi

Ми розглядаємо пластину c шаруватого надпровiдника (див. рис. 6.11),

що складається iз надпровiдних та дiелектричних шарiв, перпендикулярних до

її границь. Пластина затиснута мiж двома дiелектричними напiвнескiнченними

середовищами, aR i aL, з дiелектричною проникнiстю εa. Дiелектрики aR i

aL вiдокремленi вiд пластини c просторовими зазорами, bR i bL, заповненими

дiелектриком проникностi εb, див. рис. 6.11. Прямокутна правобiчна декартова

система координат вибирається таким чином: вiсь x перпендикулярна до всiх

поверхонь, вiсь z перпендикулярна до шарiв пластини.

Розглядається поширення монохроматичної плоскої електромагнiтної хвилi

через установку, звертаючи увагу на збудженнi хвилеводних/поверхневих мод,

локалiзованих в пластинi c. Такi локалiзованi моди не є поверхневими хвилями,

оскiльки це об’ємнi хвилi всерединi пластини.

BL
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+

+–

–

C +

C –
AL
–

AR
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xy

db dc db

aL aRbL bRc
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Рис. 6.11. Геометрiя задачi про проходження терагерцевого випромiнення крiзь

пластину шаруватого надпровiдника та система координат.

Вважатимемо, що хвилi мають TM-поляризацiю, яка вiдповiдає

~E(x, z, t) = {Ex(x), 0, Ez(x)} exp (−iωt+ ikzz) ,

~H(x, z, t) = {0, Hy(x), 0} exp (−iωt+ ikzz) . (6.44)
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Саме для такої поляризацiї резонансне явище аномалiй Вуда набуває особливих

рис завдяки аномальнiй дисперсiї локалiзованих плазмових джозефсонiвських

хвиль. Тут ω — частота хвилi, а kz — проекцiя хвильового вектора.

Щоб забезпечити можливiсть локалiзованого хвильового збудження, дiеле-

ктрики вважаються оптично щiльнiшими, нiж зазори, тобто

εb < εa. (6.45)

За цим припущенням електромагнiтна хвиля, що поширюється в дiелектрику a,

може зникнути в просторових промiжках b. Останнє вiдбувається, коли кут θ

задовольняє умовi

θ = arcsin(kz/k0
√
εa), k0 = ω/c, (6.46)

тобто кут падiння з середовища a на границю (a|b) виявляється бiльшим за кут θb

повного внутрiшнього вiдбиття,

θb < θ < π/2. (6.47)

Очевидно, граничний кут падiння θb визначається як

θb = arcsin
√
εb/εa. (6.48)

Оскiльки електромагнiтне випромiнення загасає в просторових зазорах b через

умову (6.47), повне внутрiшнє вiдбиття слiд спостерiгати на границях (aL|bL) i

(aR|bR). Однак навiть при такому падiннi хвилi резонансне збудження мод, ло-

калiзованих в пластинi шаруватого надпровiдника, може спричинити придушення

дзеркального вiдбиття (аномалiї Вуда), що має незвичнi спектральнi властивостi.

У межах необхiдного дiапазону (6.47), проекцiя на x хвильового вектора ka

в дiелектрику a очевидно реальна, тодi як проекцiя на x хвильового вектора kb в
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просторових зазорах b виявляється уявною,

ka =
√
k2

0εa − k2
z = k0

√
εa cos θ,

kb = iκb, κb =
√
k2
z − k2

0εb = k0
√
εa

√
sin2 θ − sin2 θb . (6.49)

Електромагнiтне поле всерединi пластини шаруватого надпровiдника визна-

чається калiбровано-iнварiантною рiзницею фаз параметра порядку мiж сусiднiми

надпровiдними шарами, що пiдпорядковується множинi зв’язаних рiвнянь синусо-

їд Гордона, як було показано у пунктi 1.3.2.

Ефективне хвильове число kc у шаруватому надпровiднику, вiдповiдальному

за поширення TM-поляризованої хвилi (6.44) через пластину c вздовж осi x, має

вигляд:

kc =

√
εzz
εxx

√
k2

0εxx − k2
z = k0

√
εzz
εxx

εa

√
εxx
εa
− sin2 θ. (6.50)

Слiд пiдкреслити, що навiть за вiдсутностi дисипацiї νx,z = 0, хвильове число

kc може мати дiйсне або уявне значення в залежностi вiд частоти хвилi ω. На

низьких частотах, ω < ωJ � γωJ , абсолютне значення kc зростає iз кутом падiння

θ i kc уявно. У межах промiжного частотного дiапазону, ωJ < ω < γωJ , шаруватий

надпровiдник представляє так зване гiперболiчне середовище з рiзними знаками

компонентiв тензора дiелектричної проникностi, εxx = εyy < 0 i εzz > 0. Отже,

kc дiйсне i збiльшується з кутом θ. Бiльше того, нетривiальна залежнiсть kc вiд

θ забезпечує аномальну дисперсiю локалiзованих мод. Дiапазон високих частот,

ωJ � γωJ < ω, навряд чи досягається через руйнування куперiвських пар.

Коли дисипацiю враховано, νx,z 6= 0, хвильове число kc приймає комплекснi

значення, що означає поглинання енергiї хвилi всерединi пластини шаруватого

надпровiдника. Далеко вiд резонансних умов, слабка дисипацiя, вiдповiдно до

нерiвностей (6.3), призводить лише до невеликого ненульового поглинання, A� 1.

Однак збудження локалiзованих мод iз комплексним хвильовим числом kc по-
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роджує аномалiї Вуда, тобто значне збiльшення поглинання до A = 1. Далi за

допомогою методу трансфер-матриць ми вивчаємо це явище.

6.2.2. Локалiзованi моди у системi

Для всiх просторових областей, a, b, i c (див. рис. 6.11) магнiтне поле Hy(x)

ТМ-поляризованої хвилi отримується з одновимiрного рiвняння Гельмгольца з

квадратами хвильових чисел k2
a, k

2
b , i k2

c , вiдповiдно. Загальнi розв’язки цього

рiвняння можна вiдповiдним чином представити у виглядi двох плоских хвиль,

що рухаються в протилежних напрямках (див., наприклад, посилання [353]).

Замiнивши розв’язки в граничних умовах на вiдповiдних границях, можна дiйти

до матричного вiдношення, що описує проходження хвилi через систему в цiлому,

A+
R

A−R

 = M̂ (T )

A+
L

A−L

 . (6.51)

Тут A+
L i A−L — це вiдповiдно амплiтуди хвиль, що падають злiва i вiдбиваються

лiворуч, тодi як A−R i A+
R — амплiтуди хвиль, що падають праворуч i вiдбиваються

праворуч, див. рис. 6.11.

Вiдповiдно до загальноприйнятої технiки [354], загальна трансфер-матриця

M̂ (T ) може бути побудована шляхом послiдовного множення трансфер-матриць,

пов’язаних з кожним з елементiв системи,

M̂ (T ) = M̂ (ab)−1M̂ (b)D̂M̂ (b)M̂ (ab), (6.52)

D̂ = M̂ (bc)−1M̂ (c)M̂ (bc). (6.53)

Матрицi M̂ (ab) i M̂ (b) описують проходження хвилi через границю (aL|bL) та
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вiльне поширення хвилi через просторовий зазор b, вiдповiдно,

M̂ (ab) =
1

2


1 +

kaεb
kbεa

1− kaεb
kbεa

1− kaεb
kbεa

1 +
kaεb
kbεa

 , (6.54)

M̂ (b) =

exp(iϕb) 0

0 exp(−iϕb)

 . (6.55)

Тут ми ввели фазовий зсув ϕb,

ϕb = kbdb = iφb, φb = κbdb, (6.56)

що зазнає електромагнiтна хвиля, коли вона проходить просторовi зазори, bL або

bR, товщиною db.

Матриця M̂ (bc), що описує проходження хвилi через границю (bL|c), має

структуру, подiбну структурi M̂ (ab), i їх можна легко отримати з рiвняння (6.54),

замiнивши kaεb → kbεzz i kbεa → kcεb. Матриця M̂ (c) вiдповiдає вiльному поши-

ренню хвилi всерединi пластини товщиною dc. Тому вона вiдрiзняється вiд матрицi

M̂ (b) лише хвильовим фазовим зсувом,

ϕc = kcdc. (6.57)

Матрицi M̂ (ab)−1 = M̂ (ba) i M̂ (bc)−1 = M̂ (cb) описують проходження хвилi

через границi (bR|aR) i (c|bR). Їх явнi вирази випливають iз виразiв для M̂ (ab) i

M̂ (bc) iз замiною iндексiв a↔ b i b↔ c, вiдповiдно.

Пряме множення вiдповiдних матриць, що входять у (6.52) та (6.53), дає

шуканi елементи для загальної трансфер матрицi M̂ (T ),

2M
(T )
11 =

(
D11e

−2φb +D22e
2φb
)
− iβ+

(
D11e

−2φb −D22e
2φb
)

+ 2iβ−D12 , (6.58)
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2M
(T )
12 = −2iβ+D12 + iβ−

(
D11e

−2φb −D22e
2φb
)
, (6.59)

2M
(T )
21 = 2iβ+D12 − iβ−

(
D11e

−2φb −D22e
2φb
)
, (6.60)

2M
(T )
22 =

(
D11e

−2φb +D22e
2φb
)

+ iβ+

(
D11e

−2φb −D22e
2φb
)
− 2iβ−D12 ; (6.61)

а також для матрицi D̂, що вiдповiдає поширенню хвилi через пластину c

шаруватого надпровiдника,

D11 = cosϕc − α+ sinϕc , (6.62)

D12 = α− sinϕc ,

D21 = −α− sinϕc ,

D22 = cosϕc + α+ sinϕc . (6.63)

Тут коефiцiєнти α± i β±, що визначають вiдповiдний зв’язок пластини c та

дiелектрика a з просторовим зазором b, визначаються спiввiдношеннями

α± =
1

2

(
κbεzz
kcεb

∓ kcεb
κbεzz

)
, (6.64)

β± =
1

2

(
kaεb
κbεa

∓ κbεa
kaεb

)
. (6.65)

Слiд зазначити, що множники α± приймають комплекснi значення через

дисипацiю в пластинi шаруватого надпровiдника. Навпаки, множники β± мають

реальнi значення i не залежать вiд частоти хвилi ω, вони визначаються кутом

падiння θ та характерним кутом θb,

β± =
1

2

(
sin2 θb cos θ√
sin2 θ − sin2 θb

∓
√

sin2 θ − sin2 θb

sin2 θb cos θ

)
. (6.66)

Вiдповiдно до припущення про слабку дисипацiю (6.3), матрицю передачi D̂

можна розкласти до лiнiйного порядку за безрозмiрними частотами релаксацiї νx
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та νz,

D̂ = D̂(0) − iD̂(1). (6.67)

Хоча дiйсна матриця D̂(0) визначає поширення хвилi через пластину шаруватого

надпровiдника без розсiювання, рiвняння (6.63) з νx,z = 0, реальна матриця D̂(1)

мiстить вiдповiднi поправки. Її елементи визначаються спiввiдношеннями

D(1)
11 = Γ+ϕc (sinϕc + α+ cosϕc)− Γ−α− sinϕc ,

D(1)
12 = −Γ+ + Γ−α+ sinϕc ,

D(1)
21 = Γ+ − Γ−α+ sinϕc ,

D(1)
22 = Γ+ϕc (sinϕc − α+ cosϕc) + Γ−α− sinϕc . (6.68)

Тут коефiцiєнти α± i зсув фази ϕc обчислюються без дисипацiї, тодi як параметри

Γ± = Γx ± Γz пропорцiйнi частотам релаксацiї,

Γx = νx
Ω

2 (1− Ω2/γ2)

[
1 +

εc

εa sin2 θ

( γ
Ω

)2 ]−1

,

Γz = νz
Ω

2 (Ω2 − 1)
. (6.69)

Важливо пiдкреслити, що через умову (6.3), параметри Γx i Γz виявляються

малими, коли частота хвилi ω не є близькою як до ωJ , |Ω − 1| & 1, так i до

частоти γωJ , Ω . γ2/3 � γ. Цей факт дозволяє нам вважати елементи матрицi D̂(1)

набагато меншими, нiж елементи D̂(0).

Основною причиною поглинання в пластинi шаруватого надпровiдника є

резонансне збудження локалiзованих електромагнiтних мод. З загальної точки зору

(див., наприклад, книгу [354]), такi збудження належать до сiмейства власних

мод, що iснують у системах, якi складаються з пластини, що знаходиться в

нескiнченному середовищi b м’якшої оптичної густини.

Дисперсiйне вiдношення для локалiзованих мод можна сформулювати через
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трансфер матрицю D̂,

D(0)
22 = 0. (6.70)

Як було описано у цьому роздiлi, дисперсiя хвиль, локалiзованих на пластинi

шаруватого надпровiдника, може бути аномальною, тобто фазова швидкiсть ω/kz

i групова швидкiсть dω/dkz може мати рiзнi знаки.

Таким чином, дисперсiйнi кривi ω(kz) можуть бути немонотонними. Ця

особливiсть добре видна на рис. 6.12 i застосовується далi.

6.2.3. Коефiцiєнт поглинання пластини

Розглянемо двостороннє збудження двома падаючими монохроматичними

хвилями, якi вiдрiзняються виключно постiйним зсувом фаз ϕ0. Це означає,

що безрозмiрнi амплiтуди вхiдних хвиль у лiвому та правому дiелектричних

просторах a можна вибрати як A+
L = 1 та A−R = eiϕ0, вiдповiдно (див. рис. 6.11).

Тодi амплiтуди вiдбиття на лiвiй та правiй границях, (aL|bL) та (bR|aR), можна

позначити як A−L = rL та A+
R = rR.

З точки зору загального спiввiдношення (6.51), цi амплiтуди визначаються

так:

rL =
eiϕ0 +M

(T )
12

M
(T )
22

, rR =
1 +M

(T )
12 eiϕ0

M
(T )
22

. (6.71)

Тут, згiдно визначенню (6.58)–(6.61), ми використали M
(T )
21 = −M (T )

12 та

det M̂ (T ) = 1.

Можна показати, що лiвий i правий коефiцiєнти вiдбиття однаковi,

R =
∣∣rL∣∣2 =

∣∣rR∣∣2 =

∣∣1±M (T )
12

∣∣2∣∣M (T )
22

∣∣2 , (6.72)
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для симетричного (ϕ0 = 0) або антисиметричного (ϕ0 = π) збудження вiдносно

магнiтного поля. Далi верхнi та нижнi знаки пов’язанi з симетричними та

антисиметричними збудженнями.

Вiдповiдне поглинання визначається як

A ≡ 1−R = 1−
∣∣1±M (T )

12

∣∣2∣∣M (T )
22

∣∣2 . (6.73)

6.2.3.1. Умови резонансного поглинання

Тепер ми зосередимося на виразах (6.72, 6.73). Повне поглинання хвилi

(A = 1), i тому зникнення вiдбиття (R = 0), досягаються за умови

∣∣1±M (T )
12

∣∣ = 0 . (6.74)

Оскiльки матричний елемент M (T )
12 має комплексне значення, див. рiвняння (6.59)

i (6.67), вимога (6.74) означає одночасне задоволення двох дiйсних умов

ImM
(T )
12 = 0, 1± ReM

(T )
12 = 0. (6.75)

Як показано нижче, резонансне поглинання супроводжується збудженням

мод, локалiзованих на пластинi c шаруватого надпровiдника. Останнє найбiльш

виражене для досить великих значень фазового зсуву, φb (6.56), (6.49), тобто коли

просторовi зазори b досить товстi,

exp(−2φb)� 1. (6.76)

Тодi, нехтуючи малим доданком з exp(−2φb), ми можемо наблизити точний
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вираз (6.59) для матричного елемента M (T )
12 до його асимптотики

2M
(T )
12 = −iβ−D22 exp(2φb)− 2iβ+D12. (6.77)

Така замiна зводить спiввiдношення (6.75) до форми

ρ(θ,Ω) = 0, (6.78а)

χ±(θ,Ω) = 0, (6.78б)

з дiйсними спектральними функцiями, ρ(θ,Ω) i χ±(θ,Ω), визначеними як

ρ ≡ −ImM
(T )
12 =

β−
2
D(0)

22 exp(2φb) + β+D(0)
12 , (6.79)

χ± ≡ 1± ReM
(T )
12 = 1∓

[β−
2
D(1)

22 exp(2φb) + β+D(1)
12

]
. (6.80)

Умова (6.78а) показує, що загальне поглинання походить вiд резонансного

збудження локалiзованих мод. Дiйсно, переписане в явнiй формi,

D(0)
22 = −2β+β

−1
− D

(0)
12 exp(−2φb), (6.81)

це рiвняння є узагальненням дисперсiйного вiдношення D(0)
22 = 0 для хвильових

мод, локалiзованих на пластинi c. Хоча звичайне дисперсiйне спiввiдношен-

ня (6.70) є достатнiм для випадку нескiнченно товстих просторових зазорiв

b, db →∞, в реальнiй установцi товщина db змiнює дисперсiйне вiдношення

до форми (6.81). Внаслiдок припущення (6.76), обидвi версiї дисперсiйного

спiввiдношення виявляються експоненцiально близькими одна до одної. Останнє

продемонстровано на головнiй панелi рис. 6.12, де набiр спектральних кривих

Ω = Ωn(θ) збурений скiнченним db, тобто розв’язок рiвняння (6.81), зображений

суцiльними лiнiями, порiвнюється з набором вiдповiдних не збурених спектраль-

них кривих, отриманих з рiвняння (6.70) i нанесених штриховими лiнiями. Цiле
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число n = 1, 2, 3, . . . перераховує спектральнi кривi знизу вгору. Вiдмiтимо, що

при дослiдженнi структури локалiзованих мод виявляється, що моди з парними

iндексами n = 2, 4, . . . є симетричними, тодi як непарнi iндекси n = 1, 3, . . .

вiдповiдають антисиметричним локалiзованим модам.

На вiдмiну вiд першої резонансної умови (6.78а), друга, рiвняння (6.78б),

по сутi визначається слабким розсiюванням хвилi всерединi пластини шаруватого

надпровiдника. Отже, спектральну функцiю χ±(θ,Ω) можна правильно назвати

дисипативною спектральною функцiєю. Варто зазначити, що доданком β+D(1)
12 в

рiвняннi (6.80) слiд нехтувати в межах лiнiйного наближення для частот релаксацiї

νx i νz. Отже, друга резонансна умова (6.78б) виконується взаємною компенсацiєю

великого експоненцiального коефiцiєнта exp(2φb) та малих параметрiв дисипацiї

Γ±, що мiстяться в дисипативному матричному елементi D(1)
22 , див. рiвняння (6.68)

та (6.69). Iншими словами, невелике ослаблення забезпечує загальне поглинання в

пластинi завдяки сильному резонансному посиленню локалiзованої хвилi.

На вставцi рис. 6.12 показанi спектральнi кривi Ω = Ωn(θ), визначенi

дисперсiйним спiввiдношенням (6.78а) та дисипативними спектральними кривими

Ω = Ωn±(θ), що визначаються умовою (6.78б). Вони нанесенi товстими суцiльни-

ми та пунктирними лiнiями вiдповiдно. Слiд пiдкреслити, що нулi Ω = Ωn±(θ)

дисипативної спектральної функцiї χ±(θ,Ω) з парними iндексами n = 2, 4, . . .

з’являються лише при симетричному збудженнi (χ+(θ,Ω) = 0), тодi як дисипатив-

нi спектри Ω = Ωn±(θ) з непарними iндексами n = 1, 3, . . . виникають виключно

для антисиметричного збудження (χ−(θ,Ω) = 0). Очевидно, що спектральнi кривi

Ω = Ωn(θ) i Ω = Ωn±(θ) можуть перетинатися лише при однаковiй симетрiї, тобто

з тим же iндексом n.

Кола позначають точки перетину (θtot,Ωtot) кривих, де обидвi умови (6.78)

виконуються одночасно,

Ωtot = Ωn(θtot), Ωtot = Ωn±(θtot). (6.82)
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Рис. 6.12. Спектральнi кривi (6.70), уточненi кривi (6.81) (основна панель)

i спектральнi кривi, що вiдповiдають ρ = 0 i χ± = 0 в спiввiдношеннi (6.78)

(вставка). Параметри: εa = 20, εb = 1, εc = 15, γ = 15, νx = 10−3, νz = 10−3,

dc = 3,5λc, db = 0,747λc.

У таких точках вiдбувається загальне поглинання, A = 1. Мiтки a, b i c кiл

вiдповiдають рисункам 6.13, 6.14 i 6.15.

Власне, спiввiдношення (6.78) представляють собою набiр двох рiвнянь

вiдносно трьох зовнiшнiх параметрiв: нормована частота хвилi Ω, кут падiння

хвилi θ i товщина зазору db. Отже, положення (θtot,Ωtot) точок перетину, де

вiдбувається загальне поглинання, контролюється параметром db.

Цiкаво, що, виключаючи множник exp(2φb), замiсть другого рiвняння

(6.78б), можна використовувати iнше,

D(0)
22 = ∓β+D(0)

12 D
(1)
22 . (6.83)

Як i рiвняння (6.81), це спiввiдношення сформульовано для того самого

елемента матрицi D(0)
22 . Однак це не залежить вiд товщини db.
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Рис. 6.13. Спектр Ω = Ωn(θ) локалiзованих мод (тонкi лiнiї), коефiцiєнт погли-

нення A(θ,Ω) (градiєнт кольору) (панель а) i коефiцiєнт поглинання A(θ) для

двох частот, Ω = Ωtot i Ω = Ω′ (панель б) для точки а на рис. 6.12. Параметри:

na =
√
εa ≈ 4,5, nb =

√
εb = 1, решта параметрiв такi ж, як на рис. 6.12.

Отже, можна стверджувати, що рiвняння (6.83) визначає значення частоти

Ω та кута θ, при яких загальне поглинання, A = 1, може бути здiйснено шляхом

налаштування товщини db у вiдповiдностi з рiвнянням (6.81). Тонкi суцiльнi кривi

на вставцi рис. 6.12 зображують розв’язки рiвняння (6.83).

6.2.3.2. Резонансна форма лiнiї

Вiдповiдно до основних особливостей спектра Ω = Ωn(θ) локалiзованих

хвильових мод, поведiнку поглинання (6.73) доцiльно аналiзувати у трьох хара-
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ктерних випадках, коли форма лiнiї резонансної залежностi A(θ) має:

Рис. 6.14. Спектр Ω = Ωn(θ) локалiзованої моди (тонка лiнiя), коефiцiєнт погли-

нення A(θ,Ω) (градiєнт кольору) (панель а) i коефiцiєнт поглинення A(θ) для двох

частот, Ω = Ωtot i Ω = Ω′ (панель б) для точки b на рис. 6.12. Параметри такi ж, як

на рис. 6.12.

випадок 1 – одиночний резонансний пiк, що вiдповiдає дiапазону частот,

який вiдповiдає дiлянцi спектральної кривої ρ(θ,Ω) = 0 лише з нормальною

дисперсiєю;

випадок 2 – подвiйнi резонанснi пiки за умови, що частота нижче верхньої

точки (θmax,Ωmax) на немонотоннiй частинi спектральної кривої ρ(θ,Ω) = 0;

випадок 3 – одиночний розширений резонансний пiк, реалiзований на

частотi, яка налаштована дуже близько до верхньої точки спектральної кривої.

Важливо, що для кожного випадку ми вибираємо кут падiння θ i безроз-

мiрну частоту хвилi Ω в безпосереднiй близькостi вiд точок (θtot,Ωtot) повного
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поглинання, A = 1, позначених колами a, b, i c на рис. 6.12, у вiдповiдностi

з вищезазначеними випадками 1, 2 та 3. Звернiть увагу, що випадок 2 плавно

перетворюється у випадок 3, коли частота наближається до верхньої точки

(θmax,Ωmax) i два вузькi резонанснi пiки зливаються в єдиний розширений.

Рис. 6.15. Спектр Ω = Ωn(θ) локалiзованої моди (тонка лiнiя), коефiцiєнт погли-

нання A(θ,Ω) (градiєнт кольору) (панель а) i коефiцiєнт поглинання A(θ) для двох

частот, Ω = Ωtot i Ω = Ω′ (панель б) для точки с на рис. 6.12. Параметри такi ж, як

на рис. 6.12.

Цi випадки розглянутi на рисунках 6.13, 6.14, 6.15. На верхнiх панелях цих

рисункiв вiдображається коефiцiєнт поглинання A(θ,Ω) за допомогою градiєнту

кольору, де темнiший колiр вiдповiдає бiльшому значенню A. Тонкi свiтлi лiнiї

представляють спектральнi кривi Ω = Ωn(θ) локалiзованих мод, де ρ(θ,Ω) = 0.

Кола позначають точки (θtot,Ωtot), рiвняння (6.82), повного поглинання, A = 1.

Вертикальнi та горизонтальнi прямi лiнiї вказують координати θtot, Ωtot (суцiльнi
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лiнiї) та значення Ω′ (пунктирна лiнiя), де загальне поглинання не може бути

досягнуто. Залежнiсть коефiцiєнта поглинання A вiд кута θ для двох характер-

них значень частоти хвилi Ω = Ωtot та Ω = Ω′ показанi на нижнiх панелях.

Суцiльнi лiнiї вiдповiдають резонансним пiкам A(θ,Ωtot) iз повним поглинанням,

A(θtot,Ωtot) = 1, тодi як пунктирнi лiнiї побудованi для резонансної залежностi

A(θ,Ω′) з частковим поглинанням, A < 1.

Для подальшого нашого аналiтичного дослiдження коефiцiєнта поглинання

A(θ,Ω), доречно переформулювати його визначення (6.73) через введенi ранiше

спектральнi функцiї (6.79) i (6.80), нулi яких визначальнi для ефектiв локалiзо-

ваного збудження мод та загального поглинання хвилi. Для цього спочатку слiд

переписати знаменник
∣∣M (T )

22

∣∣2 рiвняння (6.72) у вiдповiдну форму,

∣∣M (T )
22

∣∣2 = 1 + ρ2(θ,Ω) + µ(θ,Ω). (6.84)

Вiдповiдно до прийнятого припущення (6.76), дисипативний внесок µ(θ,Ω) має

вигляд:

µ(θ,Ω) = β−
[
D(0)

12 D
(1)
22 −D

(0)
22 D

(1)
12

]
exp(2φb) +

[β−
2
D(1)

22 exp(2φb)
]2

. (6.85)

З точки зору дiйсних спектральних функцiй ρ(θ,Ω), χ±(θ,Ω) i µ(θ,Ω), коефiцiєнт

поглинання (6.73) отримує вид:

A(θ,Ω) =
1 + µ(θ,Ω)− χ2

±(θ,Ω)

1 + µ(θ,Ω) + ρ2(θ,Ω)
. (6.86)

Останнiй вираз, очевидно, вiдповiдає умовi, що A 6 1, i загальне поглинання,

A = 1, досягається, коли умови (6.78а) i (6.78б) виконуються одночасно.

Ми починаємо з випадку частотного дiапазону, в якому частина спектральної

кривої Ω = Ωn(θ) локалiзованої моди має нормальну дисперсiю, dΩ/dθ > 0, i

знаходиться далеко вiд верхньої точки (θmax,Ωmax) кривої. Як визнано вище, кут θ

i частота Ω знаходяться поблизу точки (θtot,Ωtot) повного поглинання, A = 1.
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Тому ми розкладаємо спектральнi функцiї ρ(θ,Ω) i χ±(θ,Ω) в межах лiнiйного

наближення при невеликих вiдхиленнях θ − θtot та Ω− Ωtot,

ρ ≈
[
∂ρ

∂θ

]
tot

(θ − θtot) +

[
∂ρ

∂Ω

]
tot

(Ω− Ωtot), (6.87)

χ± ≈
[
∂χ±
∂θ

]
tot

(θ − θtot) +

[
∂χ±
∂Ω

]
tot

(Ω− Ωtot). (6.88)

Тут символ [...]tot означає оцiнку в точцi (θtot,Ωtot). Крiм того, плавну функцiю

µ(θ,Ω) можна замiнити на її значення µ(θtot,Ωtot), оскiльки вона не важлива

для обговорюваної резонансної поведiнки поглинання. Як результат, асимптотика

рiвняння (6.86) для коефiцiєнта поглинання в разi одиничного пiку задається

формулою

A(θ) ≈
1− (θ − θχ)2/Θ2

χ

1 + (θ − θρ)2/Θ2
ρ

, (6.89)

де були введенi такi позначення:

θχ = θtot +

[
∂Ωn±

∂θ

]−1

tot

(Ω− Ωtot),

θρ = θtot +

[
∂Ωn

∂θ

]−1

tot

(Ω− Ωtot),

Θχ =
∣∣1 + µ

∣∣1/2
tot

∣∣∣∂χ±
∂θ

∣∣∣−1

tot
,

Θρ =
∣∣1 + µ

∣∣1/2
tot

∣∣∣∂ρ
∂θ

∣∣∣−1

tot
. (6.90)

Нагадаємо, що функцiї Ωn(θ) та Ωn±(θ) є явними рiшеннями рiвнянь дисперсiї

(6.78), ρ(θ,Ω) = 0 та χ±(θ,Ω) = 0, вiдповiдно; цiле число n перераховує спе-

ктральнi кривi знизу вгору, як показано на рис. 6.12.

Зауважимо, що Θρ/Θχ � 1 через слабку дисипацiю, див. рiвняння (6.3).

Отже, кут падiння θ в чисельнику асимптотики (6.89) може бути приблизно

замiнений на θρ. Таким чином, залежнiсть A(θ) набуває лоренцiвської форми з
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максимальним значенням коефiцiєнта поглинання

Apeak ≈ 1− (θρ − θχ)2/Θ2
χ 6 1 (6.91)

при θ = θρ i напiвширинi Θρ ∝ exp(−2φb) резонансного пiку. Повне поглинання,

A = 1, може бути досягнуто лише при Ω = Ωtot i θ = θχ = θρ = θtot, тобто в точцi

перетину двох кривих Ω = Ωn(θ) i Ω = Ωn±(θ). Вiдповiднi резонанснi лiнiї A(θ)

побудованi на нижнiй панелi рис. 6.13 для антисиметричного збудження хвилi в

дiапазонi частот, де генерується локалiзована мода з iндексом n = 1. Суцiльна

крива описує резонанс у A(θ,Ωtot) з максимальним Apeak = A(θtot,Ωtot) = 1, тодi

як пунктирна крива зображує резонансну форму лiнiї A(θ,Ω′) з Apeak < 1.

Найбiльш важливий дiапазон частот — той, який проiлюстрований на

рис. 6.14, де спектр Ω = Ωn(θ) локалiзованої моди досягає максимального зна-

чення Ω = Ωmax в θ = θmax. Тут Ω = Ωn(θ) очевидно немонотонна, i маємо як

нормальну (dΩ/dθ > 0), так i аномальну (dΩ/dθ < 0) дисперсiю. Наближення

спектральної функцiї Θmax,Ωmax має бути квадратичним по θ − θmax i лiнiйним

за Ω− Ωmax,

ρ(θ,Ω) ≈
[
∂2ρ

∂θ2

]
max

(θ − θmax)2 +

[
∂ρ

∂Ω

]
max

(Ω− Ωmax). (6.92)

Квадратнi дужки [...]max означають значення внутрiшньої величини в верхнiй точцi

(θmax,Ωmax). Пiдставивши цей розклад в загальний вираз (6.86) для коефiцiєнта

поглинання A, отримуємо його вiдповiдну асимптотику,

A(θ) ≈ 1−X(θ)

1 +
[
(θ − θmax)2 − δθ2

peak

]2
/Θ4

twin

. (6.93)

Тут ми ввели такi позначення:

δθ2
peak =

[
∂2Ωn

∂θ2

]−1

max

(Ω− Ωmax), (6.94)
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Θtwin =
[

4
√

1 + µ
]

max
×
∣∣∣∂2ρ

∂θ2

∣∣∣−1/2

max
, (6.95)

X(θ) =
χ2
±(θ,Ω)

1 + µ(θ,Ω)
. (6.96)

У верхнiй точцi (θmax,Ωmax) друга похiдна спектральної кривої Ω = Ωn(θ)

вiд’ємна. Отже, для частот Ω < Ωmax, зсув квадрата θ у (6.94) є додатним,

δθ2
peak > 0. Як наслiдок, форма лiнiї поглинання (6.93) явно демонструє подвiйнi

пiки, розташованi на рiвнi

θ±peak = θmax ± δθpeak. (6.97)

Поблизу кожного пiку,

|θ − θ±peak| � δθpeak, (6.98)

резонансна форма лiнiї має лоренцiвську форму,

A(θ) ≈ 1−X(θmax ± δθpeak)

1 +
[
θ − (θmax ± δθpeak)

]2
/Θ2

peak

, Ω < Ωmax, (6.99)

з параметром напiвширини Θpeak,

Θpeak = Θ2
twin/2δθpeak ∝ exp(−2φb). (6.100)

Максимальне значення A±peak поглинання (6.99) досягається на пiках i, загалом, є

меншим одиницi,

A±peak ≈ 1−X(θmax ± δθpeak) 6 1. (6.101)

Таку ситуацiю продемонстровано пунктирною кривою поглинання A(θ,Ω′) на

правiй панелi рис. 6.14.
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Однак якщо спектральна крива Ω = Ωn(θ) налаштована так, щоб вловити

точку (θtot,Ωtot = Ωn(θtot)), в якiй обидва дисперсiйнi спiввiдношення (6.78)

виявляються виконаними, тодi амплiтуда одного з пiкiв сягає одиницi. Зокрема,

коли правильний кут падiння θtot виникає лiворуч вiд θmax (iнтервал з нормальною

дисперсiєю), лiвий пiк виявляє повне поглинання, а правий — нi, тобто A−peak = 1

i A+
peak < 1. В iншому випадку кут падiння θtot знаходимо праворуч вiд θmax i,

отже, повне поглинання виникає для правого пiку з аномальною дисперсiєю, тобто

A−peak < 1 та A+
peak = 1. Перший описується суцiльною кривою на правiй панелi на

рис. 6.14 для випадку симетричного збудження хвилi (n = 2). Слiд пiдкреслити, що

лiвим або правим положенням пiку iз повним поглинанням можна манiпулювати,

змiнюючи товщину db просторових b зазорiв.

Вважаючи точку (θtot,Ωtot) повного поглинання близькою до максимальної

точки (θmax, Ωmax = Ωn(θmax)), спектральну функцiю χ±(θ,Ω) можна вiдповiдним

чином замiнити її асимптотичним наближенням (6.88). Це дозволяє представити

амплiтудну функцiю X(θ), (6.96), у простiшiй формi,

X(θ) = (θ − θχ)2/Θ2
χ, (6.102)

де θχ i Θχ визначаються рiвняннями (6.90). Як результат, резонансну залежнiсть

(6.93) поглинання A(θ,Ωtot) з двома пiками можна апроксимувати як

A(θ,Ωtot) ≈
1− (θ − θχ)2/Θ2

χ

1 +
[
(θ − θmax)2 − δθ2

peak

]2
/Θ4

twin

. (6.103)

Ця асимптотика показана пунктирною кривою на правiй панелi рис. 6.14. Можна

переконатися в iдеальнiй вiдповiдностi мiж нею та суцiльною кривою, отриманою

за допомогою чисельного моделювання точного рiвняння (6.73).

Коли нормована частота Ω наближається дуже близько до верхньої точки

спектральної кривої, Ω ≈ Ωmax, резонансний зсув за θ в рiвняннi (6.93) зникає,

δθpeak ≈ 0, перетворюючи два пiки в єдиний. Вiдповiдна залежнiсть коефiцiєнта
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поглинання A(θ,Ωmax) вiд кута падiння θ має вигляд:

A(θ,Ωmax) ≈ 1−X(θmax)

1 + (θ − θmax)4/Θ4
twin

. (6.104)

Його напiвширина Θtwin ∝ exp(−φb) виявляється в exp(φb)� 1 разiв бiльшою,

нiж напiвширини Θρ i Θpeak як окремого пiку, так i кожного з пари пiкiв, що

визначається рiвняннями (6.89) i (6.99), вiдповiдно.

Загалом, максимальне значення поглинання, що досягається при θ = θmax,

менше одиницi,

Apeak ≈ 1−X(θmax) 6 1. (6.105)

Однак, якщо верхня точка (θmax,Ωmax) спектральної кривої Ω = Ωn(θ) збiгається

з точкою (θtot, Ωtot) повного поглинання, амплiтуда пiку Apeak = 1. Така ситуацiя

описується точними суцiльними та асимптотичними пунктирними кривими на

нижнiй панелi рис. 6.15, яка вiдповiдає випадку антисиметричного збудження, що

генерує локалiзовану моду iз iндексом n = 3.

Пунктирна крива на нижнiй панелi рис. 6.15 вiдповiдає залежностi A(θ,Ω′)

для фiксованої частоти Ω′ > Ωmax. Ця залежнiсть визначається рiвнянням (6.93),

при δθ2
peak < 0. Як наслiдок, форма лiнiї представляє лише широкий пiк у θ ≈ θmax

з напiвшириною Θtwin ∝ exp(−φb) i пiкової амплiтудою

Apeak ≈
1−X(θmax)

1 + δθ4
peak/Θ

4
twin

< 1. (6.106)

Важливо, що псевдорезонансна поведiнка A(θ,Ω′) виникає тут через близькiсть до

спектрального максимуму Ωmax = Ωn(θmax).

Нарештi, коли дiапазон частот/кутiв не охоплює спектр Ω = Ωn(θ) локалiзо-

ваних мод i, крiм того, виявляється далеко за його межами, поглинання A(θ,Ω) є
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незначним,

A(θ,Ω) ≈
4
[
D(0)

12 D
(1)
22 −D

(0)
22 D

(1)
12 −D

(1)
22

]
β−D(0)

22

exp(−2φb), (6.107)

через слабку дисипацiю.

6.3. Вплив постiйного магнiтного поля на поширення джозефсонiв-

ських мод

У цьому пiдроздiлi вивчається вплив зовнiшнього постiйного магнiтного

поля на поширення локалiзованних джозефсонiвських хвиль у пластинi шарува-

того надпровiдника. Цей вплив призводить до змiни прозоростi пластини, як це

зрозумiло з попереднього пiдроздiлу.

6.3.1. Основнi рiвняння

Ми вивчаємо одностороннє опромiнення пластини i знаходимо коефiцiєнт

проходження електромагнiтних хвиль через пластину шаруватого надпровiдника

товщиноюD. Система координат вибирається таким чином, щоб кристалографiчна

ab-площина шаруватого надпровiдника збiгалася з площиною xy, а вiсь c спрямо-

вана вздовж вiсi z. Пластина знаходиться у областi 0 < x < D (див. рис. 6.16). Ми

вважаємо, що зразок нескiнченний вздовж осей y та z, i нехтуємо вiдповiдними

граничними ефектами.

TM-поляризована хвиля одиничної амплiтуди, терагерцової частоти ω та з

компонентами хвильового вектора kx = k cos θ, kz = k sin θ (k = ω/c) опромiнює

поверхню x = 0 надпровiдника з кутом падiння θ. Така геометрiя дозволяє
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представити електромагнiтне поле як

~E(x, z, t) = {Ex(x), 0, Ez(x)} exp(ikz − iωt),
~H(x, z, t) = {0, Hy(x), 0} exp(ikzz − Iωt). (6.108)

Падаюча хвиля частково вiдбивається вiд шаруватого надпровiдника i частково

проходить крiзь нього, як показано на рис. 6.16. Зовнiшнє постiйне магнiтне поле

~H0 направлено вздовж осi y. Ми вивчали випадок вiдносно слабких постiйних

магнiтних полiв, коли Джозефсоновi вихори не проникають у пластину.

Рис. 6.16. Схематична геометрiя вiдбиття i проходження хвиль через пластину

шаруватого надпровiдника.

Електромагнiтне поле у вакуумних областях праворуч та лiворуч вiд зразка

(див. рис. 6.16) є суперпозицiєю постiйного магнiтного поля та полiв хвилi, що

падає, вiдбивається i проходить. Використовуючи рiвняння Максвелла, можна лег-

ко отримати такi вирази для тангенцiальних складових електричного та магнiтного

полiв у лiвiй вакуумнiй областi:

H left
y (x) = exp(ikxx)] +Hr exp(−ikxx),

E left
z (x) = −kx

k
[exp(ikxx)−Hr exp(−ikxx)], (6.109)

де Hr — амплiтуда хвилi, що вiдбита.

Тангенцiальнi складовi магнiтного та електричного полiв хвилi, що пройшла,
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в правiй вакуумнiй областi є:

Hright
y (x) = Ht exp[ikx(x−D)],

Eright
z (x) = −kx

k
Ht exp[ikx(x−D)], (6.110)

де Ht — амплiтуда хвилi, що пройшла.

Електромагнiтне поле в шаруватому надпровiднику визначається розподiлом

ϕ(~r, t) мiжшарової калiбрувально-iнварiантної рiзницi фаз параметра порядку.

Ця рiзниця фаз регулюється набором зв’язаних синусоїдальних рiвнянь Гордо-

на (1.46). Спочатку ми опишемо, як постiйне магнiтне поле проникає в пластину

шаруватого надпровiдника. Тут ми припускаємо, що пластина досить товста,

D � λc � λab. (6.111)

У цьому випадку ми можемо нехтувати взаємодiєю двох магнiтних потокiв, що

проникли в пластину з протилежних її сторiн x = 0 та x = D, оскiльки постiйне

поле згасає всерединi пластини на вiдстанi близько λc вiд границi пластини.

Використовуючи рiвняння (1.46), отримуємо вирази для сталої рiзницi фаз ϕ0 в

границях вiд x = 0 до x = D,

ϕleft
0 (ξ) = −4 arctg[exp(−ξ − ξ0)],

ϕright
0 (ξ) = 4 arctg exp[ξ − (δ − ξ0)]. (6.112)

Тут ми знову використовуємо безрозмiрну координату ξ та нормовану на λc

товщину δ пластини. Стала ξ0 визначається величиною H0 зовнiшнього постiйного

магнiтного поля,

ξ0 = arch

(
1

h0

)
, h0 =

H0

H0
. (6.113)
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Значення h0 являє собою зовнiшнє постiйне магнiтне поле, нормоване

на критичне поле H0 = Φ0/πdλc. Типове значення H0 для Bi2Sr2CaCu2O8+δ

становить близько 100 Oe. Якщо H0 > H0, стан Мейснера стає нестабiльним. Тут

ми розглянемо протилежний випадок, коли постiйне магнiтне поле слабке,

h0 ≤ 1. (6.114)

За цiєї умови магнiтний потiк всерединi шаруватого надпровiдника iснує

лише у виглядi хвостiв двох джозефсонiвських вихорiв, центри яких розташованi

поза пластиною в точках ξ = −ξ0 та ξ = δ + ξ0. Рiвняння (6.112) представляє

вiдомий розв’язок сiнусоїдального рiвняння Гордона для фази ϕ0. Як ми показуємо

нижче, навiть слабке постiйне магнiтне поле має суттєвий вплив на високочастотнi

властивостi шаруватих надпровiдникiв i, зокрема, на пропускання надпровiдної

пластини.

Тепер розглянемо змiннi поля, пов’язанi з джозефсонiвською хвилею, що по-

ширюється всерединi шаруватого надпровiдника в присутностi неоднорiдно розпо-

дiленого постiйного магнiтного поля. Це неоднорiдне постiйне поле визначається

талою рiзницею фаз (6.112). Розглянемо випадок, коли амплiтуда падаючої хвилi

набагато менша за величину магнiтного поля постiйного струму, а калiбрувально-

iнварiантну рiзницю фаз можна представити як суму трьох доданкiв,

ϕ(ξ, z, t) = ϕleft
0 (ξ) + ϕright

0 (ξ) + ϕw(ξ, z, t), (6.115)

де першi два доданки, заданi рiвняннями (6.112), описують сталу частину ϕ.

Останнiй доданок — це невелика добавка змiнного поля моди.

Лiнеаризуємо рiвняння (6.112) за малою змiнною складовою рiзницi фаз ϕw,

вiдповiдно до рiвняння (6.108), i шукатимемо ϕw у формi:

ϕω(ξ, z, t) = a(ξ) exp[i(kzz − ωt)]. (6.116)
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Тодi в межах лiнiйного наближення рiвняння для коефiцiєнта a(ξ) має вигляд:

∂2a(ξ)

∂ξ2
+ (1 + k2

zλ
2
ab)

[
2

ch2(ξ + ξ0)
+

2

ch2(δ + ξ0 − ξ)
+ Ω2 − 1

]
a(ξ) = 0. (6.117)

Важливо, що з спiввiдношень

Es
z =

H0

2ωJ
√
ε

∂ϕ

∂t
,

∂Hs
y

∂t
=
H0

2λc

[
sin ε+

1

ω2
J

∂2ϕ

∂t2

]
(6.118)

i рiвняння (6.117) можна отримати вiдоме рiвняння для z-компоненти електричного

поля у хвилi з ТМ-поляризацiєю (6.108),

d2Ez

dx2
+

(
k2εzz − k2

z

εzz
εxx

)
Ez = 0, (6.119)

але з модифiкованими компонентами тензора дiелектричної проникностi. З ураху-

ванням умов розсiювання, цi компоненти можна записати так:

εxx(Ω) = εyy(Ω) = ε

[
1 +

iνab
Ω
− λ2

c

λ2
ab

1

Ω2

]
,

εzz(ξ,Ω) = ε

{
1 +

iνc
Ω
− 1

Ω2

[
1− 2

ch2(ξ + ξ0)
− 2

ch2(δ + ξ0 − ξ)

]}
.(6.120)

Таким чином, можна зробити висновок, що плазма в шаруватих надпро-

вiдниках у зовнiшньому постiйному магнiтному полi являє собою дисперсiйне

неоднорiдне середовище, задане одновiсним дiагональним тензором дiелектричної

проникностi (6.120). Важливо, що неоднорiднiсть, яка виникає в εzz, походить вiд

зовнiшнього магнiтного поля та регулюється ним. Без магнiтного поля постiйного

струму дiелектричнi функцiї (6.120) зводяться до тих, що записанi, наприклад,

в [355].

Зауважимо, що через сильну анiзотропiю, λab � λc, параметр kzλab завжди
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малий,

kzλab =
λab
λc

Ω√
ε

cos θ � 1. (6.121)

Тому в рiвняннi (6.117) вираз в дужках (1 + k2
zλ

2
ab) можна, опустити. Тодi, з точнi-

стю до експоненцiально малого параметра exp(−δ) = exp(D/λc)� 1, отримуємо

асимптотично точний загальний розв’язок рiвняння (6.117):

a(ξ) = C1e
iΩ̃ξ
[
pa0(ξ) + p−1a0(δ − ξ) +

√
Ω̃2 + 1

]
+

+C2e
−iΩ̃ξ

[
p−1a0(ξ) + pa0(δ − ξ) +

√
Ω̃2 + 1

]
, (6.122)

де C1, C2 — константи iнтегрування, i

a0(ξ) = th(ξ0 + ξ)− 1, p =
1 + iΩ̃√
Ω̃2 + 1

, (6.123)

де Ω̃ =
√

Ω2 + iνcΩ− 1.

Тепер, використовуючи рiвняння (6.118), (6.115), (6.116) та (6.122), можемо

знайти електромагнiтне поле в пластинi шаруватого надпровiдника. Тангенцiаль-

ними компонентами електричного та магнiтного полiв є:

Es
z(x) = − iΩ√

ε

H0

2
a(x/λc),

Hs
y(x) =

H0

2
a′(x/λc), (6.124)

де штрих означає першу похiдну функцiї за її аргументом.

Зшиваючи тангенцiальнi компоненти електричного та магнiтного по-

лiв (6.109), (6.110) у вакуумних областях з полями (6.122), (6.124) всерединi

пластини, ми знаходимо невiдомi константи Hr, Ht, C1 та C2. В результатi для
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амплiтуди хвилi, що пройшла, можна отримати таке спiввiдношення:

Ht =
4ΩΩ̃(Ω̃2 + 1)2

√
ε cos θ

e−iδΩ(i− Ω̃)2M 2
+ − eiδΩ(i+ Ω̃)2M 2

−
, (6.125)

де

M± =
√
ε cos θ(h2

0 ± ih̃0Ω̃ + Ω̃2) + Ω(ih̃0 ± Ω̃). (6.126)

6.3.2. Вплив магнiтного поля на прозорiсть пластини

Тепер ми можемо отримати аналiтичний вираз для коефiцiєнта пропускання

T = |Ht|2. При νc = νab = 0, рiвняння (6.125) дає такий вираз для коефiцiєнта

пропускання T = |Ht|2:

T =
1

1 + sin2(Ω̃δ − φ)

{[ 1

4Θ
+
( h4

0h̃
2
0

Ω4Ω̃2
+ 1
)

Θ
]2

− 1

} , (6.127)

де

h̃0 =
√

1− h2
0, Θ =

ΩΩ̃
√
ε

2(h̃2
0 + Ω̃2)

cos θ,

φ =
π

2
− arctg

(
1− Ω̃2

2Ω̃
+

Ω4h̃0

2Ω̃h2
0

P

)
,

P =
[ Ω2ε cos2 θ

Ω2 + (h̃2
0 − Ω2)ε cos2 θ

− h̃0 + Ω̃2

h̃0 + 1

]−1

. (6.128)

За вiдсутностi постiйного магнiтного поля (h0 = 0) загальний вираз (6.127)

для пропускання набуває простий вигляд,
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T (h0 = 0) =
[
1 +

( 1

4Θ0
−Θ0

)2

sin2(Ω̃δ)
]−1

, Θ0 =
Ω̃

Ω

√
ε

2
cos θ. (6.129)

Видно, що пластина шаруватого надпровiдника стає повнiстю прозорою (T = 1)

при певному кутi падiння, коли виконується рiвнiсть cos θ = Ω/Ω̃
√
ε, незалежно

вiд товщини пластини D. Цей випадок може бути реалiзований при досить високiй

частотi, що вiдповiдають умовi

Ω > (1− ε−1)−1/2. (6.130)

При критичному значеннi постiйного магнiтного поля h0 = 1 коефiцiєнт

пропускання має такий вигляд:

T (h0 = 1) =
[
1 +

( 1

4Θ1
−Θ1

)2

sin2(Ω̃δ − φ1)
]−1

,

φ1 = 2 arctg Ω̃, Θ1 =
Ω

Ω̃

√
ε

2
cos θ. (6.131)

У цьому випадку також може спостерiгатися повна прозорiсть, однак для iншого

кута падiння, коли

cos θ = Ω̃/Ω
√
ε. (6.132)

Цю умову можна виконати для будь-якої частоти Ω > 1.

Тепер ми переходимо до загального випадку ненульового постiйного маг-

нiтного поля. Ми обговоримо залежнiсть коефiцiнта проходження хвиль вiд

товщини пластини δ = D/λc, кута падiння θ та частоти Ω = ω/ωJ , та вивчимо

вплив постiйного магнiтного поля h0 = H0/H0 на цю залежнiсть.

Загальний вираз (6.127) для коефiцiєнта пропускання залежить вiд товщини

пластини D = λcδ лише за рахунок аргументу синуса. Якщо sin(Ω̃δ − φ) = 0,

пластина повнiстю прозора. За вiдсутностi зовнiшнього постiйного магнiтного
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поля фаза φ = 0. У цьому випадку T = 1, коли товщина пластини дорiвнює цiлому

числу, кратному половинi довжин хвиль,

D =
πnc√
ε

1√
ω2 − ω2

J

, n = 1, 2, 3 . . . (6.133)

В результатi на залежностi T (D) мають мiсце коливання типу Фабрi-Перо, модифi-

кованi законом гiперболiчної дисперсiї для мод в шаруватому надпровiднику. Якщо

постiйне магнiтне поле H0 увiмкнено, H0-залежний фазовий зсув φ з’являється в

аргументi синуса в рiвняннi (6.127). Таким чином, постiйне магнiтне поле змiщує

криву T (D) влiво, тодi як перiодичнiсть функцiї T (D) залишається незмiнною.

Крiм того, амплiтуда резонансу Фабрi-Перо зростає при H0 = H0 у порiвняннi

з випадком H0 = 0. Однак бiльш детальне дослiдження показує, що залежнiсть

амплiтуди резонансу Фабрi-Перо вiд H0 виявляється немонотонною, якщо кути

падiння θ задовольняють нерiвностям

Ω√
ε(Ω2 + 1)

< cos θ <
Ω√

ε(Ω2 − 1)
, 1. (6.134)

На рис. 6.17, панель а, показано залежнiсть коефiцiєнта пропускання T вiд

безрозмiрної товщини пластини δ для H0 = 0 та H0 = H0. Вiдповiдний фазовий

зсув показано стрiлкою.

Залежнiсть пропускання T вiд кута падiння θ є бiльш складною. На рис. 6.18

показано значення T кольором як функцiю кута падiння та зовнiшнього постiйного

магнiтного поля на частотах Ω = 1,1; 1,15; 1,2; 1,28. Хоча ця залежнiсть кiлькiсно

змiнюється iз збiльшенням Ω, можна помiтити якiсний повтор її поведiнки.

Дiйсно, коли Ω̃ змiнюється на π/δ, аргумент синуса в рiвняннi (6.127) змiнюється

приблизно на π (див., наприклад, панелi з Ω = 1, 28 та Ω = 1, 1 на рис. (6.18).

Коефiцiєнт пропускання T дорiвнює 1, коли sin(Ω̃δ − φ) = 0. Ця умова вiдповiдає

пунктирним чорним лiнiям на рис. (6.18). Крiм того, ми показуємо точки, де

коефiцiєнт в дужках рiвняння (6.127) досягає мiнiмуму як функцiя θ, пунктирна
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сiра лiнiя.

Рис. 6.17. Залежнiсть коефiцiєнта пропускання T вiд нормованої товщини

пластини δ = D/λc за вiдсутностi постiйного магнiтного поля (товста червона

крива на панелi а, h0 = 0) та для критичного поля h0 = 1 (тонка синя крива на

панелi а) та для νab = νc = 0,03 Ω (суцiльнi кривi на панелi б) та νab = νc = 0

(штриховi кривi на панелi б). Параметри: Ω = 1,2, θ = π/4, λc = 4× 10−3 см,

λab = 2× 10−5 см, ωJ/2π = 0,3 ТГц i ε = 16.

Як видно на головнiй панелi на рис. 6.18, постiйне поле може рiзко змiнити

поведiнку функцiї T (θ). Зокрема, для 0 ≤ h0 . 0,2 ця функцiя є немонотонною.

Зi збiльшенням кута падiння θ коефiцiєнт пропускання спочатку збiльшується, а

потiм зменшується до нуля.

У iнтервалi 0,2 . h0 . 0,5 функцiя T (θ) монотонно зменшується вiд

T (θ = 0) = 1 до T (θ = π/2) = 0. Для 0, 5 . h0 . 0,8 змiна θ не призводить до

помiтної змiни коефiцiєнта пропускання T (θ). Нарештi, коли постiйне поле вище

≈ 0,8, залежнiсть T (θ) знову стає немонотонною.

Слiд зазначити, що при правильному виборi кута падiння θ можна досягти

майже iдеальної прозоростi надпровiдної пластини майже для будь-яких значень

постiйного поля H0 i частоти ω. Щоб показати цей факт, ми знайшли з рiвнян-

ня (6.127) максимальнi значення Tmax функцiї T (θ) для рiзних постiйних магнiтних
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полiв та частот. Цi максимальнi значення зображенi на фазовiй площинi (h0,Ω) на

рис. 6.19.

Рис. 6.18. Залежнiсть коефiцiєнта пропускання T (показана кольором) вiд кута па-

дiння θ та зовнiшнього постiйного магнiтного поля h0. Параметри: Ω = 1,1 (голов-

на панель), Ω = 1,15, Ω = 1,2, Ω = 1,28 (боковi панелi), δ = 11, λc = 4× 10−3 см;

λab = 2× 10−5 см; ωJ/2π = 0,3 ТГц i ε = 16.

Видно, що повне проходження, Tmax = 1, можна спостерiгати на широкiй

дiлянцi цiєї площини (свiтло-сiрi областi, обмеженi штриховими лiнiями). Значен-

ня θ у цих областях вибранi так, що значення синуса в рiвняннi (6.127) дорiвнює

нулю. Неможливо досягти iдеальної прозоростi, Tmax < 0, для h0 i Ω в бiльш синiх

областях.

Коефiцiєнт пропускання шаруватого надпровiдника T вiд частоти ω i

постiйного поля H0 показаний кольором на рис. 6.20, панель а. Областi iдеальної

прозоростi позначенi червоним кольором. Збiльшуючи частоту ω при будь-якому

фiксованому H0, коефiцiєнт пропускання коливається i приймає значення до оди-

ницi на частотах резонансiв Фабрi-Перо (коли синус в рiвняннi (6.127) дорiвнює

нулю), див. рис. 6.20, панель б. Вiдповiдно до рис. 6.20, панель а, постiйне поле

змiщує максимуми пропускання i робить резонанси бiльш рiзкими.

Важливо, що резонанси Фабрi-Перо можуть бути реалiзованi шляхом змiни
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постiйного магнiтного поля H0, однак, лише для спецiальних фiксованих iнтерва-

лiв частоти ω.

Рис. 6.19. Максимум Tmax функцiї T (θ) (показаний кольором) в залежностi вiд

нормованої частоти та безрозмiрного зовнiшнього постiйного магнiтного поля

h0. Параметри: δ = 11, λc = 4× 10−3 см; λab = 2× 10−5 см; ωJ/2π = 0,3 ТГц i

ε = 16.

Щоб показати дiапазон змiни коефiцiєнта пропускання при змiнi постiйного

магнiтного поля, ми побудували двi граничнi кривi на рис. 6.21. Зокрема, верхня

червона та нижня синi кривi представляють вiдповiдно коефiцiєнт пропускання,

максимiзований та мiнiмiзований за величиною поля, як функцiї безрозмiрної

частоти Ω. Сiра промiжна область мiж кривими показує дiапазон змiни коефiцiєнта

пропускання. З рис. 6.21 видно, що цей дiапазон суттєво залежить вiд вибору

частоти. Наприклад, можна порiвняти дiапазони, позначенi штриховими лiнiями

a та b на рис. 6.20, панель а, i 6.21. Для частоти, що вiдповiдає лiнiї a, можна

змiнювати коефiцiєнт пропускання майже вiд нуля до одиницi, тодi як дiапазон

змiн коефiцiєнта пропускання набагато менший вздовж лiнiї b. Очевидно, що в

останньому випадку iдеальної прозоростi не спостерiгається.

Усi результати, отриманi вище, є дiйсними у випадку незначних дисипацiй
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в пластинi. Однак навiть у випадку не дуже малої дисипацiї невелике постiйне

магнiтне поле може суттєво вплинути на прозорiсть надпровiдних пластин. Для

демонстрацiї цього, використовуючи рiвняння (6.125), побудовано графiк залежно-

стi коефiцiєнта пропускання T вiд нормованої товщини пластини δ = D/λc для

випадку нульової дисипацiї, νab = νc = 0, та для випадку νab = νc = 0, 03 (див.

рис. 6.17, панель б).

Рис. 6.20. Залежнiсть коефiцiєнта пропускання T (вiдображається кольором на

панелi а) вiд нормованої частоти Ω та зовнiшнього постiйного магнiтного поля h0

(панель а) та для h0 = 1 (панель б). Параметри: θ = π/4, δ = 11, λc = 4× 10−3 см;

λab = 2× 10−5 см; ωJ/2π = 0,3 ТГц i ε = 16.

Штриховi кривi, отриманi для νab = νc = 0, збiгаються з кривими на

рис. 6.17, панель а. Вони показують коливання Фабрi-Перо за вiдсутностi постiй-

ного магнiтного поля (товста червона пунктирна крива) та для h0 = 1 (тонка синя

пунктирна крива). Суцiльнi кривi на рис. 6.17, панель б, побудованi для тих самих

умов, що i штриховi лiнiї, але для νab = νc = 0,03 Ω. Видно, що коливання Фабрi-

Перо спостерiгаються навiть у випадку невеликої (але реалiстичної) дисипацiї.

Бiльше того, на рис. 6.17 видно, що постiйне магнiтне поле змiнює коефiцi-

єнт пропускання в широкому дiапазонi навiть у випадку ненульової дисипацiї.
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Рис. 6.21. Дiапазон варiацiї (сiра зона) функцiї T (h0), її максимальне (чер-

вона крива) та мiнiмальне (синя крива) значення в залежностi вiд нормованої

частоти Ω. Параметри: θ = π/4, δ = 11, λc = 4× 10−3 см; λab = 2× 10−5 см;

ωJ/2π = 0,3 ТГц i ε = 16.

Висновки до роздiлу 6

У шостому роздiлi дисертацiї, написаному за матерiалами статей [18–21]:

• Узагальнено, класифiковано i доповнено результати, отриманi для мод

локалiзованих в пластинах шаруватого надпровiдника. Теоретично вивчено поши-

рення власних локалiзованих терагерцових хвиль уздовж пластини шаруватого

надпровiдника, шари якого перпендикулярнi поверхнi пластини. Розглядається

загальний випадок довiльного напрямку поширення, при якому електромагнiтне

поле локалiзованої моди в пластинi є суперпозицiєю двох типiв хвиль, звичайної

i незвичайної, причому цi двi складовi не можуть бути вiдокремленi одна вiд

одної. В окремих випадках поширення строго уздовж або перпендикулярно шарам

показано, що сiмейство локалiзованих мод розщеплюється на два набори, електро-

магнiтне поле в кожному з яких описується тiльки одним типом хвиль, звичайною

або незвичайною модами. Показано, що при довiльному напрямку поширення,

крiм випадку поширення строго уздовж шарiв, дисперсiйнi кривi мiстять дiлянки з

аномальною дисперсiєю. Залежно вiд кута поширення визначений частотний дiапа-
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зон, в якому може спостерiгатися аномальна дисперсiя. Крiм цього, проаналiзованi

дисперсiйнi кривi, що представляють залежнiсть частоти вiд однiєї з проекцiй

хвильового вектора при фiксованому значеннi iншої проекцiї. Показано, що

при фiксованiй проекцiї хвильового вектора поперек шарiв аномальна дисперсiя

не спостерiгається, а при певному значеннi проекцiї вздовж шарiв аномальна

дисперсiя спостерiгається в широкому частотному дiапазонi.

• Показано, що проходження терагерцевого випромiнення крiзь зразок

може бути суттєво пригнiчено за рахунок збудження локалiзованих джозефсонiв-

ських мод у пластинi. Залежнiсть коефiцiєнта поглинання енергiї падаючої хвилi

пластиною вiд кута падiння хвиль може мати один пiк, два, або один уширений

пiк.

• Показано, що завдяки нелiнiйностi рiвнянь, що описують електрома-

гнiтне поле в шаруватому надпровiднику, принцип суперпозицiї мод не викону-

ється. Це приводить до змiни ефективного тензора дiелектричної проникностi

шаруватого надпровiдника. Зокрема, стале магнiтне поле i терагерцевi хвилi не

є незалежними, i сталим полем можна впливати на розповсюдження локалiзованих

терагерцевих мод.

Результати, що викладенi в даному роздiлi дисертацiї, можуть бути викори-

станi при проектуваннi пристроїв терагерцевого дiапазону.
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi вирiшено важливу задачу теоретичної фiзики, а

саме: виявлено специфiчнi особливостi при поширеннi, взаємодiї, затуханнi та

декогеренцiї мод у лiнiйних та нелiнiйних квантових системах iз скiнченною

кiлькiстю ступенiв вiльностi при врахуваннi взаємодiї з зовнiшнiм термостатом,

джерелами адитивних та фазових шумiв, одно- та двовимiрних кристалiчних

системах, сильноанiзотропних пластинах надпровiдникiв, i дослiдженi ефекти,

викликанi цими модами.

Основнi результати дисертацiйної роботи сформульованi в наступних поло-

женнях:

1. Розвинуто теоретичний метод вiдокремлення впливiв адитивного i ча-

стотного шумiв для аналiзу динамiки квантової моди за наявностi її затухання

та декогеренцiї при збудженнi системи на частотi, близькiй до резонансу. Метод

полягає у аналiзi моментiв старших порядкiв комплексної координати осцилятора,

яку можна експериментально отримати за допомогою гомодинної схеми. Показано,

як вивчення статистичних моментiв старших порядкiв системи дозволяє виявити

наявнiсть рiзних шумiв, що не є можливим виходячи з аналiзу лише спектру

вiдгуку. Отриманi результати справедливi як для класичного, так i для квантового

осцилятора. Цей метод дозволяє вивчати властивостi вiдгуку систем на частотний

шум навiть за наявностi адитивного шуму, що має бiльший вплив на спектр

системи.

2. Отриманi аналiтичнi вирази для статистичних моментiв старшого поряд-

ку комплексної координати моди за наявностi частотного шуму з рiзними статисти-

чними властивостями з урахуванням ефектiв затухання та декогеренцiї. Отриманi i

проаналiзованi асимптотичнi вирази для моментiв старших порядкiв та кореляцiй-

ної функцiї комплексної координати у випадках гауссiвського, пуассонiвського та
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телеграфного шумiв. В граничному випадку слабкого шуму моменти координати

вираженi через моменти старших порядкiв частотного шуму. Проаналiзованi

вклади вiд нелiнiйних доданкiв у гамiльтонiанi осцилятора i показано, що їх вплив

можна вiдокремити вiд впливу шумiв. Показано, як аналiз саме старших моментiв

дозволяє характеризувати частотний шум, наявний у системi. Запропоновано

схему проведення експериментальної перевiрки отриманих закономiрностей для

механiчного торсiонного мiкрорезонатора i доведено можливiсть вiдокремлення

частотного шуму вiд адитивного. Перевiрено, що отриманi теоретичнi результати

для старших моментiв узгоджуються з експериментальними даними.

3. Побудовано теорiю нелiнiйного вiдгуку гармонiчної моди, дисперсiйно

зв’язаної з квантовою дворiвневою системою. У наближеннi середнього поля

показано, що завдяки цьому зв’язку стани дворiвневої системи i моди самоузгоджу-

ються. Рiвняння, якi описують вiдгуки двох систем на зовнiшнє збудження, мають

декiлька коренiв, що призводить до мультистабiльностi. При монотонному зро-

станнi i зменшеннi зовнiшньої сили, що забезпечує коливання моди, її амплiтуда

проявляє гiстерезиснi властивостi, а при деяких амплiтудах зовнiшнього збудження

можуть спостерiгатися декiлька станiв системи. Зокрема, для випадку контакту з

дворiвневою системою, мода може проявляти бiстабiльнiсть або тристабiльнiсть.

Ця специфiчна мультистабiльнiсть пояснена особливою ефективною нелiнiйнiстю

моди, що є наслiдком дисперсiйного зв’язку з квантовою системою. Розрахована

швидкiсть переходу системи мiж станами рiвноваги поблизу точок бiфуркацiї у

квазiкласичному наближеннi.

4. Дослiджено функцiю розподiлу коливальної системи за модами аргу-

ментальних коливань на прикладi маятника Дубошинського. Показано, що навiть

у класичнiй аргументальнiй системi може формуватися псевдоквантовий спектр

вимушених коливань пiд дiєю локалiзованої сильнонелiнiйної зовнiшньої сили.

В залежностi вiд параметрiв системи i початкових умов коливань, зокрема, фази

струму у котушцi i енергiї маятника, в системi може встановлюватися декiлька

станiв вимушених коливань. Показано, що навiть при початковому вiдхиленнi, яке
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точно вiдповiдає однiй з амплiтуд дискретного спектра, можливе встановлення i

iнших амплiтуд зi спектра.

5. Вивчено ефект Казимира впливу квантових мод вакуума на взаємодiю

тонкої плiвки та масивного тiла за наявностi дисипацiй при ненульовiй темпе-

ратурi. Цей ефект призводить до виникнення сили тяжiння, яка складається з

двох вкладiв, радiацiйного та дисипацiйного. Загальнi вирази для цих вкладiв для

випадку тяжiння тонкої плiвки до масивного металу вперше отриманi та проаналi-

зованi у дисертацiї. Прозорiсть плiвки для електромагнiтних хвиль вакуума робить

можливим дослiджувати дiелектричнi властивостi речовини плiвки за допомогою

вимiрювання сили Казимира. Зокрема при монотонному збiльшеннi температури

в залежностi вiд параметрiв плiвки, її температури Дебая i залишкової частоти

релаксацiї, сила Казимира може як монотонно зменшуватися, так i мати мiнiмум.

6. Дослiджено вплив сили Казимира на точнiсть спектроскопiї Лемба-Дiка

ультрахолодних атомiв стронцiя у фотонно-кристалiчному волокнi. Поправка до

частоти за рахунок ефекту Казимира визначається вiдмiннiстю поляризованостей

атома у двох станах, що вiдповiдають переходу, геометрiєю його положення у

фотонному кристалi у волокнi, прозорiстю i дiелектричною проникнiстю речовини

стiнок волокна, а також температурою. Дослiджено ширину спектральної лiнiї

i вплив на неї рiзних факторiв, зокрема ефекту Казимира взаємодiї зi стiнками

порожнини та взаємодiї атомiв одного з iншим. Дослiджено час декогеренцiї стану

захопленого атома в залежностi вiд часу його затримки у порожнинi та вiдстанi вiд

мiсця його захоплення до краю порожнини. Оцiнена точнiсть оптичного атомного

годинника, який побудований таким чином. Вiдносний вклад ефекту Казимира не

перевищує 3 ·10−18, в той час як у iснуючих установках за рахунок iнших факторiв

точнiсть не перевищує 10−17.

7. Побудовано теорiю теплового транспорту у вiгнерiвському кристалi, що

супроводжується взаємодiєю електронних мод. Показано, що саме нелiнiйнiсть

закону дисперсiї i врахування мiжмодового розсiювання дозволяє коректно опи-

сувати динамiку термiчного врiвноваження системи. Отримана теплопровiднiсть
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одновимiрного вiгнерiвського кристалу з урахуванням ефектiв мiжмодового розсi-

ювання. Зокрема, важливими є процеси, в яких при зiткненнi одна з мод змiнює

напрямок свого поширення. Цi процеси вперше врахованi в роботi i дозволили

отримати характерну довжину розсiяння моди для системи.

8. Дослiджено вплив густини електронних мод, локалiзованих на потен-

цiальному бар’єрi, створеному електричним полем, на електропровiднiсть листа

графена. На вiдмiну вiд систем з квадратичним законом дисперсiї, у графенi iснує

симетрiя по вiдношенню до замiни електронiв на дiрки, а потенцiальної ями на

бар’єр. Тому завдяки специфiчнiй будовi поверхнi Фермi в графенi iснують моди,

якi локалiзованi поблизу потенцiального бар’єру i поширюються вздовж нього.

Розраховано електропровiднiсть листа графену у виглядi суми вкладiв за модами.

9. Вивчено поширення локалiзованих джозефсонiвських мод у пластинi

шаруватого надпровiдника, для довiльного напрямку їх хвильового вектора по

вiдношенню до площини шарiв. Знайдено i проаналiзовано закон дисперсiї таких

мод в залежностi вiд параметрiв системи. Зокрема, при змiнi кута мiж хвильовим

вектором i площиною шарiв матерiалу дисперсiйнi кривi можуть трансформува-

тися вiд монотонних до таких що мають максимум. Показано, що проходження

терагерцевого випромiнювання крiзь зразок може бути суттєво пригнiчено за

рахунок збудження локалiзованих джозефсонiвських мод у пластинi. Залежнiсть

коефiцiєнта поглинання енергiї падаючої хвилi пластиною вiд кута падiння

хвиль може мати один пiк, два, або один уширений пiк. Окрiм того, показано,

що зовнiшнє статичне магнiтне поле за рахунок нелiнiйностi джозефсонiвської

плазми вносить просторову неоднорiднiсть в тензор ефективної дiелектричної

проникностi, що може суттєво впливати на поширення лiнiйних мод у шаруватому

надпровiднику.

Таким чином, усi поставленi завдання виконанi, i мета дисертацiйної роботи

досягнута.

Одержанi результати доповнюють i розширюють наявнi уявлення про дина-

мiку мод у квантових системах при наявностi контакту з термостатом, iншими
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квантовими системами або модами, а також джерелами шумiв. Цi результати

можуть бути використанi при проектуваннi та оптимiзацiї роботи нанопристро-

їв, систем зчитування iнформацiї квантових комп’ютерiв, в експериментальних

установках спектроскопiї, детектування мас макромолекул, метрологiї. Дослiдже-

ння поширення мод у шаруватих надпровiдниках можуть бути використанi для

побудови детекторiв терагерцового дiапазону, важливого у медицинi та контролi

навколишнього середовища.
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На закiнчення хочу висловити подяку моєму науковому консультанту,

доктору фiз.-мат. наук, доценту Станiславу Сергiйовичу Апостолову, а також

доктору фiз.-мат. наук, професору, чл.-кор. НАН України Ямпольському В. О. за

всебiчну пiдтримку, допомогу в роботi над дисертацiєю, обговорення проблем

сучасної теоретичної фiзики, фiзики надпровiдностi та фiзики твердого тiла.

Також виражаю подяку всiм своїм спiвавторам, доктору фiз.-мат. наук,

професору, акад. НАН України, Яковенко В. М., доктору фiз.-мат. наук, професору,

акад. НАН України, Шматько А. А., доктору фiз.-мат. наук, професору Макаро-

ву Н. M., професору Перес-Родрiгесу Ф., професору Дикману M. I., професору

Roukes M., професору Sun F., професору Zou J., професору Chan H. B., професору

Rudner M., професору Okaba S., професору Takano T., професору Benabid F., про-

фесору Bradley T., професору Vincetti L., професору Katori H., професору Nori F.,

канд. фiз.-мат. наук Савєльєву С. Є., канд. фiз.-мат. наук Рохмановiй Т. М., канд.

фiз.-мат. наук Кадигробу Д. В., Шумаєву О. I., Левченко О. О., Мазанову М. В.,

Шимкiв Д. В., Квiтцi Н., за плiдну спiвпрацю, участь в постановцi наукових

проблем та обговореннi результатiв.

Я щиро вдячний всiм спiвробiтникам кафедри теоретичної фiзики iме-

нi I. М. Лiфшиця Харкiвського нацiонального унiверситету iменi В. Н. Каразiна та

спiвробiтникам вiддiлiв теоретичної фiзики та радiофiзики твердого тiла Iнституту

радiофiзики i електронiки iменi О. Я. Усикова НАН України за кориснi дискусiї за

темою дисертацiї. У нашому iнститутi завжди панує наукова атмосфера, всi дуже

привiтнi i готовi прийти на допомогу один одному в будь-якiй ситуацiї, що сприяє

успiшним науковим дослiдженням.
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299. B locki J., Randrup J., Światecki W., Tsang C. Proximity forces. Annals of Physics.

1977. Vol. 105, No. 2. P. 427–462.

300. Decca R., Lopez D., Fischbach E., Klimchitskaya G., Krause D., Mostepanenko V.

Tests of new physics from precise measurements of the Casimir pressure between

two gold-coated plates. Physical Review D. 2007. Vol. 75, No. 7. P. 077101.



349

301. Katori H., Ido T., Isoya Y., Kuwata-Gonokami M. Magneto-optical trapping and

cooling of strontium atoms down to the photon recoil temperature. Physical Review

Letters. 1999. Vol. 82, No. 6. P. 1116.

302. Bradley T. D., Wang Y., Alharbi M., Debord B., Fourcade-Dutin C., Beaudou B.

et al. Optical properties of low loss (70 dB/km) hypocycloid-core Kagome hollow

core photonic crystal fiber for Rb and Cs based optical applications. Journal of

Lightwave Technology. 2013. Vol. 31, No. 16. P. 2752–2755.

303. Debord B., Alharbi M., Bradley T., Fourcade-Dutin C., Wang Y., Vincetti L. et al.

Hypocycloid-shaped hollow-core photonic crystal fiber. Part I: Arc curvature effect

on confinement loss. Optics Express. 2013. Vol. 21, No. 23. P. 28597–28608.

304. Steane A., Chowdhury M., Foot C. Radiation force in the magneto-optical trap.

JOSA B. 1992. Vol. 9, No. 12. P. 2142–2158.

305. Friebel S., D’Andrea C., Walz J., Weitz M., Hänsch T. CO2-laser optical lattice
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	Перелік ілюстрацій
	Рис. 2.1: Нормований другий момент комплексної амплітуди змушених коливань  u  як функція відстройки частоти змушуючої сили  = F- 0  для гауссівського (суцільні криві), пуассонівського (пунктирні) та телеграфного (штрихові) шумів. Параметри:  D / = 0,1   (ліва панель) та  D / = 1   (права панель),  g = 1 ,  g 2/2 = D ,  W12 = W21 = D ,  c2=2D2 .
	Рис. 2.2: Реальна частина (верхня панель) та уявна частина (нижня панель) нормованих моментів комплексної амплітуди змушених коливань для гауссівського (), пуассонівського () та телеграфного () шумів. Параметри:  /=-1 , решта параметрів такі ж як для правої панелі рис. 2.1.
	Рис. 2.3: Дійсна частина (верхня панель) та абсолютне значення нормованих моментів комплексної амплітуди змушених коливань при резонансі (нижня панель). Параметри:  = 0 , решта параметрів такі ж, як на рис. 2.2.
	Рис. 2.4: Залежність моменту другого порядку (панель а) і третього моменту комплексної координати осцилятора (панель б) від відстройки частоти при дії шумів частоти і для нелінійних коливань.
	Рис. 2.5: Злиття кривих залежності моменту другого порядку для ефектів пуассонівського шуму і нелінійності від відстройки частоти.
	Рис. 2.6: Залежність старших моментів від їх порядку у випадку дії шумів частоти і для нелінійних коливань.
	Рис. 2.7: Залежність кумулянту другого (панель а) та третього (панель б) порядку від відстройки частоти у випадку дії шумів частоти і для нелінійних коливань.
	Рис. 2.8: Залежність уявної частини  Imu  середнього значення комплексної координати осцилятора від відстройки частоти  . Параметри:  =0,1 ,  /W0=0,2  (суцільна лінія), 0,5 (штрихова лінія) і 1,0 (короткі штрихи).
	Рис. 2.9: Залежність модуля другого кумулянта  |2|  від відстройки частоти   змушуючої сили для збалансованого шуму. Параметри:  /W0=0,2  (суцільна лінія), 0,5 (штрихова лінія) і 1 (короткі штрихи), = 0,05 W0
	Рис. 2.10: Залежність модуля другого кумулянта  |2|  від відстройки частоти змушуючої сили для незбалансованого шуму з  =0,1 . Параметри такі ж, як для рис. 2.8
	Рис. 2.11: Діаграма значень модуля другого кумулянта  |2|  (тон сірого) для різних значень відстройки частоти   змушуючої сили і співвідношення амплітуди і частоти незбалансованого шуму з  =0,1 . Параметри такі ж, як для рис. 2.8.
	Рис. 2.12: Залежність модуля третього кумулянта  |3|  від відстройки частоти   змушуючої сили для незбалансованого шуму. Параметр  =0,1 , решта параметрів такі ж, як для рис. 2.8.
	Рис. 2.13: Залежність уявної частини третього кумулянта  Im(3)  від відстройки частоти  змушуючої сили для незбалансованого шуму. Параметр  =0,1 , решта параметрів такі ж, як для рис. 2.8
	Рис. 2.14: Скануюча електронна мікрофотографія мікромеханічного крутильного осцилятора (панель а) та схема поперечного перерізу пристрою і вимірювальної установки (панель б)
	Рис. 2.15: Типова напруга телеграфного шуму, яка подається на лівий електрод (панель a) та амплітудні спектри осцилятора  |u|  із зсувами власної частоти  = /2  (панель б).
	Рис. 2.16: Результати вимірювань спектрів усередненої комплексної амплітуди  |u|  осцилятора під дією ТШЧ (зміщені послідовно на 10 мкрад) з різними  W/ (панель а), моменту другого порядку  |u2/u2|  (панель б) і моменту третього порядку  |u3/u3|  (панель г), а також ці залежності у збільшеному масштабі (панелі в та д). Параметри:  = 1,665 рад/с ,  W/= 0,05; 0,15; 0,45; 2,36; 26 і 43  рад/с (відповідно , , , , , і ).
	Рис. 2.17: Амплітудний спектр при слабкому частотному шумі (панель а), розподіл комплексної координати на фазовій діаграмі X – Y (панель б) і розподіл при збільшенні амплітуди шуму детектора у 1000 разів (панель в).
	Рис. 2.18: Спектри нормованого другого моменту  |u2/u2|  (панель а) і третього моменту,  |u3/u3|  (панель б) для тих же самих експериментальних умов і при тій же частоті шуму, що на рис. 2.17.
	Рис. 3.1: Залежність енергії моди, дисперсійно зв'язаної з дворівневою системою, від нормованої амплітуди змушуючої сили. Параметри: FS/S=24, (FM-M)/M=1, (FS-S)/S= -10.
	Рис. 3.2: Діаграма, що пояснює природу мультистабільності для дисперсійного зв'язку. Параметри: FS/S = 4 (крайня ліва зелена крива), 8 (середня, синя) і 24 (крайня права, червона).
	Рис. 3.3: Біфуркаційна діаграма, що показує залежність біфуркаційного значення сили FM(B) від відстройки частоти сили M=F-M, згідно з рівняннями (3.46) та (3.47). Параметри такі ж, як на рис. 3.1.
	Рис. 3.4: Коефіцієнт дифузії D фази моди, зв'язаної з ДРС, нормований на швидкість затухання моди M, як функція нормованої змушуючої сили. Параметри: (S)=0, решта параметрів такі ж як на рис. 3.1.
	Рис. 3.5: Схема маятника Дубошинського.
	Рис. 3.6: Внесок двох доданків (суцільна і штрихова криві) в інтеграл в рівнянні (3.81) для віконної функції () (див. рівняння (3.86)). Параметри: a=0,3, L=1, a0=0,03, L0=0,05, l = 5, H = 5,3.
	Рис. 3.7: Схема зон руху маятника, у яких на нього діє поле котушки (внутрішня зона) і у яких її дією можна знехтувати.
	Рис. 3.8: Схеми 4 конфігурацій системи: ''z-z'' (напрямки котушки та осі магніту відповідно, конфігурація 1), ''z-x'' (конфігурація 2), ''x-z'' (конфігурація 3), і ''x-x'' (конфігурація 4).
	Рис. 3.9: Віконні функції для 4 розглянутих конфігурацій системи, ''z-z'' (чорна суцільна лінія), ''z-x'' (червона штрихова), ''x-z'' (зелена пунктирна), і ''x-x'' (синя штрих-пунктирна). Параметри:  a = 0,3 ,  L = 1 , a0 = 0,03 ,  L0 = 0,05 ,  l = 25 ,  H = 25,1 .
	Рис. 3.10: Схема узгодження фази зовнішнього поля, що підтримує коливання, для парного () із схематичним зображенням зміни механічної енергії.
	Рис. 3.11: Стабільні амплітуди та рівняння для огинаючої
	Рис. 3.12: Еволюція маятника в сильному полі f = 200. Параметри: = 20, =510-4, =10-3, a0 = 0,03, L0 = 0,05, a = 0,3, L = 1, l = 25, H=25,1.
	Рис. 3.13: Точний розв'язок, отриманий за допомогою рівняння (3.82) (синя крива) і наближений розв'язок, що задається рівняннями (3.102) і (3.106) (червона крива). Параметри: =0, =10-3, =20, f=30, A0 = 1,25 рад і 0 = 0.
	Рис. 3.14: Рівноважний стан маятника Дубошинського на фазовій площині для конфігурації поля ''z-z'' (ліва панель) і ''x-z'' (права панель), розрахований за допомогою рівнянь для огинаючої. Параметри: =0, =10-3, =20, f=30.
	Рис. 3.15: Рівноважний стан маятника Дубошинського на фазовій площині для конфігурації поля ''z-z'' (ліва панель) і ''x-z'' (права панель), розрахований за допомогою точних рівнянь руху. Параметри: =0, =10-3, =20, f=30.
	Рис. 3.16: Функція розподілу маятника Дубошинського в полі конфігурації ''z-z'', отримана за точним рівнянням руху (суцільні лінії) та рівняннями огинаючої (штрихові лінії). Параметри: =0, =10-3, =20, f=30.
	Рис. 4.1: Геометрія задачі для випадку металевої наноплівки і ідеальної масивної металевої пластини (панель а) та для наноплівки і ідеальної металевої кулі (панель б).
	Рис. 4.2: Графіки залежності сили Казимира тяжіння тонкої металевої плівки до масивної ідеальної металевої пластини (ліва панель) і ідеальної металевої кулі (права панель).
	Рис. 4.3: Експериментальна установка спектроскопії атомів у порожнистому волокні.
	Рис. 4.4: Мікроскопічне зображення зрізу волокна (панель a) та розподіл інтенсивності світла лазера всередині ПФКВ довжиною 32 мм (панель б).
	Рис. 4.5: Транспорт атомів в ПФКВ (панель а) і протокол розміщення атомів у волокні (панель б).
	Рис. 4.6: Скануюча електронна мікрофотографія поперечної структури волокна, з масштабом 20 мкм (панель a) та зменшення масштабу до 1 мкм для однієї з кремнієвих стійок (панель б).
	Рис. 4.7: Спектр втрат волокна ПФКВ, використаного в експерименті.
	Рис. 4.8: Час життя атомів у порожнистому волокні. Вставка: динаміка зменшення числа атомів у точці на відстані 23,4 мм від краю волокна
	Рис. 4.9: Поперечний профіль y-поляризованого (панель б) та x-поляризованого (панель в) електричного поля HE11 вздовж осей Rin (сині криві) і Rout (червоні криві), позначених на панелі а.
	Рис. 4.10: Компоненти електричного поля в y-поляризованій моді HE11.
	Рис. 4.11: Компоненти магнітного поля в y-поляризованій моді HE11.
	Рис. 4.12: Спектри поглинання з і без атомного ущільнення, як показано на вставці. Параметри: m 0,45 (синій колір) i m 1,7 (червоний).
	Рис. 4.13: Спектральна ширина лінії (панель a) та зсув як функція параметру ОГ(0) (панель б).
	Рис. 4.14: Вимірювання ефектів подвійного променезаломлення волокон: зміщення світла в залежності від інтенсивності для переходу 1 S0–3 P1 (m = 0) для атомів всередині () і зовні () волокна (панель а), а також спектр шириною 7,8 кГц (панель б).
	Рис. 4.15: Спектр HE11 подвійного променезаломлення (neff) та відповідна йому відстань биття.
	Рис. 4.16: Конфігурація атомів у ПФКВ, що мінімізує взаємодію із стінками.
	Рис. 5.1: Схематичний вигляд листа графена у полі потенціального бар'єру.
	Рис. 5.2: Енергетичний спектр електронів у графені, отриманий для позитивних Q і  V=16 .
	Рис. 5.3: Безрозмірна густина локалізованих станів  loc/0  (верхня панель) та провідність  gloc/gcont  (нижня панель) як функції потужності потенціального бар'єру  V . Параметри:  D/Lx=0,1 ,  EF=1  (основні панелі),  EF=5  (вставки).
	Рис. 5.4: Безрозмірні немонотонні частини густини станів  loc/0  на рівні Фермі (вставка) та провідності  gloc/gcont  (основна панель) як функції енергії Фермі  EF . Параметри:  D/Lx=0,1 ,  V=16 .
	Рис. 6.1: Зразок з шарами, паралельними границі, в діелектричному оточенні.
	Рис. 6.2: Дисперсійні криві для локалізованих симетричних хвиль в пластині шаруватого надпровідника з шарами, паралельними поверхні slipchenko2011surface.
	Рис. 6.3: Конфігурація Отто для збудження локалізованих хвиль в шаруватому надпровіднику slipchenko2011surface, apostolov2010nonlinear.
	Рис. 6.4: Зразок, шари в якому перпендикулярні площині границі averkov2012conversion, averkov2013oblique.
	Рис. 6.5: Дисперсійні криві поверхневих хвиль при різних значеннях кута . Параметри: = 0 ,  10 ,  20 ,  30 ,  60  та  90  (криві 1-6) averkov2012conversion.
	Рис. 6.6: Геометрія задачі про поширення локалізованих мод під довільним кутом до площини шарів.
	Рис. 6.7: Поперечний розподіл поздовжнього магнітного поля t=(Hy,Hz) в локалізованій хвилі поблизу границі шаруватого надпровідника та діелектрика і окремо в звичайній та надзвичайній хвилях. Параметри: =/J=4, =`3́9`42`"̇613A``45`47`"603Aarctg(ky/kz)=/6, =c(ky2+kz2)1/23,5, =d/s=1/4, =c/ab =5, =L/2c=3/4.
	Рис. 6.8: Дисперсійні криві  ()  для симетричних (суцільні лінії) і антисиметричних (штрихові лінії) мод в пластині шаруватого надпровідника при фіксованому куті поширення  =/6 . Параметри такі ж, як на рис. 6.7.
	Рис. 6.9: Дисперсійні криві для симетричних (суцільні лінії) і антисиметричних (штрихові лінії) мод в пластині шаруватого надпровідника при фіксованій проекції хвильового вектора на напрямок уздовж шарів, y=1. Параметри такі ж, як на рис. 6.8.
	Рис. 6.10: Дисперсійні криві для симетричних (суцільні лінії) і антисиметричних (штрихові лінії) мод в пластині шаруватого надпровідника при фіксованій проекції хвильового вектора на напрямок уздовж шарів,  z=1 . Параметри такі ж, як на рис. 6.8.
	Рис. 6.11: Геометрія задачі про проходження терагерцевого випромінення крізь пластину шаруватого надпровідника та система координат.
	Рис. 6.12: Спектральні криві (6.70), уточнені криві (6.81) (основна панель) і спектральні криві, що відповідають  =0  і  =0  в співвідношенні (6.78) (вставка). Параметри:  a=20 ,  b=1 ,  c=15 ,  =15 ,  x= 10-3 ,  z=10-3 ,  dc=3,5c ,  db=0,747c .
	Рис. 6.13: Спектр  =n()  локалізованих мод (тонкі лінії), коефіцієнт поглинення  A(,)  (градієнт кольору) (панель а) і коефіцієнт поглинання A() для двох частот,  =tot  і  ='  (панель б) для точки а на рис. 6.12. Параметри:  na=a4,5 ,  nb=b= 1 , решта параметрів такі ж, як на рис. 6.12.
	Рис. 6.14: Спектр  =n()  локалізованої моди (тонка лінія), коефіцієнт поглинення  A(,)  (градієнт кольору) (панель а) і коефіцієнт поглинення A() для двох частот,  =tot  і  ='  (панель б) для точки b на рис. 6.12. Параметри такі ж, як на рис. 6.12.
	Рис. 6.15: Спектр  =n()  локалізованої моди (тонка лінія), коефіцієнт поглинання  A(,)  (градієнт кольору) (панель а) і коефіцієнт поглинання A() для двох частот,  =tot  і  ='  (панель б) для точки с на рис. 6.12. Параметри такі ж, як на рис. 6.12.
	Рис. 6.16: Схематична геометрія відбиття і проходження хвиль через пластину шаруватого надпровідника.
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