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АНОТАЦIЯ

Сотнiков А. Г. Першопринципнi та середньопольовi теоретичнi пiдходи

до опису близькокритичних явищ у квантових газах. – Квалiфiкацiйна наукова

праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних

наук за спецiальнiстю 01.04.02 «Теоретична фiзика» (104 – Фiзика та астроно-

мiя). – Iнститут теоретичної фiзики iменi О.I. Ахiєзера нацiонального наукового

центру «Харкiвський фiзико-технiчний iнститут» НАН України, – Нацiональ-

ний науковий центр «Харкiвський фiзико-технiчний iнститут» НАН України,

Харкiв, 2020.

У дисертацiйнiй роботi представленi результати дослiджень близькокри-

тичних явищ та фазових переходiв у квантових газах за допомогою першоприн-

ципних та середньополевих теоретичних пiдходiв. Теорiю близькокритичних

явищ розвинуто та узагальнено на випадки, що реалiзуються в сучасних експе-

риментах з ультрахолодними газами атомiв лужних i лужноземельних металiв й

елементiв групи лантану у спецiальних оптичних та магнiто-оптичних пастках,

а також в експериментах з дослiдження фiзичних властивостей кристалiв

оксидiв кобальту в зовнiшнiх полях.

Зокрема, дослiджено термодинамiчнi характеристики iдеальних газiв

в режимi квантового виродження на всьому iнтервалi температур, у тому

числi таких, де розкладання в рамках теорiї збурень є непридатними. Дове-

дено, що явнi залежностi хiмiчних потенцiалiв вiд температури в режимах

квантового виродження можуть бути ефективно апроксимованi скiнченними

полiномiальними рядами. Визначено мiнiмально необхiдну кiлькiсть членiв в

таких полiномiальних наближеннях для iдеальних газiв зi статистиками Бозе-

Ейнштейна та Фермi-Дiрака.

Дослiджено ефекти фiльтрацiї сигналiв оптичного дiапазону ультрахо-
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лодними бозе-газами атомiв лужних металiв. Принципова можливiсть таких

ефектiв показана на прикладi проходження електромагнiтного iмпульсу з

нормальним (гаусовим) розподiлом спектральної густини iнтенсивностi че-

рез розрiджений газ атомiв лужних металiв, що знаходиться в станi Бозе-

Ейнштейнiвського конденсату. Вивчено випадок, який базується на викори-

станнi рiвнiв зеєманiвського розщеплення надтонкої структури атомiв натрiю

в зовнiшньому однорiдному сталому магнiтному полi та виборi вiдповiдної

заселеностi зеєманiвських пiдрiвнiв основного стану цих атомiв. Визначено

умови, в яких при проходженнi через конденсат оптичного сигналу можна

видiляти в ньому компоненти строго визначених частот iз залишками iнших

гармонiк незначної iнтенсивностi. Показано також, що якщо отриманий в

результатi такої фiльтрацiї сигнал повторно пропустити крiзь атомну хмару

з конденсатом, але вже при iншiй напруженостi магнiтного поля, оптичний

сигнал можна практично повнiстю очистити вiд шумiв.

Показано принципову можливiсть прискорення релятивiстських частинок

ультрахолодними газами атомiв лужних металiв у станi бозе-конденсацiї. Вста-

новлено умови змiн енергiї, що пов’язанi з явищем Вавiлова-Черенкова, для та-

ких частинок в атомарних газах. Вивчено можливiсть визначення спектральних

характеристик атомiв лужних металiв на основi детектування черенковського

випромiнювання в розрiджених газах з бозе-конденсатом.

Узагальнено теоретичний пiдхiд динамiчної теорiї середнього поля на

випадки опису взаємодiючих фермi-газiв з рiзними амплiтудами тунелювання,

густиною частинок, високими спiновими симетрiями та за наявностi обмiнної

взаємодiї мiж частинками по типу зв’язку Гунда. За наявностi дисбалансу

амплiтуд тунелювання вивчено температурнi залежностi переходу в упорядко-

ваний стан вiд амплiтуди мiжатомної взаємодiї та параметра дисбалансу у дво-

та тривимiрних просторових геометрiях ґратки. Нижче критичної температури

Нееля сумiшi з рiзними амплiтудами тунелювання також мають просторову

модуляцiю типу хвилi густини заряду, яка забезпечує безпосередню ознаку
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для спостереження впорядкованого стану. Обраховано ентропiю для широкого

спектру параметрiв системи. Визначено режими, в яких двокомпонентнi сумiшi,

що мають дисбаланс амплiтуд тунелювання, мають чiткi переваги перед

збалансованими з метою отримання та виявлення квантового магнетизму в

оптичних ґратках.

Отримано фазовi дiаграми магнiтних фаз та представлено ефективнi

спiновi моделi у границях сильного зв’язку для ультрахолодних газiв фермi-

атомiв в оптичних ґратках. Показано, що такi сумiшi можуть мати впо-

рядкування типу антиферомагнетика з легкою вiссю, феримагнетика, хвилi

густини заряду та нахиленого антиферомагнетика, або бути невпорядкованими

залежно вiд параметрiв системи. Детально вивчено вiдповiднi фазовi дiаграми

та дослiджено стiйкiсть рiзних фаз вiдносно термальних флуктуацiй. Проведено

кiлькiсний аналiз для газу, захопленого в гармонiчну пастку, як в межах

наближення локальної густини, так i з використанням узагальнення динамiчної

теорiї середнього поля для координатного простору.

Вивчено вплив просторової анiзотропiї амплiтуд тунелювання на квантовi

фази ультрахолодних фермiонiв в оптичних ґратках. Зокрема, з використа-

нням динамiчної теорiї середнього поля дослiджено область кросоверу мiж

iзотропною квадратною та iзотропною кубiчною геометрiями ґратки. Ана-

лiзується фазовий перехiд вiд антиферомагнiтного до парамагнiтного стану

та спостерiгається значна змiна критичної температури. Дослiджено також

локалiзацiйнi властивостi системи, такi як стисливiсть та подвiйна заселенiсть

вузлiв. Зроблено висновок, що обчисленi профiлi густини атомiв можуть бути

використанi для виявлення фазових переходiв, керованих анiзотропiєю.

Дослiджено магнiтнi фази трикомпонентних сумiшей ультрахолодних

фермiонiв з вiдштовхуючою взаємодiєю в оптичних ґратках з простою ку-

бiчною або квадратною геометрiєю. При помiрнiй силi взаємодiї визначено

послiдовнiсть термiчно-iндукованих переходiв мiж впорядкованими станами з

двома та трьома пiдґратками за допомогою проведеного узагальнення теорiї
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динамiчного середнього поля. З вiдповiдного теоретичного аналiзу зроблено

висновок, що впорядкування дальньої дiї у трикомпонентних сумiшах вiдбува-

ється за аналогiчних температур до тих, що вiдповiдають фазовим переходам у

двокомпонентних сумiшах. Проведено узагальнення домiшкового розв’язувача

типу точної дiагоналiзацiї для багатокомпонентних сумiшей та успiшно застосо-

вано в рамках теорiї динамiчного середнього поля. Розроблений пiдхiд вперше

дозволив отримати детальну фазову дiаграму з вiдповiдними лiнiями переходiв

до магнiтно-впорядкованих фаз при заповненнi однiєю частинкою на вузол

(заповнення зони на 1/3) у простiй кубiчнiй ґратцi. На основi розробленого

теоретичного пiдходу досягнуто необхiдну точнiсть для вивчення залежностi

ентропiї поблизу магнiтно-впорядкованих фаз, що дозволило зробити важливi

прогнози для поточних та майбутнiх експериментiв, спрямованих на вивчення

фаз дальнього порядку в ультрахолодних атомних сумiшах.

Проведено аналiз рiвноважних фаз та вiдповiдних областей спiвiснува-

ння при ненульовiй температурi для моделi Габбарда з SU(4)-симетричною

взаємодiєю мiж частинками. Визначено еволюцiю спостережуваних величин у

низькотемпературних фазах при зниженнi симетрiї гамiльтонiана до двозонної

моделi Габбарда. Зниження симетрiї проведено за рахунок рiзних амплiтуд

взаємодiї мiж компонентами, або введенням доданку типу спин-флiп (зв’язок

Гунда). За рахунок обчислення ентропiї для рiзних симетрiй моделi, визначено

оптимальнi режими наближення до дослiджуваних фаз в експериментах з

ультрахолодними лужними та лужноземельними атомами в оптичних ґратках.

Теоретично передбачено явище конденсацiї спiн-триплетних екситонiв у

кристалах оксидiв кобальту та пояснена гiстерезисна поведiнка таких сполук

у зовнiшньому сильному магнiтному полi. Отримано та проаналiзовано низь-

котемпературнi фазовi дiаграми групи кристалiв на основi оксидiв кобальту з

домiшками елементiв групи лантана, кальцiю, стронцiю та фтору. Дослiджено

дисперсiйнi характеристики екситонних збуджень в таких системах та показано,

що результати розвинутих теоретичних пiдходiв добре узгоджуються з прове-
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деними експериментами з резонансного непружного рентгенiвського розсiяння.

Серед основних результатiв i таких, що мають наукову новизну, в стисло-

му виглядi можуть бути видiленi наступнi. Розроблено теоретичний пiдхiд, що

дозволив отримати аналiтичнi вирази для залежностей хiмiчних потенцiалiв

iдеальних квантових газiв вiд температури, що можуть застосовуватись з

достатньою точнiстю на всьому iнтервалi температур. Дослiджено ефекти

фiльтрацiї сигналiв оптичного дiапазону газами атомiв лужних металiв у

станi конденсацiї. Передбачено ефект прискорення релятивiстських частинок та

показано можливiсть визначення спектральних характеристик атомiв лужних

металiв на основi детектування черенковского випромiнювання в розрiджених

газах з бозе-конденсатом. Узагальнено динамiчну теорiю середнього поля та

показано, що двокомпонентнi фермi-гази з рiзними амплiтудами тунелювання

компонент мають переваги з точки зору досягнення магнiтно-впорядкованих

фаз. Дослiджено низькотемпературнi фази газiв атомiв, що мають як рiзнi

амплiтуди тунелювання, так й рiзну густину компонент в оптичних ґратках.

Встановлено критичнi температури переходiв мiж три- та двопiдгратковими

антиферомагнiтно-впорядкованими станами в SU(3)-симетричнiй моделi Габ-

барда. Теоретично вивчено ефекти впливу спiнових симетрiй на феромагнiтне

впорядкування в дво- та триорбiтальнiй моделi Габбарда. Запропоновано теорiю

бозе-конденсацiї спiн-триплетних екситонiв в кристалах оксидiв кобальту в

зовнiшньому сталому магнiтному полi. Теоретично дослiджено низькотемпера-

турнi фазовi дiаграми оксидiв кобальту з домiшками кальцiю, стронцiю, фтору

та елементiв групи лантану. Обчислено дисперсiйнi характеристики екситонних

збуджень, що добре узгоджуються з наявними експериментальними даними

з резонансного непружного рентгенiвського розсiяння на кристалах оксидiв

кобальту.

Практичне i наукове значення отриманих результатiв полягає в тому,

що результати дослiджень доповнюють i розширюють наявнi уявлення про

квантовi гази як у вiдсутностi так i за наявностi зовнiшнiх полiв, у тому числi
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таких, що утворюють просторово-перiодичнi ґратковi структури. Зокрема,

результати з обрахованих характеристик черенковського випромiнювання в

розрiджених газах з бозе-конденсатом можуть бути використанi для бiльш

точного визначення спектральних характеристик атомiв лужних металiв. Ре-

зультати, що вiдносяться до ультрахолодних атомiв у зовнiшнiх полях лазерiв

можуть бути використанi при розробцi та побудовi високоточних оптичних

приладiв та розробцi унiверсальних квантових симуляторiв. Останнi можуть

бути застосованi для точного вивчення бiльш складних твердотiльних систем

задля посилення таких ефектiв як високотемпературна надпровiднiсть, коло-

сальний магнетоопiр, орбiтальне та магнiтне впорядкування тощо. Результати з

близькокритичних явищ у кобальтитах можуть бути використанi у спiнтроницi

та магнiтних пристроях, що потребують високої стiйкостi по вiдношенню до

термiчних флуктуацiй та зовнiшнiх полiв. Таким чином, дослiдження, проведенi

в дисертацiї, є актуальними та мають як фундаментальне, так i прикладне

значення.

Ключовi слова: квантовий газ, ультрахолоднi атоми, оптичнi ґратки,

фазовi переходи, електромагнiтне збурення, функцiї Грiна, модель Габбарда,

спiново-хвильовий пiдхiд, теорiя середнього поля, магнiтне впорядкування, спi-

новi симетрiї, кристали оксидiв кобальту, багатоелектроннi стани, екситонний

конденсат, дисперсiя збуджень.



8

СПИСОК ПУБЛIКАЦIЙ ЗДОБУВАЧА ЗА ТЕМОЮ

ДИСЕРТАЦIЇ

Науковi працi, в яких опублiкованi основнi науковi результати

дисертацiї:

1. Slyusarenko Yu. V., Sotnikov A. G. Feasibility of using Bose-Einstein

condensates for filtering optical pulses. Low Temp. Phys. 2010. Vol. 36. P. 671–676.

Квартиль Q3 (2010).

2. Sotnikov A. Magnetic field dependence and the possibility to filter ultraslow

light pulses in atomic gases with Bose–Einstein condensates. Phys. Scr. 2010.

Vol. T140, P. 014061. Квартиль Q2 (2010).

3. Slyusarenko Y. and Sotnikov A. Propagation of relativistic charged particles

in ultracold atomic gases with Bose-Einstein condensates. Phys. Rev. A 2011.

Vol. 83, P. 023601. Квартиль Q1 (2011).

4. Sotnikov A.G. On some peculiarities of propagation of weak electromagnetic

pulses in Bose-Einstein condensates of alkali-metal atoms. Opt. and Spectr. 2011.

Vol. 111, P. 675–682. Квартиль Q3 (2011).

5. Sotnikov A., Cocks D., and Hofstetter W. Advantages of mass-imbalanced

ultracold fermionic mixtures for approaching quantum magnetism in optical lattices.

Phys. Rev. Lett. 2012. Vol. 109, P. 065301. Квартиль Q1 (2012).

6. Sotnikov A., Snoek M., and Hofstetter W. Magnetic phases of mass- and

population-imbalanced ultracold fermionic mixtures in optical lattices. Phys. Rev. A

2013. Vol. 87, P. 053602. Квартиль Q1 (2013).

7. Sotnikov A. and Hofstetter W. Magnetic ordering of three-component

ultracold fermionic mixtures in optical lattices. Phys. Rev. A 2014. Vol. 89,

P. 063601. Квартиль Q1 (2014).

8. Sotnikov A. Critical entropies and magnetic-phase-diagram analysis of

ultracold three-component fermionic mixtures in optical lattices. Phys. Rev. A 2015.

Vol. 92, P. 023633. Квартиль Q1 (2015).

9. Golubeva A., Sotnikov A., and Hofstetter W. Effects of anisotropy in simple

https://doi.org/10.1063/1.3490659
https://doi.org/10.1088%2F0031-8949%2F2010%2Ft140%2F014061
https://doi.org/10.1088%2F0031-8949%2F2010%2Ft140%2F014061
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.83.023601
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.83.023601
https://doi.org/10.1134/S0030400X11110270
https://doi.org/10.1134/S0030400X11110270
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.109.065301
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.87.053602
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.87.053602
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.89.063601
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.89.063601
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.92.023633
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.92.023633


9

lattice geometries on many-body properties of ultracold fermions in optical lattices.

Phys. Rev. A 2015. Vol. 92, P. 043623. Квартиль Q1 (2015).

10. Sotnikov A. Perspectives of optical lattices with state-dependent tunneling

in approaching quantum magnetism in the presence of the external harmonic

trapping potential. Phys. Lett. A 2016. Vol. 380, P. 1184. Квартиль Q2 (2016).

11. Cichy A. and Sotnikov A. Orbital magnetism of ultracold fermionic gases

in a lattice: Dynamical mean-field approach. Phys. Rev. A 2016. Vol. 93, P. 053624.

Квартиль Q1 (2016).

12. Слюсаренко Ю.В., Сотнiков А.Г. Унiкальнi ефекти вiдгуку уль-

трахолодних газiв атомiв лужних металiв у станi з Бозе-Ейнштейнiвським

конденсатом на збудження електромагнiтним полем. Вiсн. Нац. Акад. Наук

Укр. 2016. Т. 7, С. 19–26.
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ABSTRACT

Sotnikov A. G. First-principle and mean-field theoretical approaches to the

description of near-critical phenomena in quantum gases. – Qualification scientific

paper, manuscript.

Thesis for a Doctoral Degree in Physics and Mathematics: Speciality

01.04.02 “Theoretical physics” (104 – Physics and Astronomy). – A.I. Akhiezer

Institute for Theoretical Physics of the National Science Center “Kharkiv Institute

of Physics and Technology” NAS of Ukraine, – National Science Center “Kharkiv

Institute of Physics and Technology” NAS of Ukraine, Kharkiv, 2020.

The Doctoral Thesis presents the results of the research on near-critical

phenomena in quantum gases by means of the first-principle and mean-field

theoretical approaches. The theory of near-critical phenomena is developed and

generalized for the cases, which are currently realized in experiments with ultracold

gases of alkali and alkaline-earth-like atoms in special optical and magneto-optical

traps and also in experiments with cobalt oxides in external fields, where the physical

properties of the corresponding crystals are studied.

In particular, thermodynamic characteristics of ideal gases in the regime of

quantum degeneracy are studied on the whole temperature range including those

intervals, where the perturbation-theory expansions become inaccurate. It is shown

that the explicit dependencies of the chemical potentials on the temperature in the

regime of quantum degeneracy can be effectively approximated by finite polynomial

series. The minimal sufficient number of terms in the polynomial approximations for

ideal Bose and Fermi gases is determined.

Effects of filtering of optical pulses by ultracold gases of alkali atoms in the

state with a Bose-Einstein condensate are studied. A principal possibility is shown

for the case of a propagation of electromagnetic pulse with a normal (Gaussian)

distribution of spectral intensity through a dilute gas of alkali-metal atoms with
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a Bose-Einstein condensate. The Zeeman-splitted levels of the hyperfine structure

of sodium atoms in an external magnetic field and their specific occupancy are

used for the quantitative theoretical analysis. The conditions, in which only specific

components of the optical pulse are filtered out leaving only small noise, are

determined. It is also shown that the signal can be almost completely separated from

the noise by an additional propagation through the atomic vapor with a condensate,

but with another intensity of an external magnetic field.

A principal possibility of acceleration of relativistic charged particles in

ultracold gases of alkali atoms in the state with a Bose-Einstein condensate are

shown. For such particles, conditions for the energy change related to the Vavilov-

Cherenkov effect in atomic gases with a condensate are determined. A possibility of

determining spectral characteristics of alkali atoms by means of Cherenkov radiation

in these gases is studied.

The dynamical mean-field theoretical approach is generalized for the cases of

interacting fermions with different tunneling amplitudes, particle densities, high spin

symmetries and the presence of the Hund-type exchange terms. In the presence of

hopping imbalance, the temperature dependencies of the transition into the ordered

state as a function of the interaction strength and the imbalance parameter in two

and three spatial dimensions are studied. Below the critical temperature for Néel

order, mass-imbalanced mixtures also exhibit a charge-density wave, which provides

a directly observable signature of the ordered state. For the trapped system, the

results obtained by real-space dynamical mean-field theory are compared to those

from a local-density approximation. The entropy for a wide range of parameters is

estimated. The regimes, in which mass-imbalanced mixtures have clear advantages

over balanced ones for the purpose of obtaining and detecting quantum magnetism,

are determined.

For ultracold gases of fermionic atoms in optical lattices, the magnetic phase

diagrams are obtained and effective spin models in the strong-coupling limits are

derived. It is shown that these mixtures can have easy-axis antiferromagnetic, ferri-
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magnetic, charge-density wave, and canted-antiferromagnetic order or be unordered

depending on parameters of the system. The resulting phase diagram is studied in

detail and investigate the stability of the different phases with respect to thermal

fluctuations. A quantitative analysis for a gas confined in a harmonic trap, both

within the local density approximation and using a full real-space generalization of

dynamical mean-field theory, is performed.

The effects of anisotropic hopping amplitudes on quantum phases of ultracold

fermions in optical lattices are studied. In particular, using dynamical mean-field

theory the dimensional crossover between the isotropic square and the isotropic

cubic lattice is investigated. The phase transition from the antiferromagnetic to the

paramagnetic state is analyzed and a significant change in the critical temperature is

observed. The localization properties of the system, such as the compressibility and

double occupancy, are also investigated. It is concluded that the calculated density

profiles can be used to detect the anisotropy-driven transitions.

The finite-temperature magnetic phases of three-component mixtures of

ultracold fermions with repulsive interactions in optical lattices with simple cubic or

square geometry are studied by means of dynamical mean-field theory. At moderate

interaction strength, a sequence of thermal phase transitions into two- and three-

sublattice ordered states by means of the unrestricted real-space generalization

of dynamical mean-field theory is determined. From the corresponding theoretical

analysis it is concluded that long-range ordering in three-component mixtures should

be observable at comparable temperatures as in two-component mixtures. The

generalization of the exact diagonalization solver for multicomponent mixtures is

developed and employed in the framework of the dynamical mean-field theory. The

developed approach allowed to obtain a finite-temperature phase diagram with

the corresponding transition lines to magnetically ordered phases at filling one

particle per site (1/3 band filling) in simple cubic lattice geometry. Based on the

developed theoretical approach, the necessary accuracy is attained to study the

entropy dependence in the vicinity of magnetically ordered phases that allowed to
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make important predictions for ongoing and future experiments aiming to approach

and study long-range-order phases in ultracold atomic mixtures.

The equilibrium many-body phases and their coexistence regions at nonzero

temperature for the Hubbard model with SU(4)-symmetric interactions are studied.

The evolution of observables in low-temperature phases while lowering the symmetry

of the Hamiltonian towards the two-band Hubbard model is determined. The

symmetry lowering is achieved by varying interflavor interactions or by introducing

the spin-flip term (Hund’s coupling). By calculating the entropy for different

symmetries of the model, the optimal regimes for approaching the studied phases

in experiments with ultracold alkali and alkaline-earth-like atoms in optical lattices

are determined.

The Bose-Einstein condensation phenomenon of spin-triplet excitons in cobalt

oxide crystals is predicted and hysteresis behavior in external strong magnetic field

is explained. Low-temperature phase diagrams of the cobalt-oxide crystals doped by

lanthanum-group elements, calcium, strontium, and fluorine are studied. Dispersive

characteristics of the excitations in these systems are analyzed and it is shown that

the results of the developed theoretical approaches agree well with the experiments

performed with the resonant inelastic X-ray scattering.

Among the main results and those, which have a significant scientific novelty,

the following ones can be additionally mentioned. The theoretical approach,

which allowed to obtain analytic expressions for the dependencies of the chemical

potentials on the temperature for ideal quantum gases in the whole temperature

range, is developed. The filtering effects for the optical pulses propagating in the

gases of alkali-metal atoms with a condensate are studied. The acceleration of

relativistic particles in these systems is predicted and the determination of spectral

characteristics of alkali atoms by means of Cherenkov radiation is proposed. The

dynamical mean-field theory is generalized and it is shown that the two-component

Fermi gases with different hopping amplitudes have advantages from the point

of view of approaching magnetically-ordered phases. The low-temperature phases
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of the gases with different hopping amplitudes and densities of components in

optical lattices are studied. The critical temperatures between three- and two-

sublattice antiferromagnetically-ordered states in the SU(3)-symmetric Hubbard

model are determined. The effects of spin symmetries on the ferromagnetic ordering

in the two- and three-orbital Hubbard model are theoretically studied. The theory

of the field-induced Bose-Einstein condensation of spin-triplet excitons in cobalt

oxides is proposed. Low-temperature phase diagrams of cobalt-oxide crystals doped

with calcium, strontium, fluorine, and lanthanum-group elements are derived.

Dispersion characteristics of the spinful excitations, which agree well with the

existing experimental data on the inelastic X-ray scattering in lanthanum cobalt

oxide, are obtained

Practical and scientific significance refers to the fact that the results

supplement and expand the existing knowledge on quantum gases both in the

absence and in the presence of external fields, including those that form spatially-

dependent lattice structures. In particular, the results on the obtained characteristics

of the Cherenkov radiation in dilute gases with a Bose-Einstein condensate can

be used for a more precise determination of the spectral characteristics of alkali-

metal atoms. The results, which refer to the ultracold gases in the external laser

fields, can be used in the development of the high-precision optical devices and

universal quantum simulators. The latter can be applied for the exact studies of

the more complex solid-state compounds in order to enhance the critical behavior

of such effects as high-temperature superconductivity, colossal magnetoresistance,

orbital and magnetic ordering, etc. The results on the near-critical phenomena in

cobalt oxides can be used in spintronics and magnetic devices, which require high

stability against thermal fluctuations and external fields. Therefore, the research

conducted in the Doctoral Thesis is relevant and has both the fundamental and

applied significance.

Keywords: quantum gas, ultracold atoms, phase transitions, optical latti-

ces, electromagnetic perturbation, Green’s functions, Hubbard model, spin-wave
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approach, mean-field theory, magnetic ordering, spin symmetries, cobalt oxides,

many-electron states, exciton condensate, dispersion of excitations.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ ТА АБРЕВIАТУР

БЕК Бозе-Ейнштейнiвський конденсат або конденсацiя

БЕ (BE) Бозе-Ейнштейна (Bose-Einstein)

ФД (FD) Фермi-Дiрака (Fermi-Dirac)

ЕIП Електромагнiтно-iндукована прозорiсть

ДТСП Динамiчна теорiя середнього поля

AIM Anderson impurity model (домiшкова модель Андерсона)

DFT Density functional theory (теорiя функцiоналу електронної

густини)

LDA Local density approximation (наближення локальної густини)

ПМ (PM) Парамагнiтний (paramagnetic)

АФМ (AFM) Антиферомагнiтний (antiferromagnetic)

ФМ (FM) Феромагнiтний (ferromagnetic)

DOS Density of states (густина станiв)

ХГЗ Хвиля густини заряду

ХГК Хвиля густини кольору

АВК Антиферомагнетик з видiленим кольором

H.c. Hermitian conjugate (ермiтово спряжений оператор)

SU Special unitary (спецiальна унiтарна група перетворень)

U Unitary (унiтарна група перетворень)

LS Low spin (низький спiн)

IS Intermediate spin (промiжнийий спiн)

HS High spin (високий спiн)

ЕК (EC) Екситонний конденсат (excitonic condensate)

УСС (SSO) Упорядкування спiнових станiв (spin-state ordering)

ПЕК Полярний екситонний конденсат

ФМЕК Феромагнiтний екситонний конденсат
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PCCO (Pr1−yLny)xCa1−xCoO3 (Ln=Y, Sm, Gd)

RIXS Resonant inelastic x-ray scattering

(резонансне непружне рентгенiвське розсiювання)

kB Константа Больцмана (як правило, обирається kB = 1)

~ Стала Планка

c Швидкiсть свiтла у вакуумi

µB Магнетон Бора

T Температура

G Функцiя Грiна

G Функцiя Вейса

Σ Самоенергiя
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ВСТУП

Обґрунтування вибору теми дослiдження. Вже бiльше сторiччя

свiтове наукове спiвтовариство спирається на вiдкритi закони квантового свiту

з метою здобуття нових знань та їх використання для технiчного прогре-

су людства. Слiд зазначити, що широкий загал, який цiкавився науковими

аспектами розвитку суспiльства, досить тривалий час мусив усвiдомлювати

власне самi вiдкритi закони мiкросвiту та звикати до них, оскiльки навiть їх

формулювання було незвичним, деякою мiрою дивовижним. Хоча б тому, що

такi формулювання вимагали залучення понять ймовiрностi, яка закладена в

основу квантової механiки, на вiдмiну вiд звичних детермiнiстських фiзичних

законiв-попередникiв. Зусилля науковцiв за цi роки увiнчалися неабиякими

успiхами. Зокрема, на даний час вважається, що у випадку, коли об’єктом

дослiджень є окрема частинка (будь то елементарна частинка, ядро, атом чи

молекула), бiльшiсть квантових процесiв у конкретних системах з наданими

параметрами може бути змодельовано, розраховано та передбачено, принаймнi

з використанням сучасних обчислювальних методiв. Але, як слiд зазначити, що

такi дослiдження, попри їх показовiсть, цiкавими могли бути, скорiше за все,

для вчених, що працювали у вiдповiдних областях фiзики, хiмiї, технiки, чи

тiсно з ними пов’язаними.

Зовсiм по iншому виглядає ситуацiя у випадку, коли мова заходить про

прояв квантових ефектiв у системах багатьох частинок. З одного боку, квантова

система багатьох частинок стає набагато складнiшою або навiть неймовiрно

складною для послiдовного теоретичного опису з перших принципiв. З iншого

боку, такi ускладнення супроводжуються та компенсуються тими обставинами,

що саме поле дослiджень стає набагато ширшим та цiкавiшим, з’являються

колективнi квантовi ефекти, що роблять систему унiкальною за властивостями,

якi не спостерiгаються нiде iнде у природi. Яскравими прикладами такого
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прояву квантових властивостей речовини на макрорiвнi є явища магнетизму,

надплинностi, надпровiдностi, колосального магнетоопору тощо. Не дивлячись

на багатолiтню iсторiю як теоретичних, так i експериментальних дослiджень

подiбних явищ, багато їх аспектiв чи механiзмiв досi залишаються недостатньо

зрозумiлими й слугують предметом запеклих наукових дискусiй по всьому

свiту – узяти, як приклад, хоча б явище високотемпературної надпровiдностi.

Причина такого стану речей саме у зазначенiй складностi таких систем для

послiдовного опису на мiкроскопiчному рiвнi.

Неабиякою вдачею у згаданому сенсi є той факт, що серед вражаючого

перелiку квантових систем iснують i такi, що можуть демонструвати яскравi

квантовi властивостi на макрорiвнi, залишаючись, однак, достатньо простими

для опису й передбачення у них тих самих явищ, що виникають i в бiльш

складних системах. Тим самим, такi середовища можуть слугувати певними

моделями, так званими унiверсальними квантовими симуляторами [1], для ви-

вчення властивостей бiльш складних середовищ. Мова йде про новiтнi на даний

час системи – ультрахолоднi квантовi гази, якi можуть послужити зручним

плацдармом як для здобуття нових знань про речовину за надзвичайних умов,

так i для технологiй та завдань майбутнього.

Хоча й ультрахолоднi гази є певною мiрою спрощеною системою з точки

зору побудови першопринципних теорiй, вони залишаються нетривiальними

системами для всебiчного опису та послiдовного розв’язку навiть модельних

гамiльтонiанiв. Саме пошук розв’язкiв для систем близьких до сучасних екс-

периментiв призводить до необхiдностi застосування середньополевих пiдходiв,

якi розвинуто в дисертацiйнiй роботi. Теоретичнi передбачення, таким чином,

служать певним орiєнтиром та системою вiдлiку для нових експериментiв з

моделювання новiтнiх квантових станiв матерiї та посилення близькокритичних

характеристик вже iснуючих матерiалiв.

Для досягнення поставленої мети з теоретичного опису близькокритичних

явищ у квантових газах було сформульовано наступнi завдання:
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• узагальнити теоретичний опис термодинамiчних характеристик iде-

альних бозе- i фермi-газiв на випадок температур, що вiдповiдають режиму

квантового виродження, але де вiдомi аналiтичнi наближення стають неточни-

ми;

• застосувати першопринципну теорiю лiнiйного вiдгуку iдеальних газiв

на зовнiшнє електромагнiтне збурення, яку побудовано в кандидатськiй дисер-

тацiї автора [2], задля опису ефектiв фiльтрацiї оптичних сигналiв та обмiну

енергiї релятивiстських частинок з газами у станi бозе-конденсацiї;

• теоретично описати явище магнiтного впорядкування в незбалансо-

ваних двокомпонентних фермi-газах атомiв в оптичних ґратках та отримати

ефективнi спiновi гамiльтонiани у границi сильного зв’язку;

• узагальнити динамiчну теорiю середнього поля та вiдповiднi домiшковi

розв’язувачi на випадок багатокомпонентних фермiонних сумiшей з високими

спiновими симетрiями;

• побудувати теорiю бозе-конденсацiї спiн-триплетних екситонiв в кри-

сталах оксидiв кобальту;

• розвинути теоретичний пiдхiд до опису ефективних спiнових моделей

та низькотемпературних фаз газу електронiв в кобальтитах iз домiшками

елементiв групи лантану, кальцiю, стронцiю та фтору;

• дослiдити дисперсiйнi характеристики збуджень та порiвняти їх з на-

явними експериментальним даними з резонансного непружного рентгенiвського

розсiяння на кристалах оксидiв кобальту.

Об’єктом дослiдження є ефекти, що виникають в околi низькотемпера-

турних фазових переходiв мiж рiзними багаточастинковими станами квантових

газiв, а також при вiдгуку таких систем на збудження зовнiшнiми електрома-

гнiтними полями.

Предметом дослiдження є ультрахолоднi гази атомiв лужних i лужно-

земельних металiв й елементiв групи лантану, оптичнi ґратки, виродженi гази

електронiв у кристалах оксидiв кобальту.
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Метод дослiдження. Для вирiшення поставлених у дисертацiї задач були

використанi наступнi методи теоретичної фiзики: метод вторинного квантуван-

ня, теорiя лiнiйного вiдгуку, формалiзм функцiй Грiна, теорiя збурень, спiново-

хвильовий пiдхiд, теорiя середнього поля, динамiчна теорiя середнього поля,

метод точної чисельної дiагоналiзацiї.

Наукова новизна отриманих результатiв. У дисертацiйнiй роботi

вперше здобуто наступнi результати:

1. Наведено аналiтичнi вирази для залежностей хiмiчних потенцiалiв

iдеальних квантових газiв вiд температури, що можуть застосовуватись iз

достатньою точнiстю на всьому iнтервалi температур.

2. Виявлено ефекти фiльтрацiї сигналiв оптичного дiапазону газами

атомiв лужних металiв у станi конденсацiї.

3. Передбачено ефект прискорення релятивiстських частинок конденса-

том та показано можливiсть визначення спектральних характеристик атомiв

лужних металiв на основi детектування черенковського випромiнювання в

розрiджених газах з бозе-конденсатом.

4. Показано, що двокомпонентнi фермi-гази з рiзними амплiтудами ту-

нелювання компонент мають переваги з точки зору досягнення у системi

магнiтно-впорядкованих фаз.

5. Здобуто низькотемпературнi фази газiв атомiв, що мають як рiзнi

амплiтуди тунелювання, так i рiзну густину компонент в оптичних ґратках.

6. Встановлено критичнi температури переходiв мiж три- та двопiдґра-

тковими антиферомагнiтно-впорядкованими станами в SU(3)-симетричнiй мо-

делi Габбарда.

7. Виявлено ефекти впливу спiнових симетрiй на феромагнiтне впоряд-

кування у дво- та триорбiтальнiй моделi Габбарда.

8. Запропоновано механiзм бозе-конденсацiї спiн-триплетних екситонiв у

кристалах оксидiв кобальту в зовнiшньому сталому магнiтному полi.
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9. Теоретично обраховано низькотемпературнi фазовi дiаграми оксидiв

кобальту з домiшками кальцiю, стронцiю, фтору та елементiв групи лантану.

10. Обчислено дисперсiйнi характеристики екситонних збуджень, що до-

бре узгоджуються з наявними експериментальними даними з резонансного

непружного рентгенiвського розсiяння на кристалах оксидiв кобальту.

Практичне i наукове значення отриманих результатiв полягає в

тому, що результати дослiджень доповнюють i розширюють наявнi уявлення

про квантовi гази i, зокрема, близькокритичнi ефекти в таких системах.

Результати, що стосуються обрахованих характеристик черенковского випромi-

нювання в розрiджених газах iз бозе-конденсатом можуть бути використанi для

бiльш точного визначення спектральних характеристик атомiв лужних металiв.

Результати, що вiдносяться до ультрахолодних атомiв у зовнiшнiх полях

можуть бути використанi при розробцi та побудовi високоточних оптичних

приладiв та розробцi унiверсальних квантових симуляторiв. Останнi можуть

бути застосованi для точного вивчення бiльш складних твердотiльних систем з

метою посилення таких ефектiв, як високотемпературна надпровiднiсть, коло-

сальний магнетоопiр, орбiтальне та магнiтне впорядкування тощо. Результати з

близькокритичних явищ у кобальтитах можуть бути застосованi в спiнтроницi

та магнiтних пристроях, що потребують високої стiйкостi по вiдношенню до

термiчних флуктуацiй та зовнiшнiх полiв.

Особистий внесок здобувача. Результати дисертацiї опублiкованi у

статтях [3–22] i тезах доповiдей наукових конференцiй [23–52]. Здобувач брав

участь у постановцi задач, вирiшених у дисертацiї, формулюваннi основних iдей

та методiв дослiдження, проведеннi найбiльш складних аналiтичних i чисельних

розрахункiв, а також виконував контроль та перевiрку результатiв, отриманих

iншими спiвавторами.

У статтi [3] здобувачем було запропоновано використання полiномiального

наближення для пераметризацiї хiмiчного потенцiалу iдеальних квантових

газiв, що надало можливiсть вивчення термодинамiчних характеристик кван-
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тових газiв на всьому iнтервалi температур. У роботах [4–7], iз використанням

числових методiв було проаналiзовано характеристики фiльтрацiї сигналiв

оптичного дiапазону в бозе-конденсатi атомiв лужних металiв та встановлено

залежностi характеристик фiльтрацiї вiд зовнiшнього сталого магнiтного поля.

У статтi [8] здобувачем показано, що при прольотi релятивiстської зарядженої

частинки крiзь атомну хмару з бозе-конденсатом може бути спостережено

зворотний ефект Черенкова, тобто та обставина, що частинка може прискорю-

ватись ультрахолодним газом. У роботах [9,10] наведено магнiтно-впорядкованi

фази та вiдповiднi фазовi переходи в двокомпонентних незбалансованих сумi-

шах фермi-атомiв в оптичних ґратках. У статтях [11, 12] обчислено вплив про-

сторової анiзотропiї оптичної ґратки та утримуючого гармонiчного потенцiалу

пастки на термодинамiчнi характеристики газiв. У статтях [13, 14] здобувачем

розроблено теоретичний пiдхiд та проведено числовий аналiз фазових переходiв

в SU(3)-симетричнiй моделi Габбарда. У роботах [15–17] теоретично обраховано

границi магнiтно-впорядкованих фаз з чотирма та шiстьма типами фермiонiв

в ґратцi, вплив неперервних симетрiй, зв’язку Гунда та кiлькостi орбiтальних

станiв на критичнi температури та ентропiї квантових газiв. У статтi [18] на при-

кладi двоорбiтальної моделi Габбарда здобувачем запропоновано теорiю бозе-

конденсацiї ексiтонiв у кристалах оксидiв кобальту, що iндукована зовнiшнiм

магнiтним полем. У статтi [19] дисертантом теоретично розраховано низько-

температурнi фази у кристалах оксидiв кобальту з домiшками празеодима.

У статтi [22] здобувачем виведено ефективну теоретичну модель для сполуки

Sr2CoO3F та встановлено фазовi переходи у системi пiд зовнiшнiм тиском. У

роботах [20, 21] здобувачем обчислено дисперсiйнi характеристики екситонних

збуджень для порiвняння з експериментальними даними.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи

доповiдалися та обговорювалися на семiнарi iнституту теоретичної фiзики

iм. О.I. Ахiєзера ННЦ ХФТI, загальнофiзичних семiнарах фiзико-технiчного

факультету Харкiвського нацiонального университету iм. В.Н. Каразiна, се-
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мiнарах фiзико-технiчного iнституту низьких температур iм. Б.I. Вєркiна,

семiнарах за запрошенням у закордонних наукових установах:

– iнститут теоретичної фiзики, унiверситет Гете, Франкфурт-на-Майнi,

Нiмеччина (2010 та 2014 рр.);

– фiзичний факультет унiверситету Стратклайда, Ґлазґо, Великобрита-

нiя (2012 р.);

– iнститут лазерної фiзики, унiверситет Гамбурґа, Нiмеччина (2014 р.);

– iнститут фiзики, унiверситет Майнца iм. Йоганна Ґутенберґа, Нiмеч-

чина (2014 р.);

– iнститут фiзики чеської академiї наук, Прага, Чехiя (2015 р.);

– фiзичний факультет унiверситету iм. Адама Мiцкевiча, Познань,

Польща (2018 р.);

– фiзичний факультет унiверситету Масарика, Брно, Чехiя (2019 р.),

а також на наступних мiжнародних наукових конференцiях та школах:

• 13th International Conference on Quantum Optics and Quantum

Information (Kyiv, Ukraine, 28 May – 1 June, 2010),

• International Workshop and Summer school “Quo Vadis BEC?” (Dresden,

Germany, 2–20 August, 2010),

• DPG Physics School “Quantum Gases in Dilute Atomic Vapour” (Bad

Honnef, Germany, 28 March – 1 April, 2011),

• International Workshop “Strong Correlations in Multiflavor Ultracold

Quantum Gases” (Hamburg, Germany, 23–24 June, 2011),

• International Conference on Quantum Electrodynamics & Statistical

Physics (Kharkiv, Ukraine, 29 August – 2 September, 2011),

• International Workshop “Modeling Materials With Cold Gases Through

Simulations” (Zurich, Switzerland, 9–11 November, 2011),

• DPG Spring Meeting of the Section AMOP (Stuttgart, Germany, 12–16

March, 2012),
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• 6th International Workshop “Theory of Quantum Gases and Quantum

Coherence” (Lyon, France, June 5–8, 2012),

• 4th Conference “Statistical Physics: Modern Trends and Applications”

(Lviv, Ukraine, July 3–6, 2012),

• DPG Spring Meeting of the Section AMOP (Hannover, Germany, March

18–22, 2013),

• International Conference “The New Generation of Strongly Correlated

Electron Systems” (Sestri Levante, Italy, July 1–5, 2013),

• DPG Spring Meeting of the Section AMOP (Berlin, Germany, March 17–

21, 2014),

• DPG Spring Meeting of the Section AMOP (Heidelberg, Germany, March

23–27, 2015),

• VI International Conference for Young Scientists “Low Temperature

Physics” (Kharkiv, Ukraine, June 2–5, 2015),

• The International Workshop FINESS-2015: Finite-Temperature Non-

Equilibrium Superfluid Systems (Sopot, Poland, September 14–18, 2015),

• DPG Spring Meeting of the Section AMOP (Hannover, Germany, February

29 – March 4, 2016),

• DPG Spring Meeting of the Section SKM (Dresden, Germany, March 19–

24, 2017),

• NGSCES 8th International Conference (Barcelona, Spain, September 4–8,

2017),

• FOR1807 Winter School “Numerical Methods in Strongly Correlated

Quantum Systems” (Marburg, Germany, February 19–23, 2018),

• DPG Spring Meeting of the Section AMOP (Erlangen, Germany, March

4–9, 2018),

• DPG Spring Meeting of the Section SKM (Berlin, Germany, March 11–16,

2018),
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• 42th International Conference of Theoretical Physics: correlations and

coherence on different scales, CCDS 2018 (Ustroń, Poland, September 9–14, 2018),

• DPG Spring Meeting of the Section SAMOP (Rostock, Germany, March

10–15, 2019),

• DPG Spring Meeting of the Section SKM (Regensburg, Germany, March

31 – April 5, 2019),

• X International Conference for Professionals & Young Scientists ICPYS-

LTP 2019 (Kharkiv, Ukraine, June 3-7, 2019),

• 5th Conference on Statistical Physics: Modern Trends & Applications

(Lviv, Ukraine, July 3–6, 2019),

• XIX National Conference on Superconductivity (Bronis lawów, Poland,

October 6–11, 2019).

Зв’язок працi з науковими програмами, планами, темами. Дисер-

тацiю виконано в Iнститутi теоретичної фiзики iменi О.I. Ахiєзера нацiонально-

го наукового центру «Харкiвський фiзико-технiчний iнститут» НАН України.

Вона є складовою частиною наступних проектiв:

• базова програма «Вiдомчий запит НАН України на проведення науко-

вих дослiджень з атомної науки та технiки Нацiонального наукового центру

«Харкiвський фiзико-технiчний iнститут» за темою «Теоретичнi дослiджен-

ня у статистичнiй фiзицi конденсованих середовищ зi спонтанно порушеною

симетрiєю i газоподiбних систем i теоретико-групових методiв в теорiї поля»

(номер державної реєстрацiї 080906UP0010, термiн виконання 2006–2010 рр.,

виконавець);

• цiльова програма наукових дослiджень Вiддiлення ядерної фiзики та

енергетики НАН України «Фундаментальнi проблеми у фiзицi елементарних

частинок, ядернiй фiзицi та ядернiй енергетицi» за темою «Статистична

механiка процесiв i явищ, пов’язаних iз взаємодiєю частинок i випромiнювання

з конденсованим середовищем», грант НАН України для молодих вчених

№ 55/51–2009 (номер державної реєстрацiї 0109U006375, термiн виконання 2009–
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2010 рр., керiвник);

• базова програма «Вiдомчий запит НАН України на проведення нау-

кових дослiджень з атомної науки та технiки Нацiонального наукового центру

«Харкiвський фiзико-технiчний iнститут» за темою «Розвиток методiв стати-

стичної фiзики i квантової теорiї поля для дослiдження проблем конденсованих

i газоподiбних середовищ i динамiки полiв i суперсиметричних подовжених

об’єктiв» (номер державної реєстрацiї 0111U009549, термiн виконання 2011–2015

рр., виконавець);

• базова програма «Вiдомчий запит НАН України на проведення нау-

кових дослiджень з атомної науки та технiки Нацiонального наукового центру

«Харкiвський фiзико-технiчний iнститут» за темою «Дослiдження класичних

i квантових симетрiй в теоретико-польових i струнних моделях i проблем

статистичної механiки конденсованих середовищ» (номер державної реєстрацiї

0116U007065, термiн виконання 2016–2020 рр., виконавець).

У 2018–2020 рр. робота над дисертацiєю проводилася в докторантурi Нацiо-

нального наукового центру «Харкiвський фiзико-технiчний iнститут».

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiкованi у 50 наукових працях: у

20 статтях у фахових вiтчизняних i мiжнародних перiодичних виданнях та у

30 тезах доповiдей на вiтчизняних i мiжнародних наукових конференцiях.

Структура i обсяг дисертацiї. Дисертацiйна робота складається зi

вступу, п’яти роздiлiв, висновкiв, списку використаних джерел iз 353 найме-

нувань на 38 сторiнках та одного додатку. Робота мiстить 82 рисунка, 1 з

яких займає всю сторiнку, i 2 таблицi. Загальний обсяг дисертацiйної роботи

складає 328 сторiнок, обсяг основної частини складає 261 сторiнку.
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РОЗДIЛ 1

ЗАГАЛЬНI ПОЛОЖЕННЯ ТЕОРЕТИЧНИХ ПIДХОДIВ ДО

ОПИСУ ЯВИЩ У КВАНТОВИХ ГАЗАХ

1.1. Термодинамiчнi властивостi iдеальних бозе- та фермi-газiв

у вiдсутностi зовнiшнiх полiв

Особливостi обраного напряму дослiджень. Прояв квантових ефектiв на

макроскопiчному рiвнi у XXI сторiччi сприймається вже в значнiй мiрi буденно,

хоча при детальному аналiзi численнi явища, без сумнiву, продовжують визи-

вати захват. До числа такого роду проявiв у повнiй мiрi можна вiднести ефекти

та явища у квантових рiдинах i газах. Само по собi поняття «квантовi гази», що

означає квантовi системи багатьох тотожних частинок у газовому агрегатному

станi, в яких ефектом перекриття хвильових функцiй окремих частинок не

можна знехтувати, стало вже звичним за майже сторiчну iсторiю дослiджень.

Основним поштовхом до розвитку квантових газiв виявились революцiйнi

роботи Бозе та Ейнштейна [53, 54], а також Фермi та Дiрака [55, 56], у честь

яких як наслiдок було названо два основнi рiзновиди статистичних розподiлiв

частинок з урахуванням їх квантової природи.

Здавалося б, що за такий тривалий перiод такi простi системи, як

квантовий iдеальний одноатомний газ за вiдсутностi будь-яких неоднорiдностей

або зовнiшнiх полiв, повиннi були занадто детально дослiдженi з теоретичної

точки зору. Однак, при аналiзi наявної лiтератури, що навiть вважається в

даний час навчальною та рекомендованою на курсах статистичної фiзики (див.,

наприклад, [57–59], виникають питання, на якi хотiлося б мати бiльш певнi

вiдповiдi.

Справдi, аналiтичнi методи опису ефектiв i явищ в iдеальних кванто-

вих газах iстотно засновано на деяких додаткових еврiстичних припущеннях
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про особливостi в поведiнцi їх вiгнеровскiх функцiй розподiлу при низьких

температурах. Особливостi, пов’язанi iз залежнiстю статистики газiв вiд спiну

складених з них частинок, вже закладенi в самому виглядi рiвноважних

функцiй розподiлу бозонiв i фермiонiв. З цiєї причини, здавалося б, нiяких

додаткових припущень i не потрiбно. Потреба в таких припущеннях виникає

через необхiднiсть спрощень в аналiтичних обчисленнях при описi фiзичних

явищ в квантових газах. Залученi припущення пов’язанi з введенням деяких

«реперних» температурних точок, пов’язаних з особливостями поведiнки хiмi-

чних потенцiалiв (а отже, i функцiй розподiлу) газiв бозонiв i фермiонiв при

зниженнi температури.

Для iдеального газу бозе-атомiв такими точками в температурної зале-

жностi хiмiчного потенцiалу (i функцiї розподiлу!) є точка фазового переходу

до стану з бозе конденсатом. Залучаються припущення, що дозволяють прийти

до висновку, що в точцi переходу хiмiчний потенцiал повинен звертатися

в нуль i залишатися рiвним нулю при подальшому зниженнi температури

аж до абсолютного нуля. При цьому у функцiї розподiлу бозонiв в точцi

переходу з’являється складова, яка характеризує зародження компоненти газу з

макроскопiчно великою кiлькiстю частинок (бозе-ейнштейнiвської конденсатом,

БЕК) в одному квантово-механiчному станi, який визначається найнижчим

енергетичним рiвнем системи. Математично бозе-конденсатна складова в фун-

кцiї розподiлу описується узагальненою функцiєю — дельта-функцiєю Дiрака

з аргументом, що характеризує найнижчий енергетичний стан газу бозонiв.

За нульової температури всi частинки газу повиннi перебувати в станi бозе-

конденсату. Таким чином, i вся функцiя розподiлу бозе-газу в цих умовах стає

дельта-образною з тим же аргументом.

Для iдеального газу фермi-атомiв особливою точкою на шкалi температур

є лише абсолютний нуль. Однак, з метою введення фiзично значущого масштабу

енергiй, зручною характеристикою для температури виродження в енергети-

чних одиницях є енергiя Фермi – енергiя найвищого заселення одночастинкового
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стану системи (або, що еквiвалентно, мiнiмальна енергiя по додаванню однiєї

додаткової частинки до газу iз заданою густиною) при нульовiй температурi.

Вважається, що при зниженнi температури i наближеннi її значення до енергiї

Фермi повиннi проявлятися квантовi властивостi газу фермiонiв. За нульової

температури фермiєвська функцiя розподiлу повинна мати вигляд «сходинки»

— узагальненої функцiї, яка носить назву одиничної функцiї Гевiсайда. Ар-

гумент цiєї функцiї визначається таким чином, щоб енергiя будь-якої фермi-

частинки газу при нульовiй температурi не перевищувала енергiю Фермi.

Аналiтичнi розрахунки, пов’язанi з описом явищ в iдеальних бозе- i

фермi-газах, можливi i проводяться тiльки в рамках теорiї збурень. Теорiя

збурень будується на фонi основного стану, яким вважаються зазначенi вище

стани з мiнiмальною енергiєю. Саме для можливостi формулювання теорiї

збурень i залучаються викладенi вище мiркування, заснованi на зв’язку спина

частинок i статистики систем, структурними одиницями яких цi частинки є.

Вiдзначимо, що висновки, зробленi на основi цих мiркувань, нетривiальнi i

неочевиднi. Описана поведiнка в областi «квантовостi» бозе- i фермi-газiв їх

вiгнеровскiх функцiй розподiлу безпосередньо, в явному виглядi цих функцiй,

не проглядається, i з цiєї причини є саме евристичним, що потребують пiд-

твердження отриманим результатом. Хоча, як уже пiдкреслювалося вище, було

зрозумiло, що така поведiнка, якщо присутня, має бути обов’язково закладена

в явному виглядi фермi- i бозе-функцiй розподiлу. Такий стан справ повинен

мати мiсце хоча б тому, що всi властивостi, що стосуються зв’язку спiну

частинок i статистики систем багатьох частинок, використано при отриманнi

виразiв для функцiй розподiлу. Однак було також ясно, що знайти прямi ознаки

трансформацiї «звичного» виду фермi- i бозе-функцiй розподiлу при зниженнi

температури до виду, який мiстить перерахованi вище ознаки, можна тiльки

поза рамками традицiйно використовуваних теорiй обурення, iз залученням

чисельних методiв.

Поза рамками теорiї збурень знаходиться прояснення i бiльш фiзичного
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аспекту опису поведiнки квантових газiв при зниженнi температури. Йдеться

про саме поняття «квантовостi» фермi- або бозе-газу. Вище вже зазначалося,

що гази потрiбно вважати квантовими поблизу характерних температур: тем-

ператури бозе-конденсацiї для бозе-газiв i температури виродження для фермi-

газiв. Але наскiльки «поблизу»? При якiй температурi класичний газ «стає»

квантовим з точки зору спостерiгача, у якого є можливостi вимiрювати макро-

скопiчнi характеристики газу з заданою точнiстю? Один з варiантiв якiсного

вiдповiдi на таке питання можна знайти в Нобелiвськiй лекцiї В. Кеттерле [60].

Там пропонується оцiнка даної температури з умови, щоб теплова хвиля де

Бройля частинок була близька до середньої вiдстанi мiж частинками газу. Тодi

за сталої густини газу i послiдовному зниженнi температури хвильовi функцiї

частинок з вказаною довжиною хвилi зазнають дедалi бiльшого перекриття.

Остання обставина призводить до поведiнки, пов’язаної з квантовими ефектами

обмiнної взаємодiї, внаслiдок чого гази стають «все бiльш i бiльш» квантовими.

Вочевидь, такий аналiз є досить вдалою iлюстрацiєю основоположних фiзичних

механiзмiв, проте не претендує на точнi кiлькiснi оцiнки.

Викладенi вище аргументи, що iлюструють причини незадоволеностi

обґрунтуванням використовуваних аналiтичних методiв опису рiвноважних

станiв квантових газiв, якi можна вважати iдеальними, є мотивацiєю до цього

пiдроздiлу. Далi приводяться розрахунки (в основному iз залученням чисельних

методiв), що дозволяють прояснити i полiпшити розумiння викладених вище

аспектiв опису рiвноважних квантових бозе- i фермi-газiв. Основнi зусилля

спрямованi на встановлення кiлькiсних оцiнок фiзичних характеристик до-

слiджуваних систем. Для встановлення границь застосовностi теорiй збурень,

традицiйно використовуваних при аналiтичному описi квантових газiв, близь-

ких до iдеальних, нами вирiшене бiльш глобальне завдання визначення їх

хiмiчних потенцiалiв на всьому iнтервалi температур. Рiшення даного завда-

ння є важливим з точки зору можливостi застосувань в рядi дослiджень в

областi ультрахолодних квантових газiв. Зокрема, отриманi результати будуть
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використанi при вивченнi взаємодiї квантових газiв в областi виродження з

електромагнiтними хвилями.

Визначення залежностi хiмiчного потенцiалу вiд температури. Будемо

розглядати iдеальнi одноатомнi гази, якi описуються добре вiдомими розподi-

лами середнього числа частинок по квантовим станам з енергiєю ε

f(ε, T ) =
1

e(ε−µ)/T ± 1
, (1.1)

де знаки «−» та «+» вказують на статистики Бозе-Ейнштейна (BE) i Фермi-

Дiрака (FD), вiдповiдно, а хiмiчнi потенцiали µ частинок газу в загальному

випадку є функцiями температури T , яка для простоти опису тут i надалi

записана в енергетичних одиницях (kB = 1).

Таким чином, рiвняння для визначення хiмiчного потенцiалу як функцiї

температури може бути отримано з формули для повного числа N частинок

газу, що визначається iнтегруванням (1.1) по фазовому простору,

N =
gV

(2π~)3

∞∫
0

4πp2dp

e(ε−µ)/T ± 1
, (1.2)

де g – кратнiсть виродження енергетичних станiв частинок газу по iншим

(внутрiшнiм) ступенями свободи, V – об’єм системи в координатному просторi.

У подальшому аналiзi ми обмежимося стандартною залежнiстю енергiї вiд

iмпульсу, яка вiдповiдає закону дисперсiї для нерелятивiстського одноатомного

iдеального газу, ε(p) = p2/2m, де m – маса частинок. Вiдзначимо однак, що

всi нижченаведенi розрахунки можна без особливих складнощiв узагальнити

i на випадок газiв частинок з iншими законами дисперсiї, в тому числi на

ультрахолоднi гази атомiв або молекул в зовнiшнiх гармонiчних потенцiалах,

обумовлених наявнiстю утримуючих магнiтооптичних пасток у вiдповiдних

експериментах.

Для зручностi проведення чисельних розрахункiв i їх порiвняння з ана-
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лiтичними формулами введемо характернi масштаби енергiй, що дозволяють

зняти фiзичнi розмiрностi з основних величин. Для бозе-газу iз заданою

густиною n = N/V величиною розмiрностi енергiї, що має наочний фiзичний

змiст, є температура бозе-конденсацiї (температура в енергетичних одиницях,

при якiй хiмiчний потенцiал стає рiвним енергiї нижчого енергетичного стану,

що вiдповiдає умовi µBE = 0 в даному випадку),

T0 =
1

2m

(
4π2~3n

Γ(3/2)ζ(3/2)g

)2/3

. (1.3)

Для газу фермiонiв такою величиною є енергiя (або температура) Фермi –

енергiя найвищого заселеного стану системи при нульовiй температурi (µFD =

εF при T = 0),

TF =
1

2m

(
6π2~3n

g

)2/3

. (1.4)

Переходячи тепер до безрозмiрних величин, iнтеграл в правiй частинi (1.2)

можна представити у виглядi:

∞∫
0

√
xdx

e−ν/tex ± 1
= a±t

−3/2, (1.5)

де t = T/T0, ν = µ/T0, та a− = Γ(3/2)ζ(3/2) у випадку бозе-газу; для фермi-

газу t = T/TF, ν = µ/TF, та a+ = 2/3.

Таким чином, визначення хiмiчного потенцiалу як функцiї температури

при фiксованiй густинi частинок зводиться до вирiшення параметричного

рiвняння (1.5) в iнтегральної формi для функцiї ν(t) в залежностi вiд без-

розмiрного параметра t. При цьому необхiдно переконатися у вiдповiдностi

отриманих результатiв умовам νBE(t ≤ 1) = 0 для бозонiв i νFD(0) = 1 для

фермiонiв. Як вже зазначалося вище, данi умови з’являються як необхiднi

для визначення основного стану системи з метою розвитку теорiї збурень
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для опису термодинамiки квантових газiв. Вiдзначимо, що якщо скористатися

iнтегральним поданням полiлогарифмiчної функцiї

Lis(z) ≡
∞∑
k=1

zk

ks
=

1

Γ(s)

∫ ∞
0

xs−1dx

z−1ex − 1
, (1.6)

рiвняння (1.5) може бути приведене до виду:

Γ(3/2) Li3/2[∓ exp(ν/t)] = ∓a±t−3/2, (1.7)

що є альтернативною формою запису (1.5) у виглядi алгебраїчного рiвняння,

що мiстить нескiнченний ряд. У контекстi цiєї роботи даний запис є менш

зручним з точки зору чисельного визначення хiмiчних потенцiалiв, однак може

бути ефективно використаний в рядi наближень у порiвняннi з бiльш вiдомою

iнтегральною формою запису (в тому числi, при отриманнi загальних виразiв

для термодинамiчних характеристик газiв).

Iнтеграл в лiвiй частинi рiвняння (1.5) може бути оцiнений в так званому

«класичному наближеннi» [57], що при використаннi безрозмiрних змiнних

призводить до наступних виразiв в нульовому i першому порядках теорiї

збурень по малому параметру eν/t � 1:

ν(0) = t ln(b±t
−3/2),

ν(1) = ν(0) + t ln[1± b±(2t)−3/2], (1.8)

де b± = a±/Γ(3/2). Вочевидь, дане розкладання може бути коректно використа-

не тiльки в областi високих температур, t� 1, де хiмiчнi потенцiали i бозонiв,

i фермiонiв негативнi. В областi ж t ∼ 1 (характернiй для прояву ефектiв

квантового виродження), теорiя збурень стає непридатною. Однак в цiй областi

iнтеграли, що входять в (1.5), можуть бути оцiненi кiлькiсно з необхiдною точнi-

стю. Ця обставина дає можливiсть визначити залежностi хiмiчних потенцiалiв
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Рис. 1.1. Залежностi хiмiчних потенцiалiв iдеальних газiв вiд температури
для бозонiв (лiворуч) i фермiонiв (праворуч). Пунктирними лiнiями позначенi
приблизнi аналiтичнi рiшення.

вiд температури методом послiдовних наближень iз залученням добре вiдомих

алгоритмiв пошуку коренiв рiвнянь. Результати даних обчислень представленi

на рис. 1.1

Слiд вiдзначити, що на представлених залежностях для iдеального газу

фермiонiв додатково наведено низькотемпературне наближення, яке може бути

отримане вiдповiдно до [57] з формули (1.5) за умови ν/t� 1,

ν
(1)
l = 1− π2

12
t2. (1.9)

Важливо також, що крiм точки T = 0, де хiмiчний потенцiал фермi-газу точно

визначений i дорiвнює енергiї Фермi (νFD(t = 0) = 1 в безрозмiрних змiнних),

є ще одна точка, положення якої може бути визначене точно. Це темпера-

тура, при якiй хiмiчний потенцiал фермi-газу дорiвнює нулю. Помiчаючи що∫∞
0

√
zdz/(ez+1) = (1−1/

√
2)Γ(3/2)ζ(3/2), вiдповiдно до рiвняння (1.5) можна

записати

t(νFD = 0) =

[
4/(1− 1/

√
2)

3
√
πζ(3/2)

]2/3

≈ 0.989, (1.10)
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що з високою точнiстю узгоджується з результатом чисельних розрахункiв,

представлених на рис. 1.1 i помiтно вiдхиляється вiд результатiв розрахункiв

на основi аналiтичних наближень (1.8) та (1.9).

Таким чином видно, що отриманi за допомогою чисельних методiв за-

лежностi хiмiчних потенцiалiв вiд температури дозволяють бiльш детально

дослiдити ряд термодинамiчних характеристик iдеальних газiв в широкому

дiапазонi температур без залучення додаткових наближень. Дана обставина дає

також можливiсть безпосередньо продемонструвати деформацiї залежностей

функцiй розподiлу по енергiях частинок на iнтервалi температур, де цi функцiї

зазнають найбiльш суттєвi якiснi та кiлькiснi змiни. На рис. 1.2 представленi

залежностi для середнiх чисел заповнення енергетичних станiв (функцiї розпо-

дiлу) iдеальних бозе- i фермi-газiв при послiдовному зниженнi температури в

областi прояву ефектiв квантового виродження газiв.

Полiномiальне наближення для хiмiчних потенцiалiв. З викладеного

вище аналiзу, в областi квантового виродження (t ∼ 1) хiмiчнi потенцiали,

визначенi точно за допомогою чисельних методiв, iстотно вiдрiзняються вiд

наближених значень, отриманих в рамках високотемпературних наближень, як

у випадку бозе- так i фермi- газiв. У зв’язку з цим виникає питання бiльш

точного встановлення меж застосовностi високотемпературних наближень.

Крiм того, з точки зору застосування отриманих тут результатiв при подальших

дослiдженнях з’являється необхiднiсть розвитку альтернативних наближень,

якi були б бiльш точними в данiй областi, проте зберiгали простоту опису.

Так як хiмiчнi потенцiали бозонiв i фермiонiв в зазначених областях є

досить гладкими функцiями температури, обгрунтованим наближенням можна

вважати моделювання згаданих залежностей полiномами. Вiдзначимо, що в

якостi альтернативи можна використовувати апроксиманти Паде [61], або iншi

наближення для пов’язаних фiзичних величин, наприклад, для фугiтiвностi

F ∝ exp(µ/T ). Однак, як ми побачимо далi, використання традицiйних кiнце-

вих степеневих рядiв забезпечує необхiдну простоту, достатню компактнiсть i
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Рис. 1.2. Змiни функцiй розподiлу iдеальних газiв, що описуються стати-
стиками Бозе-Ейнштейна (лiворуч) i Фермi-Дiрака (праворуч), з пониженням
температури. У випадку бозе-газу нижче температури БЕК (T ≤ T0) середня
заселенiсть стану з ε = 0 стає нескiнченною в термодинамiчнiй границi
та умовно позначена стрiлкою. Величина кроку вздовж горизонтальних осей
(ширина смуг) обрана рiвною 1/40.
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точнiсть опису.

З огляду на викладену вище аргументацiю i отриманi результати, в разi

статистики Бозе-Ейнштейна безрозмiрний хiмiчний потенцiал можна записати

у виглядi:

νBE(t) ≈


0, t ≤ 1;∑r

k=1 ak(t− 1)k, 1 ≤ t ≤ t∗;

ν(1)(t), t ≥ t∗.

(1.11)

Для iдеального газу фермiонiв безрозмiрний хiмiчний потенцiал може бути

промодельований виразом

νFD(t) ≈

1 +
∑r

k=1 akt
k, 0 ≤ t ≤ t∗;

ν(1)(t), t ≥ t∗.
(1.12)

В останнiх формулах введена в розгляд величина t∗, що визначає температуру,

вище якої можна користуватися «квазiкласичним» наближенням, що враховує

тiльки лiнiйнi квантовi поправки, заданi формулою (1.8).

Надалi основним завданням є визначення найбiльш оптимального набору

параметрiв (найменш необхiдна їх кiлькiсть з метою вiдтворення значень iз

заданою точнiстю) для опису хiмiчних потенцiалiв газiв. Безпосереднi розра-

хунки параметрiв вимагають фiксування меж необхiдної точностi. З метою

такого фiксування виберемо похибку у вимiрюваннi густини частинок на рiвнi

∆n/n = 1%, що є типовим значенням в умовах сучасних експериментiв для

ультрахолодних газiв.

В межах заданої точностi чисельно обраховано усi параметри (див.

таблицю 1.1), що входять в аналiтичнi вирази (1.11) та (1.12). Також порахованi

значення величини t∗ i температури t∗∗, що характеризує границю, вище якої

вплив ефектiв обмiнної взаємодiї стає дуже незначним для заданої точностi
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Таблиця 1.1. Чисельнi значення параметрiв, що входять у полiномiальнi
наближення (1.11) та (1.12) для зазначеної похибки вимiрювань ∆n/n.

Параметр ∆n/n r a1 a2 a3 a4 t∗ t∗∗

Бозе-газ < 0.01 4 -0.016 -1.064 0.299 -0.043 3.68 20.7

Фермi-газ < 0.01 4 0.016 -0.957 -0.293 0.209 1.36 8.82

вимiрювань, внаслiдок чого може бути використано класичне наближення ν =

ν(0), див. (1.8).

Вплив обмiнної взаємодiї на рiвняння стану i термодинамiчнi хара-

ктеристики iдеальних газiв. Отриманi залежностi для хiмiчних потенцiалiв

дозволяють бiльш точно описати ряд властивостей i фiзичних ефектiв в областi

квантового виродження газiв. Покажемо це перш за все на найбiльш яскравому

i простому прикладi – рiвняннi стану iдеальних газiв. Вiдповiдно до [57, 59], а

також вводячи змiнну z = ± exp[ν(t)/t] (тут i надалi дуальнi знаки «+» i «−»

вiдносяться до статистик Бозе-Ейнштейна i Фермi-Дiрака, вiдповiдно), можна

записати рiвняння стану у виглядi

P = n′T · Li5/2(z)/Li3/2(z), (1.13)

де функцiї Lis(z) даються визначенням (1.6), а густина n′ ≡ nε>0 збiгається з

густиною всiх частинок газу n в усiх випадках за винятком бозе-газу з видiленим

конденсатом при T < T0. В останньому випадку необхiдно враховувати, що n′ =

n− n0 = n · (T/T0)
3/2. Таким чином видно, що залежностi хiмiчних потенцiалiв

ν(t) вiд температури повнiстю визначають рiвняння стану iдеальних газiв при

фiксованiй густинi n частинок газу.

Вiдзначимо, що в разi бозе-газу нижче температури БЕК (T < T0)

вiдхилення вiд класичного рiвняння Менделєєва-Клапейрона Pcl = nT може
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Рис. 1.3. Залежностi тиску (верхнiй ряд) i теплоємностi (CV ∝ (∂P/∂T )n,
нижнiй ряд) iдеальних квантових газiв вiд температури. Пунктирними лiнiями
позначенi залежностi для класичного iдеального газу.

бути проаналiзовано i аналiтично: так як νBE(t ≤ 1) = 0, то

PBE(t ≤ 1) = nT
ζ(5/2)

ζ(3/2)
t3/2 ≈ 0.5135 · t3/2nT. (1.14)

У разi ж фермi-газу добре вiдомий вираз для так званого тиску Фермi –

тиску iдеального фермi-газу при нульовiй температурi, P0 = 2
5nεF, а також

низькотемпературне розкладання при t� 1 (див., наприклад, [57])

P
(1)
l,FD = P0

(
1 +

5π2

12
t2
)
. (1.15)

З рис. 1.3 видно, що чисельнi розрахунки повнiстю вiдтворюють асим-

птотичну поведiнку тиску газiв поблизу зазначених меж. Однак в нашому

розпорядженнi є тепер уточненi вирази для хiмiчних потенцiалiв як функцiй

температури, внаслiдок чого є можливiсть дослiджувати рiвняння стану на
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всьому iнтервалi температур. Це дозволяє спостерiгати яскравий прояв впливу

обмiнної взаємодiї – фермi-статистика призводить до збiльшення тиску, тобто

характеризує ефективне вiдштовхування (anti-bunching), обумовлене принци-

пом заборони Паулi; бозе-статистика, навпаки, проявляється в ефективному

тяжiннi (bunching) мiж тотожними частинками, що призводить до зниження

тиску в порiвняннi з класичним газом.

Як вiдомо, термодинамiчнi потенцiали (i, зокрема, внутрiшня енергiя

E = 3
2PV ) iдеальних квантових газiв є безперервними функцiями температури

без будь-яких точок особливостей. У той же час вплив вiдмiнностi статистик

вже вiдображається на перших похiдних вiд термодинамiчних потенцiалiв.

Для демонстрацiї цiєї обставини на рис. 1.3 ми представили також залежностi

теплоємностей CV =
(
∂E
∂T

)
n

= 3
2V
(
∂P
∂T

)
n
вiд температури. З порiвняння даних

графiкiв видно, що для бозе-газу з’являється особлива точка при T = T0, де

теплоємнiсть скiнчена i неперервна, однак її похiдна ∂CV /∂T (i, отже, друга

похiдна вiд термодинамiчної потенцiалуE) претерпевает разрыв) зазнає розрив,

що сигналiзує про наявнiсть фазового переходу другого роду в такiй системi.

В iдеальному газi фермiонiв, навпаки, вiдсутнi будь-якi фазовi переходи при

ненульових температурах, що i пiдтверджується вiдсутнiстю будь- яких осо-

бливостей на представлених графiках.

Вiдзначимо, що для загального виразу для теплоємностi квантових газiв

можна отримати компактну форму запису для обох квантових статистик на

всьому iнтервалi температур, якщо використовувати рекурентнi спiввiдношення

для iнтегралiв Lis(z), ∂Lis(z)/∂z = Lis−1(z)/z (див. також [59]) i узагальнити

отриманi результати,

CV =

[
15

4

Li5/2(z)

Li3/2(z)
− 9

4

Li3/2(z)

Li1/2(z)

]
n′V. (1.16)

Легко побачити тепер, що в разi бозе-газу нижче температури конденсацiї

останнiй вираз може бути iстотно спрощено. Справдi, в зв’язку з нескiнченнiстю
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iнтеграла Li1/2(1) = ∞ другий член в дужках не дає вкладу в теплоєм-

нiсть, а перший доданок не залежить вiд температури, так як звертається у

вiдношення дзета-функцiй, що i призводить до результату CV,BE(t ≤ 1) =

15
4 Nt

3/2ζ(5/2)/ζ(3/2). Цей результат може бути отриманий також прямим дифе-

ренцiюванням виразу (1.14) i узгоджується з залежностями, представленими на

рис. 1.3. Для газу фермiонiв можна помiтити, що в низькотемпературнiй границi

теплоємнiсть зростає лiнiйно з температурою, CV,FD(t → 0) → π2t/2. Крiм

цього, легко переконатися, що за високих температур limz→0[Lis(z)/Lis−1(z)] =

1, а, отже, теплоємнiсть наближується до класичного значення 3N/2, що

пiдтверджується також результатами, представленими на згаданих графiках.

На останок проаналiзуємо поведiнку стисливостi та ентропiї квантових

газiв в областях їх квантового виродження. Використовуючи спiввiдношення

κT = − 1
V

(
∂V
∂P

)
T

= 1
n2

(
∂n
∂µ

)
T
, а також формулу (1.7) зi згаданим рекурентним

спiввiдношенням при диференцiюваннi полiлогарифмiв, можна отримати за-

гальний вираз для iзотермiчної стисливостi

κT =
1

nT

Li1/2(z)

Li3/2(z)
. (1.17)

З цiєї формули, а також з представлених на рис. 1.4 залежностей можна

побачити, що для бозе-газу при T ≤ T0 iзотермiчна стисливiсть стає нескiн-

ченною (iншими словами, має мiсце розбiжнiсть в точцi фазового переходу).

Зауважимо, що ця обставина є наслiдком вiдсутностi залежностi тиску газу вiд

об’єму в фазi з БЕК, див. формулу (1.14). Для iдеального газу фермiонiв, як i

слiд було очiкувати, вiдсутнi будь-якi точки особливостей на всьому iнтервалi

температур, а в низькотемпературнiй границi T → 0 стисливiсть є скiнченою,

κT → 3
2nTF

(1 − π2t2/12). За високих температур вiдношення полiлогарифмiв

наближується до одиницi, i ми отримуємо вiдомий вислiв для стисливостi

класичного iдеального газу κT = 1/nT = 1/P .

З рiвняння стану (1.13), а також зi спiввiдношення E + PV − TS = µN
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вiд температури. Пунктирними лiнiями позначенi залежностi для класичного
iдеального газу.

легко отримати загальний вираз, що визначає залежнiсть ентропiї газiв вiд

температури,

S

N
=

5

2

n′

n

Li5/2(z)

Li3/2(z)
− µ

T
. (1.18)

За високих температур вiдповiдно до нульового наближення (1.8) для хi-

мiчного потенцiалу µ дана формула переходить в класичний вираз Scl
N =

5
2 + ln

[
g
n

(
2πmT
h2

)3/2
]
. При зниженнi температури, що також можна помiтити

з рис. 1.4, внесок квантових поправок в ентропiю стає все бiльш значним. У

пiдсумку, в граничному випадку нульових температур ентропiї газiв монотонно
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зменшуються до нуля: S
N = 5

2
ζ(5/2)
ζ(3/2)t

3/2 при T ≤ T0 та S
N = π2

2 t при T � TF

для бозе- i фермi-газiв, вiдповiдно. Даний результат повнiстю узгоджується (на

вiдмiну вiд класичного наближення) з третiм законом термодинамiки.

Загальнi залежностi для ентропiї вiд температури у виглядi (1.18) дозво-

ляють проаналiзувати рiвняння адiабати iдеальних газiв. Дiйсно, розглядаючи

адiабатичний процес (S/N = const), а також використовуючи той факт, що

права частина рiвняння (1.18) є функцiєю, що залежить тiльки вiд спiввiдно-

шення µ/T (або тiльки вiд змiнної t в фазi з БЕК), вiдповiдно до формули (1.5)

можна отримати рiвняння t = const для такого процесу. Переходячи далi до

змiнних P i V за допомогою рiвняння стану (1.13), отримаємо рiвняння адiабати

у «звичному» виглядi.

PV 5/3 = const. (1.19)

Як i слiд було очiкувати, це рiвняння не залежить вiд типу квантової статисти-

ки, а також наявностi або вiдсутностi фази з БЕК в системi (що є логiчним, з

огляду на альтернативне визначення показника адiабати k через через кiлькiсть

ступенiв свободи частинок i, k = (i+ 2)/i).

Пiдкреслимо, однак, що в загальному випадку показник адiабати для

одноатомних iдеальних газiв (k = 5/3) не можна ототожнювати з величиною

γ = CP/CV = κT/κS. Справдi, для цiєї величини, використовуючи спiввiдноше-

ння γ = (∂z/∂T )P/(∂z/∂T )n та рiвняння (1.13), можна отримати такий вираз

(див. також [59]):

γ =
5

3

Li5/2(z) Li1/2(z)

[Li3/2(z)]2
. (1.20)

З цього рiвняння, а також з представлених на рис. 1.4 температурних залежно-

стей видно, що «звична» асоцiацiя γ з показником адiабати справедлива лише

за високих температур (iншими словами, для класичного газу). Урахування ж
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квантової статистики частинок призводить до того, що для iдеального бозе-

газу завжди справедлива нерiвнiсть γ > 5/3, причому γ(T ≤ T0) = ∞, що

також пов’язано з нескiнченною теплоємнiстю CP (на вiдмiну вiд CV ) нижче

точки фазового переходу. Для iдеального газу фермiонiв, навпаки, завжди

справедливе спiввiдношення γ < 5/3, причому в границi низьких температур

γ
(1)
l = 1 + π2t2/3.

1.2. Лiнiйна теорiя вiдгуку iдеальних бозе-газiв на зовнiшнє

електромагнiтне збурення

Метод вторинного квантування за присутностi зв’язаних станiв ча-

стинок. Атоми лужних металiв є досить вивченими об’єктами, зручними як з

точки зору теоретичного опису, так i з точки зору вiдомих експериментальних

даних про них. Саме завдяки цiй обставинi вдалося розробити новi експеримен-

тальнi методики захоплення i лазерного охолодження парiв лужних металiв до

температур, характерних для режиму бозе-ейнштейнiвської конденсацiї (див.,

наприклад, [62, 63]). Як вiдомо, внутрiшнi електроннi оболонки таких атомiв

є повнiстю замкнутими, тому електрони цих оболонок практично не беруть

участь в ефектах взаємодiї атомiв з зовнiшнiми полями, якщо характерна

енергiя взаємодiї атома з зовнiшнiм полем багато менше енергiї iонiзацiї

даного атома. У зв’язку з цим атоми лужних металiв (з якими i проводяться

експерименти з отримання атомарного БЕК) з хорошою точнiстю можуть

бути розглянутi як зв’язанi стани (бозони) протилежно заряджених фермiонiв

двох рiзних сортiв. А саме, фермiоном одного сорту в таких зв’язаних станах

можна вважати атомне ядро з електронами внутрiшнiх оболонок (так званий,

«атомний остiв»), а фермiоном iншого сорту – зовнiшнiй (валентний) електрон.

З цим i пов’язана можливiсть опису атомiв лужних металiв як воднеподiбних

атомiв.

Для систем багатьох частинок, що складаються з двох сортiв протилежно
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заряджених фермiонiв i їх зв’язаних станiв, розроблено наближене формулю-

вання методу вторинного квантування [64]. Коректна побудова такого форму-

лювання можлива в разi малостi середньої кiнетичної енергiї всiх часток, що

складають систему, в порiвняннi з енергiєю зв’язаних станiв частинок. Оскiльки

представленi тут дослiдження пов’язанi з вивченням окремих явищ i ефектiв в

парах лужних металiв при наднизьких температурах, згадане формулювання

методу вторинного квантування при наявностi зв’язаних станiв частинок є

зручним з точки зору досягнення поставлених в дисертацiї мети i завдань.

Нижче наводяться основнi положення методу вторинного квантування для

системи, що складається з двох сортiв протилежно заряджених фермiонiв при

наявностi їх зв’язаних станiв – воднеподiбних атомiв. Одним з основних завдань

формулювання такого методу є коректне введення операторiв народження i

знищення для зв’язаного стану двох фермiонiв (атома) як цiлiсного об’єкта зi

збереженням iнформацiї про його квантовi стани.

При цьому, в [64] в якостi вихiдних використовувалися наступнi при-

пущення. Нехай є система багатьох частинок, що складається з протилежно

заряджених фермiонiв двох рiзних сортiв з масамиm1,m2 i зарядами e1, e2. Такi

фермiони можуть утворювати зв’язаний стан – воднеподiбний атом. Оператори

знищення ψ̂1 i ψ̂2 цих фермiонiв в точцi x визначаються звичайним чином (див.,

наприклад, [65]):

ψ̂1(x)|0〉 = ψ̂2(x)|0〉 = 0,

де |0〉 – вектор вакуумного стану. Тодi вектори станiв

|x1, . . . ,xn,y1, . . . ,ym〉 = ψ̂†1(x1) · · · ψ̂†1(xn)ψ̂
†
2(y1) · · · ψ̂

†
2(ym)|0〉, (1.21)

(n,m = 0, 1, 2, . . .) утворюють базис в просторi H квантовомеханiчною системи

багатьох частинок. У цих станах частинки знаходяться в певних точках

x1, . . . ,xn; y1, . . . ,ym ∈ R координатного простору. Вектори станiв (1.21)
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задовольняють добре вiдомим умовам ортонормування i повноти.

Зв’язанi стани фермiонiв описуються хвильовою функцiєю

ϕα(x1,x2,x) = ϕα(x1 − x2)δ(x−X), X =
m1x1 +m2x2

m1 +m2
, (1.22)

де x – координата, α – набiр квантових чисел зв’язаного стану (атома). Слiд

пiдкреслити, що тут i нижче передбачається, що зв’язанi стани можуть бути

утворенi фермионами тiльки двох рiзних сортiв. Вiдповiдний вектор стану має

вигляд:

|α,x〉 =

∫
dx1dx2ϕα(x1 − x2)δ(x−X)ψ̂†1(x1)ψ̂

†
2(x2)|0〉.

Тому оператор

ϕ̂†α(x) =

∫
dx1dx2ϕα(x1 − x2)δ(x−X)ψ̂†1(x1)ψ̂

†
2(x2) (1.23)

можна вважати оператором народження зв’язаного стану (атома),

ϕ̂†α(x)|0〉 = |α,x〉, ϕ̂α(x)|0〉 = 0.

Якщо атом має певний iмпульс, то його вектор стану записується у виглядi:

|α,p〉 =
1√
V

∫
dx1dx2ϕα(x1 − x2)e

ipXψ̂†1(x1)ψ̂
†
2(x2)|0〉,

де V – об’єм системи. Вiдповiдний оператор народження атома в станi з

iмпульсом p визначається виразом:

|α,p〉 = ϕ̂†α(p)|0〉, ϕ̂†α(x) =
1√
V

∑
p

ϕ̂†α(p)e−ipx.

Враховуючи, що
∫
dy1ϕ

∗
α(y1 − y2)ϕβ(y1 − y2) = δαβ, та використовуючи
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комутацiйнi спiввiдношення для операторiв народження i знищення фермiонiв,

{ψ̂i(x), ψ̂†j(x
′)} = δ(x − x′)δij, де δij – символ Кронекера (i, j = 1, 2), легко

прийти до наступних комутацiйних спiввiдношень для операторiв ϕ̂α(x) та

ϕ̂†α′(x
′):

[ϕ̂α(x), ϕ̂†α′(x
′)] = δαα′δ(x− x′) + ξ̂αα′(x,x′), [ϕ̂α(x), ϕ̂α′(x′)] = 0, (1.24)

де

ξ̂αα′(x,x′) =

∫
dydy′ϕ∗α(y)ϕα′(y′)×

×
{
ψ̂†1(x + m̃2y)ψ̂1(x′ + m̃2y′)δ [y− y′ − m̃1(x− x′)] +

+ψ̂†2(x
′ − m̃1y′)ψ̂2(x− m̃1y)δ [y− y′ + m̃2(x− x′)]

}
,

m̃i = mi/m, m = m1 + m2 – маса атому. Легко переконатися, що ξ̂αα′|0〉 = 0.

Вектори

|x1, . . . ,xn,y1, . . . ,ym, z1, . . . , zl〉 =
n∏
i=1

ψ̂†1(xi)
m∏
j=1

ψ̂†2(yj)
l∏

k=1

ϕ̂†αk(zk)|0〉 (1.25)

мають наочний фiзичний змiст при виконаннi наступних умов:

|ri − rj| & a, (1.26)

де ri ∈ {xi,yi, zi}, a� r0, r0 – радiус зв’язаного стану, а значення параметра a

обговорюється нижче. Саме при виконаннi умов (1.26) можна перейти до

допомiжного простору Гiлберта з вiдповiдною замiною ϕ̂†α(z) → η̂†α(z), де

оператори народження η̂†α та знищення η̂α атомiв вже вiдповiдають стандартним

бозевським комутацiйним спiввiдношенням, але уся iнформацiя про внутрiшнi

ступенi вiльностi атомiв зберiгається (див. детальнiше у [64]).

Наведене формулювання метода вторинного квантування є наближеним й
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може застосовуватися лише в тому випадку, коли для величини a (див. (1.26))

є справедливим спiввiдношення

r0 � a� λdB, (1.27)

де λdB = ~/
√

2mε – довжина хвилi де-Бройля (ε – середня кiнетична енергiя

частинок). Як можна помiтити, умови (1.27) для параметра a можуть бути

легко задоволенi в разi розгляду розрiджених парiв атомiв лужних металiв

при температурах, близьких до режиму БЕК. Дiйсно, характернi значення для

радiуса атомiв лужних металiв порядку декiлькох ангстрем, r0 ∼ 10−8 см, в той

час як теплова довжина хвилi де-Бройля атомiв (при температурi переходу до

стану з БЕК, T ∼ 100 нК, див. [66,67]) порядку мiжчастинкової вiдстанi, яка для

дослiджуваних парiв має значення порядку декiлькох мiкрон, λdB ∼ 10−4 см.

Таким чином, розроблене в роботi [64] наближене формулювання методу

вторинного квантування може бути застосованим в рамках мiкроскопiчної

теорiї вiдгуку газiв атомiв лужних металiв в станi БЕК на збурення зовнiшнiм

електромагнiтним полем [2].

Формалiзм функцiй Грiна для iдеальних газiв бозе-атомiв. При вивченнi

вiдгуку iдеального газу бозе-атомiв на збудження зовнiшнiм електромагнiтним

полем будемо слiдувати методицi, викладеної в [68]. Нехай система з гамiльтонi-

аном Ĥ = Ĥ0 +Ĥint в початковий момент часу знаходиться в станi статистичної

рiвноваги, який описується рiвноважним розподiлом Гiббза,

w = exp
[
Ω− β

(
Ĥ − µ1N̂1 − µ2N̂2

)]
, (1.28)

де β = 1/T – зворотня температура, N̂1 i N̂2 – оператори повного числа

фермiонiв в системi першого i другого сорту (враховуючи їх наявнiсть у



58

зв’язаних станах), вiдповiдно, а µ1 i µ2 – їх хiмiчнi потенцiали,

N̂1 =

∫
dxρ̂1(x), N̂2 =

∫
dxρ̂2(x). (1.29)

Термодинамiчнi параметри β, µ1 i µ2 знаходяться з спiввiдношень

TrwĤ = H, TrwN̂1 = N1, TrwN̂2 = N2, (1.30)

а залежнiсть термодинамiчної потенцiалу Ω вiд термодинамiчних параметрiв

визначається рiвнянням Trw = 1.

В деякий момент часу τ0 включається зовнiшнє поле, i до гамiльтонiану

системи додається оператор V̂ (t), що описує взаємодiю системи з полем,

Ĥ(t) = Ĥ + V̂ (t). (1.31)

Наступна задача полягає у знаходженнi статистичного оператора ρ(t) при t >

τ0. Враховуючи, що ρ(t) задовольняє рiвнянню Лiувiлля, i∂ρ∂t = [Ĥ(t), ρ], для

статистичного оператора ρ̃(t) = eiĤtρe−iĤt, можна отримати наступне рiвняння

еволюцiї [68]:

i
∂ρ̃

∂t
= [

˜̂
V (t), ρ̃(t)],

˜̂
V (t) = eiĤtV̂ (t)e−iĤt. (1.32)

Так як при t→ −∞ зовнiшнє поле було вiдсутнiм, i система перебувала в станi

статистичної рiвноваги, то ρ(−∞) = w, а оскiльки [w, Ĥ] = 0, то i ρ̃(−∞) = w.

Це спiввiдношення розглядається як початкова умова при вирiшеннi рiвняння

(1.32). Завдяки цiй обставинi можна прийти до iнтегрального рiвняння

ρ̃(t) = w − i
∫ t

−∞
dt′[

˜̂
V (t′), ρ̃(t′)], (1.33)

зручного для розвитку теорiї збурень по слабкiй взаємодiї. У припущеннi
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малостi взаємодiї системи iз зовнiшнiм полем рiшення рiвняння (1.33) слiд

шукати у виглядi:

ρ̃(t) = w + ρ̃1(t). (1.34)

Вважаючи гамильтониан взаємодiї V̂ (t) лiнiйним по зовнiшньому полю,

V̂ (t) =

∫
dxFi(x, t)ξ̂i(x), (1.35)

та спираючись на (1.33)–(1.35), можна отримати такий вираз для лiнiйної

поправки ρ̃1(t):

ρ̃1(t) = −i
∫ t

−∞
dt′
∫
dx′Fi(x′, t′)[

˜̂
ξi(x

′, t′), w]. (1.36)

У формулах (1.35) i (1.36) Fi(x, t) – величини, що визначають зовнiшнє поле,

а ξ̂i(x) – квазiлокальнi оператори, що вiдносяться до даної системи. Оператор
˜̂
ξi(x, t) в (1.36) є квазiлокальним оператором ξ̂i(x) в гейзенбергiвськiй картинi,

˜̂
ξi(x, t) = eiĤtξ̂i(x)e−iĤt. (1.37)

У вiдповiдностi до формул (1.34)–(1.37) середнє значення довiльного

квазiлокального оператора â(x) визначається виразом:

Tr ρ(t)â(x) = Trwâ(x) + i

∫ t

−∞
dt′
∫
dx′Fi(x′, t′) Trw[

˜̂
ξi(x

′, t′), ˜̂a(x, t)]. (1.38)

Якщо ввести в розгляд для квазiлокальних операторiв â(x) i b̂(x) двочасову

функцiю Грiна,

Gab(x, t; x′, t′) = −iθ(t− t′) Trw[˜̂a(x, t), ˜̂b(x′, t′)], (1.39)
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де θ(t) – функцiя Гевiсайда, θ(t) = 1 при t > 0 i θ(t) = 0 при t < 0, i

врахувати, що для трансляцiйно-iнварiантних квазiлокальних операторiв â(x)

i b̂(x) функцiя Грiна Gab(x, t; x′, t′) буде залежати тiльки вiд рiзностей t − t′ i

x− x′,

Gab(x, t; x′, t′) = Gab(x− x′, t− t′), (1.40)

вираз (1.38) можна записати у наступному виглядi:

Tr ρ(t)â(x) = Trwâ(0) + aF (x, t),

aF (x, t) =

∫ ∞
−∞
dt′
∫
dx′Gaξi(x− x′, t− t′)Fi(x′, t′). (1.41)

Для фур’є-образiв величин aF i Fi,

aF (x, t) =
1

(2π)4

∫
dkdωe−i(tω−kx)aF (k, ω),

Fi(x, t) =
1

(2π)4

∫
dkdωe−i(tω−kx)Fi(k, ω),

можна отримати

aF (k, ω) = Gaξi(k, ω)Fi(k, ω), (1.42)

де

Gaξi(k, ω) =

∫ ∞
−∞

dt

∫
dxei(ωt−kx)Gaξi(x, t). (1.43)

Слiд зазначити, що в термiнах фур’є-образiв введених величин може бути

визначено i кiлькiсть енергiї, передану полем речовинi. Якщо припустити, що

поле дiє лише протягом певного часового промiжку, загальна кiлькiсть енергiї
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Q, отримана речовиною вiд поля, дається виразом (див. також [68]):

Q =
1

(2π)4

∫ ∞
−∞

dω

∫
dkωFi(−k,−ω)Gξiξj(k, ω)Fj(k, ω). (1.44)

Тепер перейдемо до вивчення вiдгуку бiльш конкретної системи, що

складається з воднеподiбних атомiв, на збуджуючий вплив зовнiшнiм слабким

електромагнiтним полем. Щоб використовувати безпосередньо методику фун-

кцiй Грiна, викладену вище (див. (1.28) –(1.44)), гамiльтонiан системи зручно

представити у виглядi

Ĥ(t) = Ĥ + V̂ (e)(t), Ĥ = Ĥ0 + V̂ , (1.45)

де Ĥ0 = Ĥph + Ĥp – гамiльтонiан вiльних частинок, фотонiв i атомiв, а гамiль-

тонiан V̂ визначається виразом V̂ = −1
c

∫
dxâ(x, t)̂j(x, t) (див. також [2]). Тут

гамильтониан V̂ (e)(t) описує взаємодiю системи iз зовнiшнiм електромагнiтним

полем,

V̂ (e)(t) = −1

c

∫
dxÂ

(e)
(x, t)̂j(x) +

∫
dxϕ(e)(x, t)σ̂(x). (1.46)

Легко бачити, що розбиття гамильтониана системи Ĥ(t) на складовi Ĥ i V̂ (e)(t)

знаходиться у вiдповiдностi з виразом (1.31), який лежить в основi методики

функцiй Грiна.

Щоб отримати рiвняння Максвелла для електромагнiтного поля в речо-

винi, необхiдно усереднити їх зi статистичними оператором системи, в якому

мiститься iнформацiя як про речовину, так i про електромагнiтне поле. Для

цього потрiбно визначити середнi значення полiв E(x, t) i B(x, t), що дiють в

речовинi,

E(x, t) = Tr ρ(t)Ê(x, t), B(x, t) = Tr ρ(t)Ĥ(x, t), (1.47)



62

а також середнi значення iндукованих струмiв i зарядiв,

J̃(x, t) = Tr ρ(t)Ĵ(x, t), σ̃(x, t) = Tr ρ(t)σ̂(x). (1.48)

У вiдповiдностi до формул (1.47) i (1.48) приходимо до рiвнянь Максвелла-

Лоренца для середнiх полiв в речовинi,

∂B
∂t

= −c rot E, div B = 0,

∂E
∂t

= c rot B −4π(J̃ + J(e)), div E = 4π(σ̃ + σ(e)). (1.49)

де σ(e) и J(e) – густини стороннiх зарядiв i струмiв, вiдповiдно.

Подальше завдання полягає в знаходженнi iндукованих зовнiшнiм полем

щiльностi заряду σ̃(x, t) i струму J̃(x, t). При обчисленнi цих величин в

припущеннi слабкого впливу на систему зовнiшнього електромагнiтного поля

необхiдно скористатися загальними рiвняннями (1.41)–(1.43), розглядаючи в

них в якостi Fi(x, t) потенцiали A(e)(x, t) i ϕ(e)(x, t), а в якостi квазiлокального

оператора â(x) – оператори σ̂(x) i Ĵ(x, t). В результатi можна прийти до виразiв:

σ̃(x, t) =

∞∫
−∞

dt′
∫
dx′
[
G(x− x′, t− t′)ϕ(e)(x′, t′)−

−Gi(x− x′, t− t′)1

c
A

(e)
i (x′, t′)

]
, (1.50)

J̃k(x, t) =

∞∫
−∞

dt′
∫
dx′
[
Gk(x− x′, t− t′)ϕ(e)(x′, t′)−

−Gkl(x− x′, t− t′)1

c
A

(e)
l (x′, t′)

]
, (1.51)

Функцiї Грiна, що входять в (1.50) i (1.51), визначаються вiдповiдно до
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формул (1.39) i (1.40) наступним чином:

G(x, t) = −iθ(t) Trw[σ̂(x, t), σ̂(0)], Gk(x, t) = −iθ(t) Trw[ĵk(x, t), σ̂(0)],

Gk(x, t) = −iθ(t) Trw[σ̂(x, t), ĵk(0)], Gkl(x, t) = −iθ(t) Trw[ĵk(x, t), ĵl(0)].

(1.52)

При нехтуваннi взаємодiєю мiж частинками дослiджувана система являє

собою iдеальний газ воднеподiбних атомiв. Для такої системи введенi функцiї

Грiна можуть бути обчисленi точно. З урахуванням цiєї обставини гейзен-

бергiвська картина операторiв густин i струмiв, що входять у вирази (1.52),

визначається формулами:

σ̂0(x, t) =
1

V
∑
p,p′

∑
α, β

e−ix(p−p′)eit[εα(p)−εβ(p′)]σαβ(p− p′)η̂†α(p)η̂β(p′),

ĵ0(x, t) =
1

V
∑
p,p′

∑
α, β

e−ix(p−p′)eit[εα(p)−εβ(p′)]×

×
[

(p + p′)
2m

σαβ(p− p′) + Iαβ(p− p′)
]
η̂†α(p)η̂β(p′),

(1.53)

в яких величини σαβ(k) i Iαβ(k) даються виразами

σαβ(k) =

∫
dyϕ∗α(y)ϕβ(y) [e1 exp (im̃2ky) + e2 exp (−im̃1ky)] ,

Iαβ(k) = − i
2

∫
dy
[
ϕ∗α(y)

∂ϕβ(y)

∂y
− ∂ϕ∗α(y)

∂y
ϕβ(y)

]
×

×
[
e1

m1
exp (im̃2ky)− e2

m2
exp (−im̃1ky)

]
.

(1.54)

Пiдставляючи оператори (1.53) в формули (1.52), можна прийти до наступних

виразiв для фур’є-компонент скалярних функцiй Грiна (див. (1.43)):

G(k, ω) =
1

V
∑
p

∑
α, β

σαβ(−k)σβα(k)
fα(p− k)− fβ(p)

ω + εα(p− k)− εβ(p) + i0
. (1.55)
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Аналогiчнi вирази для векторних функцiй Грiна мають вигляд:

Gl(k, ω) =
1

V
∑
p

∑
α, β

[
(2p− k)

2m
σβα(k) + Iβα(k)

]
l

×

× σαβ(−k) [fα(p− k)− fβ(p)]

ω + εα(p− k)− εβ(p) + i0
.

(1.56)

I, нарештi, тензорнi функцiї Грiна для дослiджуваної системи даються вираза-

ми:

Glj(k, ω) =
1

V
∑
p

∑
α, β

[
(2p− k)

2m
σαβ(−k) + Iαβ(−k)

]
l

×

×
[

(2p− k)

2m
σβα(k) + Iβα(k)

]
j

fα(p− k)− fβ(p)

ω + εα(p− k)− εβ(p) + i0
.

(1.57)

У виразах (1.55)–(1.57) представлена функцiя розподiлу fα(p) воднеподiбних

атомiв в станi з набором квантових чисел α,

fα(p) = {exp[(εα(p)− µα)/T ]− 1}−1, (1.58)

у вiдповiдностi до формул (див. (1.33))

Trwη̂†α(p)η̂β(p′) = δαβδpp′fα(p). (1.59)

Енергiя атомiв εα(p) в формулах (1.55)–(1.58) дається виразом εα(p) = εα +

p2/2m, де m – маса атома, а величини δαβ i δpp′ в (1.59) є символами Кронекера.

Температурнi залежностi функцiй Грiна для газiв з БЕК. Як було по-

казано вище, лiнiйний вiдгук iдеального газу воднеподiбних атомiв на збурення

зовнiшнiм електромагнiтним полем може бути послiдовно вивчено в рамках

методу функцiй Грiна. Для того, щоб виходячи з отриманих вище формул

прийти до виразiв для функцiй Грiна iдеального газу при наявностi БЕК,

скористаємося спiввiдношенням для розподiлу густини атомiв в квантовому



65

станi α по iмпульсам p при температурi нижче критичної, 0 ≤ T ≤ T0, див.

формулу (1.3) та [68],

να(p) = ν(c)
α δ(p) + gα(2π~)−3{exp [(εα(p)− µα)/T ]− 1}−1, (1.60)

де ν(c)
α = να[1 − (T/T0α)3/2] – густина атомiв у станi α, що знаходяться у станi

бозе-конденсату. У цiй формулi δ(p) – дельта-функцiя Дiрака, gα – кратнiсть

виродження по проекцiї повного моменту Fα атома в станi |α〉.

Другий доданок у формулi (1.60) описує частку надконденсатних ча-

стинок. В границi нульових температур (T � T0) густина надконденсатних

частинок є малою порiвняно з густиною частинок конденсату. Таким чином,

щоб отримати вирази для функцiй Грiна iдеального газу з БЕК в межi нульових

температур, спiввiдношення (1.60) необхiдно використовувати в наступному

виглядi:

1

V
∑
p

fα(p) . . . =

∫
dp ναδ(p) . . . , να = ν(c)

α . (1.61)

Таким чином, виходячи з виразу (1.55) для фур’є-образу скалярної

функцiї Грiна G(k, ω) з використанням формул (1.60) i (1.61), можна прийти

до наступного виразу

G(k, ω) = G(c)(k, ω) +G(n)(k, ω), (1.62)
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де доданки G(c)(k, ω) i G(n)(k, ω) визначаються формулами:

G(c)(k, ω) =
∑
α,β

|σαβ(k)|2 να(1− t3/2α )

δωαβ + iγαβ
,

G(n)(k, ω) = (2π~)−3
∑
α,β

|σαβ(k)|2×

×
∞∫

0

2πp2dp

exp (εp/T )− 1

1∫
−1

dy

δωαβ + pky/m+ iγαβ
,

(1.63)

де δωαβ ≡ ω + ∆εαβ, ω и k – частота i хвильовий вектор зовнiшнього поля,

вiдповiдно, να – густина конденсованих атомiв в станi, яке характеризується

набором квантових чисел α, ∆εαβ – рiзниця енергiй мiж рiвнями атома з

набором квантових чисел α i β, tα = T/T0α γαβ – ймовiрнiсть спонтанного

переходу зi стану α до стану β. Густина атомiв у збуджених станах β по

вiдношенню до резонансних частот зовнiшнього поля вважається малою в

порiвняннi з густиною атомiв з енергiями (розщепленого) основного стану,

να � νβ.

Дiелектрична проникливiсть газу атомiв. В рамках лiнiйної теорiї

вiдгуку iдеальних газiв на зовнiшнє збурення, що спричинене, як приклад,

електромагнiтним полем лазера, припускається, що такий лазер є пробним

i практично не впливає на заселенiсть квантовомеханiчних станiв системи.

Слiд зауважити, що використання лiнiйної теорiї вiдгуку виключає можливiсть

врахування впливу зв’язуючого сильного лазера на систему (який необхiдний

для забезпечення електромагнiтно-iндукованої прозоростi (ЕIП)). Однак, його

використання зовсiм не є необхiдною умовою уповiльнення електромагнiтних

iмпульсiв (див. також [2]).

Як можна помiтити (див., наприклад, [66, 67]), при досягненнi режиму

БЕК в разi атомiв лужних металiв зазвичай використовують зрiдженi гази з

густиною частинок ν . 1014 см−3. Такi гази з хорошою точнiстю можна вважати

iдеальними. Тому при описi використання БЕК як фiльтра електромагнiтних
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сигналiв можна базуватися на результатах зазначеного формалiзму функцiй

Грiна, а також вiдомого спiввiдношення для дiелектричної проникливостi в

термiнах скалярної функцiї Грiна (див., наприклад, [68])

ε−1(k, ω) = 1 +
4π

k2
G(k, ω) (1.64)

Якщо розглядати границю нульових температур, T � T0, можна виходи-

ти з наступного виразу для дiелектричної проникностi газового середовища в

станi БЕК:

ε−1(k, ω) ≈ 1 +
4π

k2

∑
α,β

(να − νβ)|σαβ(k)|2

ω + ∆εαβ + iγαβ
. (1.65)

Величина σαβ(k) є матричним елементом густини заряду, який визначається

спiввiдношенням

σαβ(k) = e

∫
dyϕ∗α(y)ϕβ(y)

[
exp

(
i
mp

m
ky
)
− exp

(
−ime

m
ky
)]
, (1.66)

де ϕα(y) – хвильова функцiя атома в квантовому станi α, e – абсолютне значе-

ння заряду електрона, mp и me – маса атомного остова i електрона, вiдповiдно

(m = mp + me). В разi дозволених дипольних переходiв, використовуючи в

(1.66) розкладання по (ky)� 1, отримаємо

σ
(1)
αβ (k) ≈ ikdαβ,

де dαβ – дипольний момент атома, що вiдповiдає переходу α→ β:

dαβ = e

∫
ydyϕ∗α(y)ϕβ(y). (1.67)

Вважаючи, що густина атомiв в збуджених станах дуже мала в порiвняннi з
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густиною атомiв в основних станах (див. [2]), формулу (1.65) можна записати

у виглядi:

ε−1(k, ω;B) ≈ 1 +
∑
α,β

aαβ
ω + ∆εαβ(B) + iγαβ

. (1.68)

Тут вже квантовим станам, позначених iндексом α вiдповiдають рiвнi розще-

пленого у зовнiшньому магнiтному полi B основного стану атома, а iндексом β

позначенi набори квантових чисел, що вiдповiдають збудженим рiвням атома, в

тому числi i розщепленим в зовнiшньому магнiтному полi. Величина γαβ в (1.68)

дається виразом γαβ = SαβΓβ/2, де Sαβ – вiдносна iнтенсивнiсть переходу, Γβ –

природна ширина збудженого рiвня. Величина

aαβ = 4πναd
2
αβ/3 (1.69)

визначає залежнiсть дисперсiйних характеристик середовища вiд поляризацiй-

них властивостей атома i вiд густини атомiв в газi з конденсатом.

Якщо вiдокремити в (1.68) реальну та уявну частини дiелектричної про-

никностi (ε′ i ε′′, вiдповiдно), можна отримати вирази для показника заломлення

i коефiцiєнта загасання електромагнiтних хвиль в середовищi

n′ =

√√
ε′2 + ε′′2 + ε′√

2
, n′′ =

√√
ε′2 + ε′′2 − ε′√

2
. (1.70)

В областi прозоростi перша величина буде визначати групову швидкiсть

електромагнiтного сигналу

vg(ω,B) =
c

n′(ω,B) + ω(∂n′/∂ω)
, (1.71)
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а друга – iнтенсивнiсть пройденого iмпульсу,

I(ω,B) = I0(ω) exp [−n′′(ω,B)kL], (1.72)

де I0(ω) – початкова спектральна густина iнтенсивностi первинного iмпульсу

(iмпульсу перед його проходженням через БЕК), L – характернi розмiри газу

атомiв.

1.3. Опис рiвноважних станiв взаємодiючих квантових газiв у

просторово-перiодичних потенцiалах ґраток

1.3.1. Оптичнi ґратки та модель Габбарда

Оптичнi ґратки пропонують принципово iнший пiдхiд до квантової фiзики

систем багатьох частинок, дозволяючи експериментально реалiзувати такi тео-

ретичнi моделi, як модель Габбарда [69,70]. У такому пiдходi вихiдною точкою

є не експериментально спостережуване явище, яке потребує теоретичного

пояснення, а сама теоретична модель. Ультрахолоднi атоми, завантаженi в

iдеальний (без дефектiв) кристал, що утворений лазерним свiтлом, являють

собою симулятор для моделей конденсованого середовища, при цьому майже всi

параметри моделi контролюються з високою точнiстю та можуть бути змiненi за

потреби в широких дiапазонах. Певним чином це наближається до оригiнальної

iдеї унiверсального квантового симулятора, описаної Р. П. Фейнманом у 1982

р. [1]. Такий пiдхiд також дозволяє проаналiзувати вiдмiнностi мiж теоретични-

ми прогнозами та експериментальними спостереженнями.

Оптична ґратка формується з лазерних стоячих хвиль, що утворюють

просторово-перiодичний потенцiал для ультрахолодних атомiв. Змiнне електри-

чне поле лазера iндукує електричний дипольний момент в атомi. Взаємодiя

цього атомного дипольного моменту iз зовнiшнiм змiнним електричним полем,
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у свою чергу, призводить до ефективного електростатичного потенцiалу, що дiє

на атом. Для лазерних частот нижче частоти атомного резонансу («червоне

розстроювання частоти») дипольний потенцiал є потенцiалом тяжiння, а в

протилежному випадку («синє розстроювання частоти») – вiдштовхуючим.

Фiзичнi деталi цього процесу можна знайти в оглядi [71].

Три взаємоперпендикулярнi стоячi хвилi створюють перiодичний потен-

цiал виду

Vdip =
∑
α

Vα cos2 (kα) (1.73)

з α = x, y, z. Це найбiльш поширена форма перiодичного потенцiалу, що

реалiзується в експериментах з ультрахолодними атомами. Vα – глибина ґратки,

а k = λ/(2π) – хвильове число лазера, яке пов’язане зi сталою решiтки d = λ/2.

Глибина ґратки пропорцiйна iнтенсивностi лазера i обернено пропорцiйна рiзни-

цi мiж частотою лазера та частотою атомного переходу. Для областi в центрi

оптичної пастки, яка є малою порiвняно з характерною дисперсiєю гаусiвського

розподiлу iнтенсивностi пучка, амплiтуду Vα можна вважати сталою.

Рух атома в потенцiалi ґратки визначається процесами тунелювання мiж

сусiднiми вузлами. Трансляцiйно-iнварiантнi власнi стани одиничного атома

в перiодичному потенцiалi ґратки (1.73) можуть бути визначенi за допомоги

функцiї Ваньє. Позначаючи одночастинкову функцiю Ваньє як ψ(r − ri), що

локалiзована на вузлi i, параметри тунелювання можуть бути визначенi за

допомоги iнтегралу перекриття хвильових функцiй,

tij = −
∫
d3r ψ∗(r− ri)

(
−~2∇2

2m
+ Vlat(r)

)
ψ(r− rj), (1.74)

Амплiтуда цього процесу експериментально регулюється iнтенсивнiстю лазера.

Пряме тунелювання до вузлiв з другої координацiйної сфери, як правило, є

незначним при помiрнiй глибинi ґратки (Vα > 5Er, де Er – енергiя вiддачi
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атома) [72].

Через низьку кiнетичну енергiю в квантових газах, два атоми рiзного

спiну зазвичай взаємодiють через s-хвильове розсiяння. Довжину розсiяння as

i, вiдповiдно, силу взаємодiї можна налаштувати за допомоги резонансiв

Фешбаха [73]. Однак амплiтуда (локальної) взаємодiї також залежить i вiд

глибини ґратки; в термiнах функцiй Ваньє вона може бути записана як

U =
4π~2as
m

∫
d3r |ψ(r)|4. (1.75)

Тому вона може бути налаштована двома механiзмами – зовнiшнiм сталим

магнiтним полем, яке впливає на значення as за рахунок резонансiв Фешбаха,

та глибиною ґратки, що змiнює просторовий розподiл функцiй Ваньє.

Для атомiв, що перебувають в нижнiй зонi (так званiй першiй зонi

Брiллюена), концепцiя, що включає одночасно i процеси тунелювання, i ефекти

взаємодiї, призводить до гамiльтонiану Габбарда, про який йде мова нижче. Для

визначеностi, оберемо одноорбiтальну модель Фермi-Габбарда, яка є найпростi-

шою моделлю сильно корельованої системи електронiв у ґратцi. Така модель

передбачає одиничну зону i локальну взаємодiю мiж частинками. Гамiльтонiан

має наступний вигляд:

Ĥ = −
∑
〈i,j〉σ

tij ĉ
†
iσĉjσ + U

∑
i

n̂i↑n̂i↓ +
∑
iσ

(Vi − µ)n̂iσ, (1.76)

де ĉ†iσ (ĉiσ) – оператори народження (знищення) частинки зi спiном σ = {↑, ↓}

на вузлi i та n̂iσ = ĉ†iσĉiσ – оператор числа частинок з власними значеннями 0

або 1. Символьне написання 〈i, j〉 означає пiдсумовування по сусiднiх вузлах

ґратки, а µ – хiмiчний потенцiал частинок.

В оптичнiй ґратцi атоми можуть тунелювати мiж двома сусiднiми ву-

злами i i j завдяки тунелюванню з амплiтудою tij, що визначається вiдпо-

вiдно до рiвняння (1.74). Оскiльки фермiони пiдкоряються принципу Паулi,
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тунелювання можливе лише в тому випадку, якщо кiнцевий вузол ґратки

або порожнiй, або окремо зайнятий фермiоном з протилежним спiном. Для

простоти, взаємодiя атомiв у системi вважається суто локальною. Це справе-

дливе наближення для досить глибоких оптичних ґраток та атомiв лужних

металiв в основному станi. У твердотiльних системах таке наближення зазвичай

виправдовується великим екрануванням кулонiвської взаємодiї, що робить

ефективну взаємодiю короткодiючою. Як тiльки два фермiони з протилежними

спiнами займають один i той же вузол ґратки, енергiя системи змiнюється на

величину U , див. (1.75), що може бути як позитивною (вiдштовхування, as > 0)

або негативною (тяжiння, as < 0). У цiй дисертацiї вивчаються властивостi

як моделi (1.76), так й бiльш загальних та складних, лише зi взаємодiями

вiдштовхування. При описi експериментальних систем зазвичай також iснує

зовнiшнiй потенцiал Vi (потенцiал оптичної пастки, як правило, параболiчного

типу), який порушує трансляцiйну симетрiю ґратки.

Члени з тунелюванням i взаємодiєю в гамiльтонiанi (1.76) мають конку-

руючi ефекти в однорiдних системах. Перший приводить частинки до дело-

калiзацiї, що призводить до сильного перекриття одночастинкових хвильових

функцiй, тодi як другий зменшує кiлькiсть подвiйно зайнятих комiрок через

вiдштовхувальну взаємодiю мiж частинками. Домiнування одного члена над

iншим дає принципово рiзнi багаточастинковi стани речовини, а визначення

приналежностi системи до одного чи iншого є одною з нетривiальних задач в

фiзицi сильно корельованих систем багатьох електронiв.

Модель Габбарда для сильно корельованих матерiалiв грає аналогiчну

роль, як i модель Iзiнга для класичних спiнових систем. Незважаючи на

спрощення, вона все ще залишається нерозв’язною проблемою багатьох тiл,

за винятком одновимiрного випадку, для якого точне рiшення дали Лiб i

Ву в 1968 р. [74]. Точнi числовi методи можуть бути застосованi лише для

невеликих систем, оскiльки обчислювальнi витрати зростають експоненцiально

з розмiром системи. У граничному випадку слабкої взаємодiї можна застосувати
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одночастинковi наближення, такi як теорiя Хартрi-Фока [75]. При такому

пiдходi внески електронiв ефективно вiдокремлюються, тобто два електрони,

що займають одне мiсце ґратки, взаємодiють один з одним лише через статичне

середнє поле. Однак, у разi сильних взаємодiй подвiйне заповнення стає не-

сприятливим i статична теорiя середнього поля не застосовується. У наступних

роздiлах обговорюються кiлька важливих теоретичних пiдходiв до вивчення

близькокритичних властивостей (фiзичних характеристик та особливостей їх

поведiнки в околi фазових переходiв) квантових газiв, що описуються моделлю

Габбарда.

1.3.2. Спiново-хвильовий пiдхiд

У цьому пiдроздiлi наводяться основнi принципи спiново-хвильового

теоретичного пiдходу, який використовується в дисертацiйнiй роботi у випадку,

коли в моделi Габбарда типу (1.76) можна знехтувати членами з мiжчастин-

ковою взаємодiю, або якщо останнi можна звести у границi слабого зв’язку до

бiлiнiйної форми за операторами народження та знищення частинок. Будемо

виходити з наступної форми гамiльтонiану (див. також [76,77])

H =
∑
i,j

(
Aija

†
iaj +

1

2
Bijaiaj +

1

2
B∗jia

†
ia
†
j

)
, (1.77)

де, для визначеностi та вiдповiдностi до застосування у роздiлах нижче,

будемо розглядати, що частинки пiдкорюються статистицi Бозе-Ейнштейна.

Переходячи далi до Фур’є-компонентiв операторiв a†l та al ,

al =
1√
N

∑
k

ake
ikrl, a†l =

1√
N

∑
k

a†ke
−ikrl,
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що пiдкорюються тим самим комутацiйним спiввiдношенням, гамiльтонiан

(1.77) запишеться у виглядi

H =
∑
k

(
Aka

†
kak +

1

2
Bkakak +

1

2
B∗ka

†
ka
†
k

)
. (1.78)

Слiд зазначити, що коефiцiєнти Ak та Bk напряму залежать вiд елементiв Aij та

Bij у початковому гамiльтонiанi (1.77). Їх явний вигляд не впливає на загальнi

положення методу та стає важливим тiльки при описi конкретних фiзичних

систем.

Далi, з метою приведення гамiльтонiану (1.78) до дiагонального виду в

iмпульсному просторi, застосовуються добре вiдомi перетворення Боголюбова

ak = ukbk + v∗kb
†
−k, a†k = u∗kb

†
k + vkb−k,

де b†k та bk – оператори народження та знищення квазiчастинок (наприклад,

магнонiв або екситонiв), вiдповiдно. Якщо новi оператори задовольняють тим

самим комутацiйним спiввiдношенням, то й коефiцiєнти мають задовольняти

умовi |uk|2 − |vk|2 = 1.

Гамiльтонiан системи в термiнах операторiв квазiчастинок має вигляд

H = E0 +
∑
k

ω(k)b†kbk, (1.79)

де E0 – енергiя нульових коливань (або енергiя вакуумного стану в системi

квазiчастинок), а ω(k) – енергiя квазiчастинки з хвильовим вектором k. Цi

величини можуть бути визначенi за допомоги квантовомеханiчного рiвняння

стану (див. детальнiше в [76]), що призводить до

ω(k) =
√
A2

k − |Bk|2, E0 =
1

2

∑
k

[ω(k)− Ak]. (1.80)
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Зазначимо, що узагальнення спiново-хвильового пiдходу на випадок ча-

стинок з бiльшим числом сортiв є доволi прямолiнiйним з математичної точки

зору та може бути проведено за аналогiєю та у вiдповiдностi з загальними

формулами, що наведенi, наприклад, в оглядi [77].

1.3.3. Розкладання в границi сильного зв’язку

У пiдроздiлi 1.3.1 було представлено модель Габбарда (1.76), що описує

тунелювання i взаємодiю частинок з локалiзованими станами Ваньє на ґратцi.

Нижче коротко описується метод отримання магнiтних фаз основного стану

з цiєї моделi, вiдомий як перетворення Шрiффера-Вольфа [78, 79]. Для визна-

ченостi, розглянемо випадок фермiонiв зi спiном 1/2, що вiдштовхуються мiж

собою (U > 0), з гамiльтонiаном виду:

Ĥ = −t
∑
〈ij〉,σ

â†iσâjσ + U
∑
i

n̂i↑n̂i↓,

де 〈ij〉 означає пiдсумовування по сусiднiх вузлах ґратки, σ =↑, ↓. Нижче

ми розглянемо систему в границi сильної взаємодiї, U � t (стан iзолятора

Мотта).

Ми зосередимо увагу на тому випадку, коли на кожну комiрку припадає

одна частинка (тобто при умовi, що немає легування). Обмежимось в обчисле-

ннях парами сусiднiх вузлiв i порiвняємо енергiї станiв:

|1, 1〉 = | ↑ , ↑ 〉, |1, 0〉 =
1√
2

(| ↑ , ↓ 〉+ | ↓ , ↑ 〉), |0, 0〉 =
1√
2

(| ↑ , ↓ 〉 − | ↓ , ↑ 〉).

Зауважимо, що триплетний стан |1,−1〉 опущено, оскiльки його поведiнка явно

iдентична |1, 1〉. Оскiльки всi цi стани мають однакове заселення вузлiв, i

оскiльки член з тунелюванням буде утворювати будь-який стан ортогональний
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для кожного з наведених, зрозумiло, що в лiнiйному порядку теорiї збурень:

〈1, 1|Ĥ|1, 1〉 = 〈1, 0|Ĥ|1, 0〉 = 〈0, 0|Ĥ|0, 0〉 = 0.

Однак, стани, що продукуються тунелюванням, можуть стати власними стана-

ми оператора взаємодiї, якщо розглядати внесок тунелювання в рамках другого

порядку теорiї збурень:

δE(2)
n =

∑
m

〈n|δĤ|m〉〈m|δĤ|n〉
En − Em

. (1.81)

Одразу можна побачити, що δĤ|1, 1〉 = 0, оскiльки член з тунелюванням не

може перемiстити частинку зi спiном ↑, на дiлянку, яка вже зайнята той же

самою. Однак, для iнших станiв можна отримати:

δĤ| ↑ , ↓ 〉 = −t
(
+|↑↓, 〉+ | , ↑↓〉

)
, (1.82)

δĤ| ↓ , ↑ 〉 = −t
(
−|↑↓, 〉 − | , ↑↓〉

)
. (1.83)

Для того, щоб спiввiдносити два вищезазначенi члени, необхiдно обрати

правило знакiв для того, як дiаграматичнi конфiгурацiї вiдносяться до впо-

рядкування операторiв. Вибiр, який було використано вище, – це: | ↑ , ↓ 〉 =

â†1↑â
†
2↓|Ω〉, тобто, оператори вiдображаються в тому ж порядку, що i комiрки,

i |↑↓, 〉 = â†1↑â
†
1↓|Ω〉, тобто, оператори зi спiном ↑ з’являються першими.

Наприклад, рiвняння (1.82) запишеться як:

−t
(
â†1↓â2↓ + â†2↑â1↑

)
â†1↑â

†
2↓ = −t

(
−â†1↓â

†
1↑ + â†2↑â

†
2↓
)

= −t
(
+|↑↓, 〉+ | , ↑↓〉

)
Таким чином, зрозумiло, що маємо δĤ|1, 0〉 = 0 через скасування двох доданкiв,
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але δĤ|0, 0〉 6= 0, тому

δE
(2)
0,0 =

2t · 2t
0− U

=
−4t2

U
.

Таким чином, має мiсце антиферомагнiтна взаємодiя з амплiтудою

4t2/U , що призводить до обрання синглетного стану як основного. Для пари

частинок зi спiном 1/2 оператор

Ŝi · Ŝj =
1

2

[
(Ŝi + Ŝj)

2 − Ŝ2
i − Ŝ2

j

]
=


1
2(0− 3

2) для синглетного стану;

1
2(2− 3

2) для триплетного стану.

Таким чином, його можна записати як Ŝi · Ŝj = 1
4−P̂Singlet, де P̂Singlet – оператор

проекцiї на синглетний стан. Пiдсумовуючи, оператор тунелювання ефективно

може бути записаний як JŜ1 · Ŝ2, що вiдповiдає iзотропнiй магнiтнiй взаємодiї,

як у спiновiй моделi Гейзенберга.

Далi вивчимо, як тунелювання дiє у виродженому пiдпросторi, вклю-

чаючи ефекти вiртуальних стрибкiв. Щоб послiдовно розглянути низькоенер-

гетичний сектор поза режимом наповнення зони наполовину, треба окремо

розглядати внески тунелювання, що змiнюють енергiю, вiд тих, що цього не

роблять. Тобто, амплiтуди, пов’язанi з двома процесами:

(i) ↑ ⇒ ↑ (ii) ↑ ↓ ⇒ ↑↓

є рiзними, бо процес (ii) коштує енергiю U , однак обидва процеси в даний час

описуються одним i тим же доданком у гамiльтонiанi Габбарда, tâ†2↑â1↑.

Шляхом вирiшення проблеми є здiйснення унiтарних перетворень, впер-

ше введених Шрiффером та Вольфом [78], задля усунення провiдних ефектiв

тунелювання, таких як (ii). Формально слiд роздiлити оператор тунелюван-

ня Ĥt на частини, що є дiагональними Ĥt,D та позадiагональними Ĥt,OD в
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термiнах оператора взаємодiї ĤU . Отже, метою є знайти ермiтiвський оператор

Ŝ такий, щоб

Ĥeff = eiŜ(ĤU + Ĥt,D + Ĥt,OD)e−iŜ = ĤU + Ĥt,D +O(t2/U), (1.84)

що вiдповiдає роботi в новому базисi, де всi члени ∝ t, якi призводять до виходу

з пiдпростору основного стану, виведенi з розгляду та залишають за собою

лише вiртуальний опосередкований внесок вищого порядку по t. З метою такого

роздiлення Ĥt зручним буде записати

Ĥt = −t
∑
〈ij〉,σ

n̂jσ̄â
†
jσâiσn̂iσ̄︸ ︷︷ ︸
Ĥt,2

+ n̂jσ̄â
†
jσâiσ(1− n̂iσ̄)︸ ︷︷ ︸
Ĥt,+

+

+(1− n̂jσ̄)â†jσâiσn̂iσ̄︸ ︷︷ ︸
Ĥt,−

.+ (1− n̂jσ̄)â†jσâiσ(1− n̂iσ̄)︸ ︷︷ ︸
Ĥt,0

.

Введенi множники залежать вiд заселеностi початкового та кiнцевого вузлiв

протилежним спiном i є такими, що сума всiх чотирьох частин вiдтворює Ĥt.

Заселенiсть початкового та кiнцевого вузлiв спiном, що тунелює, не потрiбно

вiдокремлювати, оскiльки оператор тунелювання зникає за винятком випадкiв,

коли вiдбувається перехiд iз заповненої на порожню комiрку. Розглянемо Ĥt,0

в якостi тунелювання дiрок, як у (i), i Ĥt,2 в якостi тунелювання пар, тобто

↑↓ ↓ ⇒ ↓ ↑↓. Цi двi частини разом дають дiагональну складову Ĥt,D =

Ĥt,D + Ĥt,D, так що решта Ĥt,OD = Ĥt,+ + Ĥt,− вiдповiдає створенню пари

«дiрка-пара» або знищенню такої пари.

Розкладаючи таке унiтарне обертання до другого порядку по Ŝ

Ĥeff = eiŜĤe−iŜ = Ĥ + i[Ŝ, Ĥ]− 1

2

[
Ŝ, [Ŝ, Ĥ]

]
, Ĥ = ĤU + Ĥt,D + Ĥt,OD.
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Виходячи з того, що S ∼ t/U , запишемо до складових порядку ∼ t2/U :

Ĥeff = ĤU + i[Ŝ, ĤU ] + Ĥt,D + Ĥt,OD + i[Ŝ, Ĥt,D + Ĥt,OD]− 1

2

[
Ŝ, [Ŝ, ĤU ]

]
.

Тож, очевидно, що для скасування позадiагональних складових порядку t, має

вiдбутися таке спiввiдношення:

[Ŝ, ĤU ] = iĤt,OD. (1.85)

Таким чином, маємо

Ĥeff = ĤU + Ĥt,D + i[Ŝ, Ĥt,D + Ĥt,OD]− 1

2

[
Ŝ, [Ŝ, ĤU ]

]
.

Для вирiшення задачi спочатку потрiбно визначити Ŝ. Для цього необхiдно

зазначити, що

[Ĥt,±, ĤU ] = ∓UĤt,±. (1.86)

Це можна побачити також, розрiзняючи, чи вiдбувається подвiйне заповнення

в початковому станi (для Ĥt,−) або в кiнцевому (для Ĥt,+), а отже, в якому

оператор ĤU залишається активним, оскiльки вiн знищує будь-що за вiдсутностi

подвiйно зайнятої комiрки. Тому з рiвнянь (1.85) i (1.86) виходить

Ŝ =
i

U
(Ĥt,− − Ĥt,+),

[
Ŝ, [Ŝ, ĤU ]

]
= i[Ŝ, Ĥt,OD] =

2

U
[Ĥt,−, Ĥt,+].

Потрiбно зазначити, що [Ŝ, Ĥt,D] описує процеси, що виводять за межi основного

набору станiв, оскiльки вони включатимуть один оператор Ĥt,±, тодi як доданок

у останньому рiвняннi може повернути стан до основного набору шляхом ство-

рення, а потiм знищення пари «дiрка-пара». Якщо припустити, що початковий

стан не має таких збуджень, можна додатково зазначити, що Ĥt,+Ĥt,− = 0,
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оскiльки такий стан анiгiлюється оператором знищення збудження.

Таким чином, маємо

Ĥeff = ĤU + Ĥt,D +
1

U
Ĥt,−Ĥt,+.

Щоб бути послiдовними, на цьому етапi слiд також опустити ĤU , оскiльки

кiлькiсть подвiйно зайнятих комiрок в основному станi є постiйною, тому ĤU

вносить свiй внесок лише як c-число в гамiльтонiанi.

Щоб записати Ĥij
t,−Ĥ

ji
t,+, ми дозволяємо процесу Ĥt,− мати однакову чи

протилежну мiтку проекцiї спiну до процесу Ĥt,+,

Ĥij
t,−Ĥ

ji
t,+ = t2

∑
σ

[
(1− n̂j−σ)â†jσâiσn̂i−σ + (1− n̂jσ)â†j−σâi−σn̂iσ

]
·n̂j−σâ†jσâiσ(1−n̂i−σ)

Пiсля вилучення операторiв числа частинок, якi є надлишковими через фер-

мiонну природу операторiв народження та знищення, i вводячи оператори числа

частинок, де це можливо, запишемо

Ĥij
t,−Ĥ

ji
t,+ = t2

∑
σ

[
n̂i−σn̂jσ − â†j−σâ

†
iσâi−σâjσ

]

Тут також використано той факт, що в початковому станi немає подвiйно

заселених комiрок, тобто (1− n̂i−σ)n̂iσ = n̂iσ.

Обидва внески iснують лише в тому випадку, якщо комiрки i, j спочатку

мiстять протилежнi спiни, i таким чином вiдповiдають обмiнному доданку, який

або залишає спини незмiнними, або обмiнює їх зi змiною знаку. Використовуючи

оператори Ŝ,

∑
σ

n̂i−σn̂jσ =
n̂in̂j

2
− 2Ŝzi Ŝ

z
j ,

∑
σ

â†j−σâ
†
iσâi−σâjσ = Ŝ+

i Ŝ
−
j + Ŝ−i Ŝ

+
j ,
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остаточно запишемо

Ĥeff = const− t
∑
〈ij〉,σ

â†iσâjσ + J
∑
〈ij〉

(
Ŝi · Ŝj −

n̂in̂j
4

)
+O(t2/U),

де J = 4t2/U є амплiтудою ефективного антиферомагнiтного зв’язку в

обмiнному доданку типу Гейзенберга. Це так звана t-J модель, яку застосо-

вують до опису сильно корельованих електронних систем. Зокрема, ця модель

використовується для обчислення станiв високотемпературних надпровiдникiв

в легованих антиферомагнетиках [80].

1.3.4. Середньопольовий пiдхiд

Середньопольовий теоретичний пiдхiд є потужним методом розв’язання

задач в фiзицi твердого тiла, насамперед, задач пов’язаних з магнiтними

властивостями матерiалiв, що описуються ефективними спiновими моделями.

Найбiльш вiдомим є приклад розв’язку моделi Iзiнга, де використовується

середньопольове спiввiдношення m = 〈si〉, де si – проекцiя спiну на вузлi

ґратки i (див., наприклад, [81]). Далi, на основi явного виду гамiльтонiана,

виводиться рiвняння самоузгодження та дослiджуються критичнi властивостi

системи. За аналогiєю до зазначеного метода, наведемо концепцiю для бiльш

загального прикладу – гамiльтонiану Бозе-Габбарда, реалiзацiя якого можлива

як в системах складених з ультрахолодних атомiв в оптичних ґратках, так i

при описi багатоелектронних спiнових станiв у твердих тiлах (як приклад, в

кристалах оксидiв кобальту).

Розглянемо наступний гамiльтонiан:

H =
∑
i,j

(
Aija

†
iaj +

1

2
Bijaiaj +

1

2
B∗jia

†
ia
†
j

)
+
U

2

∑
i

ni(ni + 1), (1.87)
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який вiдрiзняється вiд наведеного ранiше у спiновохвильовому пiдходi, див.

формулу (1.77), наявнiстю члену з локальною взаємодiєю, якою не можливо

знехтувати з будь-яких фiзичних причин. Такий гамiльтонiан може буде

зведений до локального базису у випадку, якщо у нелокальному членi сума

ведеться за близькосусiднiми вузлами ґратки. Тодi, вводячи середньопольову

замiну операторiв на вузлах j 6= i комплексними числами, 〈aj〉 = φ, та

позначаючи число сусiдiв в першiй координацiйнiй сферi Z, можна записати

H =
∑
i

HMF
i , HMF

i = Z

(
Aa†iφ+

1

2
Baiφ+

1

2
B∗a†iφ

∗
)

+
U

2
ni(ni + 1) (1.88)

Локальний гамiльтонiан HMF
i , як правило, можливо напряму обчислити ме-

тодом точної чисельної дiагоналiзацiї. Таким чином, маючи доступ до набору

власних функцiй |ψ(i)
l 〉 та енергiй El операторуHMF

i , рiвняння самоузгодження

записується у виглядi

〈ai〉 =
1

Z
∑
l

a
(i)
l e
−βEl, де Z =

∑
l

e−βEl (1.89)

– статистична сума, β = 1/T – зворотня температура в енергетичних одиницях,

а коефiцiєнти a
(i)
l обчислюються вiдповiдно до спiввiдношення ai |ψ(i)

l 〉 =

a
(i)
l |ψ

(i)
l 〉.

Як правило, обчислювальна процедура в рамках даного середньопольо-

вого пiдходу починається з початкового вибору значення φ (так званого поля

Вейса). В залежностi вiд конкретної задачi та фiзичного режиму, φ може

бути згенерованим випадковим комплексним числом, або результатом попере-

днiх обчислень в близькiй точцi параметричного простору. Якщо обчислення

ведуться для просторово-однорiдної фази, збiжнiсть обчислень проявляється

в досягненнi границi 〈ai〉 → φ в рiвняннi (1.89); в зворотньому випадку –

процедура (n+ 1 iтерацiя) повторюється з новим значенням φn+1 = 〈ai〉n.

У випадку фаз з порушеною трансляцiйною симетрiєю, а саме в разi дво-
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пiдґраткового впорядкування, локальнi гамiльтонiани та вiдповiднi рiвняння

самоузгодження обчислюються для двох пiдґраток A та B паралельно з вiдпо-

вiдними величинами φ(A,B). При цьому, вхiдним параметром на пiдґратцi B є

величина φ(A), обчислена на пiдґратцi A згiдно рiвняння (1.89) та навпаки.

1.3.5. Динамiчна теорiя середнього поля

Загалом, теорiї середнього поля використовуються для наближеного

опису квантових систем багатьох частинок. Один iз способiв отримати таке

наближення полягає у застосуваннi граничного випадку для певного системного

параметра. Ця процедура призводить до спрощеної системи, яка може бути

обрахована теоретично i може дати розумiння основних властивостей реальної

системи. Прототипом такого наближення є теорiя середнього поля Вейса, яку

було розглянуто у попередньому пiдроздiлi на прикладi моделi Бозе-Габбарда.

В межах нескiнченної кiлькостi вимiрiв ґратки, d → ∞ (або, що еквiвалентно,

нескiнченному координацiйному число ґратки, Z →∞), теорiя середнього поля

Вейса стає точною.

Що стосується моделi Фермi-Габбарда, як було зазначено у пiдроздi-

лi 1.3.1, ситуацiя зi стандартним (статичним) середньопольовим описом принци-

пово ускладнюється у зв’язку зi статистикою Фермi-Дiрака. Однак, у 1989 роцi

В. Метцнером та Д. Вольхардтом [82] було показано, що модель Фермi-Габбарда

може бути розв’язана точно модифiкованим середньопольовим пiдходом у

граничному випадку d → ∞. У цьому граничному випадку система зводиться

до локальної задачi багатьох тiл, що описується одним вузлом («домiшкою»),

поєднаним з «зовнiшним резервуаром», тобто просторовi флуктуацiї стають

замороженими, але динамiка системи залишається повнiстю збереженою. Тому

такий пiдхiд називається динамiчна теорiя середнього поля (ДТСП), engl. –

dynamical mean-field theory (DMFT). Умови самоузгодженостi ДТСП можна

вивести рiзними способами. Пiдхiд, запроваджений А. Жоржеcом та Г. Котля-
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ром [83], який зараз розглядається в якостi стандартного, використовує модель

домiшок Андерсона [84] для опису однiєї комiрки з узгодженою прив’язкою

до зовнiшнього резервуара. Домiшкова модель Андерсона – це добре вивчений

об’єкт у фiзицi багатьох частинок, що має рiзнi чисельнi методи вирiшення, такi

як квантовий метод Монте-Карло, точна дiагоналiзацiя (engl. – exact diagonali-

zation), чисельна перенормуюча група (engl. – numerical renormalization group),

iтерацiйна теорiя збурень, тощо.

Формулювання ДТСП. У наступних рядках ми представляємо лише

основнi рiвняння ДТСП; для детального виведення див. [85]. Ключовою величи-

ною, що надає iнформацiю про кореляцiї в системi багатьох тiл, є функцiя Грiна,

див. також пiдроздiл 1.2. У рамках пiдходу ДТСП (без можливих кластерних

розширень) можна отримати доступ до локальної функцiї Грiна,

Gloc ≡ Gii,σ(τ − τ ′) = −〈T̂ ĉiσ(τ)ĉ†iσ(τ ′)〉, (1.90)

де T̂ – оператор часового впорядкування, ĉ†iσ(τ) та ĉiσ(τ) є вiдповiдними опера-

торами створення та знищення фермiонiв на вузлi ґратки i зi спiном σ = {↑, ↓}

у момент часу τ . Зауважимо, що функцiя Грiна, визначена рiвнянням (1.90),

вiдповiдає двоточковому корелятору; аналогiчним чином, локальнi корелятори

вищого порядку можуть бути визначенi та ефективно отриманi у ДТСП.

В рамках ДТСП використовується вiдображення оригiнальної ґраткової

задачi багатьох тiл на локальну задачу одного вузла, поєднаного з зовнiшнiм

резервуаром, складеним усiма iншими вузлами. На вiдмiну вiд класичної

теорiї середнього поля, ДТСП повнiстю враховує локальнi квантовi флуктуацiї.

Користуючись таким вiдображенням, ми нехтуємо лише просторовими коре-

ляцiями, але задача на вузлi залишається задачею багатьох тiл: як функцiя

уявного часу, вузол обмiнюється частинками з резервуаром i, таким чином,

зазнає переходу мiж чотирма можливими квантовими станами. Ця динамiка

є важливою частиною коректного опису матерiалiв iз сильно корельованими
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електронами. Отже, належний гамiльтонiан для цiєї системи повинен включати

не тiльки локальнi ступенi вiльностi, але i зв’язок з резервуаром. Утотожнюючи

окремий вузол з «домiшковою орбiталлю», а резервуар з «зоною провiдностi»,

можна отримати гамiльтонiан, який вiдповiдає домiшковiй моделi Андерсона,

engl. – Anderson impurity model (AIM) [84]:

HAIM = −
∑
l,σ

ε̃lσâ
†
lσâlσ +

∑
l,σ

Vlσ(â†lσĉσ + ĉ†σâlσ) + Un̂c↑n̂
c
↓ − µ(n̂c↓ + n̂c↑). (1.91)

Тут оператори народження та знищення фермiонiв ĉ†σ, ĉσ описують локальнi

ступенi вiльностi та â†lσ, âlσ описують набiр невзаємодiючих фермiонiв, що пред-

ставляють ступенi вiльностi ефективного резервуару, що дiє на вузлi i, див. 1.90.

Отже, перший доданок у гамiльтонiанi описує зовнiшнiй резервуар, останнi два

члени описують домiшковий вузол, а другий член характеризує з’єднання двох

зазначених об’єктiв. Орбiталi резервуара позначаються iндексом l, а ε̃lσ and Vlσ

– так званi параметри Андерсона.

Наведена модель домiшок являє собою систему вiдлiку, яка використо-

вується для представлення (нерозв’язної) оригiнальної ґраткової задачi. Для

такого представлення зручно навести рiвняння ДТСП в рамках формалiзму

функцiональних iнтегралiв. У такому формалiзмi c†σ(τ), cσ(τ) – не фермiоннi

оператори народження та знищення, а змiннi Грассмана. Слiд зауважити, що на

вiдмiну вiд фермiонних операторiв, змiннi Грассманна є абсолютно незалежни-

ми та не пов’язанi мiж собою шляхом ермiтового спряження. Iнтегруючи ступенi

вiльностi резервуара, можна отримати ефективну дiю суцiльно для домiшкової

орбiталi:

Sloc = −
β∫

0

dτ

β∫
0

dτ ′
∑
σ

c†σ(τ)G−1
0,σ(τ − τ ′)cσ(τ ′) + U

β∫
0

dτ n↑(τ)n↓(τ). (1.92)

Sloc представляє ефективну локальну динамiку на вузлi, тобто описує флукту-



86

ацiї мiж чотирма квантовими станами, iндукованими зв’язком з резервуаром.

Фiзично це можна iнтерпретувати як ефективну амплiтуду для народження

фермiона на iзольованому вузлi в момент часу τ (фермiон приходить з

зовнiшнього резервуару) i знищення в момент τ ′ (фермiон повертається до ре-

зервуару). Енергiя U додається кожного разу, коли вузол займається обидвома

фермiонами одночасно. G0,σ(τ − τ ′) – функцiя Грiна для ефективної локальної

дiї без врахування взаємодiї, яка також називається «функцiя Вейса», оскiльки

її можна iнтерпретувати як квантове узагальнення ефективного поля Вейса

в класичному випадку. Важлива вiдмiннiсть полягає в тому, що в квантово-

механiчному випадку це функцiя (уявного) часу, а не просто скаляр. Фур’є-

образ такої функцiї має вигляд

G−1
0,σ(iωn) = iωn + µ−∆σ(iωn) (1.93)

де ωn – матсубарiвська частота для фермiонiв, що визначається як ωn =

(2n+1)π/β, а ∆σ(iωn) – гiбридизацiйна функцiя, що визначається параметрами

Андерсона:

∆σ(iωn) =
∑
l,σ

|Vlσ|2

iωn − ε̃lσ
. (1.94)

Локальна функцiя Грiна має вигляд

Gimp ≡ Gσ(iωn) = − 1

Z

∫ ∏
σ

Dc∗σDcσ[cσ(iωn)c
∗
σ(iωn)]e

−Sloc

зi статистичною сумою

Z =

∫ ∏
σ

Dc∗σDcσe
−Sloc.

Функцiя Вейса спiввiдноситься з локальною функцiєю Грiна рiвнянням Дайсо-
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на:

Σimp ≡ Σσ(iωn) ≡ G−1
0,σ(iωn)−G−1

σ (iωn), (1.95)

де Σσ(iωn) – самоенергiя.

До цього моменту запропоноване представлення не мiстить наближень.

Мета полягає в тому, щоб знайти належнi параметри Андерсона, щоб фун-

кцiя Грiна на домiшцi i локальна функцiя Грiна на вузлi ґратки збiгалися.

Тепер розглянемо повну взаємодiючу функцiю Грiна ґратки, Gij,σ(τ − τ ′) ≡

−〈Tci,σ(τ)c†i,σ(τ ′)〉. Її фур’є-образ записується як

Gσ(k, ωn) =
1

iωn + µ− εk − Σσ(k, iωn)
, (1.96)

де εk – фур’є-образ оператора тунелювання, тобто, дисперсiйне спiввiдношення

для невзаємодiючої сильно зв’язаної моделi,

εk =
∑
j

tije
ik(Ri−Rj), (1.97)

а Σσ(k, iωn) – самоенергiя ґраткової системи.

Пiдсумовуючи по k, можна отримати компоненту ґраткової функцiї Грiна

на обраному вузлi, тобто фур’є-образ локальної функцiї Грiна Gloc:

Gloc(iωn) ≡
∑
k

Gσ(k, ωn) =
∑
k

1

iωn + µ− εk − Σσ(k, iωn)

Тут наведено основне наближення ДТСП – припускається, що самоенергiя

ґраткової моделi збiгається з самоенергiєю домiшкової моделi. У реальному

просторi це означає, що нехтуються всi нелокальнi компоненти Σij, а локальна
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вважається близькою до Σimp:

Σii ' Σimp, Σi6=j ' 0 (1.98)

Таке наближення базується на тому, що в межах нескiнченного координацiйного

числа самоенергiя стає суто локальною [82]. У ефективнiй моделi домiшок

локальна самоенергiя визначається згiдно рiвняння Дайсона зi взаємодiючою

функцiєю Грiна та функцiєю Вейса:

Σimp ≡ G−1
0,σ(iωn)−G−1

σ (iωn) = iωn + µ−∆σ(iωn)−G−1
σ (iωn) (1.99)

Приймаючи домiшкову самоенергiю як ґраткову, локальна функцiя Грiна

стає

Gσ(iωn) =
∑
k

1

iωn + µ− εk − Σσ(iωn)
. (1.100)

Використовуючи вираз для невзаємодiючої густини станiв

D(ε) ≡
∑
k

δ(ε− εk), (1.101)

її можна записати у наступному виглядi:

Gσ(iωn) =

∫
dε

D(ε)

iωn + µ− ε− Σσ(iωn)
(1.102)

Це рiвняння є так званою умовою самоузгодженостi. Для кожної частоти

воно спiввiдносить динамiчне середнє поле ∆σ(iωn) та локальну функцiю

Грiна Gσ(iωn). Зауважимо, що ґратка з її структурою входять лише через не

взаємодiючу густину станiв D(ε).

Рiвняння (1.92), (1.93), (1.95) i (1.102) утворюють повний набiр функцiо-
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нальних рiвнянь для функцiї Грiна на вузлi Gσ та функцiї Вейса G0,σ. Розра-

хунок починається з iнiцiалiзацiї функцiї Вейса G0 та вiдповiдних параметрiв

у домiшковому розв’язувачi, що обраховує домiшкову функцiю Грiна Gimp та

самоенергiю Σimp = G−1
0,σ − G−1

imp. Самоенергiя дозволяє виразити ґраткову

функцiю Грiна Gloc ≡ Gσ(iωn) згiдно рiвняння (1.102). Ґраткова функцiя

Грiна Gloc потiм пiдставляється у рiвняння Дайсона для отримання оновленої

функцiї Вейса, G−1
0,σ(new) = G−1

loc + Σimp. Якщо нова i попередня функцiї Вейса

не збiгаються, G0,σ(new) використовується в якостi початкової у домiшковому

розв’язувачi. Процедура повторюється до досягнення сходимостi.

Домiшковий розв’язувач – точна дiагоналiзацiя. Для вирiшення задачi

домiшки в дисертацiйнiй роботi здебiльшого використовується метод точної дi-

агоналiзацiї [86]. Алгоритм зазвичай складається з наступних трьох етапiв [85]:

(i) Функцiя Вейса апроксимується дискретизованою версiєю:

G−1
0 (iωn) −→ G−1

0 (iωn)
(ns) = iωn + µ−

ns∑
l=2

V 2
l

iωn − ε̃l
. (1.103)

Така замiна може розглядатися як проекцiя на обмежений функцiональний

пiдпростiр, що мiстить усi функцiї виду (1.103) для заданого фiксованого ns.

З математичної точки зору це є задачею рацiонального наближення функцiй,

яку можна вирiшити рiзними алгоритмами. Реалiзацiя проекцiї є найбiльш

вагомою частиною дiагоналiзацiї, i iснуючi методи описанi в оглядi [85]. У

цiй дисертацiйнiй роботi використовується пiдхiд, запропонований в [86], що

базується на мiнiмiзацiї вiдстанi L мiж G0 та ns-орбiтальною функцiєю G(ns)
0 ,

яка визначається як:

LG =
|G−1

0 (iωn)− G−1
0 (iωn)

(ns)|
ωn

(1.104)

(ii) Гамiльтонiан Андерсона (1.91), що обмежений ns орбiтальними станами,



90

дiагоналiзується точно, i обчислюється функцiя Грiна G(iωn).

(iii) Згiдно умов самоузгодження ДТСП, обчислюється нова функцiя G0, яка

в свою чергу апроксимується функцiєю G(ns)
0 з новим набором параметрiв

Андерсона. Процес повторюється, поки не буде досягнутий збiжнiсть для

набору параметрiв Андерсона. Слiд зауважити, що функцiя G0, отримана на

попередньому кроцi iтерацiї, взагалi не належить до цього пiдпростору, але її

можна вiдобразити на цей пiдпростiр.

Базиснi стани скiнченновимiрного простору Гiльберта для гамiльтонiана

Андерсона задано як

|n↑1, n
↑
2, ..., n

↑
ns
〉 |n↓1, n

↓
2, ..., n

↓
ns
〉 (1.105)

де nσl = 0, 1, а
∑

l n
σ
l = nσ. Так як в стандартному формулюваннi (1.91) HAIM не

перемiшує рiзнi сектори (n↑, n↓), вони можуть бути дiагоналiзованi незалежно.

Для такого гамiльтонiану повна дiагоналiзацiя можлива для значень ns порядку

ns = 6 або ns = 7. При скiнченнiй температурi функцiя Грiна обчислюється з

повного набору станiв |i〉 (з власними значеннями Ei) вiдповiдно до

Gσ(iωn) =
1

Z
∑
i,j

〈i| ĉ |j〉 〈j| ĉ† |i〉
Ei − Ej − iωn

[
e−βEi + e−βEj

]
(1.106)

де Z =
∑

i e
−βEi – статистична сума. Самоенергiя обчислюється з рiвняння

Дайсона (1.95) або використовується так званий «трюк Булли», що спирається

на обчисленнi чотириточкових функцiй Грiна (див. детальнiше у [87] та у

пiдроздiлi 3.2).

ДТСП за можливостi роздiлення на двi пiдґратки. Для дослiдження

антиферомагнiтної фази формулювання ДТСП слiд модифiкувати, оскiльки в

цьому випадку не всi вузли ґратки є рiвнозначними. Для простого випадку

антиферомагнiтного стану Нееля ми трактуємо ґратку як склад двох пiдґраток

A i B з нееквiвалентними самоенергiями ΣA
σ 6= ΣB

σ . В рамках пiдходу
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ДТСП задача домiшки повинна вирiшуватися двiчi на двох сусiднiх вузлах

оригiнальної ґратки.

Кiнетична частина гамiльтонiана може бути записана в термiнах операто-

рiв народження та знищення частинок для пiдґратки A (â†iσ, âiσ) та B (b̂†iσ, b̂iσ):

Hkin = −
∑
〈i,j〉

∑
σ

tij(â
†
iσb̂jσ − b̂

†
jσâiσ) (1.107)

а її фур’є-образ записується як

Hkin =
∑
σ

∑
k

Ψ̂†kσ

 0 εk

εk 0

 Ψ̂kσ (1.108)

зi спiнорами Ψ̂†kσ = (â†kσ, b̂
†
kσ) та Ψ̂kσ = (âkσ, b̂kσ)T . Сума береться по всiх k у

зменшенiй зонi Брiллюена, а εk – дисперсiйне спiввiдношення на двостороннiй

ґратцi.

Функцiя Грiна тепер визначається матрицею

G−1
kσ(iωn) =

 ζAσ −εk
−εk ζBσ

 (1.109)

де ζA/Bσ = iωn + µ− Σ
A/B
σ .

Загалом обидвi пiдґратки повиннi бути врахованi, тобто необхiдно вирi-

шити двi ефективнi задачi домiшки. Однак у простому станi Нееля має мiсце

додаткова симетрiя, яка зменшує зусилля обчислення: усi властивостi на вузлi

з пiдґратки A для спiна σ точно такi ж, як у вiдповiдних величинах на вузлi з

пiдґратки B для протилежного спiну σ̄, тобто

ζAσ = ζBσ̄ ≡ ζσ. (1.110)

Таким чином, достатньо виконати обчислення лише для однiєї з двох пiдґраток,
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щоб загальний математичний опис залишився таким, як наведено вище. Єдина

модифiкацiя пов’язана з тим, що найближчi сусiди вузла i тепер є частиною

iншої пiдґратки, що впливає на локальну функцiю Грiна ґратки. Обрахування

зворотньої матрицi Gkσ та перетворення суми в iнтеграл по енергiї (з вико-

ристанням невзаємодiючої густини станiв) дає вираз для модифiкованої умови

самоузгодженостi:

Gασ = ζᾱσ

∞∫
−∞

dε
D(ε)

ζAσ ζ
B
σ − ε2

(1.111)

з iндексом пiдґратки α = A,B, та зворотнiм ᾱ = B,A. Тут ζασ = iωn+µσ−Σασ.

Врахування зовнiшнього потенцiалу пастки та узагальнення ДТСП

для координатного простору. У системах ультрахолодних атомiв в оптичних

решiтках наближення локальної густини атомiв є особливо корисним для опису

ефектiв, спричинених наявнiстю (гармонiчної) пастки. Наявнiсть зовнiшнього

потенцiалу порушує трансляцiйну симетрiю ґраткової системи, що призводить

до неоднорiдної задачi. Однак, оскiльки масштаб довжини додаткового потенцi-

алу, як правило, достатньо великий порiвняно з постiйною ґратки, система може

бути локально наближена до однорiдної моделi Габбарда. У випадку простого

гармонiчного потенцiалу, який зазвичай використовується в експериментах з

ультрахолодними атомами, хiмiчний потенцiал є функцiєю вiдстанi r вiд центру

пастки:

µ(r) = µ0 − V (r) = µ0 − V0 · r2 (1.112)

де µ0 ≡ µ(r = 0) – значення хiмiчного потенцiалу в центрi пастки. Всi локальнi

величини апроксимуються вiдповiдними величинами для однорiдної системи,

наприклад, n(r) = n(µ0 − V (r)).

Використання теорiї функцiоналу електронної густини (DFT) з ДТСП.

Пiдходи, що використовують модельнi гамiльтонiани, здатнi пояснити багато
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властивостей корельованих електронних (або атомних) систем. Однак такi

пiдходи сильно обмеженi у можливостi опису реальних матерiалiв через неви-

значенiсть у виборi параметрiв моделi та технiчну складнiсть самої задачi коре-

ляцiї. Реалiстична теорiя повинна враховувати чiтку електронну та ґратчасту

структуру систем. З цiєю метою теорiя функцiоналу електронної густини (engl.

– density functional theory (DFT)) i, зокрема, її наближення локальної густини

виявилися успiшними i стали потужної методикою для матерiало-орiєнтовних

дослiджень фiзики твердого тiла [88]. Великою перевагою DFT та її наближення

є те, що це – першопринципнi (ab initio) пiдходи, якi не потребують емпiричних

параметрiв в якостi вхiдних даних. Однак ця методика не враховує сильних

короткодiючих взаємодiй i, таким чином, не в змозi описати динамiку сильно

корельованих електронiв.

Цi взаємодоповнюючi пiдходи були з’єднанi в один потужний ab-initio

метод для дослiдження реалiстичних сильно корельованих систем: метод

DFT+DMFT. У цiй обчислювальнiй схемi першим кроком є обчислення зви-

чайної зоонної структури в DFT. На наступному кроцi кореляцiї враховуються

взаємодiєю Габбарда та зв’язком Гунда. Отриманi рiвняння вирiшуються чи-

сельно в межах DMFT [89]. Метод DFT+DMFT не тiльки вiдтворює результати

DFT в границi слабкої кулонiвської взаємодiї U , але й правильно описує

корельовану динамiку при переходi метал-iзолятор. Отже, такий теоретичний

пiдхiд здатен враховувати фiзику при всiх значеннях кулонiвської взаємодiї та

рiвня легування електронами або дiрками.

Висновки до роздiлу 1

Незважаючи на оглядовий характер даного роздiлу, серед оригiнальних

результатiв слiд зазначити наступне. З метою використання результатiв у

подальших теоретичних дослiдженнях в областi квантового виродження газiв

бозонiв i фермiонiв, побудовано полiномiальне наближення для хiмiчних по-
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тенцiалiв в iнтервалi температур, де ефекти обмiнної взаємодiї дають суттєвий

внесок в залежностi термодинамiчних величин. Як приклад, розглянуто рiв-

няння стану квантових газiв, а також побудованi залежностi ряду термодина-

мiчних характеристик газiв вiд температури. На представлених залежностях

чiтко видно ефекти прояву квантової статистики газiв, а також вiдмiннiсть в

особливостях поведiнки бозе- i фермi-газiв в областi температур, порiвнянних

з масштабами характерних енергiй. Результати вiдповiдних дослiджень опублi-

ковано в статтi [3].

Окрiм наведеної методологiї опису термодинамiчних характеристик iде-

альних газiв за вiдсутностi зовнiшнiх полiв, розглянуто загальнi положення

лiнiйної теорiї вiдгуку бозе-газiв на зовнiшнє збурення електромагнiтним полем.

Цей теоретичний пiдхiд добре себе зарекомендував при описi явища уповiльне-

ння електромагнiтних сигналiв в газах атомiв лужних металiв. У дисертацiйнiй

роботi вiн надалi використовується задля теоретичного опису явища фiльтрацiї

оптичних сигналiв та обмiну енергiєю мiж релятивiстськими зарядженими

частинками та газом у станi бозе-конденсацiї.

Властивостi квантових газiв у присутностi перiодичних потенцiалiв ґра-

ток представляють собою велике та активне поле для сучасних дослiджень.

Насамперед, це стосується систем, що можуть описуватися ґратковою моделлю

Габбарда, яка не має точного розв’язку в загальному випадку при наявностi

взаємодiї мiж фермi-частинками. Однак, iснує ряд добре зарекомендованих те-

оретичних пiдходiв: спiново-хвильовий пiдхiд, розкладання в границi сильного

зв’язку, середньопольовий пiдхiд для ефективної бозонної моделi, динамiчна

теорiя середнього поля, що, маючи власнi межi застосовностi, є потужними

пiдходами для опису сучасних експериментiв та передбачення нових ефектiв в

квантових газах. Наведенi основнi першопринципнi та середньопольовi методи

використовуються в дисертацiйнiй роботi для опису як ультрахолодних атомiв

в оптичних ґратках, так i вироджених електронних газiв в кристалiчних

структурах оксидiв кобальту.
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Розвитку зазначених теоретичних пiдходiв та вiдповiдному дослiдженню

зазначених явищ i присвячена дана дисертацiя.
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РОЗДIЛ 2

БЛИЗЬКОКРИТИЧНI ЯВИЩА В УЛЬТРАХОЛОДНИХ

БОЗЕ-ГАЗАХ ПРИ ВЗАЄМОДIЇ З ЗОВНIШНIМ

ЕЛЕКТРОМАГНIТНИМ ПОЛЕМ

2.1. Ефекти фiльтрацiї сигналiв оптичного дiапазону в бозе-

конденсатах атомiв лужних металiв

Мотивацiя напряму дослiджень. З класичної електродинамiки досить

добре вiдомий той факт, що в оптичних характеристиках суцiльних середовищ

поблизу лiнiй поглинання (резонансiв) iснують дiлянки з сильною дисперсiєю.

Це означає, що на даних дiлянках значення групової швидкостi електромагнi-

тного сигналу може бути на порядки менше швидкостi свiтла у вакуумi. Однак

до цього ефекту довгий час не придiлялося значної уваги саме в зв’язку з тим,

що електромагнiтнi iмпульси на даних частотах практично повнiстю погли-

наються середовищем. Головними причинами такого поглинання, як вiдомо, є

велика густина конденсованої речовини, некогерентний її стан i сильне теплове

розширення рiвнiв атомiв, з яких складається середовище.

Ситуацiя сильно змiнилася, коли в кiнцi минулого столiття вченi змогли

ефективно отримувати в розрiджених парах атомiв лужних металiв новий

стан речовини – Бозе-Ейнштейнiвський конденсат (БЕК) [66, 67]. БЕК може

бути отриманий в експериментальних умовах при наднизьких температурах

– порядку сотнi нанокельвiн, див. [66, 67], i густини газiв лужних металiв

ν . 1014 см−3. Таким чином, роль причин поглинання, пов’язаних зi взаємодiєю

складових речовини i тепловим розширенням рiвнiв атомiв значно знижується.

У таких умовах, по сутi, мова йде тiльки про природну ширину рiвнiв енер-

гетичної структури атомiв. Бiльш того, Бозе-Ейнштейнiвський конденсат, як
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вiдомо, є когерентним станом речовини, тобто, станом з практично однаковим

поведiнкою атомiв. Цi обставини, пов’язанi з фiзичними характеристиками

бозе-конденсату, а також з результатами ряду дослiджень з квантової опти-

ки, присвячених ефекту електромагнiтної-iндукованої прозоростi (ЕIП) [90],

створили передумови для експериментального спостереження явища iстотного

уповiльнення свiтла в БЕК. Можливостi прямого вимiру зменшення групової

швидкостi поширення свiтлових сигналiв в БЕК атомiв натрiю бiльш нiж в

мiльйон разiв вперше були реалiзованi в експериментi [91]. Була проведена

реєстрацiя пройшли через БЕК лазерних iмпульсiв з характерними часом

затримки i досить високою iнтенсивнiстю по вiдношенню до iнтенсивностi пер-

винного сигналу. Лазернi iмпульси були налаштованi на резонанснi переходи,

вiдповiднi компонентам D2 лiнiї натрiю.

У кандидатськiй дисертацiї автора [2], побудовано мiкроскопiчно теорiю

опису ефекту уповiльнення свiтла в БЕК. Зокрема, проведенi дослiдження

можливостi уповiльнення електромагнiтних iмпульсiв в БЕК не тiльки опти-

чного, а й мiкрохвильового дiапазону спектра, показана можливiсть керування

груповою швидкiстю свiтла за допомогою магнiтного поля, вивчено вплив

температурних ефектiв на явище уповiльнення свiтла в БЕК. Крiм чисто

академiчного iнтересу, явище сильного уповiльнення свiтла в БЕК iмовiрно

може бути використано для побудови малопотужних оптичних перемикачiв,

оптичних лiнiй затримки, детекторiв магнiтних полiв i пристроїв для придуше-

ння шумiв. У даному роздiлi дослiджується остання з перелiчених можливостей

застосування даного фiзичного ефекту. Таким чином, постає завдання про

можливiсть використання атомарного БЕК як фiльтру оптичних сигналiв.

Слiд пояснити тепер ту обставину, що у загальнiй формулi для дiелектри-

чної проникностi (1.68) врахована можлива залежнiсть рiзницi енергiй ∆εαβ вiд

зовнiшнього магнiтного поля B, ∆εαβ ≡ ∆εαβ(B). Зроблено це з наступних

причин. Як вже зазначалося в роздiлi 1.2, в роботi [2] було показано, що

використання в експериментi ЕIП зовсiм не є необхiдною умовою уповiльнення
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електромагнiтних iмпульсiв в БЕК. За вiдсутностi сполучного лазера для

спостереження сильного уповiльнення свiтла в БЕК необхiдно оптимально

вибрати рiвнi атома лужного металу (в експериментi [91] використовувалися,

як уже згадувалося, атоми натрiю). На рiзницю енергiй ∆εαβ мiж цими рiвнями

i налаштовується пробний лазер, iмпульс якого сповiльнюється в БЕК. Ефект

уповiльнення свiтла в БЕК тим сильнiше, чим менше згадана рiзниця енергiй.

Але при виборi рiвнiв без використання сполучного лазера доводиться шукати

оптимальний варiант, який забезпечував би при можливо меншiй рiзницi

енергiй ∆εαβ якомога менше поглинання сигналу. У проведених теоретичних

дослiдженнях [2] було показано, що при пошуку такого оптимального вибору

зручно використовувати рiвнi надтонкого розщеплення воднеподiбного атома

в присутностi зовнiшнього однорiдного постiйного магнiтного поля (ефекти

Зеємана, Пашена-Бака). Бiльш того, як показано в роботi [2], за допомоги

такого магнiтного поля можна управляти груповою швидкiстю свiтла в БЕК.

Обставини, пов’язанi з таким оптимальним вибором рiвнiв, грають важливу

роль i в цiй роботi. З цiєї причини, перш нiж перейти до основних результатiв

роздiлу, нижче наводиться матерiал, пов’язаний з надтонкою розщепленням

рiвнiв атомiв лужних металiв (а саме, натрiю) в зовнiшньому постiйному

магнiтному полi.

Надтонка структура атомiв натрiю у зовнiшньому магнiтному по-

лi. При описi енергетичного спектру атомiв лужних металiв в присутностi

магнiтного поля з урахуванням надтонкого розщеплення можна виходити з

наступного гамильтонiана взаємодiї (див. у зв’язку з цим, наприклад, [92]):

V̂ = AhfsÎ · Ĵ +BhfsQ̂+ µB(gI Îz + gJ Ĵz)B, (2.1)

де Ahfs i Bhfs – константи надтонкого розщеплення, пов’язанi з магнiтодiпольним

i електричним квадрупольним взаємодiєю ядра та валентного електрона, вiд-

повiдно (для станiв J = 1/2 Bhfs = 0, див. [92]). Î i Ĵ у виразi (2.1) – оператори
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спина ядра i повного моменту електрона (векторна сума спина i орбiтального

моменту електрона), Îz i Ĵz – вiдповiднi оператори проекцiй даних величин на

напрям зовнiшнього магнiтного поля, µB – магнетон Бора (в одиницях ~ = 1)

та, нарештi, gI i gJ – вiдповiднi фактори Ланде. Оператор Q̂, в свою чергу,

виражається через оператори Î i Ĵ наступним чином:

Q̂ =
3(Î · Ĵ)2 + 3

2 Î · Ĵ− I(I + 1)J(J + 1)

2I(2I − 1)2J(2J − 1)
. (2.2)

Вiдзначимо, що для частини енергетичного спектра, що вiдповiдає рiвням

основного стану атомiв лужних металiв, можуть бути отриманi аналiтичнi

вирази. Вiдповiднi поправки до енергетичного спектру знаходяться з рiшен-

ня секулярного рiвняння (див. докладнiше в [65]) для матричних елементiв

гамiльтонiана взаємодiї (2.1), як це зроблено, наприклад, в роботi [2]. Для

частини ж спектра, вiдповiдної порушеними рiвнями, часто досить складно

знайти аналiтичнi вирази (наприклад, в разi, коли одному значенню проекцiї

mF вiдповiдає бiльше двох квантових станiв одного мультиплету з рiзними

значеннями моменту F , F̂ = Î + Ĵ). У подiбних випадках залежнiсть енергiї

розщеплення вiд магнiтного поля може бути знайдена тiльки з використанням

чисельних методiв.

З такої позицiї розглянемо далi залежнiсть компонент D2 лiнiї атома

натрiю вiд магнiтного поля. Як можна помiтити, дана лiнiя вiдповiдає переходу

мiж основним станом 3S1/2 i збудженим станом 3P3/2. З точки зору поставлених

завдань нижче знадобиться структура розщеплення даних рiвнiв в магнiтному

полi з урахуванням надтонкої взаємодiї (див. формули (2.1) i (2.2)).

Залежнiсть рiвнiв надтонкої структури основного стану 3S1/2 (l = 0, J =

1/2) в iнтервалi магнiтного поля вiд нуля до 100 Гс наведено на рис. 2.1 Для

надтонкої структури збудженого стану 3P3/2 (l = 1, J = 3/2) залежнiсть енергiї

розщеплення вiд магнiтного поля в iнтервалi змiни магнiтного поля вiд нуля до

100 Гс наведено на рис. 2.2
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Рис. 2.1. Залежнiсть енергiї рiвнiв основного стану атома натрiю вiд напру-
женостi зовнiшнього магнiтного поля з Ahfs = 885.8 МГц, gJ = 2.0 МГц/Гс,
gI = −0.8 кГц/Гс [92].
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Рис. 2.2. Залежнiсть енергiї рiвнiв збудженого стану атома натрiю вiд
напруженостi зовнiшнього магнiтного поля з Ahfs = 18.5 МГц, Bhfs = 2.7 МГц,
gJ = 1.3 МГц/Гс, gI = −0.8 кГц/Гс [92].
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Таким чином, резонансна D2 лiнiя натрiю в магнiтному полi розпадається

на досить велику кiлькiсть складових. Кожен з цих компонентiв може бути

отриманий з рiзницi енергiї одного з порушених станiв i енергiї одного з

основних станiв з використанням правил вiдбору по квантовим числам F , mF

(∆F = 0,±1; ∆mF = 0,±1). Вiдповiдно до виду змiни проекцiї повного момен-

ту атома зазвичай розрiзняють лiнiйно або π-поляризоване свiтло (∆mF = 0),

а також циркулярно або σ±-поляризоване свiтло (∆mF = ±1). Так як в умовах

експерименту зазвичай використовують лазер, який має певну поляризацiю,

для визначеностi далi будемо вважати, що зовнiшнє випромiнювання має

лiнiйну поляризацiю. Тодi для такого випромiнювання резонансними будуть

частоти, вiдповiднi переходам ∆F = 0,±1; ∆mF = 0). Залежнiсть даних

частот вiд магнiтного поля може бути отримана з залежностей, наведених на

рис.рис. 2.1 и 2.2. З огляду на вищевказанi правила вiдбору, можна отримати

залежнiсть резонансних частот для π-переходiв мiж пiдрiвнями основного стану

3S1/2 зi значеннями повного моменту F = 2 i пiдрiвнями збудженого стану 3P3/2

зi значеннями повного моменту F ′ = 1, 2, 3. Залежнiсть даних компонент вiд

напруженостi магнiтного поля представлена на рис. 2.3.

Необхiдно вiдзначити, що з метою спрощення i наочностi наведених

графiкiв тут i нижче не наводяться залежностi вiд напруженостi магнiтного

поля компонентiв D2 лiнiї натрiю, що вiдповiдають переходам мiж пiдрiвнями

основного стану 3S1/2 зi значеннями повного моменту F = 1 i пiдрiвнями

збудженого стану 3P3/2 зi значеннями повного моменту F ′ = 0, 1, 2. Як легко

бачити з рис. 2.1, за вiдсутностi магнiтного поля резонанснi частоти для даних

переходiв будуть вiдстояти вiд резонансних частот, наведених на рис. 2.3 на

величину, пропорцiйну енергiї надтонкої розщеплення основного стану, νhf ∼

1, 8 ГГц. Так як нижче розглядається випадок, коли частота зовнiшнього

поля близька до резонансних частотах, представленим на рис. 2.3, то ефекти,

пов’язанi з наявнiстю зазначених компонентiв в D2 лiнiї натрiю можуть

позначатися при великих значеннях напруженостi зовнiшнього магнiтного поля
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Рис. 2.3. Залежнiсть компонент D2 лiнiї атома натрiю вiд напруженостi
зовнiшнього постiйного магнiтного поля. Переходи мiж станами з проекцiями
повного моменту mF = 1, 2 позначенi жирними лiнiями.

(B ∼ 104 Гс), або в разi надходження сигналу з великим значенням дисперсiї

(σ ∼ 1 ГГц, див. нижче). Так як данi випадки в рамках представленої роботи не

розглядаються, то в подальших обчисленнях зручно обмежитися залежностями,

представленими на рис. 2.3.

Початковий сигнал та вибiр параметрiв системи для його фiльтрацiї.

Скористаємося тепер результатами, представленими на рис. 2.1–2.3, щоб ви-

брати фiзичнi параметри системи з точки зору використання її для фiльтрацiї

в БЕК електромагнiтних сигналiв. Слiд зазначити, що зважаючи на велику

кiлькiсть компонентiв надтонкого розщеплення спектру атомiв лужних металiв,

може мати мiсце безлiч рiзних варiантiв для реалiзацiї фiльтрацiї початкового

сигналу при його проходженнi атомну хмару з БЕК. Цi варiанти залежать вiд

виду розподiлу iнтенсивностi початкового сигналу по частотах, розташування

iнтервалу частот корисного сигналу в частотному спектрi, поляризацiї сигналу,

заселеностi станiв атомного спектру i т.д.).
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Для простоти припустимо, що зовнiшнє випромiнювання являє собою

сигнал, спектральна густина якого I0(ω) має нормальний (гаусовий) розподiл

по частотах з центром ω0, вiдповiдним рiзницi енергiй збудженого рiвня 3P3/2

натрiю (без урахування надтонкої взаємодiї) i верхнього рiвня надтонкою

структури 3S1/2 (так званий «верхнiй компонент» D2 лiнiї). У представлених

нижче розрахунках всi частотнi залежностi обраховуються для частоти ω,

що розстроєна вiдносно ω0 на δω = ω − ω0, де ω0 = ∆εαβ(B = 0) + 1
4νhf,

|α〉 = |l = 0, J = 1/2〉, |β〉 = |l = 1, J = 3/2〉 i νhf = 1, 772 ГГц. Дисперсiю

σ розподiлу iнтенсивностi сигналу виберемо порядку величини надтонкого роз-

щеплення збудженого стану 3P3/2 атома натрiю. А саме, визначимо параметри

початкового сигналу наступним чином:

I0(ω) =
I0

σ
√

2π
exp

[
−(ω − ω0)

2/2σ2
]
, (2.3)

де ω0 = 508.848052 ТГц i σ = 50 МГц. Слiд зазначити, що зручнiсть вибору

таких параметрiв вiдповiдає тому факту, що центр розподiлу ω0 сигналу в

даному випадку вiдповiдає нульовому значенню поправки до частоти переходу

за рахунок взаємодiї (2.1), див. рис. 2.3.

Будемо припускати, що треба зробити з даного початкового зовнiшнього

електромагнiтного сигналу, що потрапляє в БЕК, «корисний сигнал» з хара-

ктерною шириною частотного iнтервалу порядку 1/20 вiд всього частотного

iнтервалу сигналу. Схематичне зображення обраної системи i частотних хара-

ктеристик вихiдного сигналу показанi на рис. 2.4.

Покажемо тепер на прикладi проходження обраного сигналу через дво-

компонентний бозе-конденсат, що система, зображена на рис. 2.4, може бу-

ти достатньо зручною для видiлення корисного сигналу з початкового. Пiд

двокомпонентним БЕК в даному випадку розумiється бозе-конденсат, атоми

якого можуть знаходитися тiльки в двох квантовомеханiчних станах (див. у

зв’язку з цим [2] та роздiл 1). Насправдi це означає, що заселенiсть двох
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Рис. 2.4. (a) Схема енергетичної структури атомiв натрiю з урахуванням
надтонкого розщеплення (з метою наочностi, не показанi рiвнi стану 3P1/2).
(б) Спектральна iнтенсивнiсть початкового сигналу (нормальний розподiл)
i область, яку потрiбно вiдфiльтрувати вiд iншої частини сигналу (густе
штрихування).

обраних квантовомеханiчних станiв повинна бути набагато бiльше заселеностi

iнших квантовомеханiчних рiвнiв атомiв. У зв’язку з цим слiд нагадати, що

iнтенсивнiсть пробного електромагнiтного сигналу, як уже зазначалося вище,

повинна бути досить слабкою, щоб не приводити до iстотної заселеностi рiвнiв,

додаткових до обраним (оцiнки iнтенсивностi пробних лазерних сигналiв для

застосовностi лiнiйної теорiї вiдгуку наведенi в [2]).

Будемо припускати, що iнтенсивнiсть зовнiшнього однорiдного магнiтного

поля з достатньою точнiстю (близько 0.1 Гс) може регулюватися в межах

вiд 0 до 100 Гс. Вiдзначимо, що такi напруженостi магнiтних полiв можуть

забезпечуватися як магнiтними пастками, в яких i вiдбувається процес бозе-

конденсацiї газу атомiв, так i додатковими магнiтами.

Слiд пiдкреслити, що вибiр квантовомеханiчних станiв атомiв, що склада-

ють двокомпонентний БЕК, повинен визначатися, як мiнiмум, двома фактора-

ми: частотним мiсцем розташування корисного сигналу в частотному розподiлi

початкового сигналу i зручнiстю заселення двох обраних станiв енергетичного

спектра атомiв для отримання вiдповiдного конденсату.

Для демонстрацiї можливостi використання БЕК як фiльтра для еле-

ктромагнiтних сигналiв виберемо в якостi заселених однi з найбiльш зручних



105

станiв з точки зору отримання двокомпонентного БЕК (див. у зв’язку з цим

[93]), а саме стану |1〉 = |F = 2,mF = 1〉 i |2〉 = |F = 2,mF = 2〉. Данi

стани на рис. 2.4(a) вiдзначенi суцiльними лiнiями. Таким же чином вiдзначенi

збудженi стани з аналогiчними проекцiями повного моменту. Пiдкреслимо, що

при взаємодiї системи з лiнiйно-поляризованим свiтлом переходи мiж станами

з однаковими проекцiями i будуть резонансними. Залежнiсть же резонансних

частот вiд магнiтного поля для даного конденсату легко отримати з залежно-

стей, представлених на рис. 2.3, виключивши нерезонанснi частоти. В даному

випадку резонансними будуть лише власнi частоти, залежно яких вiд напруже-

ностi магнiтного поля вiдмiченi жирними лiнiями. Як буде показано нижче,

внаслiдок сильних залежностей резонансних частот вiд напруженостi поля,

навiть при обмеженнi загальної задачi вибором двокомпонентного БЕК, можна

домогтися реалiзацiї можливостi видiлення корисного сигналу з вихiдного в

досить великому iнтервалi його частот.

Вiдокремлення корисного сигналу за допомоги БЕК. Для iлюстрацiї

останнього твердження попереднього параграфу виберемо напруженiсть зов-

нiшнього магнiтного поля порядку 25 Гс. З метою спрощення чисельних

розрахункiв будемо вважати густини атомiв в заселених станах однаковими

ν1 = ν2 = 1012 см−3 (найбiльш типове значення густини атомiв в експериментах

з БЕК, див., наприклад, [91]). Вважаючи також розмiри конденсату L = 40 мкм,

на основi формул (1.71) i (1.72) обраховано залежностi, що представленi на

рис. 2.5. З цих залежностей видно, що значна частина сигналу поглинається

системою, однак цiєї обставини ще недостатньо для вилучення необхiдного

сигналу. Для бiльш точного видiлення корисного сигналу пропонується вико-

ристання того факту, що рiзнi частотнi складовi сигналу рухаються з рiзними

груповими швидкостями. Дiйсно, як можна помiтити, завдяки явищу сильного

уповiльнення свiтла в БЕК (див. також [2]), рiзнi компоненти будуть досягати

приймача в рiзнi моменти часу.

На рис. 2.6 представлена залежнiсть часу затримки сигналу вiд частоти.
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Рис. 2.5. Частотнi залежностi групової швидкостi та iнтенсивностi сигналу при
проходженнi через двокомпонентний БЕК, складений зi станiв |F = 2,mF = 1〉
i |F = 2,mF = 2〉.
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Рис. 2.6. Частотнi залежностi часової затримки сигналу i його iнтенсивностi
при проходженнi через двокомпонентний БЕК. Реєстрацiя iнтенсивностi сигна-
лу проводиться з 12 по 14 нс.
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Таким чином, щоб отримати заданий сигнал, достатньо реєструвати минулий

сигнал в чiтко визначений iнтервал часу. При цьому iншi частини вихiдного

електромагнiтного iмпульсу переважно будуть або досягати приймача ранiше

встановленого часу (частоти, на яких має мiсце слабке уповiльнення сигналу),

або пiзнiше (частини сигналу, якi сповiльнюються ще сильнiше). Для дослiджу-

ваного нами випадку (див. рис. 2.4) найбiльш оптимальним часовим промiжком

для вилучення сигналу є часовий промiжок з 12 по 14 нс. В результатi згаданих

дiй по «вiдокремленню» непотрiбних компонент, можна отримати вiдповiдний

розподiл iнтенсивностi по частотi, який зображено в нижнiй частинi рис. 2.6.

Вiдзначимо, що, незважаючи на досягнення досить високого рiвня фiль-

трацiї сигналу, ефект можна ще збiльшити за рахунок додаткового пропускання

первинно вiдфiльтрованого сигналу через подiбну систему з БЕК, але з iншим

значенням зовнiшнього магнiтного поля (або з iншими заселеностями рiвнiв

основного стану). Покажемо це, припускаючи, що пiсля проходження через

фiльтрувальну систему, що описана вище, сигнал додатково проходить через

такий же конденсат, але для якого пiдтримується iнша напруженiсть магнiтного

поля, наприклад, B = 40 Гс. Характернi залежностi для такого випадку пред-

ставленi на рис. 2.7. Як можна помiтити, в даному випадку початковий iмпульс

практично повнiстю очищається вiд шуму (це легко побачити з порiвняння

рис. 2.7 i рис. 2.4, 2.5)). Таким чином, можна зробити висновок про досить

вдалi характеристики газу атомiв лужних металiв в станi бозе-конденсату для

фiльтрацiї оптичних сигналiв слабкої iнтенсивностi.

Слiд зазначити, що згадане явище електромагнiтної-iндукованої прозоро-

стi (ЕIП) також вiдкриває додатковi можливостi щодо зменшення рiвня шумiв

в сигналах. До переваг використання ЕIП слiд вiднести можливiсть вилучення

корисних сигналiв з малою дисперсiєю без залучення додаткових методик з

вiдсiкання сигналу за часом затримки. З урахуванням сильних залежностей

дисперсiйних характеристик газу вiд магнiтного поля цей факт значною мiрою

розширює дiапазон зручних частот для отримання потрiбного сигналу. Одним
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Рис. 2.7. Частотнi залежностi часової затримки сигналу i його iнтенсивностi
при проходженнi через двокомпонентний БЕК. Реєстрацiя iнтенсивностi сигна-
лу проводиться з 8 по 11 нс.

же з недолiкiв залучення ефекту ЕIП є постiйна необхiднiсть у використаннi

сполучного лазера, частота випромiнювання якого повинна добре варiюватися.

2.2. Проходження релятивiстської зарядженої частинки крiзь

атомарний БЕК

Змiни енергiї зарядженої частинки в газi атомiв. При прольотi через

речовину зарядженої частинки кiлькiсть енергiї, що поглинається середовищем

(або вiддається середовищем, див. нижче) в iнтервалi частот dω та iнтервалi

хвильових векторiв dk, визначається через дисперсiйнi характеристики системи

загальною формулою [68]:

Qωk = − 2

(2π)4
Im

(
4π

ωε
|j‖|2 +

4πω|j⊥|2

ω2ε− c2k2

)
, (2.4)



109

де j‖ и j⊥ – поздовжнi i поперечнi складовi густини зовнiшнього струму вiдносно

напряму хвильового вектора k. Тут i далi в цiлях скорочення формулювання

магнiтну сприйнятливiсть газу будемо вважати рiвною одиницi.

Якщо змiна енергiї частки невелика (нижче наводяться оцiнки, що

пiдтверджують дане наближення), то її рух можна вважати рiвномiрним. В

даному випадку густина струму j, що входить у вираз (2.4), можна записати у

виглядi:

j(x, t) = evδ(x− vt), (2.5)

де e i v – заряд i швидкiсть частинки, вiдповiдно, δ(x) – дельта-функцiя Дiрака.

Тодi перетворення Фур’є густини струму має вигляд:

j(ω,k) = 2πevδ(ω − kv).

Пiдставляючи цю формулу в (2.4), пiсля нескладних перетворень можна

отримати вираз для змiни енергiї частинки, що пролiтає, за одиницю часу,

Eωk = −Qωk/T ,

Eωk =
e2ω

π2
δ(ω − kv) Im

v2/c2 − 1/ε

ω2ε/c2 − k2
. (2.6)

При цьому необхiдно скористатися спiввiдношенням

δ2(ω − kv) =
T

2π
δ(ω − kv), (2.7)

де T – час прольоту частинки крiзь атомну хмару. Таким чином, сумарну змiну

енергiї частинки на одиницi вiдстанi можна записати в такий спосiб:

dE
dx

=
1

v

∫
dωd3kEωk. (2.8)
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Слiд зазначити, що в загальному випадку можуть вiдбуватися як втрати

енергiї зарядженою частинкою (уповiльнення, dE/dx < 0), так i прискорення

частинки системою (dE/dx > 0). Як можна побачити з формули (2.6),

реалiзацiя одного iз зазначених варiантiв для конкретної системи залежить

вiд початкової швидкостi частинки i дисперсiйних характеристик середовища.

Нижче дослiджуються детально можливостi реалiзацiї цих варiантiв в ультра-

холодних газах атомiв лужних металiв при наявностi фази з БЕК.

Слiд зауважити, що розрiдженi гази атомiв лужних металiв навiть в

областi резонансних частот оптичних лiнiй мають близький до одиницi пока-

зник заломлення. Зокрема, змiна показника заломлення газу атомiв натрiю з

густиною ν ∼ 1012 см−3 в областi частот, вiдповiдних резонанснiй D2-лiнiї,

є малим, ∆n ∼ 0.01. Тобто, в таких системах ефекти, зумовленi полюсом

1/ε в виразi (2.6), будуть вiдсутнi (так званi поляризацiйнi втрати). Однак,

при дотриманнi певних умов можливий внесок полюса ω2ε − c2k2 = 0, який

вiдповiдає внеску ефекту Вавiлова-Черенкова в змiну енергiї частинки, що

пролiтає.

Слiд пiдкреслити, що черенковське випромiнювання в диспергуючому

середовищi може вiдбуватися тiльки в iнтервалi частот, де виконується умова

n(ω)β ≥ 1, (2.9)

де β = v/c,

n2(ω) = (
√
ε′2 + ε′′2 + ε′)/2, (2.10)

ε′ и ε′′ – дiйсна i уявна частини дiелектричної проникностi, вiдповiдно, ε =

ε′ + iε′′. Таким чином, можна прийти до висновку, що в середовищах з

близьким до одиницi показником заломлення змiна енергiї частинок за рахунок

ефекту Черенкова можливо лише при релятивiстських швидкостях частинок.

Як показують нескладнi оцiнки, якщо показник заломлення газу в областi
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резонансiв досягає значення nmax = 1.01, то для спостереження зазначеного

ефекту необхiдно прискорювати частинки до швидкостей понад 0.99c, що

вiдповiдає лоренц-фактору γ ≈ 7. Тобто, ефект Черенкова в дослiджуванiй

системi може спостерiгатися у релятивiстських частинок, кiнетична енергiя

яких, як мiнiмум, перевищує енергiю спокою в кiлька разiв.

Для бiльш детального дослiдження особливостей змiни енергiї зарядже-

ної частинки при її прольотi через атомарний БЕК скористаємося моделлю

дворiвневої системи. З цiєю метою зафiксуємо в формулi (1.65) iндекси, що

вiдповiдають двом обраним станам, a = 1, b = 2 (ε1 < ε2 < 0), i розглянемо

випадок, коли частота можливого випромiнювання близька до рiзницi енергiй

мiж даними рiвнями. В результатi з (1.65) отримаємо

ε(k, ω) =

[
1 +

4π

k2
|σ(k)|2 (ν1 − ν2)

δω + iΓ/2

]−1

, (2.11)

де δω – розстроювання частоти вiдносно резонансу, δω = ω − ε1 + ε2; для

скорочення запису в величинах σ(k), δω i Γ опущенi парнi iндекси 1,2, що

вiдповiдають переходам в дворiвневiй системi. Пiсля розкладання дiелектричної

проникностi (2.11) на дiйсну та уявну частини з використанням наближення

(ε′ − 1)� 1, змiна енергiї (2.6) може бути записано у виглядi:

Eωk ≈ −ε′′
e2ω3β2

π2c2

[(
ω2ε′

c2
− k2

)2

+

(
ω2ε′′

c2

)2
]−1

, (2.12)

де

ε′ =
δω(δω + α) + Γ2

(δω + α)2 + Γ2
, ε′′ =

αΓ

(δω + α)2 + Γ2
, (2.13)

α(k) =
4π

k2
|σ(k)|2(ν1 − ν2). (2.14)

Вираз (2.12) мiстить важливу iнформацiю про характер змiни енергiї

зарядженої частинки при використаннi моделi дворiвневої системи. Як можна
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Розстроювання частоти

Рис. 2.8. Залежностi уявної частини дiелектричної проникностi атомарного
газу вiд частоти в разi (а) нормальної заселеностi i (б) iнверсної заселеностi в
дворiвневiй системi.

помiтити, знак Eωk повнiстю визначається знаком уявної частини ε′′ дiелектри-

чної проникностi середовища. У свою чергу, дана величина пропорцiйна рiзницi

заселеностей рiвнiв (ν1 − ν2) (див. (2.13) i (2.14)). Таким чином, приходимо до

висновку, що можливi два рiзних види змiни енергiї частинки. У середовищi

з нормальною заселенiстю (ν1 > ν2) спостерiгатимуться черенковськi втрати,

Eωk < 0. У середовищi ж з iнверсною заселенiстю (ν1 < ν2) частинка

буде прискорюватися конденсатом. Залежностi уявної частини дiелектричної

проникностi вiд розстроювання частоти вiдносно резонансного переходу для

даних випадкiв представленi на рис. 2.8.

Далi, використовуючи формули (2.8) i (2.12), можна визначити повну

змiну енергiї частинки на одиницi вiдстанi в околi резонансу. При обчисленнi

iнтеграла в (2.8) необхiдно також врахувати умову (2.9), що характеризує

наявнiсть ефекту Черенкова в системi. Пiсля iнтегрування по кутах i модулю
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Рис. 2.9. Залежнiсть показника заломлення атомарного газу вiд частоти.
Штрихуванням позначено iнтервал, в якому спостерiгається ефект Вавiлова-
Черенкова.

хвильового вектора в результатi отримаємо вираз:

dE
dx

= − 2e2

πv2

ωr∫
ωl

dωωε′′(ω)

θ0(ω)∫
0

sin θdθ

cos3 θ

[(
ε′ − c2

v2 cos2 θ

)2

+ (ε′′)
2

]−1

, (2.15)

де граничний кут θ0(ω) може бути знайдений з умови n(ω)β cos θ0 = 1, а границi

ωl,r визначають кiнцi iнтервалу частот, на яких вiдбувається випромiнювання.

Данi величини знаходяться з рiвняння n(ωl,r)β = 1 (див. також рис. 2.9). Пiсля

обчислення внутрiшнього iнтеграла по полярному куту отримаємо:

dE
dx

= − e2

πc2

ε′′

|ε′′|

ωr∫
ωl

dωω

{
arctg

[
β2(ε′2 + ε′′2)− ε′

|ε′′|

]
− arctg

[
β2(ε′2 + ε′′2)− n2ε′

|ε′′|n2

]}
.

(2.16)

Таким чином, формула (2.16) описує змiну енергiї зарядженої частинки

на одиницi вiдстанi в iнтервалi частот, вiдповiдних резонансному переходу в

атомах, що утворюють БЕК. Щоб обчислити змiну енергiї на всьому iнтервалi
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частот, досить пiдсумувати окремi вклади резонансних переходiв, в областi яких

при заданiй швидкостi частинки виконується спiввiдношення (2.9).

Щоб не захаращувати опис врахуванням великою кiлькiстю переходiв,

оцiнимо ефект в областi одного резонансного переходу по порядку величини.

Вважаючи, що рiзниця двох арктангенсiв у виразi пiд iнтегралом не перевищує

числа π i є слабо мiнливою функцiєю на iнтервалi iнтегрування, а також

використовуючи наближення (ωr − ωl) ≈ Γ, Γ � ω0, де ω0 – частота

випромiнювання, що вiдповiдає резонансному переходу, Γ ≡ Γ12, отримаємо

dE
dx
∼ e2

c2
ω0Γ. (2.17)

Якщо розглядати випадок прольоту вiльного електрона через газ атомiв

лужних металiв (наприклад, натрiю), то, пiдставляючи значення резонансної

D2 лiнiї, Γ ∼ 108 сек−1 i ω0 ∼ 1015 сек−1 в формулу (2.17), отримаємо

dE/dx ≈ 10−5 еВ/см. Далi, вважаючи, що характернi лiнiйнi розмiри атомарних

парiв, в яких спостерiгається перехiд до фази з БЕК, порядку часток мiлiметра,

легко оцiнити, що змiна енергiї електрона на одиничному резонансi в газi з БЕК

∆Eab ≈ 10−7 еВ.

Необхiдно пiдкреслити, що, насправдi, атоми являють собою багаторiвневi

системи, i, як уже зазначалося, змiна енергiї буде вiдбуватися на всiх резонан-

сних переходах, в околi яких дотримується умова (2.9). Однак, як видно навiть

врахування великого (але кiнцевого) числа переходiв не призведе до значного

змiнi кiнетичної енергiї E0 частинки, так як при значеннi лоренц-фактору γ = 7

отримуємо гранично мале спiввiдношення енергiй, ∆Eab/E0 ∼ 10−11.

Слiд, однак, вiдзначити, що ефект може бути посилений при використаннi

газу з бiльш високою густиною (це призводить до збiльшення площi заштрихо-

ваної областi на рис. 2.9), а також при використаннi багатозарядних iонiв або

ядер з зарядом Ze, що призведе до посилення ефекту в Z2 разiв.

Можливiсть прискорення частинки. Як показано вище, змiна енергiї
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частинки в данiй системi є малою, i навряд чи змiни швидкостi, пов’язанi з

ефектом Черенкова, можуть бути безпосередньо вимiрянi в разi розрiджених

газiв з БЕК. Однак слiд звернути увагу на принципову можливiсть прискорення

зарядженої частинки внаслiдок прольоту її крiзь ультрахолодний розрiджений

газ.

Як уже зазначалося вище, прискорення частинки в рамках моделi дворiв-

невої системи можливо при iнверснiй заселеностi атомарних рiвнiв. Дане явище

вiдповiдає зворотньому ефекту Черенкова в дослiджуваному газi. Фiзичною

iнтерпретацiєю даного ефекту служить картина, коли заряджена частинка при

прольотi стимулює перехiд в атомах з верхнього рiвня атома на нижнiй, причо-

му надлишок енергiї внаслiдок даного процесу може передаватися зарядженiй

частинцi.

Якщо ж враховувати наявнiсть iнших рiвнiв в атомах, можна зробити

висновок, що на певних резонансних переходах частинка буде отримувати

енергiю вiд середовища, а на певних – втрачати. Таким чином, в результатi

взаємодiї з набором резонансних переходiв частинка в загальному випадку буде

втрачати енергiю. Однак, як видно, спецiальним пiдбором швидкостi частинки

i заселеностi строго визначених квантових станiв в системi можна здiйснити

варiант, коли в цiлому частинка буде прискорюватися системою. Зазначене

явище можливе в системi, в якiй для переходiв з iнверсною заселенiстю станiв

умова (2.9) виконується, а для переходiв з нормальною заселенiстю – швидкостi

частки недостатньо для появи ефекту Черенкова (див. рис. 2.10), або ефект на

даних переходах є бiльш слабким.

По всiй видимостi, найбiльш вдалими квантовими станами для екс-

периментальної реалiзацiї даного ефекту можуть служити рiвнi надтонкого

розщеплення основного стану атомiв лужних металiв. Це обумовлено їх великим

часом життя в порiвняннi з рiвнями з вiдмiнним вiд нуля орбiтальним мо-

ментом. На цих мiкрохвильових (радiочастотних) переходах при вiдповiдному

пiдборi заселеностей станiв (див., наприклад, рис. 2.10) можливе прискорення
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Рис. 2.10. Дисперсiйнi характеристики газу атомiв натрiю, в якому можливе
прискорення частинки на резонансному переходi з iнверсною заселенiстю. Для
простоти ймовiрностi переходiв Γab обранi однаковими та рiвними Γ, а ν2−ν1 =

2(ν2 − ν3,4).

частинки. Якщо ж для пiдготовленої таким чином системи для верхнiх (опти-

чних) переходiв умова (2.9) не виконуватиметься, то, в цiлому, частинка буде

прискорюватися газом. У зворотному ж випадку, на мiкрохвильових переходах

частинка буде отримувати енергiю (прискорюватися), а на оптичних – втрачати

(сповiльнюватися).

Також можлива реалiзацiя ситуацiї, коли iнверсна заселенiсть переходiв

здiйснюється за допомогою оптичного накачування додатковими лазерами,

налаштованими на резонанснi переходи. Ефект в даному випадку може бути

бiльш помiтним у зв’язку з оцiнками, наведеними у формулi (2.17). Однак,

дисперсiйнi характеристики газу (1.65) в разi оптичного накачування не можуть

бути розрахованi в рамках цiєї роботи. Це обумовлено тим, що опис впливу

на систему додаткових лазерiв, якi змiнюють заселенiсть квантових станiв в

системi, виходить за межi застосовностi лiнiйної теорiї вiдгуку (див. пiдроздiл
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1.2).

Визначення спектральних характеристик атомiв. За допомогою дете-

ктування та аналiзу випромiнювання Черенкова, викликаного прольотом заря-

дженої частинки через БЕК, можна, по всiй видимостi, визначати спектральнi

характеристики атомiв, що утворюють конденсат. Зокрема, ефект може бути

використаний для визначення природної ширини рiвня Γ. Дана величина може

бути визначена як для оптичних (дипольно-дозволених) так i для мiкрохвильо-

вих (дипольно-заборонених) переходiв в атомах лужних металiв. Питання про

визначеннi ширини рiвнiв основного стану може бути особливо актуальною з

точки зору проведених експериментiв по атомних годинниках [94].

Iдея методу полягає в тому, щоб визначити частоту, що вiдповiдає

максимуму показника заломлення в областi обраного резонансного переходу.

Це може здiйснюватися за допомогою варiювання швидкостi частинки, що

пролiтає. Як можна зробити висновок з рис. 2.9, при зменшеннi швидкостi

частинки висота заштрихованої областi зменшується, i в границi 1/β → nmax

отримуємо ωl,r → ωc, ωc = ω(nmax).

Тут i нижче обмежимося розглядом випадку областi прозоростi, тобто

|ε′′| � ε′ ≈ 1. Як нескладно переконатися, в нульовому наближеннi за (ε′′/ε′)�

1 з (2.10) можна отримати n(ω) ≈
√
ε′(ω)„ звiдки з умови максимуму, ∂n/∂ω =

0, i формули (2.11) отримуємо ω(0)
c = ω0 − Γ/2, а, отже,

Γ(0) = 2(ω0 − ωc). (2.18)

Таким чином, якщо за допомогою ефекту Черенкова визначено знаходження

максимуму показника заломлення ωc, i вiдома з достатньою точнiстю частота

переходу ω0, може бути визначена ширина рiвня.

Якщо ж частота переходу ω0 не вiдома заздалегiдь, ширину рiвня можна

визначити, використовуючи додатково умова nmax = 1/β. Тодi, вiдповiдно до
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виразу (2.13), отримаємо

Γ(0) =
α(k)

2(1/β − 1)
. (2.19)

Таким чином, якщо вiдомий явний вигляд хвильової функцiї атома в двох

певних квантових станах, то на пiдставi даного ефекту, вiдповiдно до формул

(1.66) i (2.19), можна визначити природну ширину рiвня атома, пов’язану зi

спонтанним переходом мiж обраними станами.

Слiд зазначити, що при необхiдностi можна отримати бiльш точнi ви-

рази для природної ширини рiвня, використовуючи поправки, якi виходять

iз подальшого розкладання по теорiї збурень по (ε′′/ε′) � 1 (як можна

переконатися, це аналогiчно наближенню (|α(k)|/Γ) � 1). В результатi, пiсля

ряду математичних перетворень прийдемо до такої формули:

Γ(1) = 2(ω0 − ωc) + 3α(k)/2. (2.20)

Проводячи ж подiбнi розкладання при невiдомiй величинi ω0, отримаємо:

Γ(1) =
α(k)

2(1/β − 1)

[
1− (1/β − 1)

2

]
. (2.21)

Необхiдно пiдкреслити, що на пiдставi ефекту Черенкова в БЕК можна

визначати i iншi характеристики системи. Якщо, наприклад, природна ширина

рiвня є вiдомою величиною, можна представленим способом визначити частоту

переходу, густину атомiв в системi, якi перебувають в певному квантовому станi,

або швидкiсть частинки, що пролiтає крiзь газ.
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2.3. Вiдсутнiсть особливостей в явищi уповiльнення свiтла в

околi фазового переходу до стану з БЕК

Функцiї Грiна iдеального бозе-газу вище температури БЕК. Завдяки

отриманим в роздiлi 1.1 явним залежностям хiмiчного потенцiалу вiд темпера-

тури з’являється можливiсть вивчення температурної поведiнки дисперсiйних

характеристик iдеальних газiв на всьому iнтервалi температур. Нижче темпе-

ратури БЕК, T ≤ T0 такi залежностi детально було викладено в кандидатськiй

дисертацiї автора [2], тому нижче приводяться формули для випадку T > T0, де

у формулi (1.62) G(c)(k, ω) = 0, а завдяки µ(T ) 6= 0 функцiя Грiна нормальної

компоненти записується у виглядi

G(n)(k, ω) = (2π~)−3 ×

×
∑
α,β

|σαβ(k)|2
∞∫

0

2πp2dp

exp{[εp − µ(T )]/T} − 1

1∫
−1

dy

δωαβ + pky/m+ iγαβ
, (2.22)

Далi, використовуючи формули (1.68), (1.11) та (2.22), можна дослiдити

явище уповiльнення свiтла в околi точки фазового переходу до стану з БЕК.

Покажемо це нижче на прикладi газу атомiв, внутрiшнi ступенi вiльностi яких

можуть бути описанi трирiвневою системою.

Уповiльнення свiтла для трирiвневої системи в околi фазового переходу

до стану з БЕК. Задля обрахування дисперсiйних характеристик вище тем-

ператури переходу до стану з БЕК у трирiвневiй системi, умовно зображенiй

на рис. 2.11(a), наведемо вирази для дiйсної та уявної частини функцiй Грiна

(2.22), G1 та G2, вiдповiдно. В цьому випадку, згiдно з загальною методологiєю

(див. також [2] для деталей), вони запишуться як

G1 =bt[I ′(∆ + Ω, t; b) + I ′(∆− Ω, t; b)],

G2 =bt[I ′′(∆ + Ω, t; b) + I ′′(∆− Ω, t; b)],
(2.23)
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Рис. 2.11. (а) Схематичне зображення трирiвневої атомної системи. Залежностi
показника заломлення (б) та декременту загасання (в) вiд розстроювання
частоти для трьох значень температури газу.

де I ′ i I ′′ при довiльному хiмiчному потенцiалi µ визначаються як

I ′(w, t) =

∞∫
0

xdx

ex2−ν − 1
ln

∣∣∣∣∣1 + [w + x(κ
√
t)]2

1 + [w − x(κ
√
t)]2

∣∣∣∣∣ ,
I ′′(w, t) = 2

∞∫
0

xdx

ex2−ν − 1

{
arctg

[
w − x(κ

√
t)
]
− arctg

[
w + x(κ

√
t)
]}

.

(2.24)

Тут b = [κ
√
πζ(3/2)]−1,

κ =
~k
γ

√
2T0

m
∼ ~k
γm

~ν1/3, (2.25)

∆ = δω/γ – вiдносне розстроювання частоти, t = T/T0 та ν = µ/T0 – вiдносна

температура та хiмiчний потенцiал, вiдповiдно (T0 та ν визначаються згiдно

з (1.3), (1.11)), Ω = ∆εmag/(2γ), ∆εmag – рiзниця енергiй мiж збудженими

станами (див. рис. 2.11(a)).

Наведенi функцiї Грiна (2.23) дозволяють обрахувати дiелектричну про-
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никливiсть газу (1.64) на всьому iнтервалi температур. Для трирiвневої системи

такий зв’язок можна записати як

ε′(k, ω; t) =
1 + aG1

(1 + aG1)2 + (aG2)2
, ε′′(k, ω; t) =

−aG2

(1 + aG1)2 + (aG2)2
, (2.26)

де a = 4π|σ12(k)|2ν/k2γ.

Для чисельних розрахункiв величину |σ12(k)|2 в разi дозволених диполь-

них переходiв, як i ранiше, можна оцiнити виразом |σ12(k)|2 ≈ k2d2/3 (див.

також (1.69)), що призводить до a ≈ 4.19d2ν/γ. Якщо взяти d2 ≈ SFF ′(3.52er0)
2

(r0 – радiус Бора, e – елементарний заряд, SFF ′ – вiдносна iнтенсивнiсть

переходу F ↔ F ′ [92]), F = 2, F ′ = 2 i S22 = 1/4 для густини газу ν =

5× 1012 см−3 та, вiдповiдно до формули (2.25), отримаємо a = 0.052, κ = 0.016

та b = 13.46. Слiд зазначити, що при κ < 1 дисперсiйнi характеристики

практично не змiнюються в околi фазового переходу до стану з БЕК, t = 1.

Тому, для розрахункiв використовуються вищi значення κ, при яких ефект

становиться помiтним. Не змiнюючи значення усiх iнших параметрiв, вiдповiдно

до спiввiдношення (1.70), наведено залежностi дисперсiйних характеристик

середовища, що зображенi на рис. 2.11(б),(в).

Наостанок, покажемо як змiнюються групова швидкiсть та iнтенсивнiсть

пройденого свiтла в залежностi вiд наведеного параметра κ та температури.

Вiдповiдно до формул (1.71) та (1.72), отримаємо залежностi, що зображенi на

рис. 2.12. Таким чином, можна безпосередньо побачити, що перехiд до стану

з БЕК та вiдповiдний когерентний стан атомiв не є визначальними в явищi

уповiльнення свiтла. Дисперсiйнi характеристики та їх сприйнятливiсть до тер-

мальних флуктуацiй, в першу чергу, визначаються формулою (2.25). Саме коли

вiдповiднi характеристики як газу в цiлому, так i внутрiшнi характеристики

атомiв та зовнiшнього випромiнювання стають такими, що κ > 1, охолодження

до температур характерних для квантового виродження газу є доцiльним.
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Рис. 2.12. Залежностi групової швидкостi та iнтенсивностi пройденого сигналу
вiд температури газу для трьох значень параметру κ.

Висновки до роздiлу 2

Результати дослiджень, представлених у даному роздiлi, опублiковано в

статтях [4–8]. Серед основних результатiв в якостi висновкiв можна видiлити

наступнi:

• Продемонстровано можливiсть фiльтрацiї свiтлових сигналiв за допо-

моги ультрахолодного газу атомiв лужних металiв у станi з конденсатом Бозе-

Ейнштейна. Фiльтрацiя iмпульсiв оптичного дiапазону обумовлена резонансною

взаємодiєю свiтлового iмпульсу з газом в фазi з БЕК. В результатi цiєї взаємодiї

частина компонентiв початкового iмпульсу поглинається системою, iншi ж

компоненти рухаються з рiзними значеннями груповий швидкостi, частина з

яких сильно уповiльнюються. Останнi з них можуть бути ефективно вилученi

при використаннi спецiальних методiв вiдсiкання сигналiв за часом затримки.

• Показано, що в разi заздалегiдь вiдомого iнтервалу частот, в яко-

му розташований «корисний» сигнал, останнiй можна ефективно видiлити

за допомогою вiдповiдного пiдбору фiзичних характеристик системи. Рецепт

такого пiдбору характеристик може бути отриманий на основi першопринци-

пних пiдходiв i аналiзу зеєманiвського розщеплення надтонких компонентiв
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основного i збудженого рiвнiв атомiв лужних металiв. Можливiсть фiльтрацiї

електромагнiтного сигналу продемонстрована в окремому випадку, а саме для

двокомпонентного БЕК атомiв натрiю, що взаємодiє з лiнiйно-поляризованим

компонентом D2 лiнiї натрiю. В силу достатньої унiверсальностi запропонова-

ного пiдходу не складає труднощiв зробити обчислення i для iнших випадкiв,

в яких використовуються зрiдженi пари iнших атомiв лужних металiв, iншi

густини атомiв, поляризацiї електромагнiтних сигналiв, спектральнi розподiлу

iнтенсивностi та напруженостi зовнiшнього магнiтного поля.

• У роздiлi також дослiджено ефекти, пов’язанi з проходженням заря-

дженої частинки крiзь бозе-конденсат газiв атомiв лужних металiв. Показано,

що для появи ефекту Вавiлова-Черенкова в дослiджуванiй системi частинки

повиннi мати високу (релятивiстську) швидкiсть, так як в розрiджених газах

показник заломлення близький до одиницi в областi резонансних частот. Ефект

гальмування (прискорення) частинки в таких системах є малим. Дослiджено

принципову схему випадку, коли релятивiстська частка може додатково при-

скорюватися розрiдженим газом, атоми якого знаходяться при температурi,

близькiй до абсолютного нуля.

• Вивчено можливостi визначення спектральних характеристик атомiв

на пiдставi ефекту Черенкова в газi з БЕК. Показано, що за допомоги варi-

ювання швидкостi частинки i визначення таким чином максимуму показника

заломлення газу, може бути визначена природна ширина рiвнiв, якщо вiдомi

додатковi спектральнi або мiкроскопiчнi характеристики атомiв.

• Теоретичний опис дисперсiйних характеристик газiв узагальнено на

випадок температур вищих за температури переходу газiв до стану з БЕК.

На прикладi трирiвневої системи показано, що у випадках, що вiдповiдають

експериментам з ультрахолодними атомами лужних металiв, сам стан з БЕК

не є визначальним, а явище уповiльнення свiтла може спостерiгатися в газах

атомiв при температурах, що набагато перевищують критичнi.
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РОЗДIЛ 3

МАГНIТНЕ ВПОРЯДКУВАННЯ ДВОКОМПОНЕНТНИХ

ФЕРМI-ГАЗIВ В ОПТИЧНИХ ҐРАТКАХ

3.1. Переваги ультрахолодних сумiшей фермi-атомiв з рiзними

масами для досягнення магнiтного впорядкування в опти-

чних ґратках

Мотивацiя дослiджень. В останнi роки ультрахолоднi атоми в оптичних

ґратках стали дуже зручною i потужною системою для квантового моделюва-

ння матерiалiв вiдомих з фiзики конденсованої речовини [69,70,95]. У багатьох

випадках цi гази демонструють навiть багатшу фiзику, нiж твердотiльнi систе-

ми. Незважаючи на те, що в останнi кiлька рокiв було досягнуто приголомшли-

вого прогресу в реалiзацiї рiзних явищ у таких квантових системах багатьох

частинок, досягнення ряду квантових фаз, присутнiх у фiзицi конденсованої

речовини, все ще представляє серйознi виклики для експериментiв з ультрахо-

лодними газами. Однiєю з таких проблем є досягнення та вивчення магнетизму

в оптичних ґратках. Значного прогресу у цьому контекстi було досягнуто в

експериментi [96] iз ультрахолодним газом атомiв 40K в двох рiзних квантових

станах надтонкого розщеплення.

Теоретична модель та особливостi опису. У цьому пiдроздiлi зосереди-

мось на двокомпонентних сумiшах фермiонiв, що вiдштовхуються мiж собою, з

дисбалансом амплiтуд тунелювання, якi можна реалiзувати, наприклад, вико-

ристовуючи ультрахолоднi атоми 6Li та 40K [97] або iншi лужноземельнi атоми

[98] в оптичних ґратках, а також за допомоги спецiальних ґраток, якi дiють на

рiзнi квантовi стани надтонкої структури атомiв з рiзною iнтенсивнiстю [99].
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Нижче зосередимось на гамiльтонiанi Фермi-Габбарда наступного типу:

Ĥ = −tA
∑
〈i,j〉

(â†i âj + H.c.)− tB
∑
〈i,j〉

(b̂†i b̂j + H.c.) +

+U
∑
i

n̂iAn̂iB +
∑
i

∑
α=A,B

(Vi − µα)n̂iα, (3.1)

де tA i tB – амплiтуди тунелювання компонент A i B, вiдповiдно. Позначення

〈i, j〉 вказує на пiдсумовування по найближчих сусiднiх вузлах, а U – амплiтуда

локальної взаємодiї мiж двома типами атомiв з вiдповiдними операторами

густини n̂iA i n̂iB. В останньому доданку Vi – це амплiтуда зовнiшнього

(наприклад, гармонiчного) потенцiалу на вузлi ґратки i, а µα – хiмiчний

потенцiал компонента α (у цьому пiдроздiлi обмежимося випадком µA = µB =

µ). Гамiльтонiан (3.1) вiдповiдає однозонному наближенню; iншими словами,

нижче дослiджується випадок досить сильного потенцiалу ґратки, Vlat & 5Er.

Таким чином, амплiтуди тунелювання tα задаються вiдповiдно до [100] як

tα ≈
4√
π
Erαv

3/4
α exp (−2

√
vα) , (3.2)

де vα = V
(α)
lat /Erα – вiдносна глибина оптичної ґратки, Erα = ~2k2/2mα – енергiя

вiддачi атома, k – хвильове число, яке визначається довжиною хвилi лазера, що

утворює оптичну ґратку, а mα – маса атому α. Амплiтуда потенцiалу ґратки

V
(α)
lat може бути рiзною для двох компонентiв V (A)

lat 6= V
(B)
lat , що призводить до

можливостi реалiзувати дисбаланс в амплiтудах тунелювання навiть для рiзних

станiв надтонкої структури одного атома (mA = mB) [99].

Використовуючи перетворення Шрiффера-Вольфа в границi сильного

зв’язку tA,B � U в околi заповнення зони наполовину, niA + niB ≈ 1 (див.

також пiдроздiл 1.3.3), гамiльтонiан (3.1) може бути вiдображено на ефективний

спiновий гамiльтонiан [101,102]. Для дослiджуваної системи таке перетворення



126

призводить до анiзотропної моделi Гейзенберга,

Ĥeff = J‖
∑
〈ij〉

ŜZi Ŝ
Z
j + J⊥

∑
〈ij〉

(ŜXi Ŝ
X
j + ŜYi Ŝ

Y
j ), (3.3)

з константами магнiтного зв’язку

J‖ = 2(t2A + t2B)/U, J⊥ = 4tAtB/U. (3.4)

Слiд зауважити, що тут i нижче всi «магнiтнi» характеристики вiдносяться до

псевдоспiну, утвореного з двох рiзних типiв фермiонiв (A i B), що вiдповiдає

операторам спiну ŜZi = (â†i âi − b̂†i b̂i)/2 i (ŜXi + iŜYi ) = â†i b̂i. Таким чином,

слiд зазначити, що анiзотропiя в спiновiй моделi не пов’язана з фактичними

просторовими напрямами або осями квантування в оригiнальнiй оптичнiй

ґратцi.

Як легко побачити, за наявностi дисбалансу амплiтуд тунелювання, тобто

tA 6= tB, антиферомагнiтний зв’язок J‖ (у напрямку Z) завжди бiльший, нiж

зв’язок J⊥ (у площинi XY ). Слiд зауважити, що в границi великого дисбалансу

амплiтуд, |tA − tB| → (tA + tB), має мiсце велика анiзотропiя, J‖ � J⊥; таким

чином, другий член у гамiльтонiанi (3.3) може розглядатися як збудження,

що ефективно призводить до вiдомої моделi Iзiнга. Тому дисбаланс амплiтуди

тунелювання можна трактувати як параметр, який ефективно зменшує кван-

товi флуктуацiї у дослiджуванiй системi. Як показано нижче, це зменшення

призводить, зокрема, до вiдносного збiльшення впорядкованої областi навiть

для бiльших значень амплiтуд тунелювання tα ∼ U .

Необхiдно зазначити, що наведене вище вiдображення на ефективну

спiнову модель представлено з метою кращого фiзичного розумiння системи,

що дослiджується. Звiсно, для кiлькiсних теоретичних розрахункiв у промiжнiй

областi значень зв’язку (tα ∼ U) необхiдно використовувати непертурба-

тивнi чисельнi методи в поєднаннi з повним гамiльтонiаном (3.1). Нижче
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застосовується динамiчна теорiя середнього поля (див. пiдроздiл 1.3.5) для

дослiдження впливу стрибкового дисбалансу на упорядкованi фази в сумiшах

ультрахолодних газiв фермi-атомiв.

Перш нiж зануритися в деталi, введемо параметри, кориснi для подаль-

шого аналiзу: середню амплiтуду тунелювання t = (tA + tB)/2 та безрозмiрний

параметр дисбалансу амплiтуд тунелювання ∆t = (tA− tB)/(tA + tB). Якщо не

вказано iнше, нижче вважаються атоми типу A легшими, нiж атоми типу B

(tA ≥ tB), так що введений параметр дисбалансу є позитивним, ∆t ∈ [0, 1].

Результати з магнiтного впорядкування. Для вивчення двостороннього

типу впорядкування, такого як в антиферомагнитне (АФМ), в однорiднiй

системi необхiдно розглянути двоскладову конфiгурацiю з вiдповiдними умо-

вами самоузгодження ДТСП (див. детальнiше пiдроздiл 1.3.5). Така ж конфi-

гурацiя була використана в дослiдженнях ДТСП двокомпонентних масивно-

збалансованих сумiшей фермiонiв зi взаємодiєю тяжiння (U < 0) у роботi [103].

Необхiдно зауважити, що фiзичнi величини, що обчислюються на вiдповiдних

пiдґратках, на вiдмiну вiд збалансованої сумiшi (tA = tB = t), не можуть бути

безпосередньо пов’язанi з величинами, що вiдповiдають двом рiзним видам, як

наведено у формулi (1.110). Натомiсть, функцiї Грiна визначаються вiдповiдно

до виразу (1.111) як

Gsα(iωn) = ζs̄α

∫
D(ε)dε

ζ1αζ2α − ε2
,

де s = {1, 2} i s̄ – iндекс пiдґратки та протилежний ньому, вiдповiдно,

ζsα = iωn + µα − Σsα(iωn), частота Мацубари, що вiдповiдає температурi T ,

ωn = π(2n + 1)T з n ∈ Z, самоенергiя Σsα(iωn) несе iнформацiю про внесок

локальної взаємодiї, а D(ε) – вiдповiдна густина станiв (в даному пiдроздiлi

наводяться результати для кубiчної або квадратної геометрiї ґратки). Для

розв’язку задачi домiшки використовується метод точної дiагоналiзацiї (див.

пiдроздiл 1.3.5). Для певних значень параметрiв результати також перевiрено
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Рис. 3.1. (а) Критичнi температури для неелiвського впорядкування в моделi
Габбарда при рiзних значеннях параметра дисбалансу амплiтуд тунелювання в
кубiчнiй ґратцi, що обчисленi ДТСП. (б), (в) Контурнi графiки, що вказують
на абсолютне значення намагнiченостi mstag = |nAi − nBi| для збалансованого
(б), ∆t = 0, i максимально незбалансованого тунелювання (в), ∆t = 1.0,
компонентiв сумiшi.

за рахунок обчислень, що використовують iншi високоточнi числовi алгоритми,

такi як метод Монте-Карло безперервного часу [104] та метод чисельної

перенормуючої групи [105] для вiдповiдної задачi домiшок.

Зосередимось спочатку на випадку однорiдної системи з заповненням

зони наполовину, µ = U/2. При низьких температурах основний стан має

неелiвське (антиферомагнiтне) впорядкування. Вiдповiдна фазова дiаграма,

отримана ДТСП для кубiчної ґратки, зображена на рис. 3.1. Можна зробити

висновок, що зазначений дисбаланс призводить до вiдносного пiдвищення

критичної температури. В границi сильного зв’язку (U � t) такий результат

можна також отримати з середньопольового значення температури Нееля в

моделi Гейзенберга, TN = 6JS(S + 1)/3 [106], де S – значення спiну фермiонiв.

Беручи J = J‖ = 2(t2A + t2B)/U , отримуємо для константи U/t спiввiдношення

TN(∆t)/TN(0) = 1 + ∆t2.

Також можна провести аналогiчнi обчислення для двовимiрної системи

з квадратною геометрiєю ґратки. Слiд пiдкреслити, що теорема Мермiна-

Вагнера, яка виключає далекий тип впорядкування при ненульовiй температурi

в низьковимiрному просторi (d ≤ 2) для безперервних симетрiй, застосовна
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лише для симетрiї обертання гамiльтонiану (3.3) в площинi XY . Таким чином,

для J‖ > J⊥ таке Z-антиферомагнiтне впорядкування є дозволеним [106].

Можна переконатися, що навiть для d = 1 [107] спектр збуджень (магнонiв) має

енергетичну щiлину ∆ ∝ (J‖−J⊥). Це захищає систему вiд нескiнченної кiлько-

стi низькоенергетичних збуджень, якi руйнують антиферомагнiтний порядок у

збалансованiй (tA = tB) системi при T > 0 у d ≤ 2. Незалежно вiд того, є дисба-

ланс тунелювань чи нi, критичну температуру в d = 2 можна визначити, якщо

використовується пiдхiд середнього поля (або ДТСП, яка застосовується тут).

Результати щодо залежностi температури переходу вiд параметра дисбалансу

та сили взаємодiї аналогiчнi залежностi для кубiчної ґратки, як показано на

рис. 3.1, але з меншими значеннями критичної температури; наприклад, можна

отримати max[T 2d
c (∆t = 0)] ≈ 0.39t i max[T 2d

c (∆t = 1)] ≈ 0.45t.

Слiд зазначити, що данi, отриманi для перехiдних температур у гра-

ничному випадку сумiшi з однаковими амплiтудами тунелювання (∆t = 0),

кiлькiсно узгоджуються з результатами, представленими у роботах [108–110], де

також використовували ДТСП. Також добре встановлено, що в збалансованому

випадку ДТСП завищує критичну температуру для помiрних та великих

амплiтуд локальної взаємодiї (U/t > 5) порiвняно з точними квантовими

моделюваннями Монте-Карло [111, 112] та кластерними наближеннями (для

кiлькiсного порiвняння див. [113]). Однак в границi сильного зв’язку наявнi

розрахунки для спiнових моделей Гейзенберга [114] та Iзiнга [115] показують, що

якiсне збiльшення Tc за рахунок незбалансованої сумiшi буде навiть посилено

при використаннi бiльш точних методiв, таких як Монте-Карло обчислення.

Є пiдстави вважати, що така поведiнка зберiгається i для промiжних значень

амплiтуди взаємодiї.

Також можна здобути важливу iнформацiю з фазової дiаграми, де

амплiтуди тунелювання рiзних компонентiв є вiдповiдними змiнними, що пред-

ставлена на рис. 3.2 (аналогiчнi дiаграми для бозе-газiв наведенi у [116, 117]).

Вона мiстить iнформацiю як про магнiтне впорядкування, так i про провiднi
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ДТСП при температурi T = 0.4t для кубiчної геометрiї оптичної ґратки.
Контурнi графiки праворуч вказують на абсолютне значення намагнiченостi
mstag, параметр хвилi густини заряду c = |D −K|/(D +K) i усереднену
подвiйну заселенiсть D, де усереднення проводиться по пiдґраткам s = 1, 2.

(локалiзацiйнi) властивостi системи. Фаза Нееля характеризується параметром

порядку – змiнною намагнiченiстю, що еквiвалентна хвилi густини спiну.

Однак з рис. 3.2 також видно, що в сумiшi, що не збалансована, має мiсце

додатковий тип порядку – хвиля густини заряду (ХГЗ), амплiтуда якої, як

правило, вiдмiнна вiд нуля всерединi АФМ-впорядкованої фази за винятком

випадку рiвних амплiтуд тунелювання, tA = tB (збалансована сумiш), де

така хвиля зникає. Щоб визначити, чи перебуває система у металевому чи

iзоляцiйному станi при половинному заповненнi зони, можна обрахувати як

подвiйну заселенiсть, Di = 〈n̂Ain̂Bi〉 , так i нульову (дiркову) заселенiсть,

Ki = 〈(1− n̂Ai)(1− n̂Bi)〉.

Походження хвилi густини заряду можна чiткiше зрозумiти з аналiзу

просторових розподiлiв. З цiєю метою застосуємо узагальнення ДТСП для

координатного простору [118,119]. Такий пiдхiд ефективно враховує як ефекти

далекодiючого впорядкування, так i ефекти, що випливають iз обмеженого

розмiру системи та зовнiшнього захоплюючого (гармонiчного) потенцiалу опти-
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точки) при температурi T = 0.2tA для кубiчної ґратки (d = 3). Iншi параметри
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чної пастки. На рис. 3.3 показанi просторовi розподiли сумарного заповнення

ґратки обома компонентами ni = nAi + nBi та рiзницi заповнень (локальної

намагнiченостi) mi = nAi−nBi як у дво- так i в тривимiрнiй геометрiї оптичної

ґратки.

З рис. 3.3(б) можна побачити, що виникнення хвилi густини заряду

при половинному заповненнi зони (ni ≈ 1) вiдповiдає тому, що в АФМ-

упорядкованому станi вузли i, якi зайнятi бiльш важким компонентом, мають

бiльше сумарне заповнення (ni > 1); тобто, вони мають пiдвищену подвiйну

заселенiстьDi (Di > Ki). У той же час, вузли j, якi в основному зайнятi легшою

складовою, мають менше сумарне заповнення (nj < 1), тобто вони мають

пiдвищену нульову заселенiсть Kj (Kj > Dj) завдяки бiльшiй мобiльностi

легких атомiв. Це дає змогу використати цю властивiсть як альтернативну озна-
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ку магнiтного впорядкування ультрахолодних фермiонiв в оптичних ґратках,

наприклад, шляхом локального детектування пар атомiв на вузлах ґратки.

Слiд зазначити, що в розподiлi густини в координатному просторi сумiшей

з рiзними амплiтудами тунелювання та з µA = µB завжди присутнє «феромагнi-

тне» кiльце (це прямо видно на рис. 3.3(а),(г)). Це кiльце походить вiд бiльшої

кiнетичної енергiї легшого компонента, що, в свою чергу, призводить до бiльш

широкого просторового розподiлу цих атомiв у пастцi. З рис. 3.3(б),(в) можна

зробити висновок, що це кiльце залишається при температурi вище критичної

температури i, таким чином, не може бути однозначно ототожнено з квантовим

магнетизмом.

На рис. 3.3(e), представлено порiвняння двох пiдходiв: ДТСП з набли-

женням локальної густини та узагальнення теорiї для координатного просто-

ру. Можна побачити дуже гарне узгодження в центрi пастки (включаючи

амплiтуду ХГЗ) та на краях. Але в промiжнiй областi мiж АФМ ядром i

«феромагнiтним» кiльцем наближення локальної густини не вiдтворює деталь-

ну структуру, оскiльки не враховує ефект близькостi, тобто нехтує впливом

навколишнiх дiлянок з рiзною густиною. У свою чергу, узагальнення ДТСП

для координатного простору демонструє бiльш широкий просторовий дiапазон

стiйкостi АФМ впорядкування, що призводить до цiкавої взаємодiї мiж ан-

тиферомагнiтними кореляцiями та «феромагнiтним» кiльцем. Зауважимо, що

АФМ впорядкування, спричинене близькiстю, у захопленiй системi також було

показано ранiше в подiбних дослiдженнях збалансованих сумiшей [118,119].

Нарештi, оскiльки розроблений пiдхiд дозволяє з високою точнiстю обчи-

слювати значення локальної густини, можна також провести аналiз ентропiї для

однорiдної системи. Використовуючи спiввiдношення Максвела для ентропiї s,

що припадає на вузол i, ∂s/∂µ = ∂n/∂T , де n =
∑

s n
(s)
i /2, отримуємо

s(µ0, T ) =

∫ µ0

−∞

∂n

∂T
dµ. (3.5)
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Рис. 3.4. Фазовi дiаграми для напiвзаповненої зони моделi Габбарда (µ0 = U/2)
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Нееля (АФМ). Кольоровi та темно-сiрi лiнiї – iзоентропiчнi кривi.

Тому, виконуючи обчислення при рiзних значеннях сили взаємодiї U , µ0 = U/2 i

температури T , можна побудувати iзоентропiчнi кривi, представленi на рис. 3.4.

Таким чином, можна зробити висновок з рис. 3.4, що досягнення АФМ-

впорядкованих фаз в оптичних ґратках, засноване на приготуваннi атомної

сумiшi в станi фермi-рiдини з подальшим адiабатичним посиленням взаємодiї

також працює i для випадку фермi-атомiв з рiзними амплiтудами тунелювання

Результати, отриманi з ДТСП обчислень, показують, що для того, щоб перейти

до АФМ впорядкування, потрiбно пiдготувати систему в станi з ентропiєю

на частинку s < ln 2, незалежно вiд значення параметра дисбалансу ∆t.

Однак, якщо починати з бiльш високих показникiв ентропiї, то вигiднiше

використовувати незбалансованi сумiшi, оскiльки вони дозволяють набагато

ближче наблизитися до критичної областi за рахунок адiабатичного посилення

взаємодiї. Наприклад, при s = 0.75 можна досягнути Tmin = 0.82t при ∆t = 0,

тодi як при такому ж значеннi ентропiї Tmin = 0.51t при ∆t = 0.8. Можна

також побачити, що при однакових вiдносних значеннях температури в областi
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фермi-рiдини (U . t) ентропiя зростає з дисбалансом ∆t.

Слiд зазначити, що рис. 3.4 вiдповiдає однорiдному випадку (тобто не

враховує ефектiв зовнiшньої пастки). Внаслiдок цього, зображенi iзоентропiчнi

кривi вiдповiдають лише одному з можливих механiзмiв охолодження, а саме

ефекту Померанчука у двокомпонентних сумiшах фермi-частинок [108]. Крiм

цього ефекту, захоплена система може також охолоджуватися шляхом перероз-

подiлу атомiв всерединi пастки (детальнiше див. роботи [120–122]).

3.2. Вплив рiзної густини атомiв на магнiтнi фази двокомпо-

нентних газових сумiшей в оптичних ґратках

В цьому пiдроздiлi проводиться узагальнення розробленого теоретичного

пiдходу на двокомпонентнi сумiшi фермi-атомiв, що мають не тiльки рiзнi

амплiтуди тунелювання в оптичних ґратках, але й рiзну густину взаємодiючих

компонент Для ультрахолодних атомних сумiшей подiбне узагальнення теоре-

тично проводилось на випадок взаємодiй тяжiння в контекстi конкуруючих

станiв надплинностi та ХГЗ [103], надплинностi по типу Фулде-Ферреля-

Ларкiна-Овчiннiкова та iнших упорядкованих фазах дальнього радiусу охо-

плення [123, 124]. У випадку взаємодiй вiдштовхування узагальнення прово-

дилось в контекстi феромагнетизму по типу нестабiльностi Стонера [125, 126].

Антиферомагнiтнi фази в ультрахолодних незбалансованих сумiшах фермiонiв

з помiрними амплiтудами локальної взаємодiї вивчалися лише окремо у випадку

дисбалансу густини [127–130] або дисбалансу маси, див. пiдроздiл 3.2 та [107,

131]. Очевидно, що поки що явища магнiтного впорядкування для випадкiв,

коли є два типи дисбалансу, не розглядалися. Даний пiдроздiл спрямовано на

теоретичне дослiдження саме таких фiзичних реалiзацiй.

Теоретична модель та особливостi опису. Як i в пiдроздiлi 3.1, будемо

виходити з того ж гамiльтонiану Фермi-Габбарда (3.1), та враховувати рiзнi ам-

плiтуди тунелювання для двох типiв фермi-атомiв, що визначаються вiдповiдно
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до формули (3.2). Для зручностi, нижче також вводяться псевдоспiновi iндекси

σ = {↑, ↓} для двох типiв атомiв, тобто A ≡↑ та B ≡↓. Щодо дисбалансу

густини, то його величина залежить не тiльки вiд хiмiчних потенцiалiв µσ,

але i вiд iнших параметрiв, включаючи дисбаланс амплiтуди тунелювань ∆t =

(t↑ − t↓)/(t↑ + t↓). Для кiлькiсної характеристики дисбалансу густини зручно

ввести поляризацiю P = (N↑ − N↓)/(N↑ + N↓), де Nσ – загальна кiлькiсть

частинок типу σ у системi.

Важливо зазначити, що параметр дисбалансу ∆t може бути експери-

ментально налаштований у широкому дiапазонi. Наприклад, вiдповiдно до

роботи [123], для сумiшi 6Li-40K його можна ефективно змiнювати вiд 0.3 до

0.85, змiнюючи iнтенсивнiсть (в межах 1 Вт) i розстроювання (в дiапазонi 2 нм

вiд «магiчної» довжини хвилi) лазерiв, що утворюють оптичну ґратку. Iншi

системи, де дисбаланс тунелювань може бути реалiзований та налаштований у

рiзних дiапазонах, включають сумiшi 171Yb-173Yb [98], станово-залежнi оптичнi

ґратки для гомонуклеарних сумiшей, а також сумiшi лужних та лужнозе-

мельних фермi-атомiв. Наближаючись до межi великого дисбалансу, ∆t → 1,

цi системи навiть дозволяють вивчити модель Фалiкова-Кiмбала [132], яка

використовується для моделювання певних твердотiльних матерiалiв.

Аналогiчно до попереднього пiдроздiлу, використовуючи перетворення

Шрiффера-Вольфа в границi сильного зв’язку tA,B � U в околi заповнення

зони наполовину, nAi + nBi ≈ 1 (див. також пiдроздiл 1.3.3) можна прийти до

ефективної спiнової моделi – анiзотропної моделi Гейзенберга (моделi XXZ),

але тепер також у ефективному зовнiшньому полi

Ĥeff = J‖
∑
〈ij〉

ŜZi Ŝ
Z
j + J⊥

∑
〈ij〉

(ŜXi Ŝ
X
j + ŜYi Ŝ

Y
j )−∆µ

∑
i

ŜZi , (3.6)

з константами зв’язку, що визначаються рiвняннями (3.4), i рiзнiстю хiмiчних

потенцiалiв ∆µ = µ↑ − µ↓, що грає роль зовнiшнього магнiтного поля. ŜRi
(R = {X, Y, Z}) – стандартнi оператори проекцiї спiну частинок зi спiном
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1/2 на вузлi i, ŜRi = 1
2 ĉ
†
iασ

R
αβ ĉiβ, де σR – матрицi Паулi. Слiд зазначити,

що тут i надалi всi «магнiтнi» характеристики вiдносяться до псевдоспiнової

термiнологiї, тобто усi величини вiдносяться до двох рiзних видiв фермiонiв,

що не обов’язково мають вiдрiзнятися проекцiєю спiну, а можуть вiдрiзнятися

iншими ступенями вiльностi. Тому анiзотропiя в спiновiй моделi не пов’язана з

просторовим напрямком або вiссю квантування в оптичнiй ґратцi.

Анiзотропiя в гамiльтонiанi (3.6) походить вiд дисбалансу амплiтуд туне-

лювань. Це знижує початкову обертальну SU(2) симетрiю гамiльтонiану для

повнiстю збалансованої сумiшi в спiновому просторi до групи перетворень

Z2×U(1), де пiдгрупа Z2 вiдповiдає вiдбиттям вiдносно площини XY (клас

симетрiй типу Iзiнга; перший доданок у рiвняннi (3.6)), а U(1) вiдповiдає не-

перервним обертанням у площинi XY (другий член у рiвняннi (3.6)). Симетрiя

моделi додатково зменшується до пiдгрупи U(1), якщо є ненульова рiзниця

хiмiчних потенцiалiв ∆µ 6= 0.

Вiдповiдно до рiвнянь (3.4), зауважимо, що зв’язок J‖ завжди бiльший

або дорiвнює J⊥. Отже, з рiвняння (3.6) можна зробити висновок, що при

∆µ = 0 i ∆t 6= 0 основний стан системи вiдповiдає антиферомагнетику з

простою вiссю (типу Iзiнга; Z-АФМ). Як вказувалося в пiдроздiлi 3.1, спектр

збуджень в цьому випадку набуває щiлини, а фаза Z-АФМ також дозволена в

низьковимiрних випадках (d < 3; оскiльки теорема Мермiна-Вагнера засто-

совується лише до неперервних симетрiй). Очевидно, це також справедливо

для ненульового, але невеликого ∆µ < (J‖ − J⊥), коли основний стан системи

вiдповiдає феримагнетику (Z-АФМ з додатковою середньою намагнiченiстю в

напрямку Z). У протилежному випадку, ∆µ 6= 0 i ∆t = 0, основний стан є

схиленим антиферомагнетиком (антиферомагнетик з простою площиною XY

i середньою намагнiченiстю в напрямку Z), стан якого пiдкоряється теоремi

Мермiн-Вагнера i вивчався в роботах [127–130]. Тому в областi промiжних

дисбалансiв, ∆µ ∼ (J‖−J⊥), слiд очiкувати фазового переходу мiж цими двома

рiзними типами магнiтного впорядкування.
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Ефективний гамiльтонiан (3.6) дає хороше розумiння типiв упорядко-

ваних фаз, що виникають у дослiджуванiй системi. Однак, щоб мати бiльш

повне уявлення про структуру та кiлькiснi характеристики магнiтних фаз,

що виникають в оптичних ґратках при ненульовiй температурi та описуються

гамiльтонiаном (3.1), для цього необхiдно використовувати непертурбативнi

числовi пiдходи. У цьому пiдроздiлi узагальнюється пiдхiд ДТСП (див. де-

тальнiше пiдроздiл 1.3.5), який добре пiдходить для опису впорядкованих фаз

дальнього радiусу охоплення у високовимiрних системах i здатний описувати

ефекти неоднорiдностi та кiнцевих розмiрiв, якi зазвичай присутнi в оптичних

ґратках.

Узагальнення теоретичного пiдходу ДТСП. Динамiчна теорiя середньо-

го поля (ДТСП, див. також пiдроздiл 1.3.5) – це пiдхiд, який дає змогу поєднати

два граничнi випадки на ґратцi: майже вiльний газ фермiонiв та сильно

взаємодiючий газ (атомна границя). Цей метод пов’язує задачу ґратки (яка,

взагалi, нерозв’язна) iз задачею домiшок (яку вибрано чисельно вирiшуваною),

тим самим замiнюючи повну дiю ефективною. Незважаючи на те, що це –

непертурбативний пiдхiд, вiн все ще є приблизним методом, оскiльки трактує

самоенергiю ґратки як локальну (що для однорiдних систем означає: незале-

жне вiд iмпульсу) величину, нехтуючи тим самим нелокальними квантовими

коливаннями. Хоча це i не точний метод у випадку квадратної та кубiчної

геометричних решiток (Z = 4 та Z = 6 вiдповiдно), результати, отриманi

ДТСП, можуть використовуватися як орiєнтир як для експериментiв, так i для

бiльш досконалих методiв, таких як квантове моделювання Монте-Карло, яке

може бути досить вимогливим через наявнiсть проблеми фермiонного знаку

(про останнi результати, можливостi та обмеження див. [133] та посилання

всерединi).

Найчастiше для вирiшення допомiжної задачi домiшки в ДТСП, модель

ґратки (3.1) пов’язується на домiшковою моделлю Андерсона, див. (1.91).

Домiшкова модель повинна мiстити повну локальну фiзику ґраткової задачi,
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тому задля вимiрювання локальних спiнових кореляторiв в XY площинi у

дослiджуваному випадку вiдповiдний гамiльтонiан (1.91) має бути розширений

до наступного виду:

ĤAIM =
ns∑
l=2

∑
σ

[
εlσâ

†
lσâlσ + Vlσ(â†lσd̂σ + H.c.) +Wlσ̄(â†lσd̂σ̄ + H.c.)

]
+

+
ns∑
l=2

∑
σ

∆lâ
†
lσâlσ̄ + Un̂d↑n̂d↓ −

∑
σ

µσn̂dσ − µ(i)
↑↓

∑
σ

d̂†σd̂σ̄, (3.7)

де iндекс σ та його зворотнiй σ̄ вiдповiдають проекцiям спiну на вiсь Z,

σ = {↑, ↓}, а iндекс l = {2, . . . , ns} вiдповiдає орбiтальним числам резервуара

в моделi Андерсона, яка обмежена максимальною кiлькiстю орбiталей ns, що

є необхiдною умовою в домiшковому розв’язувачi типу точної дiагоналiзацiї

(див. детальнiше пiдроздiл 1.3.5) В обчисленнях, що наведенi нижче в цьому

пiдроздiлi, використовується ns = 5. Аналогiчно до формули (1.91), оператори

â†lσ (âlσ) та d̂†σ (d̂σ) вiдповiдають народженню (знищенню) фермiонiв на орбiталi

l та на домiшцi, вiдповiдно, а величини εlσ, Vlσ, ∆l таWlσ – так званi параметри

Андерсона, що визначають амплiтуди рiзних процесiв у цiй моделi.

Використовуючи стандартну технiку (див., наприклад, [134]) для усу-

нення ступенiв вiльностi резервуара в ефективнiй дiї, що вiдповiдає гамiль-

тонiану (3.7), приходимо до аналiтичних виразiв для функцiй Вейса, якi

представляють ефективнi динамiчнi поля, що дiють на домiшцi:

G−1
σ (iωn) = iωn + µσ −

ns∑
l=2

K−1
l

[
V 2
lσ(iωn − εlσ̄) + 2VlσWlσ∆l +W 2

lσ(iωn − εlσ)
]
,

G−1
↑↓ (iωn) = µ

(i)
↑↓ −

ns∑
l=2

K−1
l [Vl↑Wl↓(iωn − εl↓) +

+(Vl↑Vl↓ +Wl↑Wl↓)∆l + Vl↓Wl↑(iωn − εl↑)] , (3.8)

де Kl = (iωn − εl↑)(iωn − εl↓)−∆2
l , ωn = π(2n+ 1)/β – матсубарiвська частота,

β – зворотня температура, β = 1/T .
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В рамках розв’язувача типу точної дiагоналiзацiї базиснi стани скiнчен-

новимiрного гiльбертового простору записуються як

|n↑1, n
↑
2, . . . , n

↑
ns
〉|n↓1, n

↓
2, . . . , n

↓
ns
〉

де nσp = 0, 1 i
∑

p n
σ
p ≡ nσ. Слiд зауважити, що аномальнi доданки у рiвнян-

нi (3.7) змiшують сектори n↑ i n↓ (тобто намагнiченiсть sz не зберiгається),

тому останнi не можуть бути дiагоналiзовано незалежно. Хоча загальний заряд

n = n↑ + n↓ все ще зберiгається, це призводить до значного збiльшення

чисельних зусиль при дiагоналiзацiї та подальших обчисленнях вiдповiдних

функцiй Грiна. При ненульовiй температурi вони обчислюються з повного

набору власних станiв |i〉 (з власними значеннями Ei) вiдповiдно до рiвняння

Gσ1σ2(iωn) =
1

Z
∑
i,j

〈i|d̂σ1|j〉〈j|d̂†σ2|i〉
Ei − Ej − iωn

(
e−βEi + e−βEj

)
, (3.9)

Fσ1σ2(iωn) =
1

Z
∑
i,j

〈i|d̂σ1d̂
†
σ̄1d̂σ̄1|j〉〈j|d̂†σ2|i〉

Ei − Ej − iωn
(
e−βEi + e−βEj

)
, (3.10)

де Z =
∑

i e
−βEi – статистична сума. Далi, вiдповiдно до роботи [87], самоенергiї

визначаються як

Σσσ = U
FσσGσ̄σ̄ − Fσσ̄Gσσ̄

GσσGσ̄σ̄ −G2
σσ̄

, Σσσ̄ = U
Fσσ̄Gσσ − FσσGσσ̄

GσσGσ̄σ̄ −G2
σσ̄

. (3.11)

На практицi, процедура обчислень виглядає наступним чином: вирiшує-

ться задача домiшок, що визначає величини 3.9)–(3.11) для заданих параметрiв

U , µσ i β початкової задачi ґратки (3.1) та для певного набору допомiжних пара-

метрiв Андерсона {εlσ, Vlσ,Wlσ,∆l}, що оновлюються в кожнiй iтерацiї ДТСП.

Тодi самоенергiї (3.11) дозволяють обчислити функцiї Грiна, що вiдповiдають

початковiй задачi ґратки. Надалi буде розглянуто два основнi пiдходи до оцiнки

наведених функцiй Грiна: (i) ДТСП з двома пiдґратками, що є зручним пiдхо-
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дом для отримання фазових дiаграм для однорiдних (нескiнченних) систем з

магнiтним впорядкуванням, а також може використовуватися в поєднаннi з

наближенням локальної густини (LDA) для аналiзу газiв в потенцiалах пасток

та (ii) узагальнення ДТСП для координатного простору, що описує скiнченнi

неоднорiднi (захопленi) системи без подальших наближень.

Рiвняння самоузгодження для двопiдґраткової ДТСП.Двостороннi стру-

ктури, такi як стани з антиферромагнiтним порядком, можуть бути описанi

вiдповiдним чином шляхом введення двох ґраток. У рамках пiдходу ДТСП

необхiдно вирiшити проблему домiшок двiчi на двох сусiднiх вузлах вихiдної

ґратки. Важливо зазначити, що тут, на вiдмiну вiд збалансованих сумiшей,

спостережуванi величини, що вiдповiдають рiзним пiдґраткам (що позначенi

нижче iндексами s = 1, 2), не можуть бути безпосередньо пов’язанi з величи-

нами з протилежними спiнами. Отже, функцiї Грiна визначаються наступним

(узагальненим) чином:

G(s)
σ1σ2

(iωn) =

∫ z

−z
dεD(ε)[A−1(ε)](s)σ1σ2 (3.12)

де

A =


ζ

(1)
↑↑ ζ

(1)
↓↑ −t↑ε 0

ζ
(1)
↑↓ ζ

(1)
↓↓ 0 −t↓ε

−t↑ε 0 ζ
(2)
↑↑ ζ

(2)
↓↑

0 −t↓ε ζ(2)
↑↓ ζ

(2)
↓↓


та

ζ(s)
σσ = iωn + µσ − Σ(s)

σσ(iωn), ζ
(s)
σσ̄ = µ

(s)
σσ̄ − Σ

(s)
σσ̄(iωn), (3.13)

де z вiдповiдає координацiйному числу ґратки (z = 4 i z = 6 для квадратної

та кубiчної, вiдповiдно), D(ε) – нормалiзована густина станiв невзаємодiючого



141

газу,
∫ z
−z dεD(ε) = 1, явний вид якої вiдомий для обраної геометрiї. Локальнi

самоенергiї у (3.13) беруться з рiшень задачi домiшки, див. (3.11).

Для самоузгодженостi ДТСП схеми функцiї Вейса визначаються з рiвня-

ння Дайсона,

[G(s)(iωn)]
−1
σ1σ2

= [G(s)(iωn)]
−1
σ1σ2

+ Σ(s)
σ1σ2

(iωn). (3.14)

де G(s) – блок 2 × 2 матрицi (3.12), оберненi якої обраховуються окремо

для кожної з пiдґраток s = 1, 2. Використовуючи отриманi функцiї Вейса

в процедурi мiнiмiзацiї (вiдповiдно до рiвнянь (3.8) та застосувавши метод

спряженого градiєнта), визначається новий набiр параметрiв Андерсона, який

потiм використовується в подальшiй ДТСП iтерацiї. Такi iтерацiї виконуються

до остаточної збiжностi, тобто, поки початкова i кiнцева функцiї Вейса не

стануть тотожними.

Якщо розглядається неоднорiдна система, можна використовувати ДТСП

з двома пiдґратками в поєднаннi з наближенням локальної густини. Основна

перевага такого пiдходу полягає в тому, що вiн дозволяє розглядати великi

системи в трьох вимiрах, оскiльки числовi зусилля масштабуються приблизно

лiнiйно вiдносно розмiрiв системи для симетричних потенцiалiв пасток. Недолiк

цього пiдходу полягає в тому, що вiн не в змозi вiдтворити детальну структуру

близько до меж упорядкованих фаз, тобто не враховується можливий ефект

близькостi. Згаданий ефект можна врахувати узагальненням ДТСП для коор-

динатного простору, див. також пiдроздiл 1.3.5 та нижче.

Рiвняння самоузгодження для ДТСП у реальному просторi. Iдея ДТСП

для координатного простору полягає не в тому, щоб роздiлити задачу ґратки

на кiлька пiдґраток, а вирiшити задачу домiшок на кожному вузлi ґратки, що

вiдповiдає безпосередньо початковiй скiнченнiй системi. Для дослiджуваного

випадку це означає, що пiсля отримання самоенергiй Σ
(i)
σ1σ2(iωn), див. рiвнян-

ня(3.11), для кожного вузла ґратки i = {1, ..., N}, вони збираються у матрицю
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координатного простору, що складається з обернених локальних функцiй Грiна

i елементiв з тунелюванням мiж вузлами,

G−1 =



ζ
(1)
↑↑

ζ
(1)
↑↓ ζ

(1)
↓↓

t↑ 0 ζ
(2)
↑↑

0 t↓ ζ
(2)
↑↓ ζ

(2)
↓↓

0 0 t↑ 0 ζ
(3)
↑↑

0 0 0 t↓ ζ
(3)
↑↓ ζ

(3)
↓↓

. . . . . . .


, (3.15)

яка є ермiтовою та має розмiр 2N×2N . Дiагональнi елементи ζ(i)
σσ мають вигляд

ζ(i)
σσ(iωn) = iωn + µσ − Vi − Σ(i)

σσ(iωn), (3.16)

а позадiагональнi ζ(i)
↑↓ (iωn) визначаються вiдповiдно до рiвняння (3.13).

Як i в двопiдґратковому випадку, умови самоузгодження ДТСП забезпе-

чуються рiвнянням Дайсона,

[G(i)(iωn)]
−1
σ1σ2

= [G(i)(iωn)]
−1
σ1σ2

+ Σ(i)
σ1σ2

(iωn), (3.17)

де G(i) – блок 2 × 2 матрицi G в координатному просторi, яка обчислюється

обертанням матрицi (3.15). Нарештi, для кожного вузла ґратки визначається

новий набiр параметрiв Андерсона (як у випадку з двома пiдґратками).

У разi великого розмiру системи, тобто коли загальна кiлькiсть вузлiв

ґратки стає великою, N & 103, обертання матрицi (3.15) стає трудомiстким

порiвняно з домiшковим розв’язувачем з помiрною кiлькiстю орбiталей резер-

вуара. Тим не менш, навiть при такiй обмеженiй загальнiй кiлькостi вузлiв

ґратки наведене узагальнення здатне до належного опису впливiв, спричинених

близькiстю, в оптичних ґратках з магнiтним упорядкуванням.
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Результати числового аналiзу для однорiдного газу атомiв. По-перше,

розглянемо ефекти, що виникають лише вiд масового дисбалансу в системi.

Встановлюючи µ↑ = µ↓, що призводить до збалансованої заселеностi (P = 0)

в однорiднiй системi. Згiдно з наведеною ефективною моделлю (3.6), основний

стан такої системи при половинному заповненнi зони є антиферомагнетиком з

орiєнтацiєю спинiв вздовж осi Z (Z-АФМ) для будь-якого ненульового значення

дисбалансу амплiтуд тунелювання.

Перший важливий ефект, який слiд пiдкреслити, полягає в тому, що

вiдповiдно до середньопольового аналiзу та iснуючих Монте-Карло обчислень

в граничних випадках ∆t = 0 i ∆t = 1 (див. роботи [114, 115], вiдповiдно),

критична температура Нееля зростає з дисбалансом амплiтуд тунелювання.

Дiйсно, беручи визначення середнього поля для температури Нееля в моделi

Гейзенберга [106], TN = 6JS(S + 1)/3, де S – абсолютне значення спiна

фермiонiв, для постiйного U/t, де t = (t↑+t↓)/2 i J = J‖ (див. визначення (3.4)),

можна записати

TN(∆t) = (1 + ∆t2)TN(0).

Щоб довести, що цей ефект також має мiсце для моделi Габбарда (3.1) при

помiрних амплiтудах взаємодiї, U & zt, чисельно обчислюються Tc за допомоги

двопiдґраткової ДТСП для кубiчної ґратки. Результати показанi на рис. 3.5(а),

де чiтко пiдтверджується зазначена поведiнка. Вiдповiдно до пiдроздiлу 3.1,

це явище можна пояснити як спричинене зменшенням квантових флуктуацiй

(через виникнення енергетичної щiлини для однiєї з ґолдстоунiвських мод) в

системах з ненульовим дисбалансом амплiтуд тунелювання.

Ще один цiкавий ефект стосується аналiзу ентропiї для однорiдних

систем. Як зазначено у пiдроздiлi 3.1, можна наблизитись набагато ближче до

впорядкованого стану в сумiшах, де iснує дисбаланс ∆t. Для того, щоб показати

це, на рис.. 3.5(б) представлено залежнiсть мiнiмальної температури, яку можна
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(б) мiнiмальної температури, що може бути досягнуто при фiксованих U/t або
ентропiї s на частинку, як функцiї ∆t.

досягти для постiйної ентропiї при мiнiмiзацiї по амплiтудi взаємодiї U/t (таким

чином припускаючи адiабатичну змiну сили взаємодiї) як функцiї параметра

∆t. Зауважимо, що для s = 0.7 вiдповiдна крива має максимум. Це вiдбу-

вається тому, що для малого дисбалансу тунелювань найнижча температура

досягається для великих U/t, так що система знаходиться в станi iзолятора

Мотта. У цьому режимi мiнiмальна температура збiльшується при збiльшеннi

дисбалансу амплiтуд тунелювання. Для ще бiльшого ∆t найнижча температура

досягається при малих U/t, таких що система знаходиться у фазi фермi-рiдини.

У цiй фазi найнижча температура знижується з дисбалансом тунелювань, що

призводить до спостережуваного максимуму.

Важливо зазначити, що добре встановлено, що ДТСП кiлькiсно зави-

щує критичну температуру та критичнi значення ентропiї порiвняно з бiльш

точними методами для збалансованих сумiшей. Згiдно з наведеним аналiзом,

це стосується також систем з ненульовим дисбалансом амплiтуд тунелювання.
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Однак, слiд пiдкреслити, що пiдхiд ДТСП стає бiльш точним в границi великого

дисбалансу ∆t не лише щодо кiлькiсних оцiнок критичної температури, а й

критичної ентропiї, значення якої не залежить вiд дисбалансу тунелювань

в межах середньопольового опису для U > zt, smf
c = ln 2 ≈ 0.69. Це

можна побачити, зокрема, iз порiвняння з вiдомими результатами для моделi

Гейзенберга [135] (U � t, ∆t → 0), де sc ≈ 0.34, i результатами для моделi

Iзiнга [136] (U � t, ∆t → 1), де sc ≈ 0.56. Отже, обговорюванi переваги

незбалансованих сумiшей повиннi бути ще бiльш вираженими в дослiдженнях,

що використовують бiльш точнi методи.

Слiд зазначити, що, крiм хвилi спiнової густини, в незбалансованих

сумiшах спостерiгається також слабка модуляцiя хвилi густини заряду (ХГЗ).

Це безпосередньо пов’язано з наявнiстю одночасного АФМ впорядкування i

дисбалансу тунелювання в системi i вiдповiдає тому, що в станi Z-АФМ вузли,

що зайнятi бiльш важким компонентом, мають пiдвищену подвiйну зайнятiсть

через тунелювання з сусiднiх вузлiв, якi зайнятi бiльш легким компонентом

(таким же чином, протилежний механiзм працює для вузлiв, зайнятих бiльш

легким компонентом). Амплiтуда такої ХГЗ, згiдно з оцiнками, представленими

у роботi [137] для U > zt, пропорцiйна ∆t(U/t)−2. Отже, ХГЗ стає бiльш

вираженою при помiрнiй силi взаємодiї i зникає у границi сильного зв’язку U/t.

Наявнiсть як дисбалансу густини, так i тунелювання в ультрахолодних

сумiшах вiдповiдно до ефективного гамiльтонiана (3.6) призводить до конку-

ренцiї мiж рiзними типами АФМ упорядкування. На рис. 3.6 представлено

фазову дiаграму, що показує структуру впорядкованих фаз в областi промiжних

параметрiв при половинному заповненнi зони. Для помiрної поляризацiї P < 0.8

i U > zt умова половинного заповнення виконується шляхом використання

середнього хiмiчного потенцiалу µ̄ = U/2, де µ̄ ≡ (µ↑ + µ↓)/2, але для

бiльших дисбалансiв густини його слiд регулювати додатково. Коли амплiтуди

тунелювання обох компонентiв низькi порiвняно з силою взаємодiї, система

знаходиться в парамагнiтному станi iзолятора Мотта. У протилежному випадку
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Рис. 3.6. Фазова дiаграма сумiшi з дисбалансом густини та тунелювання
компонентiв при напiвзаповненiй зонi та ненульовiй температурi, що отримана
ДТСП для кубiчної ґратки. Штриховi та суцiльнi лiнiї вiдповiдають фазовим
переходам першого та другого роду, вiдповiдно. Параметр ХГЗ визначається в
термiнах подвiйної заселеностi Di = 〈n̂i↑n̂i↓〉 як c = (Di −Di+1)/(Di + Di+1), а
намагнiченiсть – як mstag

z,x = 〈ŜZ,Xi 〉 − 〈ŜZ,Xi+1 〉.

система перебуває у невпорядкованiй фазi фермi-рiдини, яка є бiльш стисли-

вою та характеризується пiдвищеною подвiйною заселенiстю вузлiв ґратки.

У центральнiй областi з’являються двi рiзнi фази: фаза нахиленого антифе-

ромагнетика (XY -АФМ), який характеризується змiнною намагнiченiстю в

площинi XY i середньою намагнiченiстю в напрямку Z, i фаза феримагнетика

(позначеного як Z-АФМ на цiй дiаграмi), який має як знакозмiнну, так i

середню намагнiченiсть у напрямку Z. Зауважимо, що у фазi нахиленого АФМ,

спiввiдношення заселеностей кожного вузла важкими та легкими компонентами

є сталою: таким чином, додаткова ХГЗ не з’являється в цьому випадку. В

областi промiжного дисбалансу тунелювання мiж фазами рiзного магнiтного

порядку вiдбувається фазовий перехiд першого роду iз вузькою областю

спiвiснування.

Тепер встановимо, як змiнюється фазова дiаграма, представлена на

рис. 3.6 при збiльшеннi ∆µ (що визначає поляризацiю P ), див. також рис. 3.7.
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отриманi ДТСП для кубiчної ґратки.

При ∆µ = 0 вся область з магнiтним порядком вiдповiдає фазi Z-АФМ, за

винятком центральної частини (а саме дiагональної лiнiї t↑ = t↓), де АФМ

впорядкування може вiдбуватися в будь-якому напрямку завдяки початковiй

симетрiї SU(2). Коли з’являється дисбаланс густини, розвивається центральна

фаза нахиленого АФМ. Ця фаза збiльшується в ширину (у напрямку областей з

великим дисбалансом маси) зi збiльшенням ∆µ. Що стосується феримагнiтних

областей, то вони стискаються не тiльки зi сторони XY -АФМ фази, а й з бокiв

невпорядкованих фаз, оскiльки середня намагнiченiсть у напрямку Z, тобто

дисбаланс густини, пригнiчує слабкi Z-АФМ кореляцiї в областях, близьких

до лiнiй фазових переходiв. Близько до критичного значення рiзницi хiмiчних

потенцiалiв (∆µ = 1.0t на рис. 3.7) спостерiгається асиметрiя при зникненнi

слабко впорядкованих феримагнiтних фаз на фазовiй дiаграмi. Можна побачи-

ти, що феримагнiтна фаза є дещо стiйкiшою для систем з бiльшiстю важких
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частинок. Це можна зрозумiти таким чином, що слабкi магнiтнi кореляцiї менше

пригнiчуються збудженнями в цiй областi через меншу кiнетичну енергiю решти

некорельованої частини системи. При великих дисбалансах густини (∆µ & 1.3t

при T = 0.4t) феримагнiтна фаза повнiстю зникає, залишаючи лише область з

XY -АФМ упорядкованим у центральнiй частинi.

Отже, антиферомагнiтне впорядкування при фiксованiй температурi є

найбiльш нестабiльним щодо дисбалансiв в областi трiйкової точки дiаграм,

що представленi на рис. 3.6 та 3.7, де усi три фази – ПМ, XY -АФМ та Z-АФМ

можуть спiвiснувати. На рис. 3.8 цей ефект наводиться для рiзних температур

незбалансованих сумiшей. Критична поляризацiя чiтко виявляє чутливiсть

АФМ упорядкованих фаз до збiльшення дисбалансу в областях трiйкової точки,

де спостерiгаються вiдповiднi мiнiмуми. Також ефект того, що феримагнiтнi

стани пригнiчуються дисбалансом густини, можна побачити з наведених зале-

жностей, порiвнюючи лiву (фаза нахиленого АФМ) та праву (феримагнiтна

фаза) сторони кривих, представлену на рис. 3.8. Цiкаво, що ДТСП прогнозує,

що при нульовiй температурi розвивається антиферомагнiтний порядок для
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будь-якої поляризацiї. Це вiдрiзняється вiд випадку взаємодiй тяжiння та фази

надплинностi, яка руйнується в граничному випадку Чандрасехара-Клогстона

для поляризацiї [138–140], що було наочно продемонстровано в експериментах

з ультрахолодними фермi-газами [141].

Результати числового аналiзу для газу атомiв в зовнiшньому полi

оптичних пасток. Нарештi, перейдемо в теоретичному аналiзi до випадку, коли

в системi присутнiй додатковий зовнiшнiй утримуючий потенцiал спецiальної

пастки, що є необхiдною умовою в експериментах з ультрахолодними газами.

Для простоти нижче припускаємо, що потенцiал захоплення Vi у рiвняннi (3.1)

має аксiально-симетричну форму, Vi = V0r
2
i /a

2, де V0 – амплiтуда гармонiчного

потенцiалу, ri – вiдстань вiд вузла ґратки i до центру пастки, а a – стала ґратки.

Очевидно, що всi результати можна розширити, щоб вони включали ефекти

анiзотропiї, як правило, наявнi в реальних експериментах.

Почнемо аналiз з використання наближення локальної густини з двопi-

дгратковою ДТСП, що була представлена ранiше. В рамках такого пiдходу,

обчислення проводяться для конкретного вузла неоднорiдної системи, прийма-

ючи µ(i)
σ = µ

(0)
σ + Vi у ДТСП обчисленнях. У всiх результатах, представлених

у цьому пiдроздiлi, середнiй хiмiчний потенцiал у центрi пастки береться як

(µ
(0)
↑ + µ

(0)
↓ )/2 = U/2, так що виконується умова половинного заповнення зони

в центрi пастки (принаймнi для |∆µ| � U , де ∆µ = µ
(0)
↑ − µ

(0)
↓ ), що є найбiльш

релевантним випадком для даного теоретичного дослiдження.

Виконуючи розрахунки для фiксованого дисбалансу ∆t та змiнюючи

рiзницю хiмiчних потенцiалiв ∆µ у центрi пастки, можна отримати розподiли

густини та намагнiченостi в рiзних напрямках, що представленi на рис. 3.9.

У наведених залежностях є кiлька деталей, якi варто обговорити. Перш за

все, зазначимо, що для ненульового дисбалансу тунелювання та ∆µ = 0 має

мiсце (глобально) поляризована сумiш завдяки «феромагнiтнiй» оболонцi, що

походить вiд ширшого розповсюдження легшого компонента в пастцi. Отже,

для отримання Z-АФМ упорядкування в центрi пастки слiд враховувати цей



150

0 4 8 12

(б)

0 4 8 12

(в)
Гу
ст
ин
а 
аб
о 
на
м
аг
ні
че
ні
ст
ь

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

-0.2

-0.4

(а)

0 4 8 12

Рис. 3.9. Радiальнi розподiли густини та намагнiченостi для кубiчної ґратки в
гармонiчнiй пастцi, що обчисленi ДТСП з наближенням локальної густини при
рiзних значеннях поляризацiї. Iншi параметри обранi наступними: U = 12t,
T = 0.2t, ∆t = 0.2 i Vi = 0.1t(ri/a)2, де a – стала ґратки.

ефект i коригувати загальну поляризацiю (або зробити потенцiал гармонiчної

пастки рiзним для рiзних внутрiшнiх станiв атомiв). Можна також скориста-

тися цим регулюванням у поєднаннi з додатковим механiзмом охолодження в

незбалансованих сумiшах, на що вказується у роботi [131] (видалити з системи

частку важчого компонента, що несе бiльшу частку ентропiї при U = 0).

Можливими перевагами Z-АФМ фази можуть бути не тiльки проблеми,

пов’язанi з охолодженням, як зазначено у пiдроздiлi 3.1, але й бiльш пряме

детектування, наприклад, за допомоги квантового газового мiкроскопа [142], де

можна безпосередньо виявити змiнну густину одного спiнового компонента. На

вiдмiну вiд цього, у нахиленiй АФМ фазi густина спiнових компонентiв не змi-

нюється вiд одного вузла до iншого, тому треба аналiзувати поведiнку подвiйної

заселеностi [109, 112], об’єднувати вузли ґратки з найближчими сусiдами [143]

або вводити додатковi методи виявлення спiнових кореляцiйних функцiй мiж

найближчими вузлами в площинi XY , такi як бреґґiвська спектроскопiя [144]

або аналiз шумових кореляцiй [145].

Варто зазначити, що ХГЗ структуру, що властива Z-АФМ фазi, добре

видно в розподiлах загального числа частинок на рис. 3.9(а) та 3.9(б) (подвiйнi
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лiнiї в центральнiй частинi). Натомiсть, вона вiдсутня на рис. 3.9(в), де

розвивається фаза нахиленого АФМ в центрi пастки. Як можна побачити,

структура оболонок також має цiкаву залежнiсть вiд дисбалансу густини.

Намагнiченiсть в цих оболонках зростає при збiльшеннi поляризацiї (додавання

легких та видалення важких частинок iз системи), але при зменшеннi загальної

поляризацiї «феромагнiтна» оболонка, пов’язана з дисбалансом тунелювання,

не зникає. Натомiсть, згiдно з рис. 3.9(a), розвивається подвiйна оболонка

з внутрiшнiми та зовнiшнiми «феромагнiтними» оболонками, що походять

вiдповiдно вiд дисбалансiв густини та тунелювання.

Також на рис. 3.9 можна помiтити розриви у намагнiченостi поблизу

меж АФМ фаз: оскiльки застосовано наближення локальної густини, цим не

враховуються ефекти близькостi, таким чином, такi рiзкi риси не розмиваються

неперервним потенцiалом пастки. Бiльше того, в областях розривiв ДТСП

має досить погану збiжнiсть. На рис. 3.10 показано, що, враховуючи ефект

близькостi за допомоги узагальнення ДТСП для координатного простору, в

потенцiалах пасток намагнiченiсть має плавну поведiнку з бiльшою областю

стiйкостi АФМ фази, нiж прогнозовано наближенням локальної густини.

3.3. Перспективи оптичних ґраток зi станово-залежним туне-

люванням на магнiтнi фази в присутностi зовнiшнього

утримуючого потенцiалу

Мотивацiя дослiджень. Завдяки недавнiй експериментальнiй реалiзацiї

станово-залежних оптичних ґраток для двокомпонентних сумiшей ультрахоло-

дних атомiв 40K при використаннi технiки градiєнта магнiтного поля i низьким

рiвнем нагрiвання [146] тепер набагато простiше мати доступ до вивчення

асиметричних моделей ґраток без необхiдностi використання гетероядерних

фермiонних сумiшей (наприклад, 6Li–40K) або довгоживучих метастабiльних

електронних станiв того ж самого фермiонного iзотопу (наприклад, 3P0 стан
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Рис. 3.10. Порiвняння профiлiв намагнiченостi в координатному просторi для
квадратної ґратки в гармонiчнiй пастцi, обчислених ДТСП з наближенням
локальної густини (лiнiї) та узагальненою ДТСП (крапки). Затiненi дiлянки
вiдповiдають областям, де перше наближення не вiдтворює детальну структуру
та має проблеми зi збiжнiстю. Вставки: контурнi графiки, що представляють
розподiлення намагнiченостi в координатному просторi, обчисленi узагальне-
ною ДТСП з тими ж параметрами. Iншi параметри, що були використанi:
U = 12t, T = 0.2t, ∆t = 0.2 i Vi = 0.1t(ri/a)2.

173Yb). Серед потенцiйних застосувань цiєї методики можна запропонувати

наблизитись до АФМ-упорядкованих станiв (див. пiдроздiл 3.1). Вiдомо, що

квантовий магнетизм ультрахолодних фермiонних сумiшей є одним з головних

експериментальних викликiв в даний час i вже досягнуто значного прогресу

в цьому напрямку. Зокрема, ефективно вимiрянi АФМ кореляцiї короткого

дiапазону [143,147], а їх унiкальна динамiка за наявностi регульованої геометрiї

ґратки спостерiгалася нещодавно в експериментi [148].

Розглядаючи двокомпонентнi сумiшi фермi-атомiв з точки зору теоре-

тичних моделей та спiнових симетрiй, оптичнi ґратки iз залежною вiд стану

(тобто залежними вiд спiну) амплiтудами тунелювання ефективно порушують

початкову безперервну симетрiю SU(2) моделi Габбарда до U(1)×Z2, де Z2

– дискретна симетрiя вiдбиття вiд площини вздовж перпендикулярного їй

напрямку (так званої легкої вiсi). Напрямок легкої вiсi важливий, зокрема, для

експериментального виявлення АФМ кореляцiй на основi аналiзу бреґґовської

спектроскопiї [144,147] та технiки мiкроскопу для квантових газiв. Незважаючи

на те, що температури та ентропiї, що були досягнутi у технiцi мiкроскопiв
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для фермiонних газових сумiшей [149–154] все ще високi, щоб спостерiгати

магнiтнi кореляцiї дальнього дiапазону, тому необхiднi подальшi оптимiзацiї та

вдосконалення протоколiв охолодження, важливо вивчити характернi залежно-

стi цих термодинамiчних величин вiд iнших параметрiв системи (включаючи

рiзнi симетрiї магнiтних станiв), таким чином визначити найбiльш оптимальний

режим для in situ зображень АФМ кореляцiй дальнього дiапазону.

Особливостi теоретичного опису. Будемо виходити з гамiльтонiану (3.1),

в якому потенцiал зовнiшнього поля пастки задається як

Vi = V (ri/a)2, (3.18)

тобто добре апроксимується параболiчним профiлем у координатному просторi.

Зазначимо, що асиметрична модель Габбарда (3.1), яка може бути ще визначена

як розширена модель Фалiкова-Кiмбала для безспiнових фермiонiв у контекстi

твердотiльних матерiалiв [155], у границi сильного зв’язку (див детальнiше

пiдроздiл 1.3.3) може бути приведена до ефективної спiнової моделi Гейзенберга

з асиметричними константами магнiтного зв’язку та зовнiшнiм полем, див.

гамiльтонiан (3.6) та визначення (3.4).

Згiдно з наведеними в пiдроздiлi 3.2 розрахунками, щоб уникнути потен-

цiйної конкуренцiї мiж рiзними типами АФМ упорядкування, що також може

призвести до значного зниження критичних температур, у початковiй моде-

лi (3.1) хiмiчнi потенцiали вважаються однаковими для обох псевдоспiнових

компонент (тобто µ↑ = µ↓ ≡ µ). Слiд зауважити, що асиметричнi амплiтуди

тунелювання t↑ 6= t↓ разом з µ↑ = µ↓ призводять до ненульової поляризацiї,

тобто не рiвнiй загальнiй кiлькостi частинок у двох станах (N↑ 6= N↓), в

пастцi, але ця умова є найбiльш оптимальною для Z-АФМ стану в моделi (3.1)

при половинному заповненнi зони (наприклад, при µ = U/2 i ri = 0), як

обговорювалося вище.

Надалi розглядається тривимiрна оптична ґратка з параметрами Габ-
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барда, що входять до рiвняння (3.1) i встановлюються близькими до екс-

периментальних значень [146]. Зокрема, є обґрунтованим зосередитись на

двох протилежних випадках: (i) нульовий (або дуже маленький) дисбаланс

тунелювання t↑ = t↓ = t та (ii) великий дисбаланс (наприклад, t↑ = 0.54t i

t↓ = 0.06t). Згiдно з роботою [146], обидва випадки можуть бути ефективно

реалiзованi за рахунок технiки градiєнта магнiтного поля з високим рiвнем

контролю.

Теоретичний аналiз проводиться в рамках динамiчної теорiї середнього

поля (див. детальнiше пiдроздiл 1.3.5). Для врахування ефектiв неоднорiдностi,

що створюються зовнiшньою пасткою, використовується ДТСП у поєднаннi

з наближенням локальної густини. Зауважимо, що такий пiдхiд не враховує

ефектiв близькостi, однак у дослiджуваних випадках цi ефекти не вiдiграють

вирiшальної ролi, що призводить лише до незначних корекцiй. У рамках

наближення локальної густини локальнi фiзичнi величини обраховуються у

певнiй точцi r пастки за умови µ(r) = µ0− V (r/a)2, де µ0 – хiмiчний потенцiал

у центрi пастки, який для фiксованих значень параметрiв Габбарда визначає

також загальну кiлькiсть частинок у системi.

З рiшень ДТСП на рiзних вузлах ґратки (тобто вузлах, що знаходяться

на рiзнiй вiдстанi r вiд центру) можна проаналiзувати залежнiсть локальних

величин вiд вiдстанi r (див. також [156]). Зокрема, комбiнуючи результати зi

спiввiдношенням Максвела ∂s/∂µ = ∂n/∂T , а також з рiвнянь (3.5) та (3.18),

можна отримати ентропiю на вузлi ґратки в конкретнiй точцi r0 пастки (для

простоти стала ґратки обрана рiвнiй одиницi)

s(r0) = 2V

∫ Rmax

r0

∂n(r, U, T )

∂T
rdr, (3.19)

де Rmax – вiдстань, на якiй при заданiй точностi обчислень можна вважати

n(Rmax, U, T ) = 0.

Подальше iнтегрування ентропiї та розподiлiв густини в пастцi визначає
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загальну ентропiю S i загальну кiлькiсть частинок N в системi (тут i нижче

потенцiал пастки вважається аксiально симетричним)

S =

∫ Rmax

0
s(r)4πr2dr, N =

∫ Rmax

0
n(r)4πr2dr. (3.20)

Обидвi величини S i N можна вважати сталими в умовах експерименту

(i, зокрема, пiд час ввiмкнення потенцiалу ґратки), що дозволяє отримати

доступ до початкових значень ентропiї та температури. Слiд зауважити, що в

якостi альтернативи також можна ввести додаткову величину, що вiдповiдає

кiлькостi ентропiї, що додається в середньому кожнiй частинцi ∆s завдяки

неконтрольованим процесам нагрiву пiд час ввiмкнення ґратки, як це було

зроблено в роботi [143]. Нижче, для простоти та послiдовностi, будемо вважати,

що змiна параметрiв системи може здiйснюватися адiабатичним чином (∆s =

0).

Для визначення початкової температури T̃ у системi використовуємо

вираз для ентропiї фермi-газу при допущеннi помiрної довжини s-хвильового

розсiювання as (kF|as| < 1/2) [157]

S ≈ Nπ2T̃ /TF, (3.21)

де TF – температура Фермi для захопленого газу в пасцi заданої геометрiї.

Формули (3.19)-(3.21) дозволяють встановити пряму вiдповiднiсть мiж термо-

динамiчними величинами до та пiсля ввiмкнення потенцiалу оптичної ґратки.

Отже, задачу можна ефективно вирiшити за умови припущення адiабатичностi

процесу ввiмкнення.

Порiвняльний аналiз ентропiї захоплених сумiшей атомiв, що мають

рiзнi амплiтуди тунелювання. Щоб провести кiлькiсний аналiз, необхiдно

вказати параметри Габбарда, якi встановлюються максимально близькими

до експериментальних значень [146]. Зокрема, для спрощення теоретичного
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опису та вiдповiдно до рiвнянь (3.19)-(3.21) береться аксiально-симетрична

тривимiрна пастка з частотою ω̄ = 2π × 68.4 Гц (тобто середнє геометричне

трьох частот ω1,2,3 в [146]). Розглядаючи t = 174 Гц [146]), можна отримати

амплiтуду потенцiалу пастки V = 0.015t у рiвняннi (3.18). Щодо дисбалансiв

амплiтуд тунелювання, зупинимось нижче на двох реалiзацiях: (i) t↑ = t↓ = t

i (ii) t↑ = 0.54t and t↓ = 0.06t. Оскiльки V масштабується в одиницях t, то

амплiтуда потенцiалу пастки ефективно бiльша у другiй реалiзацiї. Далi також

припускається, що кiлькiсть частинок кожного спiнового компонента Nσ можна

настроїти незалежно, як i силу взаємодiї U мiж компонентами можна можна

змiнювати за допомоги резонансiв Фешбаха. Iншими словами, завжди можна

вибрати оптимальнi параметри Габбарда µ i U такими, щоб спостерiгати най-

бiльш можливi АФМ-впорядкованi домени при заданiй початковiй температурi.

Вiдповiдно до дослiджень двокомпонентних фермiонних сумiшей з дисбалансом

амплiтуд (див. детальнiше пiдроздiл 3.1), можемо встановити µ0 = U/2, таким

чином, очiкувати зазначенi домени у центрi пастки, i U = 10t∗ з t∗ = (t↑+ t↓)/2,

що призводить до появи АФМ кореляцiй при досить високих температурах (до

T ≈ 0.5t∗) в обох випадках.

На рис. 3.11 показано залежностi ентропiї на частинку S/N i, отже,

початкову температуру T̃ захопленого фермi-газу до ввiмкнення оптичної

ґратки вiд температури T . Можна зробити висновок, що в сумiшах з великим

дисбалансом тунелювання (друга реалiзацiя) необхiдно починати з нижчої по-

чаткової температури для наближення до режиму з АФМ кореляцiями. Це може

здатися суперечливим очiкуванням на основi аналiзу ентропiї для однорiдних

систем, наведеного в пiдроздiлi 3.1. Однак ефект стає зрозумiлим з аналiзу

розподiлiв у координатному просторi, якi наведенi на рис. 3.12. Як можна

помiтити, ефект походить вiд меншої кiлькостi ентропiї, яку можна розподiлити

в сумiшах iз дисбалансом тунелювання через значну намагнiченiсть оболонок

за наявностi потенцiалу пастки. Зауважимо, що згiдно з додатковим аналiзом,

i згiдно з розподiлами ентропiї у координатному просторi, що показанi на
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рис. 3.12, зменшення величини потенцiалу пастки в t/t∗ разiв i вiдповiдне

збiльшення загальної кiлькостi частинок у системi не допомагає нiвелювати

основний ефект.

Стосовно потенцiйної компенсацiї феромагнiтних оболонок, то їх наяв-

нiсть необхiдна для забезпечення належного режиму параметрiв у центрi пас-

тки, оптимального для стану Z-АФМ упорядкування. Таким чином, додавання

до системи бiльшої кiлькостi частинок менш рухливого (↓) компонента призведе

не тiльки до конкуренцiї мiж рiзними типами АФМ упорядкування у центрi,

але й до двох феромагнiтних оболонок, якi зазвичай роздiленi в реальному

просторi (див. пiдроздiл 3.2 для деталей). Останнiй факт не дозволяє суттєво

збiльшити ентропiю S/N , необхiдну для спостереження за АФМ кореляцiй

дальнього дiапазону.

Таким чином, iндукування сильної асиметрiї в амплiтудах тунелювання

двокомпонентних сумiшей фермi-атомiв у пастках не призводить до додаткових

переваг з точки зору наближення до АФМ упорядкованого режиму з найвищою

можливою початковою температурою до ввiмкнення ґратки. Однак невелика

(ненульова) асиметрiя в амплiтудах тунелювання може бути все ще дуже ва-

жливим iнгредiєнтом для спостережень за АФМ кореляцiй дальнього дiапазону,

як показано в наступному аналiзi.

Пряме спостереження АФМ кореляцiй та важливiсть контролю на-

пряму для порушення симетрiї. Розглянемо реалiзацiю, коли амплiтуди ту-

нелювання обох спiнових компонентiв можна вважати (а) приблизно або (б,

в) суворо однаковими. У першому випадку вважається, що рiзниця амплiтуд

тунелювання невелика, щоб не впливати на термодинамiчнi властивостi сумiшi,

так що можна слiдувати отриманiй залежностi для збалансованої сумiшi,

показаної на рис. 3.11, але, у той же час, ця рiзниця є досить великою, щоб

впливати на симетрiю в гамiльтонiанi (3.1) контрольованим чином. Вiдповiдно

до пiдроздiлiв 3.1 та 3.2, при низьких температурах система вiддає перевагу Z-

АФМ конфiгурацiї, тобто АФМ упорядкуванню з легкою вiссю. В iншiй границi
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строго рiвних амплiтуд тунелювання розглянемо два випадки: (б) присутнiй

невеликий дисбаланс густини, так що система надає перевагу XY -АФМ упо-

рядкуванню, що вiдповiдає легкiй площинi, i (в) сумiш повнiстю збалансована,

так що АФМ стан вiдповiдає спонтанному порушенню неперервної обертальної

симетрiї SU(2) у псевдоспiновому просторi.

В ходi наступного аналiзу обмежимось вимiрюваннями на основi технiки

мiкоскопу для квантових газiв, таким чином, безпосередньо можна спостерiгати

просторовi кореляцiї, що включають кiлькiсть частинок кожного спiнового

компонента на всiх вузлах ґратки, якi належать до певної площини тривимiрної

установки. Це означає, що кореляцiї легкої вiсi (у напрямку Z тривимiрного

псевдоспiнового простору) можна безпосередньо вимiряти, але для отримання

корисного сигналу з кореляцiй легкої площини (XY -АФМ) потрiбнi, наприклад,

додатковi π/2-обертання в псевдоспiновому просторi, якi слiд виконати зазда-

легiдь (для додаткових деталей див. також [144]). Останнє в ультрахолодних

сумiшах атомiв лужних металiв зазвичай виконується шляхом застосування

додаткових радiочастотних iмпульсiв. Тому, з експериментальної точки зору,

вищезгаданим реалiзацiям симетрiй вiдповiдають наступнi: (а) контроль як

невеликого ненульового дисбалансу тунелювання, так i вiдповiдної рiзницi

густини компонент (для отримання слабких феромагнiтних металевих оболонок

у пастцi), (б) збалансоване тунелювання i невеликий ненульовий дисбаланс

густини та (в) збалансована сумiш в обох аспектах.

Тепер, щоб перейти до кiлькiсних оцiнок у рамках ДТСП, уточнимо

реалiзацiї (а) та (б). Для випадку (а) беремо t↑ = 1.05t, t↓ = 0.95t, i µ↑ = µ↓.

При амплiтудi V = 0.015t це призводить до поляризацiї P = (N↑ − N↓)/(N↑ +

N↓) ≈ 0.09, яка залишається майже постiйною зi змiною температури T/t

(або, аналогiчно, S/N) у дослiджуванiй областi. Отже, для випадку (б) беремо

t↑ = t↓ = t i P ≈ 0.09, що вiдповiдає ∆µ = 0.07t.

Далi, маючи доступ до основної величини, що цiкавить, локальної на-

магнiченостi на вузлi mi ≡ (〈ŜXi 〉, 〈ŜYi 〉, 〈ŜZi 〉) як функцiї вiдстанi r до центру
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пастки, можна вiдтворити очiкуванi зображення заселеностi вузлiв, наприклад,

спiн-↑ компонентом в координатному просторi при конкретних значеннях S/N .

З цiєю метою ми проведемо моделювання Монте-Карло, де (mZ
i +ni/2) викори-

стовується як ваговий коефiцiєнт для зайняття вузла i частинкою зi спiном ↑.

Зокрема, розглядаючи два граничних випадки при n = 1, (i) mZ
i = ±1/2 –

вузол завжди зайнятий (незайнятий) спiн-↑ компонентом, таким чином вузол i

належить до загальної структури шахової дошки; (ii) mZ
i = 0 – вузол i може

належати або нi до структури шахової дошки з однаковою ймовiрнiстю.

Зауважимо, що, з точки зору обчислювального аналiзу та експеримен-

тальних спостережень, зображення для випадку (а) можна отримати безпо-

середньо завдяки АФМ упорядкуванню легкої вiсi, в той час як у випадку

(б) впорядкування вiдбувається в площинi XY . Тому в експериментi потрiбно

виконувати додаткове обертання π/2 у просторi псевдоспiну. У той же час,

у обчислювальнiй процедурi, де обертальна симетрiя U(1) у площинi XY є

спонтанно порушеною, для спрощення аналiзу (наприклад, у напрямку X0),

потрiбно враховувати неконтрольованi ступенi вiльностi обертальної симетрiї

шляхом множення намагнiченостi на числовий коефiцiєнт, що вiдповiдає усере-

дненню довжини проекцiї випадкового вектора на вiсь X0, таким чином, mZ
i =

2mX0

i /π. У випадку (в) додатковi обертання не потрiбнi з експериментальної

точки зору, але з обчислювального боку такi ж аргументи повиннi бути

застосованi i для SU(2)-симетричної системи, таким чином, mZ
i = mZ0

i /2, де

Z0 позначає фiксований напрямок у числовому аналiзi.

Розглядаючи усi три випадки (а)-(в) на рис. 3.13, можна безпосередньо

побачити, що ефекти, обумовленi керованим порушенням симетрiї, можуть

бути значними. Зокрема, можна зробити висновок, що при реалiзацiї (а) при

S/N = 0.6 кореляцiї дальнього дiапазону набагато простiше спостерiгати

безпосередньо за допомогою технiки мiкроскопу для квантових газiв або

бреґґовського розсiювання.

Нарештi, якщо припустити, що в експериментi можна виконати дода-
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Рис. 3.13. Характернi розподiли одного атомного компонента (↑) по вузлах
ґратки (заповненi квадратнi комiрки) при двох рiзних значеннях ентропiї на
частинку i рiзних типах керованого порушення симетрiї у захоплених газах.
Областi з n ≈ 1, де можуть розвиватися АФМ кореляцiї, позначенi колами.

тковий статистичний аналiз, iншими словами, можна порiвняти деякий кiн-

цевий набiр зображень в координатному просторi (подiбний до зображених

на рис. 3.13) з фiксованими параметрами системи (включаючи температуру

та тип реалiзацiї), можна визначити середнiй розмiр найбiльшого домену та

проаналiзувати його залежнiсть вiд температури та типу керованого порушення

симетрiї. З цiєю метою застосуємо процедуру, аналогiчну алгоритму Хошена-

Копельмана в теорiї перколяцiї [158] з урахуванням структури шахової дошки

для доменiв, що призводить до результатiв, представлених на рис. 3.14. Слiд

також зазначити, що зображення, використанi для рис. 3.13 як раз були взятi

близькими до найбiльш вiрогiдних значень F/F0 (див. рис. 3.14) з вiдповiдних

наборiв Монте-Карло зразкiв.

Пiдсумовуючи, можна зробити висновок, що наведений статистичний

аналiз допомагає отримати бiльш корисну iнформацiю про АФМ кореляцiї,

якщо його додавати до одиничних знiмкiв, показаних на рис. 3.13. У всiх
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Рис. 3.14. Залежностi середнього розмiру найбiльшого АФМ упорядкованого
домену всерединi областi r ≤ 12a (iз загальною кiлькiстю вузлiв F0 = 441) вiд
ентропiї на частинку в системi. Кожна точка вiдповiдає усередненню понад
100 Монте-Карло зразкiв (одиничних зображень в координатному просторi,
найбiльш характернi з яких представленi на рис. 3.13).

трьох реалiзацiях (а)-(в) ефекти, що виникають завдяки магнiтним кореляцiям,

може бути добре iдентифiковано та вiдокремлено вiд некорельованого фонового

сигналу. З рис. 3.14 можна встановити, що таке фонове значення F/F0 ≈ 0.13

для системи, що дослiджується. Однак, навiть у цьому випадку помiтна iстотна

перевага реалiзацiї (а), яка має найбiльше спiввiдношення сигнал/шум на всьо-

му iнтервалi ентропiї нижче S/N ≈ 0.9. Додатковi оцiнки, що спираються на

ДТСП аналiзi, показують, що для двовимiрної системи з геометрiєю квадратної

ґратки отриманi залежностi якiсно залишаються незмiнними при вiдповiдному

зменшеннi значень S/N (залежно вiд параметрiв конкретної експериментальної

установки) приблизно на 20%.
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3.4. Вплив ефектiв анiзотропiї оптичних ґраток на многоча-

стинковi властивостi фермi-газiв.

Одною з вирiшальних характеристик ґраткових систем є їх просторова

геометрiя, оскiльки вона суттєво впливає на всi iншi фiзичнi властивостi.

Експериментально геометрiя оптичної ґратки визначається, мiж iншим, про-

сторовим розташуванням лазерних променiв, а можливiсть захоплених атомiв

тунелюватися в межах ґратки потiм налаштовується за допомоги iнтенсивностi

лазера [69, 70]. Зокрема, починаючи з iзотропної кубiчної ґратки i поступово

збiльшуючи iнтенсивнiсть лазера уздовж окремого просторового напряму, утво-

рюється система, що складається з вiдокремлених шарiв квадратних ґраток,

паралельних один iншому i, таким чином, ефективно має мiсце кросовер

вимiрностi простору вiд d = 3 до d = 2 (iнший тип кросоверу, вiд d = 3 до d = 1,

вивчався у вiдповiдному контекстi в роботах [143,159]. Цей пiдроздiл присвячено

аналiзу ефектiв такого кросовера вимiрностi для квантового газу фермiонiв

з локальною взаємодiєю вiдштовхування. Зокрема, вивчаються впорядкованi

фази системи та її термодинамiчнi властивостi. Використовуючи комбiнацiю

ДТСП та наближення локальної густини, проводяться розрахунки для випадку

додаткового зовнiшнього потенцiалу (гармонiчної пастки) та аналiзуються

розподiли частинок у координатному просторi, а також ентропiя системи в

рiзних режимах параметрiв.

Система та модель. Теоретичний опис будується в рамках моделi

Габбарда (див. також пiдроздiл 1.3.1), а просторова анiзотропiя визначається

спiввiдношенням параметрiв tz/t, де параметри тунелювання у площинi xy

встановлюються рiвними (tx = ty ≡ t), а tz змiнюється мiж нулем i t (0 ≤ tz/t ≤

1). Таким чином, розглядається гамiльтонiан Фермi-Габбарда наступного типу:

Ĥ = −
∑
〈ij〉

∑
σ

tij(ĉ
†
iσĉjσ + H.c.) + U

∑
i

n̂i↑n̂i↓ +
∑
i

∑
σ

(Vi − µ)n̂iσ, (3.22)
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де оператори i величини є тими ж самими, як i в моделi (1.76) з тими ж

самими межами застосовностi. Єдиною важливою рiзницею є те, що амплiтуди

тунелювання tij, якi визначаються згiдно з рiвнянням (1.74), можуть приймати

значення в зазначених вище iнтервалах.

Особливостi методу. Аналiз проводиться iз застосуванням ДТСП. Як

зазначено в пiдроздiлi 1.3.5, для вирiшення ґраткової задачi представляється

модель Андерсона (1.91), яка розв’язується для обраного вузла ґратки. Опис

проводиться в рамках формалiзму функцiй Грiна, в термiнах яких викори-

стовуються рiвняння Дайсона (1.95) та застосовуються умови самоузгодження

(1.102). В якостi домiшкового розв’язувача обирається метод точної дiагоналi-

зацiї з максимальним числом орбiталей ns = 5 для кожного з двох спiнових

компонентiв у гамiльтонiанi (1.91).

Проекцiя локальної задачi домiшки на задачу ґратки проводиться за

допомоги рiвняння (1.111), що дозволяє вивчати стани з порушеною симетрiєю,

а саме двопiдґратковi типи впорядкування. У збалансованому випадку, що

вивчається у цьому пiдроздiлi (тобто, дисбаланси в амплiтудах тунелювання

або хiмiчних потенцiалiв мiж двома псевдоспiновими компонентами вiдсутнi) є

додаткова симетрiя, ζAσ = ζBσ̄ , що дозволяє скоротити обчислення, пов’язанi з

рiшенням домiшкової задачi, до одного вузла.

Зауважимо, що (за винятком двосторонньої структури для умови само-

узгодженостi) геометрiя ґратки входить у чисельнi розрахунки лише через

нормовану густину станiв D(ε) невзаємодiючого газу на ґратцi, а саме – через

рiвняння (1.111). Як видно з рис. 3.15, ця величина сильно залежить вiд

можливих анiзотропiй у системi. У роботi [11] були також отриманi аналiтичнi

вирази для D(ε) як функцiї просторової анiзотропiї. Надалi, дослiджується

вплив анiзотропiї тунелювання на основнi властивостi такої системи багатьох

частинок.

Передуючи наступному обговоренню, слiд зазначити, що ДТСП обчисле-

ння для двовимiрної системи передбачають АФМ упорядкування дальнього дiа-
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Рис. 3.15. Профiлi нормованої густини станiв (DOS) невзаємодiючого газу в
перiодичному потенцiалi ґратки при tx/t = ty/t = 1 та рiзних значеннях tz.

пазону, тодi як добре вiдомо, що згiдно з теоремою Мермiна-Вагнера-Гогенберга

таке упорядкування може виникати в iзотропнiй SU(2)-симетричнiй моделi

Габбарда при ненульових температурах лише для d > 2 [160]. Таким чином,

у низьковимiрних однорiдних системах (d ≤ 2) упорядкування для цiєї моделi

можливе лише при T = 0. Однак ДТСП результати для цих систем мають

фiзичну актуальнiсть – обчислена температура Нееля дає хорошу кiлькiсну

оцiнку для областей, де з’являються АФМ кореляцiї короткого дiапазону в

системi [110].

Результати з магнiтного впорядкування. Як i очiкувалося, на основi

вiдомих граничних випадкiв для iзотропного тунелювання у квадратних (tz/t =

0) та кубiчних (tz/t = 1) геометрiях ґраток, спостерiгається збiльшення АФМ

упорядкованої областi зi збiльшенням tz, як показано на рис. 3.16. Зокрема,

при сильному зв’язку (U & 5t) критична температура значно зростає, в

областi промiжної сили взаємодiї U/t лiнiя фазового переходу залишається

приблизно незмiнною, але при низькому U/t АФМ фаза бiльше пригнiчується.
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Рис. 3.16. Фазовi дiаграми для АФМ упорядкованих фаз з амплiтудою туне-
лювання tz/t = 0, 0.5, 1, що обрахованi ДТСП при заповненi зони наполовину
(µ = U/2). Параметр порядку – абсолютне значення змiнної намагнiченостi
m = |ni↑ − ni↓| позначене кольором у площинi UT .

Така поведiнка стає правдоподiбною, коли ми розглянемо вiдомi аналiтичнi

результати для граничних випадкiв.

У випадку U � Zt критична температура Tc визначається як

Tc ∝
√
Zte−c

√
Zt
U ,

де Z – координацiйне число ґратки, c – позитивна константа [75]. У цьо-

му режимi експоненцiальне пригнiчення домiнує над лiнiйним зростанням

iз збiльшенням координацiйного числа Z, що вiдповiдає збiльшенню tz у

дослiджуваному випадку. Для протилежного випадку сильного зв’язку U ggZt

застосовується спiнова модель Гейзенберга (див детальнiше пiдроздiл 1.3.3). У

рамках середньопольового опису Tc пропорцiйна константi АФМ зв’язку J ,

Tc ∝ J =
Zt2

U
.

Як видно з рис. 3.16, середньопольове спiввiдношення мiж критичними темпера-

турами в простих кубiчних i квадратних ґратках, T (3d)
c /T

(2d)
c = 3/2, приблизно

виконується вже при U & 20 t.

Стисливiсть та подвiйна заселенiсть вузлiв ґратки. Електронна про-
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Рис. 3.17. Контурнi лiнiї κe = 0.01/t (суцiльнi) та лiнiї фазового переходу до
АФМ стану (пунктирнi) для tz/t = 0, 0.5, 1. Для бiльших tz кросовер до стану
iзолятора зсувається в бiк бiльших амплiтуд взаємодiї.

вiднiсть є важливою характеристикою у фiзицi твердого тiла. Однак в системах

ультрахолодних атомiв в оптичних ґратках простiше вимiряти стисливiсть,

яка якiсно пов’язана з провiднiстю: електронна система є провiдником, якщо

багатолектронний стан є стисливим. Ця електронна стисливiсть визначається

як похiдна електронної густини по хiмiчному потенцiалу, κe ≡ ∂n
∂µ . На рис. 3.17

показано порiвняння контурних лiнiй з κe = 0.01/t для конкретних значень tz.

Зсув лiнiї контуру в бiк бiльшої сили взаємодiї для бiльших tz у невпорядкованiй

фазi показує, що при певних значеннях параметрiв U i T експериментально

можливо змiнити стисливiсть системи в широкому дiапазонi просто змiнюючи

параметр тунелювання tz (тобто, змiнюючи iнтенсивнiсть лазера в одному

напрямку) та пiдтримуючи постiйними U i T .

Середня подвiйна заселенiсть вузлiв ґратки, що визначається як Di =

〈n̂i↑n̂i↓〉 є ще одним корисним показником для ступеня локалiзацiї фермiо-

нiв i є важливою величиною, що має велике значення в експериментах з

ультрахолодними квантовими газами [161–163]. В режимi сильного зв’язку

та низьких температур було виявлено збiльшення Di зi встановленням АФМ

кореляцiй, якi виникають зi зниженням температури у системi [109, 164]. Для

того, щоб проаналiзувати взаємозв’язок подвiйної заселеностi та магнiтного
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впорядкування, побудуємо обидвi величини D, i m як функцiї температу-

ри на однiй дiаграмi, див. рис. 3.18. Можна чiтко побачити, що зростання

намагнiченостi збiгається з пiдвищенням подвiйної заселеностi при великих

силах взаємодiї вiдповiдно до результатiв, наведених у [109]. Також видно,

що при заданих системних параметрах для двовимiрного випадку (tz/t = 0)

результати добре узгоджуються з тими, що отриманi за допомогою чисельної

методики розширень пов’язаних кластерiв [164].. Однак у тривимiрному випад-

ку отриманi результати вказують на бiльш сильнi залежностi порiвняно з бiльш

точними результатами наближення динамiчного кластера [112]. При промiжнiй

амплiтудi взаємодiї сигнал стає менш вираженим, i нижче певного значення

U/t, навiть спостерiгається зворотня поведiнка: подвiйна заселенiсть плавно

збiльшується безпосередньо перед вступом системи в антиферромагнiтну фазу,

а потiм зменшується зi збiльшенням намагнiченостi. Порiвнюючи дiаграми для

рiзних tz, слiд зауважити, що ефект посилення подвiйної заселеностi через

АФМ кореляцiї виникає при бiльших U для бiльших значень tz, наприклад,

при U ≈ 10t для tz = t i при U ≈ 8t для tz = 0. Цi значення вiдповiдають

парамагнiтнiй областi кросоверу мiж металевими та iзолюючими станами, яка

змiщується в область меншої амплiтуди взаємодiї для менших значень tz (див.

також рис. 3.17).

Загалом спостерiгається бiльш висока подвiйна заселенiсть при меншiй

силi взаємодiї. Цей ефект прямо зрозумiлий з модельного гамiльтонiана (3.22):

подвiйне заселення певного вузла ґратки стає енергетично несприятливим у

разi великої амплiтуди взаємодiї. Збiльшення подвiйної заселеностi в АФМ фазi

в границi сильного зв’язку пов’язане з ефектом вiртуального тунелювання: в

АФМ упорядкованiй системi кожна частинка оточена частинками з протиле-

жним спiном, що дозволяє їй тунелювати практично до всiх Z найближчих

сусiдiв i завдяки цьому знижувати свою енергiю, тодi як у ПМ режимi лише

50% найближчих сусiдiв мають протилежний спiн (див. також [109]). У режимi

слабкого зв’язку парамагнiтний стан є металевим, тобто частинки є делокалi-
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Рис. 3.18. Подвiйна заселенiсть (суцiльнi лiнiї) та намагнiченiсть (пунктирнi
лiнiї) як функцiї температури для рiзних значень U та tz/t = 0, 0.5, 1. При
великих значеннях амплiтуди взаємодiї спостерiгається виражене збiльшення
подвiйної заселеностi нижче температури Нееля.

зованими. Таким чином, подвiйна заселенiсть, як правило, є великою. Однак,

температура впливає на якiсть металевого стану: при бiльш високих темпера-

турах делокалiзацiя частинок порушується термальними флуктуацiями. Отже,

делокалiзацiя i, вiдповiдно, подвiйна заселенiсть збiльшуються при нижчих

значеннях температури. Своєрiднi особливостi у вiдповiдних кривих виникають

при переходi в антиферомагнiтну фазу: подвiйна заселенiсть зменшується,

оскiльки АФМ упорядкування вiдкриває щiлину в спектрi зарядових збуджень,

тобто система стає iзолятором (так званий режим антиферомагнетика Слетера).

Щоб проаналiзувати, як розмiрнiсть системи впливає на подвiйну заселе-

нiсть, виберемо окремi пари точок на магнiтнiй фазовiй дiаграмi, якi вказанi на

рис. 3.19, для яких проаналiзуємо явну залежнiстьD вiд значення tz. Зростання

D особливо сильне, коли змiна tz з нуля до t iндукує АФМ-ПМ фазовий перехiд,

як це вiдбувається у точках 1 та 3. У точках 2 та 4–6 фаза не змiнюється

при будь-якому значеннi tz ∈ [0, t], тому кривi мають майже однаковi нахили.

Отримана залежнiсть подвiйної заселеностi вiд параметра тунелювання tz може

бути використана для виявлення наявностi магнiтних кореляцiй або для вимi-
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Рис. 3.19. Положення точок на магнiтнiй фазовiй дiаграмi з лiнiями переходiв
мiж фазами ПМ та АФМ для d = 2 (tz/t = 0) i d = 3 (tz/t = 1) та порiвняння
залежностей подвiйних заселеностей D для сусiднiх пар. Для кожної кривої
значення для T i U зберiгаються постiйними. (1): U = 2.5t, T = 0.07t, (2):
U = 10t, T = 0.2t, (3): U = 15t, T = 0.35t, (4): U = 2.5t, T = 0.25t, (5):
U = 17.5t, T = 0.4t, (6): U = 10t, T = 0.55t.

рювання температури системи, оскiльки D є експериментально вимiрюваною

величиною, а tz – параметром, що легко налаштовується, а амплiтуда взаємодiї

U – це вiдома величина, що експериментально встановлюється незалежними

методами. Однак у роботi [164] було зазначено, що збiльшення подвiйної

заселеностi у розглянутому режимi параметрiв зустрiчається не тiльки в центрi

пастки з iзолятором Мотта, але i в областях з n < 1. Таким чином, для

iдентифiкацiї збiльшення D як сигналу АФМ упорядкування в експериментах

слiд додатково переконатися, що густина у вимiрюванiй областi пастки близька

до n = 1.

Аналiз ентропiї. В експериментах з ультрахолодними атомами система
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характеризується природним чином загальним числом частинок N та загаль-

ною ентропiєю S. Цi величини в iдеалi можна пiдтримувати фiксованими,

оскiльки система iзольована вiд навколишнього середовища, а основнi пара-

метри можна змiнювати адiабатичним чином. Для теоретичного визначення

ентропiї зазвичай посилаються на визначення зi статистичної термодинамiки:

S = ln Ω (kB = 1), де Ω – кiлькiсть можливих мiкростатiв розглянутої

системи. У моделi Габбарда в рамках однозонного наближення (3.22) один вузол

можна знайти у чотирьох рiзних станах, тому максимальна ентропiя на вузол

задається smax = ln(4). Це граничне значення досягається при половинному

заповненнi зони (кiлькiсть частинок збiгається з кiлькiстю вузлiв) i вiдсутностi

взаємодiї U = 0, де всi чотири можливi стани мають однакову ймовiрнiсть в

рамках мiкроканонiчного опису. Однак у випадку сильної взаємодiї система

стає iзолятором Мотта з лише двома можливими станами (|↑〉 та |↓〉), так

що верхнє граничне значення для ентропiї задається s = ln(2) ≈ 0.69.

Розрахунки комбiнованим методом ДТСП з наближенням локальної густини

дають значення очiкування локальної густини частинок n при рiзних значеннях

хiмiчного потенцiалу. Обраховуючи густину частинок n додатково й при рiзних

температурах, використовується спiввiдношення Максвелла, з якого визначає-

ться ентропiя, що припадає на вузол ґратки згiдно рiвняння (3.5).

Рис. 3.20 показує отриманi iзоентропiчнi кривi в площинi T/U , отриманi

для рiзних значень параметра тунелювання tz. Природно, великi значення

ентропiї виявляються при бiльш високiй температурi. Спостерiгаються хара-

ктернi форми iзентропiчних кривих для малих значень ентропiї (s ≤ 0.7), якi

мають слабкий нахил при слабкiй взаємодiї, рiзко згинаються при досягненнi

АФМ режиму, а потiм слiдують за викривленням границi переходу магнiтної

фази (чорна крива). У лiвiй частинi фазової дiаграми можна спостерiгати так

званий ефект охолодження Померанчука: збiльшення сили взаємодiї U при

постiйнiй ентропiї призводить до зниження температури [108]. Iзентропiчнi

кривi змiщуються в бiк бiльших значень T i U , коли tz збiльшується, що
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Рис. 3.20. Iзентропiчнi кривi у площинi UT , що обчислены ДТСП при
половинному наповненнi зони (µ0 = U/2) для параметрiв тунелювання
tz/t = 0, 0.6, 1.

робить область з ефектом Померанчука бiльше. Однак, згiдно з проведеним

додатковим аналiзом, можна зробити висновок, що це розширення в основному

базується на збiльшеннi ширини зони. Порiвнюючи наведенi результати в

граничних випадках tz/t = 0 i tz/t = 1 з посиланнями [164] i [112, 133]

вiдповiдно, спостерiгаються майже однаковi кiлькiснi завищення критичнi

ентропiї у пiдходi ДТСП. У той же час, якiсна поведiнка зберiгається i добре

узгоджується в обох граничних випадках, i тому очiкується, що результати в

областi кросовера вимiрностi залишаються важливими.

Для аналiзу ефектiв анiзотропiї тунелювання побудуємо залежностi для

температури, яка масштабована на ширину зониW з метою виключення ефекту

її розширення, як функцiй параметра tz для конкретних значень ентропiї. На

рис. 3.21 показанi цi графiки для чотирьох рiзних амплiтуд взаємодiї. Ми спосте-

рiгаємо, що загалом у випадку d = 2 (tz/t = 0) масштабована температура при

заданому значеннi ентропiї бiльша, нiж у випадку d = 3 (tz/t = 1). Цей ефект

можна легко зрозумiти, якщо розглянути ентропiю як мiру невпорядкованостi:

перехiд вiд d = 2 до d = 3 збiльшує кiлькiсть найближчих сусiдiв з Z = 4 до Z =

6, вiдкриваючи ще два варiанти тунелювання для кожного вузла ґратки (тобто,

у позитивному та негативному напряму вздовж z). Отже, ентропiя системи
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повинна зростати, але оскiльки її значення зберiгається фiксованим, її спряжена

термодинамiчна змiнна – температура повинна зменшуватись. Однак зниження

T/W взагалi не є монотонним: для конкретних значень U та s iзоентропiчнi

кривi демонструють мiнiмум при промiжних значеннях tz. Цей ефект пов’язано

з фазовими переходами у системi. Нахил iзентропiчних кривих стає позитивним,

коли спочатку АФМ упорядкована система (областi, зафарбованi сiрим на

рисунку) переходить у парамагнiтний стан. Знову ж таки, цей ефект може бути

пояснений на залежностях для ентропiї: у АФМ фазi спiни впорядковуються за

шаховим порядком, так що тунелювання можливе для кожного з найближчих

сусiднiх вузлiв. Однак у парамагнiтнiй фазi в середньому лише 50% сусiднiх

вузлiв зайнятi фермiонами з протилежним спiном. Таким чином, iз переходом

у парамагнiтний стан ентропiя повинна зменшуватися, i завдяки тому ж

аргументу, що також наведено вище, температура зростає.

Ознаки переходiв, що iндукованi анiзотропiєю, в координатних розпо-

дiлах величин. Розподiли густини атомiв у координатному просторi є експе-

риментально вимiрюваними величинами за допомоги технiк мiкроскопу для

квантових газiв [142, 149–151, 165]. У наближеннi локальної густини це еквi-

валентно вимiрюванню густини як функцiї хiмiчного потенцiалу для заданої

температури. Використовуючи ДТСП з наближенням локальної густини, про-
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взаємодiї при рiзних температурах, що позначенi точками на дiаграмi праворуч.
Амплiтуда гармонiчного потенцiалу пастки V = 0.1t, a – стала ґратки.

аналiзуємо розподiли величин для рiзних режимiв параметрiв системи, якi

позначенi точками у дiаграмi праворуч на рис. 3.22.

Зауважимо, що температури обранi таким чином, щоб на нижнiх значе-

ннях d = 2 та d = 3 системи знаходились в рiзних магнiтних фазах: у режимi

слабкого зв’язку при U = 3t та T = 0.1t двовимiрна система знаходиться в станi

АФМ iзолятора, тодi як тривимiрна система знаходиться у станi парамагнiтного

металу (хоча й дуже близька до лiнiї магнiтного переходу, тому iснує ненульова

намагнiченiсть). Аналогiчно, в режимi сильної взаємодiї при U = 13t та

T = 0.37t випадок d = 2 вiдповiдає парамагнiтному iзолятору, тодi як d =

3 система знаходиться в фазi АФМ iзолятору. У кожному випадку густина

частинок дорiвнює одиницi в центрi пастки i зменшується зi збiльшенням
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вiдстанi вiд центру пастки, щоб остаточно зникнути при певних значеннях r.

Форма розподiлу густини вiдрiзняється залежно вiд значень параметрiв U та

T . У режимi сильної зв’язку (U/t = 13) обидва профiлi густини демонструють

широке плато в центрi пастки, що вказує на стан iзолятора. Однак у разi

слабкої взаємодiї це плато може бути слугувати ознакою АФМ упорядкованого

стану: воно з’являється лише тодi, коли є значна намагнiченiсть. Таким чином,

в режимi слабкого зв’язку особливостi профiлю густини в експериментi можуть

бути використанi для виявлення фази АФМ без вимiрювання iнших локальних

кореляторiв. В iнших режимах залишається важливим отримати доступ до

додаткових величин, таких як намагнiченiсть та подвiйна заселенiсть, щоб

визначити фазу системи. Слiд також зазначити, що рiзкi змiни в кривих,

що спостерiгаються у випадку U/t = 3, T/t = 0.1 (d = 2) та U/t = 13,

T/t = 0.37 (d = 3), на границях АФМ фази, як вiдомо, є особливостями опису

наближенням локальної густини i розгладжуються в реальнiй системi завдяки

ефектам близькостi (див., наприклад, рис. 3.3).

Висновки до роздiлу 3

Результати дослiджень, представлених у даному роздiлi, опублiковано в

статтях [9–12]. Серед основних результатiв в якостi висновкiв можна видiлити

наступнi:

• Продемонстровано переваги незбалансованих двокомпонентних сумi-

шей ультрахолодних фермiонiв над збалансованими сумiшами для наближення

до квантового магнетизму. Для рiзних значень дисбалансу порiвняно мiж

собою критичнi температури та iзоентропiчнi кривi, отриманi в рамках ДТСП,

i показано, що для незбалансованих сумiшей критичну область може бути

досягнуто при бiльш високих значеннях ентропiї, нiж для збалансованих

сумiшей. Також показано, що ультрахолоднi фермi-гази з незбалансованими

амплiтудами тунелювання в упорядкованому станi Нееля мають додатковий
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параметр порядку у виглядi хвилi зарядової густини, що забезпечує їх альтер-

нативною ознакою для виявлення квантового магнетизму в оптичних ґратках.

• Вивчено антиферомагнiтно впорядкованi фази, якi виникають у дво-

компонентних ультрахолодних фермiонних сумiшах з дисбалансом амплiтуд

тунелювання i густини. Аналiз проведено в рамках ДТСП та її узагальнення

для координатного простору при ненульовiй температурi. Вказується, що два

типи дисбалансу надають перевагу рiзним типам АФМ упорядкованих фаз:

дисбаланс тунелювання сприяє феримагнiтнiй фазi, в той час як дисбаланс

густини призводить до нахиленої антиферомагнiтної фази. За вiдсутностi

дисбалансу густини теоретично показано переваги масово незбалансованих

сумiшей, тобто пiдвищення критичної температури та можливiсть охолодження

системи шляхом адiабатичної змiни сили взаємодiї до температур нижчих, нiж

це можливо для сумiшей з однаковими амплiтудами тунелювання. Керуючись

точними значеннями критичної ентропiї у граничних випадках моделей Гейзен-

берга та Iзiнга, виявлено, що ДТСП дає кращий прогноз критичної ентропiї для

незбалансованих сумiшей порiвняно зi збалансованими, що робить системи з

дисбалансом тунелювання ще вигiднiшими для спостереження явищ магнiтного

впорядкування в оптичних ґратках.

• За наявностi обох типiв дисбалансу густини i тунелювання отримано

фазовi дiаграми з вiдповiдними фазовими переходами першого роду мiж

рiзними магнiтними станами. Виявлено, що АФМ впорядкування є найбiльш

нестабiльним до термальних флуктуацiй в областях з потрiйною точкою. З цiєю

метою проведено аналiз стабiльностi впорядкованих фаз вiдносно дисбалансу

густини при рiзних температурах. При нульовiй температурi виявлено, що

при всiх поляризацiях розвивається АФМ впорядкування. Також отримано

розподiл густини та намагнiченостi в координатному просторi незбалансова-

них сумiшей у потенцiалах гармонiчних пасток. Показано, що, залежно вiд

загальної поляризацiї, сумiш з рiзними амплiтудами тунелювання може мати

рiзнi впорядкованi фази в центральнiй частинi та рiзнi магнiтнi оболонки.
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Детальний опис цих ефектiв може допомогти не тiльки у пiдготовцi сумiшей

до вiдповiдних магнiтних рiвноважних станiв, а й у виявленнi АФМ кореляцiй

в ультрахолодних газах.

• Теоретично вивчено перспективи оптичних ґраток, залежних вiд стану,

реалiзованих у роботi [146], з метою наближення та спостереження квантових

станiв багатьох частинок з дальнiми магнiтними кореляцiями в ультрахолодних

двокомпонентних фермiонних сумiшах. Зроблено висновок, що з урахуванням

зовнiшнього гармонiчного потенцiалу немає додаткових переваг сумiшей з вели-

ким дисбалансом амплiтуд тунелювання для наближення до квантового магне-

тизму при фiксованому значеннi ентропiї на частинку в системi. Найсильнiший

ефект у цьому випадку виникає вiд структури металевих оболонок, якi мають

ненульову намагнiченiсть i, таким чином, мiстять менше ентропiї, нiж у збалан-

сованому випадку. Проаналiзовано можливiсть керувати напрямом порушення

спiнової симетрiї за допомоги оптичних ґраток, тунелювання в яких залежить

вiд внутрiшнього стану атомiв. Показано, що системи з невеликим ненульовим

дисбалансом тунелювання мають чiткi переваги серед iнших для спостережень

на основi вимiрювань кiлькостi частинок i, зокрема, в розроблених експери-

ментальних методах, що використовують квантовий газовий мiкроскоп для

ультрахолодних фермiонiв [149–154]. Отримано характернi розподiли густини

атомiв в координатному просторi ґраток та проведено статистичний аналiз їх

структури, який дозволив визначити значення для ентропiї на частинку, що

вiдповiдає появi АФМ упорядкованих доменiв в системi.

• Вивчено вплив анiзотропiї тунелювання на фiзичнi властивостi фермi-

газiв в оптичних ґратках з простою кубiчною геометрiєю. Аналiз побудовано

на обчисленнях ДТСП для параметрiв тунелювання tx = ty ≡ t i tz/t ∈

[0.0, 1.0]. Виявлено, що всi характернi властивостi системи багатьох частинок i

квантовi фази системи залежать вiд tz. Зокрема, проаналiзовано суттєвi змiни

на магнiтних фазових дiаграмах, якi залежать вiд сили взаємодiї нетривiаль-

ним способом: критична температура для АФМ фази зменшується з tz при
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малих значеннях U , але збiльшується з tz в режимi сильного зв’язку. Така

поведiнка узгоджується з аналiтичними виразами iз пiдходiв середнього поля

для граничних випадкiв U � Zt та U � Zt, якi мають рiзну залежнiсть

вiд координацiйного числа Z. Аналiз локалiзацiйних властивостей показав,

що експериментально можливо змiнити стисливiсть системи, просто змiнивши

tz i пiдтримуючи постiйними iншi параметри (U i T ). Подвiйна заселенiсть

збiльшується зi збiльшенням tz i показує виражену залежнiсть вiд магнiтної

фази системи. Таким чином, в експериментах подвiйну заселенiсть можна

використовувати для визначення наявностi магнiтних кореляцiй у системi або

для вимiрювання температури.

• У поєднаннi з наближенням локальної густини проаналiзовано ентро-

пiю та профiлi густини у координатному просторi для системи в зовнiшньому

гармонiчному потенцiалi пасток. При аналiзi ентропiї виявлено, що область з

наявнiстю ефекту Померанчука збiльшується зi збiльшенням tz. При постiй-

нiй ентропiї температура зазвичай знижується з tz, що просто пояснюється

збiльшенням координацiйного числа. Однак, коли спочатку АФМ упорядкована

система переходить у парамагнiтний стан, температура знову пiдвищується.

Аналiз розподiлу густини частинок у координатному просторi показав, що при

слабкiй силi взаємодiї перехiд у АФМ упорядкований стан вiдповiдає появi

плато в профiлi густини. Таким чином, ця ознака також може бути використана

для виявлення антиферомагнiтної фази в експериментах.
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РОЗДIЛ 4

НИЗЬКОТЕМПЕРАТУРНI ФАЗИ БАГАТОКОМПОНЕНТНИХ

ФЕРМI-ГАЗIВ В ОПТИЧНИХ ҐРАТКАХ

4.1. Магнiтне впорядкування трикомпонентних атомних сумi-

шей в оптичних ґратках.

Мотивацiя дослiджень. Багатокомпонентнi сумiшi ультрахолодних фер-

мiонiв в оптичних ґратках є новими та дуже перспективними системами

багатьох частинок, якi привертають увагу з точки зору наявних фундамен-

тальних вiдкритих питань, таких як колективнi збудження за наявностi високої

симетрiї, кольорова надплиннiсть, високоспiнового магнетизму та немагнiтного

основного стану, а також наслiдкiв порушення конкретних симетрiй у висо-

косиметричних моделях. Завдяки вражаючому експериментальному прогресу,

досягнутому за останнi кiлька рокiв, вже було помiчено ряд цiкавих явищ,

властивих цим системам [98,166–169]. Для дослiдження магнiтних властивостей

основного стану в фермi-газах, що складаються як з двох, так i з бiльшого числа

атомних компонентiв, необхiдним є додаткове охолодження в цих системах. У

цьому напрямку нещодавно було досягнуто важливого прогресу у розумiннi

механiзмiв охолодження [96, 170–172] та детектування магнiтних кореляцiй

короткого дiапазону [143] в оптичних ґратках. Тому, щоб поєднати прогрес в

обох напрямках i продовжувати дослiдження далi, потрiбнi кiлькiснi прогнози

щодо магнiтних фаз у ультрахолодних сумiшах трьох i бiльше компонентiв в

оптичних ґратках.

Було проведено ряд важливих теоретичних розрахункiв з метою ви-

вчення фаз основного стану у високоспiнових фермiонних сумiшах; зокрема,

трикомпонентних сумiшей в контекстi кольорової надплинностi та трiонних

фаз [173–176]. Для взаємодiй вiдштовхування запропоновано багато магнiтних
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основних станiв при рiзних заповненнях зони та нульовiй температурi як у

випадку повної [177], так i порушеної [178] SU(3) симетрiї в гамiльтонiанi

Габбарда. При заповненнi однiєю частинкою на один вузол (заповнення зони

на 1/3) та сильних взаємодiях цi сумiшi можуть бути описанi вiдповiдною

моделлю Гейзенберга. Як це було аргументовано у роботi [179], система, що

описується SU(3)-симетричною моделлю Гейзенберга, зазнає переходiв мiж

рiзними пiдґратковими АФМ упорядкованими станами у простих геометрiях

ґраток при ненульовiй температурi.

Що стосується моделей з вищими симетрiями, то тривають дискусiї щодо

основних станiв SU(4)-симетричної моделi Габбарда та вiдповiдних моделей

Гейзенберга через рiзнi, а iнодi i суперечливi теоретичнi передбачення [180–183].

Стосовно ж моделей з симетрiями SU(N ≥ 5), то бiльшiсть дослiджень

сходяться на тому, що магнiтний порядок дальнього дiапазону пригнiчується

навiть при нульовiй температурi [180, 184–187]. У цьому пiдроздiлi вивчимо

властивостi магнiтного упорядкування в трикомпонентних сумiшах, що опи-

суються гамiльтонiаном Фермi-Габбарда при помiрних амплiтудах локальної

взаємодiї компонентiв.

Модель. Оскiльки фiзика трикомпонентних фермiонних сумiшей досить

багата, обмежимося наближенням сильного зв’язування в перiодичному потен-

цiалi, що дiє для досить глибоких оптичних ґраток та низького їх заповнення

атомами. Зокрема, будемо виходити з гамiльтонiану Фермi-Габбарда наступного

типу:

Ĥ = −
∑
〈ij〉,α

tα
(
ĉ†iαĉjα + H.c.

)
+
∑
i,β>α

Uαβn̂iαn̂iβ +
∑
i,α

(Vi − µα)n̂iα, (4.1)

де tα – амплiтуда тунелювання атомного компонента α = {a, b, c}, ĉ†iα (ĉiα)

– вiдповiдний оператор народження (знищення) атома α на вузлi ґратки i,

позначення 〈ij〉 означає пiдсумовування тiльки по сусiднiх вузлах, а Uαβ –

амплiтуда локальної взаємодiї вiдштовхування (Uαβ > 0 ∀α, β) двох рiзних
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компонентiв з густинами n̂iα i n̂iβ (n̂iα = ĉ†iαĉiα). В останньому доданку Vi –

амплiтуда зовнiшнього (наприклад, гармонiчного) потенцiалу пастки на вузлi i,

а µα – хiмiчний потенцiал компонента α. Зауважимо, що гармонiчний потенцiал

вважається незалежним вiд атомних станiв. Гамiльтонiан (4.1) вiдповiдає одно-

зонному наближенню; iншими словами, розглядається випадок досить сильного

потенцiалу ґратки, Vlat & 5Er, де Er – енергiя вiддачi атомiв.

Використовуючи перетворення Шрiффера-Вольфа в границi сильного

зв’язку tα � Uαβ, див. також пiдроздiл 1.3.3, у випадку заповнення зони на 1/3,∑
α niα ≈ 1, можна привести гамiльтонiан (4.1) до ефективної спiнової моделi.

Для системи, що дослiджується, таке перетворення призводить до наступного

визначення:

Ĥeff = −
∑
〈ij〉

∑
β>α

(
J
‖
αβn̂iαn̂jβ − J

⊥
αβ ĉ
†
iαĉiβ ĉ

†
jβ ĉjα

)
+

+(µa − µb)
∑
i

Ŝ3i +
1√
3

(µa + µb − 2µc)
∑
i

Ŝ8i , (4.2)

де Ŝk – оператор проекцiї псевдоспiну (генератор групи SU(3)) на вiсь k в

ефективному восьмивимiрному спiновому просторi. Спiновi оператори зручно

виражати в термiнах матриць Гелл-Мана [188] λk = {λ1, . . . ,λ8} способом,

аналогiчним випадку частинок зi спiном 1/2, Ŝk = 1
2 ĉ
†
αλkαβ ĉβ. Ефективнi

константи магнiтного зв’язку J‖αβ = 2(t2α+t2β)/Uαβ та J⊥αβ = 4tαtβ/Uαβ. Подiбним

чином до анiзотропної моделi Гейзенберга (XXZ моделi) для фермiонiв зi

спiном 1/2, див. також формулу (3.6), цi константи визначають вiдносну

амплiтуду легковiсних (iзiнговського типу, J‖) або легкоплощинних (XY типу,

J⊥) магнiтних кореляцiй, якi впливають на основнi магнiтнi стани системи.

Метод. У цьому пiдроздiлi використовується динамiчна теорiя середнього

поля (ДТСП) та її узагальнення для координатного простору (див. детальнiше

пiдроздiл 1.3.5) для вивчення властивостей магнiтного упорядкування в роз-

глянутiй системi. Хоча це не точний метод у випадку квадратної та кубiчної
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ґратки (з координацiйними числами z = 4 i z = 6, вiдповiдно), результати,

отриманi ДТСП, є важливим орiєнтиром як для експериментiв, так i для бiльш

досконалих методiв, таких як квантовi Монте-Карло обчислення, обчислювання

в рамках яких досить нетривiальнi (якщо можливi) через загальну наявнiсть

проблеми фермiонного знаку у вiдповiдних сумiшах з непарною кiлькiстю

спiнових компонентiв [189].

У даному пiдроздiлi для вирiшення ефективної квантової задачi домiшки

обрано розв’язувач Монте-Карло безперервного часу з розкладанням гiбридиза-

цiї (CT-HYB) [104], оскiльки такий пiдхiд дозволяє досить просто узагальнити

теоретичний опис на випадок довiльної кiлькостi спiнових компонентiв у

системi. В рамках цього пiдходу обмежимось вимiрюванням величин, якi є

дiагональними у спiновому просторi, але пiдхiд можна також узагальнити й до

величин, що мають ненульовi позадiагональнi елементи у вiдповiдних матрицях

гiбридизацiї.

Оскiльки важливими є теоретичнi передбачення для експериментально-

релевантних геометрiй ґраток (наприклад, квадратних або кубiчних), пiсля

вирiшення задачi домiшки у просторi уявного часу необхiдно виразити всi вiд-

повiднi величини у просторi частот Мацубари (цiєї процедури можна уникнути

лише для нескiнченномiрної ґратки Бете завдяки притаманнiй її структурi без

кiлець). Для зменшення ефектiв числового шуму у самоенергiї використовує-

ться представлення в термiнах полiномiв Лежандра [190] i обчислюються як

дво-, так i чотириточковi функцiї Грiна [191]. Тодi можна узагальнити вираз

для самоенергiї (3.11) i записати спiн-дiагональнi елементи наступним чином:

Σα(iωn) =
∑
β>α

UαβFαβ(iωn)/Gα(iωn), (4.3)

де Fαβ(iωn) – фур’є-образ вiдповiдної чотириточкової функцiї Грiна Fαβ(τ −

τ ′) = −〈Tτ ĉα(τ)ĉ†α(τ ′)n̂β(τ ′)〉, де T – оператор часового упорядкування.

В узагальненнi ДТСП для координатного простору, самоенергiї входять
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до вiдповiдної матрицi (ґраткове рiвняння Дайсона) у координатному просторi

як

(G−1
α )ij = (iωn + µα − Vi − Σαi)δij + tαij , (4.4)

де tαij – матричний елемент тунелювання (i та j – iндекси вузлiв). Обернення

матрицi в рiвняннi (4.4) призводить до матрицi, що має локальнi функцiї Грiна

вздовж основної дiагоналi. Далi використовується локальне рiвняння Дайсона

G−1
αi (iωn) = G−1

αii(iωn) + Σαi(iωn), (4.5)

де Gαi – функцiя Вейса (тобто, динамiчне середнє поле) ефективної моделi

домiшок на вузлi i, i виражається вiдповiдна функцiя гiбридизацiї для нової

iтерацiї ДТСП

Γαi(−iωn) = iωn + µα − G−1
αi (iωn). (4.6)

Для зменшення помилки в новiй функцiї гiбридизацiї на вiсi уявного часу Γ(τ),

що походить вiд числового зворотного перетворення Фур’є, використовується

знання про її асимптотичну поведiнку на великих частотах

[
Γαi(−iωn)−

〈ε2〉
iωn

]
−→

[
Γαi(τ) +

〈ε2〉
2

]
. (4.7)

Величина 〈ε2〉 може бути обчислена вiдповiдно до густини станiв D(ε) невзає-

модiючої системи для конкретної геометрiї ґратки, 〈ε2〉 =
∫
D(ε)ε2dε.

Результати. У цьому пiдроздiлi зосередимось на випадку заповнення

зони на 1/3. Слiд зазначити, що в такому випадку для значення хiмiчного

потенцiалу немає точного виразу, як для випадку половинного заповнення зони.

Для SU(N)-симетричної сумiшi при половинному заповненнi можна вивести

загальне спiввiдношення µ = U
2 (N−1), що пояснюється симетрiєю по вiдношен-
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Рис. 4.1. Залежнiсть густини атомiв вiд хiмiчного потенцiалу для SU(3)-
симетричної сумiшi в кубiчнiй ґратцi при U = 10t i T = 0.5t. (Вставка)
Залежнiсть хiмiчного потенцiалу µ/U вiд сили взаємодiї U/t при густинi n = 1

для рiзних температур, що показує, що зсув пропорцiйний t/U .

ню частинка-дiрка у гамiльтонiанi Габбарда. Очевидно, що для iнших значень

наповнення зони немає такої симетрiї, i ефекти, що виникають вiд принципу

заборони Паулi, можуть мати сильний вплив. Зокрема, з рис. 4.1 можна

зробити висновок, що приблизна умова µ = U/2 гарантує зайняття однiєю

частинкою вузла лише далеко в границi сильного зв’язку (стан iзолятора). При

слабкiй та помiрнiй силi взаємодiї хiмiчнi потенцiали повиннi бути додатково

вiдрегульованi для належної густини атомiв у системi.

Для розрiзнення типiв пiдґраткового впорядкування у трикомпонентнiй

сумiшi при низьких температурах, як це було аргументовано у роботi [179] для

вiдповiдної моделi Гейзенберга, застосовується наведене узагальнення ДТСП

для системи, що описується рiвнянням (4.1). Використовуються перiодичнi

граничнi умови, якi входять до чисельного аналiзу через елементи матрицi tαij у

рiвняннi (4.4), а також розмiри системи з кiлькiстю вузлiв у кожному напрямку,

якi є цiлими кратними просторової перiодичної структури впорядкування

в системi, наприклад, 63 i 123 вузлiв. Залежно вiд параметрiв Габбарда i

температури, спостерiгаються кiлька магнiтних основних станiв, наведених на

рис. 4.2 (тут i надалi будуть використанi числа для спiнових iндексiв). У системi
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Рис. 4.2. Зображення пiдґраткового впорядкування двох типiв та вiдповiдних
трьох типiв магнiтних фаз, що спостерiгаються в ДТСП аналiзi при заповненнi
зони на 1/3 для трикомпонентної сумiшi фермi-атомiв. Зображенi стани з двома
пiдґратками (праворуч) можна зрозумiти наступним чином: ХГК2 – атоми «1»
та «2» є у протифазi до «3», АВК – атоми «3» не беруть участi у впорядкуваннi.

може вiдбуватися трипiдґраткове впорядкування, що вiдповiдає хвилi густини

кольору першого типу (ХГК1) з хвильовим вектором впорядкування Q =

(±2π/3,±2π/3,±2π/3) (усi знаки ± не залежать один вiд одного; стала ґратки

обрана рiвною одиницi), i двопiдґраткове впорядкування, що характеризується

Q = (π, π, π) з двома рiзними антиферомагнiтними станами: другий тип хвилi

густини кольору (ХГК2) або антиферомагнетик з видiленим кольором (АВК).

Для вивчення переходiв мiж цими станами проведемо розрахунки при

рiзних температурах. Функцiї гiбридизацiї (4.6) аналiзуються на кожному вузлi

ґратки i для кожної iтерацiї ДТСП, та у разi успiшної збiжностi алгоритму

збираються значення кореляцiйних функцiй з домiшкового розв’язувача, зокре-

ма, значення густини 〈n̂iα〉 для кожного спiнового компонента α. Просторова

перiодичнiсть та значення цих величин дозволяють безпосередньо визначити

фази, означенi на рис. 4.2 та вiдповiднi критичнi температури. На рис. 4.3

показано спостережуванi магнiтнi фази як за наявностi повної симетрiї SU(3),
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Рис. 4.3. Фазовi переходи мiж рiзними впорядкованими станами, що обчисленi
узагальненою ДТСП для кубiчної ґратки з 123 вузлiв. Параметри обрано
наступними: U12 = U + ∆12, U13 = U23 = U −∆12/2, U = 12t.

так i у випадку порушеної симетрiї внаслiдок рiзної амплiтуди взаємодiї мiж

компонентами.

З рис. 4.3 можна проаналiзувати критичнi температури для рiзних типiв

пiдґраткового впорядкування. Зокрема, залежностi показують, що явище впо-

рядкування слiд спостерiгати при помiрних температурах порядку амплiтуди

обмiнної взаємодiї t2/U , як i у випадку частинок у двокомпонентних сумiшах.

Як можна також побачити, фази з двома пiдґратками (ХГК2 та АВК) бiльш

стiйкi до термальних флуктуацiй, тодi як трискладове впорядкування (ХГК1)

бiльш сприйнятливе до квантових флуктуацiй, що цiлком узгоджується з

результатами [179] для вiдповiдної SU(3) симетричної моделi Гейзенберга на

основi квазiкласичного аналiзу. Зауважимо, що узагальнений ДТСП аналiз

проведено також для квадратної ґратки, який показує таку ж структуру фаз,

як показано на рис. 4.3 iз меншими числовими значеннями для всiх критичних

температур через менше координацiйне число квадратної ґратки.

Необхiдно також зробити кiлька важливих тверджень про магнiтнi фази

за наявностi рiзної взаємодiї мiж компонентами, якi можна реалiзувати в
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ультрахолодних газах атомiв лужних металiв за допомоги резонансiв Фешбаха.

По-перше, слiд зазначити, що асиметрiя у взаємодiї знiмає виродження у

двопiдґратковому магнiтному станi так само, як i у випадку половинного

заповнення зони, вивченого у роботi [178]; тут вибiр конкретного стану ви-

значається вiдношенням мiж рiзними амплiтудами магнiтного зв’язку J
‖
αβ.

По-друге, спостережуване зниження критичних температур для магнiтного

впорядкування можна пояснити з аналiзу ефективної спiнової моделi, описаної

у рiвнянням (4.2). Зауважимо, що порядок ХГК1 включає всi три амплiтудами

магнiтного зв’язку J
‖
αβ, тому критична температура сильно залежить вiд

мiнiмальної з амплiтуд магнiтного зв’язку, яка в асиметричних випадках,

показаних на рис. 4.3 нижче, нiж у симетричному випадку SU(3). Додаткове

зниження критичних температур двопiдґраткового впорядкування в асиметри-

чних режимах можна пояснити змiнами енергiї багаточастинкових станiв на

основi аналiзу доданку ĤU =
∑

i

∑
β>α Uαβn̂iαn̂iβ у рiвняннi (4.1). Фактично,

змiна асиметрiї взаємодiї шляхом змiни лише параметра ∆12, як на рис. 4.3

залишає незмiнними власнi значення ĤU у парамагнiтнiй областi незалежно вiд

значення ∆12 (припускаючи, що всi отриманi Uαβ залишаються позитивними).

Але в упорядкованiй фазi (ХГК2 або АВК) власнi значення ĤU рiзнi для

рiзних значень ∆12. Зокрема, стан ХГК2 стає енергетично бiльш прийнятним

зi збiльшенням ∆12 > 0, а стан АВК – зi зменшенням ∆12 < 0.

Вiдзначимо ще один експериментально релевантний ефект, що виникає вiд

асиметрiї в силах взаємодiї Uαβ. Вищезгадане порушення симетрiї SU(3) за допо-

моги резонансiв Фешбаха може призвести до сильного просторового роздiлення

атомних компонентiв у гармонiчнiй пастцi. На рис. 4.4 показано цей ефект для

дiапазону температур i асиметрiй, вищих, нiж розглянуто вище, тобто таких,

що є легше досяжними в умовах сучасних експериментiв з ультрахолодними

газами лужних металiв (наприклад, 40K в експериментах [166,169]). Крiм того,

такий вибiр дозволяє виключати ефекти, що пов’язанi з процесами вiртуального

обмiну. Природно, показане просторове роздiлення компонентiв вiдбувається
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Рис. 4.4. Розподiли сумарної густини атомiв та густини компонентiв (намагнi-
ченостi) у координацiйному просторi, що обчисленi ДТСП для кубiчної ґратки
й асиметричних амплiтуд взаємодiї мiж трьома компонентами. Параметри є
наступними: T = 4t, Vi = 0.04t(ri/a)2, де a – стала ґратки; (а) та (б):
U12 = U13 = 20t, U23 = 40t, µ1 = 45t, µ2 = µ3 = 60t; (в) та (г): U12 = U13 = 40t,
U23 = 20t, µ1 = 60t, µ2 = µ3 = 45t.

також i при нижчих температурах з ще бiльш вираженим ефектом роздiлення.

Асиметрiя в амплiтудах взаємодiї ефективно призводить до додаткового

утримуючого потенцiалу, що залежить вiд внутрiшнього стану атомiв. Завдяки

цьому механiзму виникають рiзнокольоровi структури оболонок Мотта, що

складаються з одного або декiлькох компонентiв. Цi структури також цiкавi

з точки зору становозалежних динамiчних властивостей та можливих засто-

сувань для додаткового охолодження газiв, оскiльки мiстять значно меншу

ентропiю на частинку, нiж у SU(3)-симетричному випадку [170, 171]. Останнiй

факт, зокрема, може допомогти в експериментах досягти та бiльш детально

вивчити магнiтнi багаточастинковi фази, що теоретично передбаченi в цьому

пiдроздiлi.
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4.2. Термодинамiчнi властивостi трикомпонентних атомних су-

мiшей в оптичних ґратках в околi фазових переходiв.

За останнє десятирiччя досягнуто помiтного експериментального прогре-

су у наближеннi до магнетизму з використанням ультрахолодних двокомпонен-

тних атомних сумiшей в оптичних ґратках, де недавно були виявленi та вимiрянi

антиферомагнiтнi кореляцiї короткого дiапазону [143, 147]. Вважається, що

спостереження та подальшi детальнi дослiдження сумiжних станiв речовини

дальнього порядку разом з iншими новими квантовими фазами допоможуть

не тiльки в проектуваннi нових типiв сильно корельованих матерiалiв, але

i у квантовому моделюваннi згiдно з оригiнальною iдеєю Р. Фейнмана [1].

У той же час, згаданий експериментальний успiх разом iз ще iснуючими

проблемами (наприклад, обмеженнями в охолодженнi [96]) все бiльше розширює

дослiдницький кругозiр та коло можливих застосувань.

З теоретичної точки зору, тодi як основнi властивостi магнiтних фаз даль-

нього порядку (наприклад, фазовi дiаграми та критичнi ентропiї) визначено з

достатньою точнiстю для однозонної двокомпонентної моделi Фермi-Габбарда

(див. роздiл 3 для додаткових деталей), є набагато менше кiлькiсних прогнозiв

для багатокомпонентних сумiшей фермi-частинок, включно з випадками ви-

соких симетрiй мiж компонентами. Однак є чiткi докази того, що цi системи

володiють дуже багатою фiзикою, що призводить до рiзноманiтних квантових

фаз багатьох частинок та їх унiкальних властивостей, див., наприклад, робо-

ти [173,174,177–179,192] та пiдроздiл 4.1.

У цьому пiдроздiлi проводиться узагальнення пiдходу динамiчного се-

реднього поля задля бiльш детального вивчення магнiтних фаз дальнього

дiапазону в SU(3)-симетричнiй моделi Габбарда та визначити структуру фазової

дiаграми при ненульових температурах залежно вiд основних параметрiв

системи, амплiтуд тунелювання та локальної взаємодiї, якi можна змiнювати

в широких дiапазонах для ультрахолодних атомiв в оптичних ґратках. Однак

мета полягає ще у тому, щоб краще розумiти, чи можна вважати багатокомпо-
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нентнi сумiшi вигiдними порiвняно з їх двокомпонентними аналогами з метою

наближення до конкретних станiв дальнього дiапазону, як це запропоновано у

роботах [167,172,193].

Модель. Зосередимось на ультрахолодних газових сумiшах з SU(3) симе-

трiєю компонент (фермi-атомiв у трьох рiзних внутрiшнiх квантових станах),

тобто на моделi (4.1), у якiй tα = t ∀α та Uαβ = U ∀α 6= β. Усi iншi параметри

мають теж саме значення, як i в гамiльтонiанi (4.1). Таку систему можна

експериментально реалiзувати, завантаживши в оптичну ґратку ультрахолоднi

атоми, якi знаходяться в трьох рiзних квантових станах надтонкої структури.

Оскiльки атоми у всiх трьох внутрiшнiх станах, що розглядаються як псевдо-

спiновi компоненти групи SU(3) нижче, повиннi взаємодiяти один з одним з

однаковою силою U , вiдповiдними кандидатами є сумiшi атомiв лужноземель-

них металiв (173Yb i 87Sr; див., наприклад, роботи [98,194]) та сумiшi атомiв 40K,

де за допомогою правильного вибору станiв надтонкої структури та резонансiв

Фешбаха можна реалiзувати режим майже з рiвними довжинами розсiювання

мiж компонентами. В обох експериментальних випадках глибина ґратки може

бути легко налаштована за допомоги змiни iнтенсивностi лазерних полiв, таким

чином, спiввiдношення U/t може бути змiнено в широкому дiапазонi.

Варто пiдкреслити, що у випадку однорiдної системи за вiдсутностi

зовнiшнiх полiв (Vi = 0) i заповненням однiєю частинкою на вузол (тобто,

n = 1 або, що еквiвалентно, заповненням зони на 1/3) спiввiдношення µ ≈ U/2

виконується лише приблизно, див. рис. 4.1. Тим не менш, воно стає точнiшим

у границi сильного зв’язку, де, вiдповiдно до рiвняння (4.2) система може бути

описана SU(3)-симетричною моделлю Гейзенберга,

Ĥeff = J
∑
〈ij〉

8∑
k=1

ŜkiŜkj (4.8)

де J = 4t2/U – позитивна (антиферомагнiтна) константа зв’язку, а псевдоспiно-

вi оператори проекцiй Ŝki = 1
2 ĉ
†
αiλkαβ ĉβi визначаються у термiнах 3×3 унiтарних
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матриць Гелл-Мана λk = {λ1, . . . ,λ8} [188]. Подальший теоретичний аналiз

не обмежується границею сильного зв’язку – дослiджуються термодинамiчнi

властивостi моделi Габбарда (4.1) при заповненнi n = 1 на всiх релевантних iн-

тервалах U/t i T/t. У той же час, ефективний гамiльтонiан (4.8) є корисним для

належного аналiзу конкретних ефектiв, отриманих узагальненим теоретичним

пiдходом.

Для проведення послiдовного теоретичного аналiзу в цьому роздiлi уза-

гальнюється пiдхiд динамiчної теорiї середнього поля (див. пiдроздiл 1.3.5)

для опису багатокомпонентних фермi-газiв в перiодичних потенцiалах ґраток.

Стосовно iнших найсучаснiших чисельних методiв, важливо зазначити, що

ДТСП в даний час може розглядатися як один з найбiльш оптимальних

пiдходiв для дослiджуваної системи. Зокрема, детермiнантний квантовий метод

Монте-Карло [195] не може бути застосований до симетричної сумiшi SU(3)

через наявнiсть проблеми фермiонного знаку, яку неможливо зменшити чи

виключити як, наприклад, у SU(4)-симетричнiй сумiшi при половинному за-

повненнi зони [193]. У той же час, пiдхiд прямої точної дiагоналiзацiї дуже

обмежений у кiлькостi вузлiв ґратки [179], що спричиняє значнi труднощi при

надiйному аналiзi вiдповiдних магнiтних фазових дiаграм. Тому нижче коротко

окреслюються основнi узагальнення та основнi кроки в ДТСП, якi дозволяють

отримати основнi результати пiдроздiлу та будуть важливими для подальшого

дослiдження багатокомпонентних сумiшей у рамках узагальненого пiдходу.

Узагальнення методу точної дiагоналiзацiї гамiльтонiану домiшок для

багатокомпонентних сумiшей. Основна iдея ДТСП полягає у вiдображеннi

оригiнальної задачi ґратки (4.1), яка зазвичай є нерозв’язною, на локальну зада-

чу домiшки, яку можна точно вирiшити. Беручи домiшкову модель Андерсона

(AIM), див також формулу (1.91), можна помiтити, що вона може бути напряму

розширена на сумiшi з кратним числом N спiнових компонентiв. Оскiльки в

рамках дисертацiйної роботи використовується переважно розв’язувач точної
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дiагоналiзацiї, гамiльтонiан (1.91) може бути узагальнено до наступного виду:

ĤAIM =
N∑
σ=1

ns∑
l=2

[εlσâ
†
lσâlσ + Vlσ(â†lσd̂σ + H.c.)] +

+ U
N∑

σ′>σ

N∑
σ=1

n̂dσn̂dσ′ − µ
N∑
σ=1

n̂dσ, (4.9)

де σ, σ′ = {1, . . . ,N} вiдповiдають спiновим iндексам, а l = {2, . . . , ns} позначає

орбiтальнi ступенi вiльностi зовнiшнього резервуара в моделi Андерсона з

максимальним числом ns, яке є притаманною рисою та необхiдною умовою

методу точної дiагоналiзацiї. Два доданки в першому рядку рiвняння (4.9)

вiдповiдають енергiям електронiв у ваннi i гiбридизацiї мiж ванною i домiшкою

вiдповiдно. Оператори â†lσ (âlσ) i d̂†σ (d̂σ) вiдповiдають операторам народження

(знищення) фермiонiв на орбiталi l i домiшцi, вiдповiдно; величини εlσ – так

званi параметри Андерсона, якi задають амплiтуду процесiв у цiй моделi. Цi

параметри визначаються iтерацiйним шляхом в ДТСП пiдходi. Доданки у

другому рядку мають пряму вiдповiднiсть початковому гамiльтонiану Габбар-

да (4.1), що узагальненi для SU(N )-симетричної сумiшi.

У представленнi простору Фока зайняття орбiталi l спiновим компонен-

том σ може приймати два значення nlσ = {0, 1}, таким чином, у найбiльш

загальному випадку, матриця, яку необхiдно дiагоналiзувати в рамках точної

дiагоналiзацiї, має розмiр L0 × L0 з L0 = 2nsN . Це призводить до сильного

обмеження кiлькостi орбiталей ns, що можливо врахувати в числових обчисле-

ннях для заданої кiлькостi спiнових компонентiв N . Однак завдяки структурi

гамiльтонiану (4.9), що вiдповiдає початковiй задачi ґратки (4.1), необхiдно

зазначити, що у дослiджуваному випадку вiн не змiшує рiзнi спiновi сектори,

|n11, . . . , nns1〉 · · · |n1N . . . , nnsN 〉, таким чином загальний заряд на спiновий

компонент qσ =
∑ns

l=1 nlσ може розглядатися як квантове число, що зберiгається.

Позначаючи квантовий стан як |Qi〉 ≡ |q(i)
1 , . . . , q

(i)
N 〉, можна визначити таким

чином кiлькiсть окремих станiв, i = {1, . . . , (ns + 1)N}.
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Таким чином, задача дiагоналiзацiї матрицi L0×L0 перетворюється на дi-

агоналiзацiю (ns+1)N блокiв iншого (але значно меншого) лiнiйного розмiру Li,

що може бути виражений в термiнах бiномiальних коефiцiєнтiв Li =
∏N

σ=1

( ns
q
(i)
σ

)
.

Описана процедура дозволяє враховувати бiльше орбiталей в задачi домiшок,

тим самим збiльшуючи вiдповiдну точнiсть результатiв. Зокрема, з аналiзу

прямого розрахунку можна зробити висновок, що, порiвнюючи двокомпонентнi

сумiшi з ns = 7, цiлком можливо використовувати ns = 5 та ns = 4 для сумiшей

трьох та чотирьох компонентiв, вiдповiдно в рамках ДТСП пiдходу.

В рамках проведення точної дiагоналiзацiї локального гамiльтонiана,

функцiї Грiна обчислюються згiдно формули (1.106). Пiсля цього знаходяться

власнi енергiї з рiвняння Дайсона (1.95), де функцiї Вейса повнiстю визначаю-

ться параметрами Андерсона згiдно рiвняння (1.103).

Кластерiзацiя та умови самоузгодження ДТСП. З метою отримання

функцiй Грiна на ґратцi для умов самоузгодженостi ДТСП зазвичай використо-

вується густина станiвD(ε) для невзаємодiючого газу за певної геометрiї ґратки

та обчисленi власнi енергiї домiшки. Однак такий пiдхiд може бути успiшно

застосований (див. пiдроздiл 1.3.5 для деталей), коли не порушена трансляцiйна

iнварiантнiсть (наприклад, у парамагнiтнiй або феромагнiтнiй фазi), що надає

можливiсть використовувати формулу (1.102). Або, якщо впорядкування має

двосторонню структуру (наприклад, по типу хвилi густини заряду або стан

Нееля), функцiя Грiна може бути визначена вiдповiдно до формули (1.109).

Вочевидь, немає загального виразу в термiнах D(ε) для бiльш екзотичних

типiв магнiтного порядку i, зокрема, для трискладового антиферомагнiтного

стану, властивого трикомпонентним сумiшам при низьких температурах, див.

[179] та пiдроздiл 4.1. Тому узагальнення ДТСП для координатного простору

може вважатися належний пiдходом для урахування бiльш складних типiв

магнiтного впорядкування. У рамках такого пiдходу вiдповiдна функцiя Грiна

на ґратцi обчислюється оберненням матрицi (4.4), що визначається в коорди-

натному просторi та мiстить елементи вiдповiднi конкретним вузлам ґратки.
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Рис. 4.5. Схема процедури кластеризацiї у ДТСП на прикладi структури
з трьох пiдґраток з геометрiєю квадратної ґратки (L – кiлькiсть вузлiв у
напрямку x), що дозволяє дослiджувати антиферомагнiтну фазу з хвильовим
вектором впорядкування Q = (2π/3, 2π/3).

Важливо зауважити, що узагальнення ДТСП для координатного про-

стору вимагає бiльше обчислювальних ресурсiв порiвняно з пiдходами одного

вузла (1.102) або двох пiдґраток (1.109). Це спричинено не лише необхiднiстю

обернення матрицi (що можливо для систем, що складаються з ∼104 вузлiв

або навiть бiльше), а й тому, що власнi енергiї Σσs(iωn) необхiдно обчислювати

на кожному вузлi ґратки початкової задачi (4.1). Однак останнє обмеження

може бути значно зменшено для однорiдних систем у випадку, коли тип

порушення трансляцiйної симетрiї заздалегiдь вiдомий (наприклад, з бiльш

неупереджених обчислень для бiльшої системи у координатному просторi).

На рис. 4.5 показано один конкретний тип кластеризацiї, який передбачає

можливiсть трискладового антиферомагнiтного впорядкування в системi. Це

спрощення вимагає вирiшення задачi домiшок лише на трьох вузлах ґратки,

тодi як функцiї Грiна обчислюються з рiвняння (4.4) для повнорозмiрної

системи, таким чином, ефективно мiнiмiзуючи вплив ефектiв скiнченностi

розмiрiв системи.

Аналiз ентропiї. Щодо експериментiв iз ультрахолодними атомними

сумiшами в оптичних ґратках, вирiшальною величиною для наближення до

магнiтно-упорядкованих фаз є не температура (що є природною змiнною у



195

ДТСП пiдходi, що описує властивостi системи як макроканонiчного ансамблю),

а ентропiя, оскiльки атоми в оптичних ґратках певною мiрою можуть роз-

глядатися як iзольованi вiд навколишнього середовища, а ключовi параметри

системи (наприклад, амплiтуду зв’язку U/t) можна змiнювати адiабатичним

шляхом. Тому кiлькiснi теоретичнi розрахунки для ентропiї набувають великого

значення в цiй галузi дослiджень. Для обрахування ентропiї в рамках ДТСП

використовується формула (3.5) з такими вхiдними параметрами як хiмiчний

потенцiал µ, амплiтуди взаємодiї U та тунелювання t i температура T , в той

час як густина n на вузлi ґратки є вимiрюваною величиною.

Однак, в прямих чисельних розрахунках є зручним параметризувати

хiмiчний потенцiал у виглядi µ(r) = µ1−V r2, що є аналогiчним до наближення

локальної густини для системи, що знаходиться у зовнiшньому втримуючому

потенцiалi пастки параболiчного типу з амплiтудою V та вiдстанню вiд центру

r, що вимiрюється в одиницях сталої ґратки. Таким чином, додатково отри-

мується доступ до розподiлу ентропiї в гармонiчнiй пастцi, так що ентропiя

у точцi r1 обраховується згiдно з формулою (3.19). Варто зазначити, що для

аналiзу ентропiї однорiдних систем, що застосовується до фазової дiаграми

з фiксованим значенням густини n1 (наприклад, n1 = 1), параметр r1 у

рiвняннi (3.19) необхiдно визначати незалежно в кожнiй точцi (U, T ) вiд

умови n(r1, U, T ) = n1 (див. також пiдроздiл 4.1). Напевно, єдиний виняток

може бути зроблений у цьому вiдношеннi у випадку половинного заповнення

SU(N )-симетричної моделi Габбарда, де можна отримати фiксовану умову для

хiмiчного потенцiалу µhf = (N − 1)U/2, що не залежить вiд квантових i

термальних флуктуацiй, зумовлених симетрiєю по вiдношенню частинка-дiрка

при будь-якої кiлькостi компонент N .

Результати. З розробленим теоретичним пiдходом вивчається магнiтна

фазова дiаграма в площинi UT . Щодо конкретного вибору методу точної

дiагоналiзацiї в якостi розв’язувача у ДТСП, виявлено, що в межах необхiдної

точностi вiн дозволяє отримати доступ до досить низьких температур i має
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гнучкiсть у виборi амплiтуди взаємодiї U/t у гамбартонiанi Габбарда (4.1) навiть

при ns = 4. Тут, вiдповiдно до обмежень обраної домiшкової моделi (4.9)

i аналогiчно до роботи [178] та пiдроздiлу 4.1, обмежимось випадком, коли

симетрiя SU(3) може бути спонтанно порушена у двох напрямках (тобто вздовж

двох легких осей, що вiдповiдають базису густин компонент) у просторi псев-

доспiну. Зокрема, вимiрюються вiдноснi густини кожної спiнової складової або,

що еквiвалентно, аналiзуються двi локальнi намагнiченостi на вузлi ґратки s,

m(3)
s ≡ 〈Ŝ3s〉 = (n1s − n2s)/2,

m(8)
s ≡ 〈Ŝ8s〉 = (n1s + n2s − 2n3s)/

√
3, (4.10)

та їх перiодична поведiнка в координатному просторi. Тому магнiтно-

впорядкованi стани визначаються з аналiзу збiжностi функцiй Грiна з рiзними

умовами ДТСП самоузгодженостi (1.102), (1.109), або (4.4), якi дозволяють

отримати рiзнi пiдґратковi структури (наприклад, рiзнi АФМ фази). Отже,

основнi результати узагальненi на рис. 4.6.

Використовуючи ту саму шкалу на рис. 4.6, також показано лiнiю

переходу, отриману ДТСП для двокомпонентної сумiшi з SU(2) симетрiєю

вiдповiдного гамiльтонiану Габбарда. Це порiвняння безпосередньо показує

повне пригнiчення АФМ впорядкування при слабкiй взаємодiї, що вiдповiдає

вiдсутностi ключового механiзму (що призводить до так званого АФМ по

типу Слетера; див., наприклад, [196]), обумовленого вiдсутнiстю iдеального

гнiздування зони Брiллюена, оскiльки зона заповнена лише на 1/3. У проти-

лежному випадку сильного зв’язку U/t� 1, як вже згадувалося, вiдбувається

пряме вiдображення на ефективну спiнову модель (4.8), таким чином АФМ

стани типу Гейзенберга виникають при ненульовiй температурi в кубiчнiй

геометрiї ґратки. Цей механiзм також пiдтверджується на фазовiй дiаграмi

вiдповiдним зниженням критичних температур Tc1,2, якi пропорцiйнi в обох

випадках амплiтудi магнiтного зв’язку J = t2/U в границi U/t� 1.
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Рис. 4.6. Фазова дiаграма магнiтних фаз при ненульових температурах у SU(3)-
симетричнiй моделi Габбарда при заповненнi однiєю частинкою на вузол (n =

1), що обчислена ДТСП. Вiдповiднi значення з пiдроздiлу 4.1 позначенi сiрими
хрестовими символами.

Щодо конкретної просторової структури впорядкованих станiв, на рис. 4.7

показанi їх можливi просторовi конфiгурацiї (в зображеннях для простоти

опущено третiй просторовий вимiр, оскiльки вiдповiдне розширення є досить

прямолiнiйним, див. також пiдроздiл 4.1). Слiд зауважити, що iншi еквiвалентнi

просторовi конфiгурацiї трискладкових АФМ станiв по типу хвилi густини

кольору (ХГК1) можуть бути отриманi шляхом обертання на кут π/2 та

просторового зсуву на постiйну ґратки вздовж кристалографiчних осей. Що

стосується двопiдґраткових АФМ станiв, то вони дозволяють мати двi можли-

востi просторових розташувань у простих геометрiях ґраток, але iснує бiльша

свобода для порушення симетрiї в просторi псевдоспiну. Зокрема, як показано у

роботi [178] та пiдроздiлi 4.1, для SU(3)-симетричної сумiшi спостерiгаються два

типи двопiдґраткового АФМ впорядкування: хвиля густини кольору (ХГК2)

та антиферомегнетик з видiленим кольором (АВК). Зокрема, спонтанне по-

рушення симетрiї у напрямку третього спiнового компонента (знову ж таки,
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Рис. 4.7. Схематичне зображення спостережуваних магнiтних фаз при
заповненнi однiєю частинкою на вузол. Кольоровий фон вказує на присутнiсть
додаткової загальної намагнiченостi в станах двопiдґраткового АФМ.

в рамках обмеження у вимiрюваннях вздовж легких осей) означає, що стани

ХГК2 та АВК характеризуються m(3)
A,B = 0 з m(8)

A,B 6= 0 i m(3)
A = −m(3)

B 6= 0 з

m
(8)
A = m

(8)
B ≥ 0, вiдповiдно; див. також рiвняння (4.10) i рис.4.8.

Слiд зазначити, що в наведеному аналiзi АФМ станiв також спостерiгає-

ться додаткова загальна намагнiченiсть вздовж напрямку, обраного механiзмом

порушення симетрiї. Бiльше того, з рис. 4.8 можна зробити висновок, що така

намагнiченiсть має протилежнi знаки в станах ХГК2 та АВК (тобто n3A+n3B >

2/3 i n3A+n3B < 2/3, вiдповiдно) i збiльшується зi зниженням температури. Це

означає, що при низьких температурах SU(3)-симетричнi сумiшi з фiксованою

рiвною кiлькiстю атомiв у трьох рiзних станах надтонкої структур можуть

стати нестабiльними до подiлу фаз на домени, упорядкованi ХГК2 та АВК,

якi компенсують залишкову чисту намагнiченiсть, продуковану один одним.

Зауважимо, що, вiдповiдно до рис. 4.8, лiнiя мiж АФМ (2п.) та ПМ станами

на рис. 4.6 (лiнiя Tc2) вiдповiдає фазовому переходу другого роду аналогiчно

двокомпонентним сумiшам.

Щодо iнших границь фаз на рис. 4.6, необхiдно зазначити, що лiнiї

переходу отриманi з вiдповiдного аналiзу намагнiченостей (4.10). При крити-
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Рис. 4.8. Температурна залежнiсть вiдносної заселеностi двох пiдґраток
спiновими компонентами для двох можливих станiв у АФМ фазах: ХГК2
(лiворуч) та АВК (праворуч) при фiксованiй амплiтудi взаємодiї U/t = 12.

чнiй температурi Tc1 спостерiгаються розриви в цих величинах, тобто фазовi

переходи першого порядку зi стану АФМ (3п.) у стан ПМ та АФМ (2п.). Слiд

зазначити, що стосовно чiткого визначення лiнiї фазового переходу в цьому

випадку необхiдно проаналiзувати великi термодинамiчнi потенцiали i, таким

чином, бiльш детально вивчити систему щодо можливих областей спiвiснування

та метастабiльних рiшень. Тут необхiдно пiдкреслити, що у випадку недвобiчної

структури пiдґратки це завдання стає iстотно ускладненим, перетворюючись

таким чином на окрему задачу. Однак вiдповiдний аналiз задачi домiшки (4.9)

може бути виконаний в рамках точної дiагоналiзацiї без значних зусиль, оскiль-

ки можна отримати прямий доступ до всiх власних функцiй та статистичних

сум, якi також використовується в рiвняннi (1.106). Отже, з цих оцiнок можна

зробити висновок про вiдсутнiсть ознак спiвiснування мiж фазами ПМ та ХГК1,

але, в той же час, є ознаки того, що iснує вузька область спiвiснування (з

висотою ∆T ∼ 0.02t) мiж АФМ фазами (3п.) та (2п.). Таким чином, очiкується,

що фактична лiнiя переходу для Tc1 буде нижчою вiд сторони фази АФМ (2п.),
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Рис. 4.9. Iзоентропiчнi лiнiї та фазовi дiаграми для двокомпонентних SU(2)- та
трикомпонентних SU(3)-симетричних моделей Габбарда, що обчисленi ДТСП.

нiж зображено на рис. 4.6 (тобто лiнiя ефективно вiдповiдає верхнiй границi

iснування фази ХГК1). Пiдкреслимо, що для правильного визначення лiнiї

переходу необхiдно вирiшити окрему задачу та проаналiзувати термодинамiчнi

потенцiали, що вiдповiдають початковому гамiльтонiану ґратки (4.1) в рiзних

фазах з належним урахуванням пiдґраткових структур.

Нарештi, визначимо як залежить ентропiя системи вiд сили зв’язку

U/t i температури T/t при n = 1. Це дозволяє не тiльки оцiнити критичнi

ентропiї, необхiднi для наближення до магнiтно-впорядкованих фаз, зазначених

на рис. 4.6 та 4.7, а й вивчити збiльшення ефекту Померанчука, властивого

для багатокомпонентних сумiшей. Для цього на рис. 4.9 також показано

iзоентропiчнi лiнiї та фазову дiаграму для SU(2)-симетричної сумiшi (див.

також рис. 3.4) для безпосереднього порiвняння дво- та трикомпонентних газiв

в оптичних ґратках.

З рис. 4.9 можна зробити висновок, що, незважаючи на бiльш сильне

пригнiчення АФМ фаз в одиницях температури T/t, ситуацiя виглядає дуже

оптимiстично для трикомпонентних сумiшей з точки зору критичних ентропiй,

необхiдних для наближення до впорядкованих фаз. Зокрема, спостерiгається

значне збiльшення (приблизно на 50%) критичної ентропiї, необхiдної для
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наближення до станiв АФМ (2п.), що обумовлено сильнiшим ефектом По-

меранчука. Звичайно, слiд пам’ятати, що ДТСП є неточним пiдходом для

обрахування значень критичної ентропiї у двокомпонентних сумiшах через її

обмеження на локальнi кореляцiї (див. роботу [112] для порiвняння з точними

методами). Природно, неточностi того ж самого походження слiд очiкувати

в наведених оцiнках щодо SU(3)-симетричної сумiшi. Однак величина ефекту

дозволяє зробити висновок, що переважнi властивостi мають бути пiдтвердженi

при застосуваннi iнших теоретичних методiв i будуть спостереженi напряму в

експериментах. Згiдно з наведеним аналiзом, це також важливий результат, що

критична ентропiя для досягнення фази АФМ (3п.) sc1 . 0.5 має значення,

якого реалiстично досягнути вiдповiдно до поточного та очiкуваного прогресу

в технiках охолодження ультрахолодних сумiшей фермi-атомiв.

4.3. Порушення симетрiї SU(4) та сильнокорельованi фази у

чотирикомпонентнiй моделi Габбарда

Мотивацiя напряму дослiджень. Сумiшi квантових частинок з високою

спiновою симетрiєю в ґраткових системах привертають значну увагу в науко-

вому спiвтовариствi з багатьох причин. Зокрема, експериментальнi реалiзацiї

систем, iнварiантнi при неперервних перетвореннях SU(N > 2), можуть

дати корисну iнформацiю про механiзми спонтанного порушення симетрiї, якi

вiдiграють вирiшальну роль у багатьох областях фiзики конденсованого стану

та високих енергiй. Залежно вiд конкретної симетрiї, передбачається, що цi

системи мають нетривiальнi фазовi дiаграми та унiкальнi фiзичнi характери-

стики, якi ще не вивченi з достатньою ретельнiстю. Ключовою властивiстю

багатокомпонентних сумiшей, що можуть бути описанi моделлю Габбарда, є

їх висока ентропiя, яка є iстотною перевагою для наближення експериментiв до

низькотемпературних квантових фаз багатьох тiл з ультрахолодними атомами

в оптичних ґратках.
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Навiть незважаючи на те, що характернi експериментально доступнi

температури та ентропiї захоплених атомних газiв занадто високi для вивчення

областi екзотичних низькотемпературних фаз, експерименти з багатокомпонен-

тними фермiонними сумiшами 6Li, 40K, 87Sr та 173Yb в оптичних ґратках вже

розкрили дуже багату фiзику цих систем [98, 166, 167, 169, 197–203]. Особливий

iнтерес серед цих фаз привертають антиферромагнiтно-упорядкованi фази та

перехiд вiд металу до iзолятору Мотта. У цьому контекстi необхiдно звернути

увагу, що у випадку високої спiнової симетрiї (на вiдмiну вiд репрезентацiй

SU(2) симетрiї з великою довжиною спiну S в твердотiльних матерiалах)

квантовi флуктуацiї зростають з числом взаємодiючих фермiонних компонен-

тiв [204,205].

У вiдповiдностi до теоретичних дослiджень [186,197], магнiтна впорядко-

ванiсть Неель-типу є домiнуючою нестабiльнiстю при половинному наповненнi

зони в SU(N )-симетричних моделях Габбарда зi взаємодiючими компонентами

до N = 4. Сумiшi з N & 6 починають проявляти сильнi тенденцiї до

немагнiтних валентно-парних (або, бiльш загально, до валентно-кластерних)

станiв, якi керують низькотемпературною фiзикою цих систем. Тому на цьому

етапi можна зробити два основних висновки: зi зростанням кiлькостi компо-

нентiв (i) збiльшується повна ентропiя системи та (ii) магнiтне упорядкування

пригнiчується. Таким чином, знаходження оптимального режиму параметрiв

може бути корисним для наближення до магнiтно-впорядкованих станiв в екс-

периментах зi регульованим числом фермiонних компонентiв. З цiєї точки зору,

чотирикомпонентнi сумiшi можна розглядати як перспективних кандидатiв.

Тому цю систему обрано для детального теоретичного аналiзу термодинамi-

чних властивостей та вiдповiдних фiзичних характеристик у безпосереднiй

близькостi до фазових переходiв. Нещодавно було розроблено ряд теоретичних

пiдходiв для розумiння низькотемпературної фiзики в SU(4)-симетричних та

iнших вiдповiдних чотирикомпонентних моделях Габбарда та Гайзенберга.

Зокрема, було досягнуто значного прогресу в нещодавнiх дослiдженнях iз
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залученням, зокрема, квантових методiв Монте-Карло [182, 183, 193, 205, 206],

динамiчної теорiї середнього поля (ДТСП) [207–210], пiдходiв в одновимiрному

просторi [211,212], розширеного пiдходу високотемпературних розкладань [172]

та iнших пiдходiв середнього поля [173,184,192].

Особливостi моделi Габбарда та формалiзму динамiчної теорiї середньо-

го поля. Чотирикомпонентну взаємодiючу сумiш фермi-частинок зручно опису-

вати в рамках вiдомої двоорбiтальної моделi Габбарда з двома внутрiшнiми

спiновими станами. Крiм звичайної внутрiшньоорбiтальної взаємодiї U , iснує

ще два типи взаємодiй, що позначаються як пряма (engl. – direct) Vdir та

обмiнна (engl. – exchange) Vex взаємодiя, вiдповiдно. Об’єднавши спиновi та

орбiтальнi iндекси в єдиний iндекс «кольору» α, система описується загальним

гамiльтонiаном

H = −t
∑
〈i,j〉

4∑
α=1

(c†iαcjα +H.c.)− µ
∑
j

4∑
α=1

njα +

+
∑
j

4∑
α=1

4∑
α′>α

Uαα′njαnjα′ + Vex
∑
j

(c†j2c
†
j3cj1cj4 +H.c.), (4.11)

де c†iα (ciα) фермiонний оператор народження (знищення) частинки з кольором

α, розташованої на вузлi i ґратки, та niα = c†iαciα вiдповiдний оператор

густини. Амплiтуда тунелювання t та хiмiчний потенцiал µ в рамках даної

роботи однаковi для всiх ароматiв i вузлiв ґратки, а Uαα′ елементи симетричної

матрицi взаємодiї атомiв, заданої наступним чином: Uαα = 0, U12 = U34 =

U , U13 = U24 = Vdir − Vex, and U14 = U23 = Vdir. Останнiй доданок

гамильтонiана описує процес спiн-флiпу, який може бути пов’язаний iз зв’язком

Гунда в твердотiльних матерiалах. Нижче ми обмежуємо наш аналiз випадком

фермiонiв, що вiдштовхуються, тобто обмежуємося умовою що всi ненульовi

матричнi елементи Uαα′ є невiд’ємними (i, зокрема, Vdir ≥ Vex).

Зосередимось на термодинамiчних властивостях моделi (4.11) при запов-

неннi зони наполовину (n = 2), де система є симетричною по вiдношенню
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частинка-дiрка. У такому випадку вiдповiдний хiмiчний потенцiал визначається

спiввiдношенням

µhf = (U + 2Vdir − Vex)/2. (4.12)

Особливу зацiкавленiсть викликає SU(4)-симетрична система, де всi спи-

новi та орбiтальнi ступенi вiльностi вiдiграють однакову роль у гамiльтонi-

анi (4.11), що вiдповiдає випадку коли усi амплiтуди взаємодiї дорiвнюють

U (тобто, Vdir = U та Vex = 0). Симетрiя SU(4) знижується, як тiльки

будь-якi амплiтуди взаємодiї стають нерiвними. Надалi, ми дослiджуємо два

окремих випадки чотирикомпонентної моделi Габбарда з нижчою симетрiєю.

Спочатку розглянемо роль прямої взаємодiї мiж частинками без урахування

обмiнної взаємодiї, тобто 0 < Vdir < U , Vex = 0. Надалi, дослiдимо вплив

обмiнної взаємодiї за допомоги повного урахування «спiн-флiп» доданку в

рамках теоретичної моделi.

Як i в попереднiх пiдроздiлах, використовується ДТСП (див. детальнiше

пiдроздiл 1.3.5) – чисельний теоретичний пiдхiд, що базується на iдеї вiдобра-

жання нелокальної задачi ґратки на ефективну (локальну) домiшкову модель

Андерсона. Щоб вирiшити допомiжну задачу в моделi Андерсона, здебiльшого

використовується домiшковий обчислювач з точною дiагоналiзацiєю, оскiльки

вiн є швидким та надiйним в бiльшостi режимiв, що аналiзуються. Крiм

того, на основi узагальненої версiї для багатокомпонентних сумiшей, див

пiдроздiл 4.2, його можна розширити, щоб окремо вивчити вплив доданкiв,

що характеризують обмiнну взаємодiю. Мiсцями для перевiрки отриманих ре-

зультатiв для SU(4)-симетричної системи використовується квантовий Монте-

Карло обчислювач iз розкладом по гiбридизацiї у сегментному представленнi,

див. роботу [104] та пiдроздiл 4.1.

Теоретичний аналiз зосереджено на ґратках з простою кубiчною гео-

метрiєю, що безпосередньо пов’язано з експериментальними реалiзацiями з
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ультрахолодними атомами в оптичних ґратках. Амплiтуда тунелювання t

використовується як одиниця енергiї на протязi всiх подальших пiдроздiлiв (це

вiдповiдає ширинi зони для невзаємодiючої системи W = 12t). Наведений опис

має на увазi, що система є однорiдною (але можливе порушення симетрiї з

розподiлом трансляцiйної симетрiї на двi пiдґратки) та нескiнченною. Таким

чином, результати, в першу чергу, стосуються властивостей внутрiшнiх обла-

стей газiв, що знаходяться в пастцi, або iнших матерiалiв, до яких данi умови

може бути застосовано.

Результати для SU(4)-симетричної сумiшi фермiонiв в оптичних ґра-

тках. Спочатку зосередимось на магнiтно-впорядкованих фазах у SU(4)-

симетричнiй системi. Термiн «магнiтний» використовується нижче у звичному

контекстi двоорбiтальної моделi Габбарда. При наповненнi зони наполовину

(тобто, в середньому по двi частинки на вузол) ми очiкуємо, що антиферомагнi-

тнi (АФМ) кореляцiї можуть мати мiсце при вiдповiдних умовах. Для виявлення

АФМ фаз та аналiзу їх стабiльностi при ненульовiй температурi ми аналiзуємо

параметр порядку mα, визначений як

mα = |m̃α| ≡ |nAα − nBα |, (4.13)

де nγα означає густину заселеностi компонентом α на вузлi пiдґратки γ ∈ {A,B}.

Оскiльки ми маємо справу з фермiонами, значення mα може коливатися в

межах мiж 0 (парамагнiт, ПМ) та 1 («iдеальний» АФМ). Зауважимо, що у фазi

зi спонтанно порушеною симетрiєю чотири компоненти завжди розбиваються

на пари (див. також аргументи нижче), причому кожна пара здебiльшого

займає одну з двох пiдґраток. Намагнiченостi рiвнi для членiв кожної пари

αα′ (m̃α = m̃α′) та протилежнi для членiв рiзних пар (m̃α = −m̃β), але всi вони

мають однаковi амплiтуди, mα ≡ m ∀ α. Тому АФМ фазу можна описати за

допомоги одного параметру m.

Згiдно з рис. 4.10, ми бачимо, що ця фаза є найбiльш стiйкою до теплових
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Рис. 4.10. Фазова дiаграма SU(4)-симетричної моделi Габбарда при заповненнi
зони наполовину (n = 2). Заштрихована область вiдповiдає режиму спiвiснува-
ння ПМ фермi-рiдини та АФМ iзолятора. Область спiвiснування метал-iзолятор
(пiд обмеженням ПМ стану, тобто при дотриманнi SU(4) симетрiї), позначена
свiтлими пунктирними лiнiями в серединi АФМ фази.

флуктуацiй при промiжнiй силi взаємодiї порядку ширини зони (U ∼ W = 12t).

Температура Нееля досягає максимуму Tmax
N ≈ 0.27 t при U ≈ 14.2 t та надалi

зменшується при бiльших амплiтудах взаємодiї у вiдповiдностi до вiдомого

спiввiдношення TN ∝ t2/U для режиму сильного зв’язку.

Необхiдно звернути увагу, що в нашому чисельному аналiзi ми не за-

стосували жодних додаткових обмежень на тип магнiтного впорядкування, за

винятком того, що ми обмежилися простою вiссю (базисом оператора числа

частинок) та дозволили системi мати максимум два рiзнi рiшення пiдґратки.

Проте, в двох окремих областях фазової UT дiаграми (див. рис. 4.10), (i)

U ≈ 5t, T < 0.13t та U ≈ 14t, T ≈ 0.3t, для забезпечення остаточної збiжностi

ДТСП, незалежно вiд обчислювача, було потрiбно додаткове демпфування

мiж iтерацiями ДТСП. Використовуючи аналiз, пов’язаний з теорiєю лiнiйного

вiдгуку в рамках зазначеного пiдходу, ми перевiрили, що у випадку (i) не iснує

iнших несумiсних конкуруючих типiв магнiтних упорядкувань, тобто, крiм тих,

що мають хвильовий вектор порядкуQ = (π, π, π). Вiдсутнiсть збiжностi ДТСП
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Рис. 4.11. Схематичний перелiк потенцiйних фаз з порушеною симетрiєю на
двох сусiднiх вузлах з вiдповiдною залишковою симетрiєю, загальна кiлькiсть
непорушених генераторiв N0 та кiлькiсть збуджень Намбу-Ґолдстоуна N1, що
дорiвнює кiлькостi спонтанно порушених генераторiв [197]. pα – ймовiрнiсть
тунелювання компоненту α мiж вузлами згiдно з принципом Паулi.

без додаткового гасiння в областi (ii) обумовлено близькiстю переходу метал-

iзолятор.

Представлений пiдхiд дозволяє, в принципi, спостереження та аналiз

iнших типiв упорядкованих станiв далекого порядку, зокрема, iнших типiв

хвиль густини кольору (ХГК), якi мають рiзну залишкову симетрiю i, отже,

рiзну кiлькiсть порушених генераторiв та збуджень Намбу-Ґолдстоуна; див.

також рис. 4.11. Проте, хоча магнiтнi сприйнятливостi, що вiдповiдають iншим

генераторам групи SU(4), показують аналогiчну поведiнку в областi ПМ iз

вiдповiдною розбiжнiстю при однаковiй критичнiй температурi, визначено,

що система вибирає «звичну» АФМ фазу за будь-якої ненульової амплiтуди

зв’язку U/t при зниженнi температури. Це можна пояснити тим, що залишкова

симетрiя позначеної фази АФМ (на вiдмiну вiд iнших ХГК) максимально
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налаштована на блокування Паулi при заданих обмеженнях, так що кiнетична

енергiя всiх чотирьох компонентiв може бути мiнiмiзована з найбiльшою

ефективнiстю.

Фазова дiаграма, представлена на рис. 4.10 для SU(4)-симетричної систе-

ми, є важливою у кiлькох аспектах. З боку фермi-рiдини (слабкого зв’язку)

ми спостерiгаємо розрив у намагнiченостi m, що вказує на фазовий перехiд

першого порядку вiд ПМ до АФМ. Цей результат суттєво контрастує з добре-

вивченим випадком двокомпонентної SU(2)-симетричної моделi Габбарда при

напiвзаповненнi зони, де вiдповiдний перехiд є другого порядку при будь-якiй

амплiтуди зв’язку U/t. Це також суттєво вiдрiзняється вiд низькотемпера-

турних характеристик трикомпонентної SU(3)-симетричної моделi Габбарда на

простiй кубiчнiй ґратцi при n = 1 (наповнення зони на 1/3), де має мiсце перехiд

першого порядку, але з’являється лише при зв’язку Uc ≈ 9.6t на границi T = 0,

див. також рис. 4.6.

На рис. 4.12 докладнiше проаналiзовано низькотемпературнi поведiнки

намагнiченостi m в областi слабкого зв’язку отриманої фазової дiаграми (див.

рис. 4.10). Враховуючи екстраполяцiю, показану на вставцi, ми приходимо до

висновку, що область спiвiснування зменшується з температурою; таким чином

фазовий перехiд стає неперервним (тобто, другого порядку) тiльки при U = 0

та T = 0.

Спостережуваний перехiд першого порядку також супроводжується гi-

стерезисом подвiйної заселеностi вузлiв (див. рис. 4.13), D = L−1
∑

jDj, де

Dj =
∑

α

∑
α′>α〈njαnjα′〉 для вузла ґратки j, а L – загальна кiлькiсть вузлiв у

системi. Тому обидвi фiзичнi величини,m таD можуть бути використанi для ви-

значення областi спiвiснування чотирикомпонентних ПМ фермi-рiдини та АФМ

iзолятора (що вiдповiдає заштрихованiй областi на рис. 4.10. Структура фазової

наведеної дiаграми добре узгоджується з нещодавнiми результатами ДТСП,

отриманими для аналогiчної SU(4)-симетричної системи з геометрiєю системи

типу ґратки Бете [210]. Крiм того, на основi гiстерезисної поведiнки подвiйної
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Рис. 4.12. Залежностi намагнiченостi m вiд сили взаємодiї U/t при рiзних
температурах. Вставка: ширина областi спiвiснування в залежностi вiд темпе-
ратури.

заселеностi в режимi ПМ (зi штучним пригнiченням АФМ впорядкуванням

в чисельнiй процедурi) ми визначили положення переходу першого порядку

метал-дiелектрик, iснування якого було зазначене в роботах [207, 208, 210].

Цей перехiд вказаний на фазовiй дiаграмi на рис. 4.10 свiтлими пунктирними

лiнiями.

Iзотермiчна стисливiсть κ, яку можна визначити через похiдну густини

частинок по хiмiчному потенцiалу, κn2 = ∂n/∂µ, дає додаткову iнформацiю про

наявнiсть енергетичної щiлини в одночастинковому спектрi збуджень системи.

Перевага цiєї величини полягає в тому, що її значення можна вимiряти в

експериментах з високою точнiстю [162], аналогiчно до подвiйної заселеностi.

На рис. 4.14 представленi контурнi лiнiї постiйної стисливостi як при переходi

до упорядкованого стану, так й у областi кросовера метал-iзолятор над АФМ

фазою.

Враховуючи, що ДТСП, як правило, завищує температуру Нееля в режи-

мах промiжного та сильного зв’язку для однозонної SU(2)-симетричної моделi

Габбарда (див., наприклад, статтю [113]) для порiвняння), ми очiкуємо, що

критична точка переходу метал-iзолятор другого порядку в SU(4)-симетричнiй



210

1.02

1.04

1.06

1.08

1.1

1.12

11 12 13 14 15 16 17

(a)

U/t

T/t=0.28
T/t=0.26
T/t=0.24
T/t=0.22
T/t=0.20

П
од
ві
йн
а 
за
се
ле
ні
ст
ь

1.03

1.04

1.05

1.06

14.2 14.4 14.6 14.8 15

(б)

T/t=0.28
T/t=0.26
T/t=0.24
T/t=0.22
T/t=0.20

U/t

Рис. 4.13. Залежностi подвiйної заселеностi вiд температури (а) з урахуванням
АФМ впорядкування i (б) пiд ПМ обмеженням. Набори (а) та (б) також
вiдповiдають двом рiзним областям спiвiснування, вказаним на рис. 4.10.

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

13 13.5 14 14.5 15 15.5 16

45
40
35
30
25
20
15
10
5

50
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системi знаходиться в областi ПМ i, отже, може бути безпосередньо дослiджена

в експериментi. Як видно з отриманих результатiв, у впорядкованiй фазi

перехiд метал-iзолятор змiщується у напрямку меншої амплiтуди взаємодiї та

збiгається з лiнiєю АФМ переходу. Цей ефект iнтуїтивно зрозумiлий, оскiльки

при слабкому i промiжному зв’язку АФМ впорядкування приводить систему до

iзоляцiйного стану i тим самим пригнiчує збудження (типу частинка-частинка).

Ентропiя, що припадає на одну частинку, служить мiрою визначення

температури в сучасних експериментах з ультра-холодними газами [70, 172]. В

рамках теоретичного пiдходу, як правило, ми обчислюємо ентропiю на вузол

в нормальнiй (ПМ) фазi i отримуємо S(µ0, T ) при заданiй температурi T та

хiмiчному потенцiалi µ0 = µhf (4.12) за допомоги вiдомого термодинамiчного

спiввiдношення Максвелла ∂S/∂µ = ∂n/∂T та iнтегрування S(µ0, T ) =∫ µ0

−∞ (∂n/∂T ) dµ. Ентропiя на частинку для однорiдної системи визначається

тодi як s = S/n(µ0) = S/2. Згiдно з рис. 4.15, в областi слабкого та

промiжного зв’язку спостерiгається вiдомий ефект охолодження Померанчука

– при фiксованiй ентропiї температура знижується зi збiльшенням U/t. Для

SU(4)-симетричної сумiшi при заповненнi зони наполовину критична величина

ентропiї, при якiй iзентропна лiнiя досягає межi АФМ фази, оцiнюється як

sc ≈ 0.86 (використовуються одиницi kB = 1).

Вiдповiдно до рис. 4.15, у випадку однорiдних систем трикомпонентнi

сумiшi видаються найбiльш сприятливим для наближення до режиму магнi-

тного впорядкування Неель типу. Проте, в експериментальних умовах важливу

роль вiдiграє наявнiсть зовнiшнього потенцiалу магнiтооптичних пасток. Є чiткi

ознаки того, що надмiрна ентропiя може бути бiльш ефективно розподiлена в

навколишнiх оболонках чотирикомпонентних сумiшей, нiж у системах, що скла-

даються з двох чи трьох взаємодiючих фермiонних компонентiв. Вiдповiдний

ДТСП аналiз з урахуванням потенцiалу захоплення може бути виконаний (див.,

наприклад, пiдроздiл 3.3); однак, кiлькiснi результати залежать вiд параметрiв

певної експериментальної установки, i, отже, це завдання виходить за рамки
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Рис. 4.15. Iзентропнi лiнiї, що вiдповiдають ентропiї на частинку, магнiтнi
фази та областi спiвiснування ПМ метал-iзолятор (блакитнi пунктирнi лiнiї)
для трьох рiзних моделей Габбарда з симетрiєю SU(N ) на кубiчнiй ґратцi. Для
N = 2, 3 див. також пiдроздiли 3.1 та 4.2.

даного дослiдження. Надалi, ми пропонуємо ще одне порiвняння поведiнки

ентропiї в контекстi чотирикомпонентних сумiшей з нижчою симетрiєю гамiль-

тонiана (4.11).

Результати для чотирикомпонентних сумiшей фермiонiв з симетрiєю

гамiльтонiана нижчою за SU(4). Необхiдно тепер теоретично дослiдити вплив

мiжорбiтальної взаємодiї Vdir, поступово зменшуючи її амплiтуду з Vdir = U

до Vdir = 0 (при встановленнi Vex = 0 спочатку) та проаналiзувати перехiд

вiд повної SU(4) симетрiї до випадку двох повнiстю вiдокремлених (взаємно

незв’язаних) SU(2)-симетричних систем. Характерну залежнiсть наведено на

рис. 4.16, де, зокрема, можна помiтити, що мiжорбiтальна взаємодiя пригнiчує

АФМ фазу. Зi зменшенням Vdir ця фаза значно збiльшується (найбiльш швидка

змiна спостерiгається при Vdir ≈ U , тобто близько до SU (4)-симетричної

точки), в обох напрямках бiльш високих температур i меншої сили взаємодiї.

Зазначимо, що поточна АФМ фаза на границi Vdir = 0 iдентична результатам

ДТСП, отриманим ранiше для однозонної SU(2)-симетричної системи при

простiй кубiчнiй геометрiї ґратки [112] та пiдроздiли 3.1 та 3.4.

На вiдмiну вiд температурних залежностей, поведiнка ентропiї в невпо-

рядкованiй (ПМ) областi демонструє, що ентропiя збiльшується завдяки прямої
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Рис. 4.16. Iзентропнi лiнiї та границi АФМ фаз при рiзних значеннях Vdir/U .

мiжорбiтальнiй взаємодiї. Зокрема, для s = 0.9 найнижча температура, яку

можна досягти за допомогою адiабатичної змiни амплiтуди взаємодiї, становить

приблизно T = 0.5t для Vdir = U , що в два рази бiльше, нiж для iнших випадкiв,

зображених на рис. 4.16. Тому критична ентропiя, яка дозволяє наближатись

до впорядкованої АФМ фази при використаннi адiабатичного процесу, значно

бiльша у разi SU(4)-симетричної фермiонної сумiшi. Необхiдно звернути увагу,

що SU(4) симетрiя не обов’язково повинна бути точною, щоб забезпечити

збiльшенi значення ентропiї. Тому ультрахолоднi сумiшi атомiв лужних металiв

(6Li та 40K як альтернативи для атомiв лужноземельних металiв 87Sr i 173Yb)

можуть бути доцiльними кандидатами для наближення впорядкованих фаз.

Наостанок, ми вивчаємо вплив обмiнної взаємодiї i розглядаємо випадок

Vdir = U/2 та Vex ≥ 0. Необхiдно звернути увагу, що параметр Vex задає

амплiтуду спiн-флiп процесу, але вiн також з’являється в членi з операторами

густини частинок, оскiльки вiн входить до матрицi взаємодiї Uαα′. Нижче ми

розглядаємо цi вклади окремо, тобто ми аналiзуємо ефект Vex > 0 у членi з

операторами густини частинок без врахування спiн-флiп процесу (такий внесок

також позначають як зв’язок Гунда по типу Iзiнга), що використовувалась,

наприклад, у роботi [213] для аналiзу феромагнiтного впорядкування при
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заповненнi зони менш нiж наполовину), а також системи з повним урахуванням

спiн-флiп процесу. Ми представляємо результати для двох окремих ненульових

значень обмiнної взаємодiї: Vex = U/4 (використовуючи також спiввiдношення

Vdir = U − 2Vex, що, як правило, застосовується в теорiї твердого тiла) та

Vex = U/2 (завдяки Vdir = U/2, ця границя вiдповiдає нульовим недiагональним

елементам U13 = U24 = 0 у матрицi взаємодiї Uαα′ по типу густина-густина).

Як показано на рис. 4.17, АФМ впорядкування залишається домiнуючою

магнiтною нестабiльнiстю для моделi Габбарда при обмiннiй взаємодiї 0 ≤

Vex ≤ U/2 та напiвзаповненнiй зонi. Крiм того, внаслiдок рiзних амплiтуд для

внутрiшньо- та мiжорбiтальних взаємодiй, ми спостерiгаємо вiдносне збiльше-

ння АФМ фази у вiдповiднiй T − U дiаграмi в обох випадках (з урахуванням i

без урахування спiн-флiп внеску). Як i очiкувалося, спiн-флiп процес зменшує

областi магнiтно-впорядкованих фаз. Однак, iснування ненульової прямої вза-

ємодiї переважає вказану тенденцiю при слабкому i промiжному зв’язку таким

чином, що максимальна критична температура при Vex & U/4 все ще на 30%
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вище, нiж у системi з Vex = 0.

На основi аналiзу ентропiї проведено оцiнки щодо «оптимального» типу

обмiнного доданку (зi спiн-флiпом або без нього, як це було розглянуто

вище), що може бути реалiзовано в експериментах, що використовують сумiшi

ультрахолодних атомiв. Як i у вищевикладених випадках, слiд зауважити,

що при фiксованих U i T ентропiя зростає (вiдповiдний ефект Померанчука

стає сильнiшим) з урахуванням спiн-флiп процесу у близькостi до магнiтних

переходiв. Тому при промiжному зв’язку (близькому до вiдповiдного максимуму

температури Нееля) два ефекти – зменшення TN та збiльшення s – майже

компенсують один одного таким чином, що критичнi ентропiї, що припадають

на одну частинку, стають приблизно однаковi, наприклад, для Vex = U/4, в

обох випадках це призводить до sc ≈ 0.67.

4.4. Феромагнетизм в дво- та три-орбiтальнiй моделi Габбарда.

Мотивацiя дослiджень. Симетрiя, її дискретний або безперервний хара-

ктер, а також явне або спонтанне її порушення вiдiграють вирiшальну роль

у багатьох напрямах сучасних дослiджень. У теорiї конденсованого стану, як

приклад, моделi Гейзенберга та Iзiнга є вiдмiнними прикладами систем, що

мають безперервну та дискретну спiнову симетрiю, вiдповiдно. Хоча спонтанне

порушення спiнової симетрiї вiдiграє центральну роль у спостереженнi фазових

переходiв та безщiлинних колективних збуджень, його явний аналог є менш «ча-

рiвним» i зазвичай походить iз зовнiшнiх джерел, таких як поля, недосконалостi

матерiалiв або спрощення, необхiднi для проведення вiдповiдного теоретичного

аналiзу.

Феромагнiтне (ФМ) впорядкування з далекодiйними кореляцiями є ви-

значною реалiзацiєю спонтанно порушеної симетрiї, що вiдповiдає за багато

важливих фiзичних явищ, наприклад, ефект колосального магнетоопору у

манґанiтiв [214]. У пошуках прототипної ґраткової системи частинок, що вза-
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ємодiють та дозволяють ФМ-впорядкований основний стан, однозонна модель

Габбарда може бути запропонована як найпростiша. Однак, як пiдкреслюва-

лося та детально вивчено у [215, 216], така модель не є загальною моделлю

феромагнетикiв, оскiльки без петлевої структури ґратки або без спецiальних

доданкiв вiдповiдний ФМ стан може бути стабiлiзовано лише в границi Наґаоки

(U = ∞). Тiльки наступна за простотою, двоорбiтальна модель Габбарда,

забезпечує мiнiмальну кiлькiсть необхiдних iнгредiєнтiв (зокрема, локальний

ненульовий зв’язок Гунда) для пiдтримки ФМ впорядкування.

В даний час динамiчна теорiя середнього поля (ДТСП), див. детальнiше

пiдроздiл 1.3.5, – це потужний непертурбативний теоретичний пiдхiд для опису

фiзики сильно корельованих матерiалiв, включаючи переходи мiж рiзними тер-

модинамiчними фазами. У рядi попереднiх ДТСП дослiджень, що аналiзували

ФМ упорядкування у двозоннiй моделi Габбарда, обчислювальна процедура

була обмежена взаємодiєю по типу густина-густина [209, 213, 217]. Хоча це

спрощення суттєво знижує обчислювальнi витрати, воно впливає на фiзику

моделi, особливо на близькокритичнi явища (див., наприклад, роботу [218] з

недавнiм матерiально-орiєнтованим аналiзом). Тому було докладено значних

зусиль для врахування повної обертальної симетрiї двочастинкових взаємодiй,

див. роботи [219–228] та пiдроздiл 4.3.

Паралельно з прогресом ДТСП та iнших теоретичних пiдходiв, ультрахо-

лоднi атоми в оптичних ґратках [69] стали унiверсальним i дуже точним екс-

периментальним iнструментом для отримання нових пластiв знань у багатому

сiмействi моделей Габбарда. У цих системах ступiнь вiльностi, що пов’язана

зi спiном частинок, може бути вiднесена до атомiв у рiзних внутрiшнiх станах

(тобто широко застосовується концепцiя псевдоспiну). Це призводить до великої

гнучкостi – за бажанням, спiнова симетрiя може бути явно порушена або

вiдновлена з високою точнiстю за допомогою належного експериментального

налаштування [98, 166]. Зокрема, останнi експерименти з атомами 173Yb та
87Sr [202, 229, 230] демонструють можливiсть реалiзувати двоорбiтальнi моделi
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Габбарда за допомоги зв’язку Гунда ФМ типу i SU(N )-симетричнi взаємодiї

псевдоспiнових кольорiв.

Мета цього дослiдження – проаналiзувати вплив параметризацiї взаємодiї,

що може бути SU(2)-симетричною по вiдношенню обертань у псевдоспiновому

просторi або нижчою, на ФМ упорядкування в багатоорбiтальних моделях

Габбарда. Починаючи з випадку вироджених орбiталей, вводиться кристалiчне

поле для зв’язку металевої ФМ фази типу Стонера в моделi Габбарда iз

зонами, що перекриваються, i ФМ фази в моделi подвiйного обмiну (або

ґратковiй моделi Кондо). Остання має давню iсторiю [231], i вона широко

застосовується для опису ФМ упорядкування та пов’язаних з ним ефектiв у

манґанiтiв. Модельнi дослiдження за допомогою ДТСП вже виявили важливi

наслiдки електронних кореляцiй [232, 233] та спiнових флуктуацiй [234] на ФМ

упорядкування в режимi подвiйного обмiну.

Модель та метод. Розглянемо модель Фермi-Габбарда з декiлькома (m =

2, 3) орбiталями, що описується гамiльтонiаном

H =
∑
kσ

m∑
γ=1

(εkγ + µγ)c
†
kγσckγσ + U

∑
iγ

niγ↑niγ↓ + U ′
∑

iσ,γ<γ′

niγσniγ′σ̄ +

+(U ′ − J)
∑

iσ,γ<γ′

niγσniγ′σ + αJ
∑
i,γ<γ′

(c†iγ↑c
†
iγ′↓ciγ↓ciγ′↑ + H.c.) +

+α′J
∑
i,γ<γ′

(c†iγ↑c
†
iγ↓ciγ′↓ciγ′↑ + H.c.). (4.14)

Перший доданок включає енергiї вiльних частинок εkγ, хiмiчнi потенцiали µγ,

а також фермiоннi оператори народження (знищення) c†kγσ (ckγσ) електронiв на

орбiталi γ з проекцiєю спiну σ = {↑, ↓} з її протилежною σ̄ = {↓, ↑} i квазiiм-

пульсом k. U – амплiтуда внутрiшньоорбiтальної взаємодiї, а J характеризує

локальний (i – iндекс вузла ґратки) феромагнiтний (J > 0) зв’язок Гунда.

Тут i нижче використовується параметризацiя U ′ = U − 2J , яка, як правило,

справедлива для всiх взаємодiй електрон-електрон, якi обертально-iнварiантнi

в координатному просторi. Коефiцiєнти α, α′ ∈ [0, 1] можна, в принципi,
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встановлювати незалежно один вiд одного. При α = α′ два обмежуючих

випадки з α = 0 i α = 1 вiдповiдають так званiй параметризацiї взаємодiї

по типу густина-густина (або Iзiнга) i Слетера-Канаморi. Також обмежимось

усiма позитивними амплiтудами взаємодiї, що призводить до обмежень U > 0 i

J ≤ U/3.

Гамiльтонiан (4.14) дозволяє проводити окремий аналiз спiнового та

орбiтального секторiв. Оскiльки симетричнiсть останнього майже не має значе-

ння для поточного дослiдження, його обговорення для простоти опускається.

Зазначимо тiльки, що цi симетрiї можуть дозволити додатковi безперервнi

перетворення мiж орбiтальними компонентами або просто факторизувати

спiнову частину, див. бiльш докладно у [209, 235]. Тому достатньо коротко

вказати на вплив параметра анiзотропiї Iзiнга α на симетрiю спiнового сектора.

Зокрема, при α = 1 модель стає SU(2) симетричною щодо обертiв у спiновому

просторi. Будь-яке iнше значення α (0 ≤ α < 1) знижує симетрiю спiнової

частини до групи Z2×U(1), де Z2 вiдповiдає вiдображенням типу cγ↑ → cγ↓,

а U(1) припускає iнварiантнiсть гамiльтонiана при обертаннях навколо осi

квантування z, (cγ↑, cγ↓)→ (eiφcγ↑, e
−iφcγ↓).

У ДТСП аналiзi магнiтного впорядкування в дослiджуванiй системi вико-

ристовується два типи розв’язувачiв для допомiжної задачi домiшки Андерсона.

Використовується розв’язувач домiшок з розкладанням по гiбридизацiй в

квантовий Монте-Карло обчисленнях на вiсi безперервного часу, що надається

через програмний пакет [236], який включає необхiднi узагальнення, введенi

у посиланнях [220, 223, 228]. Другий варiант – пiдхiд точної дiагоналiзацiї, що

заснований на розширеннях, обговорених у роздiлах 4.2 та 4.3. Максимальна

кiлькiсть ефективних орбiталей резервуара для кожного орбiтального i спiново-

го компоненту обмежена в цьому пiдходi значеннями ns = 4 для m = 2 i ns = 3

для m = 3. Обмеження в точнiй дiагоналiзацiї обумовлено експоненцiальним

зростанням вiдповiдного простору Гiльберта iз загальною кiлькiстю станiв

N = 2mns. Систематично перевiрено, що використанi максимальнi числа ns
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є достатнiми для узгодження результатiв у режимах перекриття зон. При

нижчих значеннях ns або в режимi подвiйного омiну вiдхилення стають бiльш

помiтними. Оскiльки використаний розв’язувач з розкладанням по гiбридизацiї

не має вираженої проблеми фермiонного знаку [220], його вихiднi результати

використовуються в цьому пiдроздiлi для отримання дiаграм та графiчних

залежностей, а розв’язувач точної дiагоналiзацiї – як додаткове джерело, що

пiдтримує основнi спостереження.

Для простоти та загальностi аналiзу достатньо обмежитись нижче на-

пiвкруглою густиною станiв D(ε) = (1/2πt2)
√

4t2 − ε2 i встановити амплiтуду

тунелювання t як одиницю масштабування (t ≡ tm = 1) у всiх енергетичних

величинах (наприклад, ширина зони для системи, що не взаємодiє, таким чином

стає W = 4). Слiд зауважити, що вiдповiднi оцiнки для бiльш реалiстичних

геометрiй ґратки зазвичай можна виконати шляхом належного масштабування

величин вiдповiдно до координацiйного числа z фактичної ґратки (t →
√
zt)

[208]. Наприклад, для простої кубiчної геометрiї гратки з z = 6 енергетичний

параметр P1 (наприклад, критична температура або сила взаємодiї) стає P1 ≈
√

6P0. При слабкому зв’язку таке масштабування виконується лише в тому

випадку, якщо немає особливостей Ван Хоува, близьких до енергiї Фермi,

iнакше тенденцiя магнiтного впорядкування може бути посилена. В границi

сильного зв’язку (U � t) форма густини станiв для невзаємодiючих частинок

стає менш важливою.

Особливостi ФМ упорядкування аналiзуються двома способами: шляхом

прямого вимiрювання намагнiченостi та шляхом аналiзу магнiтної сприйня-

тливостi в симетричнiй фазi iз зовнiшнiм магнiтним полем. Через обмеження

числового пiдходу гiбридизацiйними функцiями, що є дiагональними по орбi-

тальним та спiновим iндексам, не проводяться вимiрювання iнших потенцiйно

конкуруючих типiв упорядкування (наприклад, нахиленого АФМ, магнiтких

зв’язкiв типу Рудермана-Кiттеля-Касуя-Йосiда, спiн-орбiтального та екситон-

ного спарювання).
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Рис. 4.18. Фазовi дiаграми, що вказують на еволюцiю ФМ фаз при змiнi
параметра анiзотропiї Iзiнга α = 0, 0.6, 0.8, 0.9, 1 при U = 12 та J = 3.

Результати для вироджених орбiтальних станiв. На рис. 4.18 показано

змiни меж ФМ фаз на вiдповiдних дiаграмах в площинi наповнення вузлiв

ґратки та температури для кiлькох значень параметра α. Параметри запов-

нення зони та амплiтуди взаємодiї взаємодiї, U = 12 i J = U/4, вiдповiдають

металевому режиму Гунда iз значним збiльшенням ефективної маси [235, 237].

Зокрема, при m = 3 i n = 2 обраний режим є вiдносно далеким вiд переходу

Мотта, див. [238]. Найяскравiша особливiсть полягає в тому, що у випадку

двоорбiтальної системи ФМ упорядкування повнiстю зникає в границi SU(2)-

симетричної системи (α = 1). Це контрастує з попереднiми очiкуваннями (що

ґрунтуються на ДТСП аналiзi лише зi взаємодiєю по типу густина-густина; див.

роботу [213]), що доданок iз спiн-флiпом не має сильного впливу на критичнi

температури в цьому дiапазонi параметрiв. Насправдi це не так, i як можна

побачити з порiвняння з триорбiтальною моделлю, ФМ упорядкування сильно

залежить вiд кiлькостi активних орбiталей. Цей ефект можна пов’язати з

пригнiченням квантових флуктуацiй iз збiльшенням орбiтального виродження,

тобто ефективнi спiновi моменти стають бiльш класичними (див., наприклад,

пiдручник [81]).

На рис. 4.19 порiвнюються критичнi параметри взаємодiї при фiксованiй

температурi T = 0.025 для граничних випадкiв α = 0 i α = 1. Для двоорбiталь-

ної моделi спостерiгається сильне пригнiчення ФМ фази спiн-флiп доданком.
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(б) моделей у низькотемпературнiй областi (T = 0.025) при заповненнi ґратки
n = 1.5.

Цей ефект значно зменшується в триорбiтальнiй моделi. Яскравий вплив мно-

жинностi зон узгоджується з раннiми теоретичними дослiдженнями конкретних

матерiалiв [215]. Зауважимо, що аналогiчно аргументам для однозонної SU(2)-

симетричної моделi Габбарда [216], результати пiдтверджують вiдсутнiсть ФМ

упорядкування при U < ∞ у високосиметричних (односмугових) SU(2m)-

симетричний моделях, що вiдповiдає граничному випадку J → 0 на рис. 4.19.

Форма взаємодiї, тобто параметр α, впливає не тiльки на границi ФМ

фази, але i на одночастинковi величини в парамагнiтному (ПМ) режимi, такi як

ефективна маса i час життя квазiчастинок, що мають вагоме значення у фiзицi

металiв Гунда [235,237,238]. Вiдповiдно до пiдходу у роботi [239], використовує-

ться полiномiальне наближення до уявної частини самоенергiї Σ(iωn) на шiстьох

найнижчих частотах Мацубари, щоб отримати збiльшення маси квазiчастинок

Z−1 = 1 − d Im[Σ(iωn)]/dωn|ωn→0 i частоту розсiювання квазiчастинок Γ

(зворотнiй час життя) ΓZ−1 = − Im[Σ(iωn)]|ωn→0. Як показано на рис. 4.20,

рiзниця мiж α = 0 i α = 1 максимальна в околi границi ФМ фази (α = 0).

Результати для m = 3, n = 2 i α = 1 добре узгоджуються з наявними масами
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Рис. 4.20. Залежностi збiльшення ефективної маси та швидкостi розсiювання
квазiчастинок (зворотний час життя) вiд сили взаємодiї U для моделi m = 3

в ПМ режимi при n = 2, J = U/4 i трьох рiзних температурах, T =

0.0125, 0.025, 0.05. Вертикальнi смуги позначають вiдповiднi границi ФМ фази.

квазiчастинок Z, див. роботу [238]. Границя ФМ фази в цьому випадку добре

вiдповiдає границi, отриманiй для рутенату кальцiю CaRuO3 [239].

Результати за наявностi щiлини мiж енергетичними рiвнями орбi-

таьних станiв. Далi проаналiзуємо особливостi ФМ упорядкування, коли

виродження знiмається так званим кристалiчним полем ∆ = µm − µγ (γ =

1, . . . ,m − 1), яке розщеплює одну орбiталь вiд решти. Густина n = m − 1 + δ

фiксується так, що для великих U i ∆ > tγ (що вiдповiдає режиму подвiйного

обмiну) нижня (вироджена) зона стає наполовину заповнена, встановлюючи

заповнення верхньої зони δ = 0.2. Спочатку ширини усiх зон обираються

рiвними, Wγ = Wm = 4, i змiнюється величина кристалiчного поля ∆. Пiсля

цього, розглядається також випадок змiнення ширини нижньої (виродженої)

зони при фiксованому ∆.

На рис. 4.21 показано границi фази як функцiї ∆ i J . Подiбно до

попереднiх спостережень, повна спiн-обертальна симетрiя (α = 1) пригнiчує

ФМ фазу, а ефект менш виражений iз збiльшенням кiлькостi зон. Можна
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Рис. 4.21. Лiворуч: схема енергетичних станiв та заповнення орбiтальних
станiв системи. У центрi: J∆ фазовi дiаграми двоорбiтальної (m = 2, верхнiй
ряд) та триорбiтальної (m = 3, нижнiй ряд) моделей при n = 1.2 i n = 2.2,
вiдповiдно. Праворуч: орбiтальне заповнення nγ, отримане при α = 1, J = 2.25

(А, пунктирнi лiнiї) i J = 5.5 (Б, суцiльнi лiнiї). U = 4J та T = 0.025 скрiзь.

помiтити двi характернi областi зi слабкими залежностями Jc вiд ∆, мiж

якими виникає досить помiтна змiна. Такий «стрибок» збiгається з початком

цiлочислового заповнення нижньої зони. Це сигналiзує про те, що режим

подвiйного обмiну (при великих ∆) в цей момент рiзко закiнчується. При малих

∆ АФМ фаза не є стабiльною за будь-яких J . Доданок з парною змiною орбiталi

(α′ = 1) має лише незначний вплив на границi фаз, див. рис. 4.21. Належним

поясненням цього є той факт, що є лише невелика кiлькiсть подвiйно зайнятих

орбiталей у заданому режимi зв’язку Гунда.

У режимi подвiйного обмiну (nγ = 1 для γ < m i nm = δ), що вiдповiдає

областi ∆ & 1 i J & 1 на рис. 4.21, систему можна описати за допомоги ФМ

ґраткової моделi Кондо з додатковим АФМ зв’язком мiж локальними спiновими

моментами [240–244],

Heff = −
m∑
γ=1

tγ
∑
〈ij〉σ

c†iγσcjγσ + JA

∑
〈ij〉

Si · Sj − J
∑
i

c†imστ σσ′cimσ′ · Si, (4.15)
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де Si – оператори спiна для «локалiзованих» станiв зi значенням S = (m−1)/2,

Si = 1
2

∑m−1
γ=1 c

†
iγστ σσ′ciγσ′, τ – 2×2 матрицi Паулi, а 〈ij〉 вказує пiдсумовування за

близькосусiднiми вузлами. У границi сильного зв’язку для нижчих орбiтальних

станiв (U � tγ) та nγ ≈ 1, вiдповiдно до перетворень Шрiффера-Вольфа,

амплiтуда АФМ зв’язку змiнюється вiдповiдно до спiввiдношення JA ∝ t2γ/U

(γ < m). Слiд зазначити, що гамiльтонiан (4.15) вiдповiдає системi, що

iнварiантна по вiдношенню до обертань у спiновому просторi. В iншому випадку

(при α 6= 1) константи магнiтного зв’язку стають анiзотропними, але поведiнка

їх масштабування з t i U залишається подiбною.

Щоб показати важливiсть процесiв АФМ обмiну, якi явно включенi в

наведене розширення моделi подвiйного обмiну (4.15), проведемо додатковий

аналiз, де кристалiчне поле зберiгається фiксованим (∆ = 1.2), а ширина

зон Wγ (γ < m) буде змiнюватись. Завдяки кiнетичному механiзму обмiну,

цього має бути достатньо для пригнiчення АФМ впорядкування, що дикту-

ється амплiтудою JA. Це пiдтверджується результатами ДТСП на рис. 4.22,

де продемонстровано посилення ФМ упорядкування через пригнiчення свого

основного конкурента, АФМ зв’язку, зi змiною ширини зони. Як i ранiше, з

прямого порiвняння параметризацiй α = 0 i α = 1 спостерiгається бiльш

виражений ефект спiнової симетрiї SU(2) в двоорбiтальнiй моделi (m = 2),

що зменшується з включенням додаткового орбiтального компонента в нижчу

ефективну зону (m = 3).

Поведiнку критичної амплiтуди взаємодiї Uc при змiнi спiввiдношення

ширин зон на рис. 4.22 можна зрозумiти наступним чином. Пiдтримуючи

ширину зони делокалiзованих частинок фiксованою, очiкується, що АФМ-ФМ

перехiд при нульовiй температурi та пiд обмеженням колiнеарного магнiтного

впорядкування вiдбудеться при певному значеннi JA/J . Враховуючи, що J ∝ U

(вiдношення U/J зберiгається фiксованим) i JA ∝ t2γ/U , отримуємо результат

Uc ∝ tγ. Вiдповiдна поведiнка позначена лiнiями на рис. 4.22, що показує

вiдносно гарне узгодження з даними ДТСП, отриманими при розглядi повної
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Рис. 4.22. Залежностi критичної амплiтуди взаємодiї Uc для ФМ упорядкува-
ння вiд спiввiдношення ширин зон в двоорбiтальнiй (лiворуч) i триорбiтальнiй
(праворуч) моделi Габбарда при ∆ = 1.2, J = U/4, n = m− 1 + 0.2 i T = 0.025.
Зiрковi точки вiдповiдають тим самим точкам, якi вказанi на фазових дiаграмах
на рис. 4.21. Лiнiйнi апроксимацiї (пунктирнi лiнiї) виведенi з умови балансу
мiж ефективними ФМ та АФМ амплiтудами у рiвняннi (4.15); див. текст.
Амплiтуда тунелювання у верхнiй зонi є фiксованою tm = 1.

моделi (4.14) в режимi подвiйного обмiну при ненульовiй температурi.

З рис.4.21 також видно, що опис в рамках моделi подвiйного обмiну стає

невiрним при малому ∆. Рiзкi змiни позицiй границь ФМ фази, вiдповiдно

до графiкiв, показаних праворуч на рис. 4.21 напряму пов’язанi зi змiною

режиму частково перекритих зон (з металевою поведiнкою всiх орбiтальних

компонентiв) на режим подвiйного обмiну (з металевою поведiнкою лише

компоненту γ = m). Слiд зауважити також, що для SU(2)-симетричного

випадку i m = 3 (на вiдмiну вiд m = 2) можна безпосередньо виводити систему

з ФМ до АФМ упорядкованого стану, змiнюючи лише величину кристалiчного

поля ∆.

Режим промiжних кристалiчних полiв цiкавий у кiлькох аспектах. По-

перше, феромагнетизм iз зонами, що перекриваються частково, реалiзується

у високо валентних оксидах перехiдних металiв, таких як SrCoO3 [245, 246].

По-друге, це можна експериментально вивчити з ультрахолодними газами
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лужноземельних атомiв в оптичних ґратках, див. роботи [202,229,230], де засе-

леностi орбiтальних станiв можна налаштовувати незалежно, отже, амплiтуду

розщеплення ∆ можна змiнювати в широких дiапазонах.

Для збереження послiдовностi наведеного опису, вiн не поширюється на

бiльшi кiлькостi орбiталей, але спостережувана поведiнка дозволяє зробити

корисну екстраполяцiю з точки зору твердотiльних реалiзацiй. Для систем,

що характеризуються електронними d орбiталями в кубiчних структурах

перовскiтних кристалiв (i, зокрема, манганiтiв), типове вiдношення ширин

зон можна приблизно оцiнити як Weg/Wt2g ≈ 2. Якщо припустити потрiйне

виродження нижчих (t2g) та подвiйне виродження вищих (eg) станiв i n = 3+δ,

поправки до характерних критичних значень внаслiдок процесiв спiн-флiпу

мають залишатися помiтними, але, iмовiрно, мають не перевищувати 30% –

це, зокрема, погоджується з останнiми дослiдженнями [218]. Проаналiзованi

залежностi також дозволяють припустити, що антиферомагнiтнi кореляцiї мiж

орбiтальними станами t2g вiдiграють важливу роль у фiзицi манганiтiв та

спорiднених сполук, тому їх слiд належним чином враховувати.

Висновки до роздiлу 4

Результати дослiджень, представлених у даному роздiлi, опублiковано в

статтях [13–17]. Серед основних результатiв в якостi висновкiв можна видiлити

наступнi:

• Виявлено особливостi магнiтного впорядкування в трикомпонентних

сумiшах ультрахолодних фермiонiв зi взаємодiями вiдштовхування в оптичних

ґратках за допомогою динамiчної теорiї середнього поля, що узагальнена

для координатного простору. Показано, що при наповненнi зони на 1/3 з

пiдвищенням температури система зазнає послiдовних термiчно-iндукованих

переходiв мiж рiзними типами пiдґраткового впорядкування, що узгоджує-

ться в границi U � t з попереднiми розрахунками для SU(3)-симетричної
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моделi Гейзенберга. Також обраховано критичнi температури для магнiтного

впорядкування в трикомпонентних сумiшах з рiзними амплiтудами взаємодiї

мiж компонентами, що реалiзується в ультрахолодних атомах лужних металiв

за допомогою резонансiв Фешбаха. Показано, що асиметрична взаємодiя цього

типу знiмає виродження в двопiдґраткових фазах i призводить до пригнiчення

вiдповiдних критичних температур.

• Розроблено теоретичний пiдхiд, який дозволяє детально вивчити ма-

гнiтну фазову дiаграму трикомпонентних фермiонних сумiшей в оптичних

ґратках з простою кубiчною геометрiєю при кiнцевiй температурi та заповнен-

ням однiєю частинкою на вузол. При слабкому зв’язку для SU(3)-симетричної

сумiшi спостережено повне пригнiчення магнiтних фаз, якi виникають лише в

областi вiдповiдного кросоверу до стану iзолятора Мотта. У рамках узагальнень

ДТСП для двох пiдґраток та для координатного простору побудовано магнiтнi

фазовi дiаграми. Незважаючи на складнiшу структуру магнiтних фаз, при

аналiзi ентропiї виявлено можливi переваги цих сумiшей порiвняно з двоком-

понентними аналогами для наближення до квантового магнетизму в оптичних

ґратках за рахунок бiльш вираженого охолодження, що обумовлено сильнiшим

ефектом Померанчука.

• Проведено теоретичний аналiз термодинамiчних властивостей чоти-

рикомпонентних фермiонних сумiшей у перiодичнiй ґратцi з простою кубi-

чною (тривимiрною) геометрiєю при наповненнi зони наполовину. Результати

динамiчної теорiї середнього поля для SU(4)-симетричних сумiшей вказують

на фазовий перехiд першого порядку мiж парамагнiтною фермi-рiдиною та

антиферомагнiтним iзолятором за ненульових температур. Iнша особливiсть,

що вiдрiзняє SU(4)-симетричну модель, – це близькiсть критичної точки Мотта

до магнiтного переходу. Встановлено, що точне порушення SU(4) симетрiї

завдяки введенню в теоретичний аналiз членiв з прямою мiжорбiтальною та

обмiнною взаємодiями збiльшує критичну температуру впорядкування, але

зменшує критичну ентропiю, яка фактично є бiльш важливою характеристикою
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в експериментах, що використовують ультрахолоднi атоми в оптичних ґратках.

• Виявлено вплив спiнової симетрiї гамiльтонiана на ФМ упорядкування

в мультиорбiтальнiй моделi Габбарда за допомогою ДТСП. Спостережено

сильнi ефекти пригнiчення ФМ фаз при врахуваннi повної спiново-обертальної

симетрiї у двоорбiтальнiй системi (на вiдмiну вiд слабших ефектiв для АФМ

упорядкування). Розглядаючи триорбiтальну модель, показано, що цi ефекти

слабшають (тобто, ФМ упорядкування ефективно вiдроджується) зi збiльше-

нням кiлькостi активних орбiталей, що добре узгоджується з аргументами на

основi пригнiчення квантових флуктуацiй через наближення до границi класи-

чних спiнiв. Аналiз поширено на випадок роздiлених орбiталей, де спостерiгає-

ться вiдповiдний перехiд вiд режиму Стонера до режиму подвiйного обмiну, але

ефект пригнiчення, що виникає при включеннi процесiв спiн-флiпа, залишає-

ться значним. Результати для двоорбiтальної моделi також важливi з точки

зору експериментiв ультрахолодних атомiв, орiєнтованих на наближення до

феромагнiтного Кондо режиму в оптичних ґратках. Розроблений теоретичний

пiдхiд дозволяє також вивчити вплив квантових флуктуацiй у двоорбiтальних

моделях iз SU(N )-симетричними взаємодiями, де очiкується пригнiчення магнi-

тного впорядкування зi збiльшенням N (кiлькiсть компонентiв псевдоспiну), на

вiдмiну вiд дослiдженого напрямку SU(2)-симетричних взаємодiй та збiльшення

m (кiлькостi активних орбiталей), де ФМ стабiлiзується зi збiльшенням m.
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РОЗДIЛ 5

ЕКСИТОННI ВЛАСТИВОСТI ОКСИДIВ КОБАЛЬТУ В ОКОЛI

КРОСОВЕРУ БАГАТОЕЛЕКТРОННИХ СПIНОВИХ СТАНIВ

5.1. Бозе-конденсацiя екситонiв у LaCoO3, iндукована зовнi-

шнiм магнiтним полем

Мотивацiя дослiджень. Перовскiтний оксид кобальту LaCoO3 проявляє

незвичнi фiзичнi властивостi, якi привертають увагу вже понад пiвстолiття.

Тонкий баланс мiж розщепленням кристалiчного поля та феромагнiтним зв’яз-

ком Гунда розмiщує iони Co3+ в районi переходу мiж спiновими станами.

У поєднаннi з ковалентними зв’язками Co-O та зчепленням з ґраткою це

робить LaCoO3 складною фiзичною системою. Електропровiднiсть та магнiтна

сприйнятливiсть дiлять фазову дiаграму LaCoO3 в залежностi вiд температу-

ри T на три областi з кросоверами мiж ними: дiамагнiтний iзолятор (T <

80 K), парамагнiтний (ПМ) iзолятор та ПМ метал (T > 600 K). Для опису

фiзики LaCoO3 традицiйно використовуються декiлька пiдходiв: (i) одноiонна

картина основного стану з низьким спiном (S = 0, low spin (LS)) iона Co3+ з

промiжноспiновими (S = 1, intermediate spin (IS)) або високоспiновими (S = 2,

high spin (HS)) збудженнями [247,248] з кiнетичним обмiном мiж цими станами

на ґратцi [249], (ii) пiдходи зонної моделi з електронами, що взаємодiють через

статичне середнє поле [250–252] i (iii) поєднання обох у виглядi динамiчної теорiї

середнього поля (ДТСП) [253–255]. Незважаючи на численнi дослiдження,

послiдовний теоретичний опис низькотемпературних властивостей LaCoO3 i

спорiднених сполук залишається вiдкритою проблемою.

Режим промiжних температур з парамагнiтною сприйнятливiстю, щiли-

ною для зарядових збуджень i вiдсутнiстю значної диспропорцiї довжин зв’язкiв

Co-O особливо важко описати. Iснуючi теорiї або передбачають металевий
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Рис. 5.1. (a) Процес тунелювання мiж найближчими атомами, що спричиняє
обмiн IS-LS. (б) Схематичне зображення енергiй атомних мультиплетiв разом з
дисперсiєю одиничного IS стану вiдповiдно вакуумного стану LS.

стан [251], або демонструють упорядкування спiнових станiв (УСС; spin-state

ordering (SSO)) [248,256–258], що вiдповiдає перiодичному розташуванню атомiв

Со в рiзних спiнових станах, яке обов’язково супроводжується диспропор-

цiєю довжин зв’язкiв Co-O. Нещодавнi експерименти в сильних магнiтних

полях [259–261], в яких виявлено метамагнiтний перехiд вище 50 T, дають

важливу пiдказку щодо характеру режиму промiжних температур. Як вказано

авторами статтi [261], збiльшення критичного поля hc з температурою T є

протиiнтуїтивним, враховуючи той факт, що пiдвищення температури сприяє

заселенню магнiтних станiв.

У цьому пiдроздiлi показується, що рухливiсть IS збуджень на фонi

LS, аспект, вiдсутнiй у iснуючих теорiях, вiдiграє важливу роль у LaCoO3.

Оцiнки, заснованi на першопринципних розрахунках, показують, що, хоча

збудження HS, по сутi, є нерухомими, ширина зони дисперсiї IS є порядку

декiлькох 100 меВ. Отже, найнижче за енергiєю збудження в твердому тiлi

може мати iнший характер, нiж найнижче одноiонне збудження, як зображено

на рис. 5.1. Характер низькоенергетичних збуджень може бути зондований

переходом, що iндукується зовнiшнiм магнiтним полем. Нерухомi збудження

сприяють формуванню УСС. З iншого боку, рухливi збудження призводять до

утворення однорiдного екситонного конденсату (ЕК; excitonic condensate (EC)).

Хоча i УСС, i ЕК можуть бути iндукованi магнiтним полем, показується, що їх

залежнiсть hc(T ) має протилежнi нахили.

У цьому пiдроздiлi використовується ДТСП для аналiзу мiнiмальної
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теоретичної моделi, що дозволяє вивчити переходи мiж спiновими станами [262].

Показується, що i УСС, i ЕК можуть бути iндукованi зовнiшнiм магнiтним

полем i обчислюються температурнi залежностi критичного поля hc(T ) разом

з iншими вiдповiдними фiзичними величинами в околi фазових переходiв.

Щоб продемонструвати доцiльнiсть сценарiю ЕК, використовується теорiя

функцiоналу електронної густини для оцiнки дисперсiї збуджень IS та HS у

реальному матерiалi.

Модель. Розглянемо двоорбiтальну модель Габбарда на квадратнiй ґратцi,

яка дозволяє враховувати як нестабiльнiсть до утворення УСС, так i ЕК [262].

У зовнiшньому магнiтному полi h гамiльтонiан має наступний вигляд:

H =
∑
αβ

tαβ
∑
〈ij〉σ

(c†iασcjβσ + H.c.) +
∑
iασ

(hσ − µα)niασ,+
∑
i

H(i)
int (5.1)

де c†iασ (ciασ) – фермiоннi оператори народження (знищення), що дiють на вузлi

ґратки i, α = {a, b} представляє собою орбiтальний iндекс, σ = {1/2,−1/2}

позначає проекцiю спiну електронiв на вiсь магнiтного поля (в одиницях ~ = 1),

2 × 2 симетрична матриця tαβ складається з амплiтуд для звичайних (внутрi-

шньоорбiтальних, α = β) та перехресних (мiжорбiтальних, α 6= β) процесiв

тунелювання, а позначення 〈ij〉 вказує пiдсумовування лише по найближчих

сусiднiх вузлах. Доданок з локальною взаємодiєю H(i)
int обрано таким чином,

щоб мати лише внески типу густина-густина,

H(i)
int = U

∑
α

niα↑niα↓ + (U − 2J)
∑
σ

niaσnib−σ + (U − 3J)
∑
σ

niaσnibσ, (5.2)

а в останньому доданку µa,b = µ ± ∆/2, де µ зафiксовано таким чином, щоб

давати середню заселенiсть у два електрони на вузол ґратки, а ∆ позначає

розщеплення рiвнiв кристалiчним полем

Для опису моделi (5.1) використовується ДТСП (див. пiдроздiл 1.3.5) з

розкладанням по гiбридизацiї у домiшковому розв’язувачi алгоритмом кванто-
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вих обчислень Монте-Карло на вiсi неперервного часу [104,263]. Обирається так

зване сегментне представлення, модифiковане для включення позадiагональних

гiбридизацiй, важливих для врахування екситонної нестабiльностi [262, 264].

Такий пiдхiд дозволяє отримати функцiї Грiна для електронiв у задачi домiшки,

тому дає доступ до спектральних характеристик та вiдповiдних локальних

величин, наприклад, кореляторiв 〈c†iασciβσ′〉, якi надають iнформацiю про нама-

гнiченiсть (шляхом взяття елементiв з α = β) та параметрами порядку ЕК (α 6=

β). В однорiдному випадку (одинична комiрка) достатнiм буде зосередитись

на параметрах ЕК типу φ+ = 〈c†ia↑cib↓〉 i φ− = 〈c†ia↓cib↑〉 i намагнiченостi

M =
∑

α

∑
σ σniασ з niασ = 〈c†iασciασ〉. У випадку УСС також визначимо рiзницю

заселеностей a-орбiталi на двох сусiднiх вузлах i та j, da =
∑

σ |niaσ − njaσ|..

Спочатку проаналiзуємо фазову дiаграму ЕК у зовнiшньому магнiтному

полi. Почнемо з параметрiв роботи [264], де для моделi (5.1), але при фiксованих

∆ = 3.4 еВ i h = 0 встановлено можливiсть конденсацiї екситонiв при

T ≈ 850 K. Кристалiчне поле змiнюється таким чином, щоб температура

вiдповiдно фазового переходу пригнiчувалась, див. рис. 5.2(а). Вiдповiдно до

цього, амплiтуда кристалiчного поля ∆ обирається такою, щоб система була в

нормальнiй ПМ (LS) фазi, але близька до фазового переходу. Потiм додається

зовнiшнє магнiтне поле h. Пiсля досягнення критичного значення поля hc

система зазнає переходу до феромагнiтного екситонного конденсату, який

характеризується ненульовим значенням |φ+| > |φ−| при позитивних значеннях

h. Вiдповiднi кривi намагнiченостi, наведенi нижче на рис. 5.3(а), демонструють

лiнiйне збiльшення з h при низьких полях i мають нахил (сприйнятливiсть), що

збiльшується з температурою. Екситонна конденсацiя проявляється змiнами

поведiнки в кривих M(h, T ) в околi hc(T ) при постiйнiй температурi. Повна

hT фазова дiаграма на рис. 5.2(б) безпосередньо вказує на збiльшення hc зi

збiльшенням температури.

Поведiнку цiєї моделi легко зрозумiти, якщо розглянути границю силь-

ного зв’язку. При T = 0 i h = 0 спектр збуджень описується екситонною
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кристалiчного поля при h = 0 (а) та вiд магнiтного поля h при ∆ = 3.68

(б). Обраховану критичну температуру Tc позначено суцiльною лiнiєю. Iншi
параметри: U = 4, J = 1, taa = 0.4118, tbb = −0.1882 i tab = 0.05.

зоною, вiдокремленою вiд вакуумного стану вузькою щiлиною (див. рис. 5.1). У

ненульовому полi h екситонна зона зазнає розщеплення Зеємана, таким чином,

як тiльки щiлина закривається, починає розвиватися бозе-конденсацiя. При

ненульовiй температурi T для формування ЕК потрiбне бiльше критичне зна-

чення hc для подолання вищої ентропiї нормальної фази, див. рис. 5.3. Рiзницi

ентропiї ∆S обчислюються вiдповiдно до термодинамiчних спiввiдношень

∆S(h) =

∫ h

0

(
∂M

∂T

)
h′
dh′, ∆S(T ) =

E(T )

T
−
∫ T

T0

E(T ′)

T ′2
dT ′,

де E – внутрiшня енергiя, T0 – значення температури, вiдносно якого прово-

диться вiдлiк. Збiльшення магнiтної сприйнятливостi в нормальнiй фазi з тем-

пературою вiдповiдає одноiоннiй фiзицi термального заселення спiнових станiв.

Слiд зауважити, що навiть за наявностi зовнiшнього магнiтного поля екситонна

конденсацiя є фазовим переходом у термодинамiчному сенсi, оскiльки вона

порушує спiно-обертальну симетрiю навколо напрямку зовнiшнього поля (вiсi
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Рис. 5.3. Залежностi намагнiченостi M i ∆S вiд магнiтного поля (верхнiй ря-
док) та внутрiшньої енергiї E i ∆S вiд температури при постiйному магнiтному
полi (нижнiй рядок). Iншi параметри обрано такими ж, як на рис. 5.2.

z у цiй моделi).

Для того, щоб продемонструвати, що iндукований полем перехiд не

пов’язаний iз будь-якими суттєвими змiнами чи закриттями одночастинкової

щiлини, обчислюються вiдповiднi спектральнi густини вище та нижче крити-

чного значення hc. Спектри на рис. 5.4 показують, що зеєманiвське розщеплення

електронних зон на порядок менше величини вiдповiдної щiлини.

Далi розглянемо альтернативний сценарiй упорядкування спiнових ста-

нiв. З цiєю метою вiзьмемо асиметричнi амплiтуди тунелювання з роботи [257]

i кристалiчне поле ∆, близьке до округлої дiлянки на рис. 5.5(а), для якого

перехiд до УСС з’являється, а потiм зникає зi збiльшенням температури, а ЕК

пригнiчується [266]. Границя сильного зв’язку забезпечує простим розумiнням

поведiнки з таким повторним входженням [257]. Починаючи з чисто LS стану

при T = 0, атоми в станi HS генеруються випадковим чином iз пiдвищенням
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градiєнт у довiльних одиницях), обчислена методом максимальної ентропiї [265]
у ПМ (лiворуч) та ЕК (праворуч) фазах на рис. 5.2(б) при T = 290 K, h =

0.02 еВ/µB i h = 0.05 еВ/µB, вiдповiдно.

температури. При нижньому значеннi Tc концентрацiя станiв HS стає настiльки

високою, що HS-HS вiдштовхування [266] приводить систему в упорядкований

стан, який з часом плавиться на верхнiй границi Tc. У зовнiшньому магнiтному

полi h тверда фаза УСС розширюється. Це особливо яскраво виражено при

нижньому переходi по температурi вiд нормальної до твердої фази, для якої Tc

стає бiльш пригнiченим iз збiльшенням поля h, як показано на рис. 5.5(б). Знак

dhc/dT пов’язаний з тим, що перехiд вiд низькотемпературної (нормальної) до

середньотемпературної (УСС) фази визначається внутрiшньою енергiєю, але не

ентропiєю.

Температурнi шкали переходiв до станiв УСС i ЕК контролюються у

двоорбiтальнiй моделi Габбарда (5.1) значеннями параметрiв t2a + t2b i tatb

вiдповiдно [262]. Отже, залежно вiд спiввiдношення ta/tb можна керувати

розмахом фаз УСС i ЕК [266, 267]. Хоча ця модель i охоплює основну фiзику

переходу, що iндукується магнiтним полем, вона є надто спрощеною для нада-

ння кiлькiсних оцiнок температур переходу для реального матерiалу. Зокрема,

орбiтальна виродженiсть в реальних матерiалах та нелокальнi флуктуацiї, що

не враховуються в рамках ДТСП, знижують критичну температуру переходу
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Рис. 5.5. Залежнiсть температури переходу мiж однорiдними фазами ПМ та
диспропорцiйними фазами HS-LS (УСС) вiд розщеплення кристалiчного поля
при h = 0 (а) та вiд магнiтного поля h при ∆ = 3.434 (б). Iншi параметри:
U = 4, J = 1, taa = 0.45, tbb = 0.05 i tab = 0.

до стану ЕК.

Особливостi сполуки. Основна вiдмiннiсть реального LaCoO3 вiд вивченої

моделi – це орбiтальне виродження, яке породжує збудженi стани як з S = 1

(IS), так i з S = 2 (HS). При низьких температурах, коли концентрацiя

збуджень низька, ключовою вiдмiннiстю збуджень IS i HS є їх рухливiсть

на фонi LS. Спочатку оцiнимо амплiтуду розповсюдження збудження IS,

задану процесом тунелювання в другому порядку теорiї збурень, показаним на

рис. 5.1. Зосередимось на збудження IS з орбiтальною симетрiєю T1g, якi мають

меншу енергiю збудження та бiльшу мобiльнiсть, нiж їх аналоги T2g [268, 269].

Збудження T1g може розглядатися як пов’язана пара t2g дiрки та eg електрону

з функцiями Ваньє подiбної форми, що оберненi на 45◦ вiдносно одна одної,

тобто xy ⊗ x2 − y2, yz ⊗ y2 − z2 i zx⊗ z2 − x2. Ця геометрiя робить збудження

T1g рухливими в площинах вiдповiдних орбiталей та практично нерухливими в

перпендикулярних напрямках.

Амплiтуда тунелювання IS T1g екситонiв мiж найближчими атомами в
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площинi може бути оцiнена як

tIS-LS =
2ttte

Ũ
. (5.3)

Тут tt = −0.45 еВ i te = −0.16 еВ – електроннi xy ↔ xy i x2 − y2 ↔ x2 − y2

амплiтуди тунелювання в напрямках x або y. Числовi значення отримано

з функцiй Ваньє для суто d орбiталей, обчислених в iдеалiзованiй кубiчнiй

структурi за допомоги першопринципної теорiї функцiоналу електронної гу-

стини [270–272]. Параметр Ũ приблизно дорiвнює U − 2J ; вiдповiднi оцiнки

дають, що його значення для d-орбiтальної моделi знаходиться в дiапазонi 2–

4 еВ. Це призводить до значень tIS-LS в дiапазонi 36–72 меВ i зонної ширини

дисперсiї IS, позначеної на рис. 5.1(б) (з огляду на чотири найближчих сусiда в

площинi) в дiапазонi 290–580 меВ. Вiдсутнiсть конденсованого стану при h = 0

передбачає щiлину для збуджень i приводить енергiю збудження атомного стану

IS принаймнi до половини ширини зони, тобто 4tIS-LS. Ця оцiнка узгоджується

з експериментальними спостереженнями [273] i дозволяє розмiстити енергiю

збудження атомного стану HS на 100-150 меВ нижче енергiї збудження атомного

стану IS, але все ще вище нижньої частини оцiненої екситонної дисперсiї IS.

Нарештi, проаналiзуємо можливiсть конденсацiї HS бiекситонiв. З цiєю

метою розглянемо стан HS як пов’язану пару двох станiв IS T1g з рiзними

орбiтальними складовими. Це призводить до того, що кожен з трьох орбiталь-

них станiв HS має значне тунелювання лише вздовж однiєї з кубiчних осей з

амплiтудою, приблизно оцiненою спiввiдношенням

tHS-LS =

√
2t2IS-LS

εHS + εLS − 2εIS
. (5.4)

Верхнє граничне значення для tHS-LS = 1
2
√

2
tIS-LS отримується, припускаючи, що

εHS = εIS i εIS−εLS = 4tIS-LS, що продиктовано необхiдною стiйкiстю нормального

стану за вiдсутностi зовнiшнього поля. Це дає зонну ширину дисперсiї HS
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порядку 4
√

2 разiв меншою, нiж для IS. Бiльш реалiстичне припущення εHS ≈

εLS дає рiзницю у порядок величини мiж вiдповiдними ширинами зон IS та HS.

Якщо перехiд, спричинений полем, включає бiльш вагомий внесок бiекситонiв

HS, їх низька рухливiсть робить EК малоймовiрним конкурентом з УСС, що

обумовлене великою амплiтудою HS-HS вiдштовхування порядку 70 меВ [254].

Отже, представленi результати пропонують картину LaCoO3 як газу

рухомих екситонiв IS на фонi основного стану LS через взаємодiю тяжiння, що

призводить до утворення нерухомих бiекситонiв, станiв HS. Висока рухливiсть

IS екситонiв дозволяє хвилеподiбним станом IS бути найнижчими збудженнями

в системi, незважаючи на ймовiрний порядок розташування атомних енергiй

εLS < εHS < εIS. Хвильоподiбний характер збудження з низькою енергiєю

може пояснити вiдсутнiсть диспропорцiйних спiнових станiв (та довжин зв’язку

Co-O) у дiапазонi промiжних температур. Те, що цi збудження не несуть

заряду, вiдповiдає iзоляцiйнiй поведiнцi в цьому режимi. Зi зростанням тер-

мiчно iндукованої концентрацiї збуджень IS утворюються бiекситони, стани

HS. При переходi до металевого стану слiд розглядати плавлення екситонiв

у вiльнi електрони та дiрки, але кiлькiсний аналiз цього сценарiю виходить

за межi поставлених цiлей дослiдження. Побудована теорiя є першою, що

враховує високу мобiльнiсть збуджень IS. Зокрема, ДТСП обчислення [254,255]

не включають мобiльнiсть IS у нормальному станi, оскiльки це належного

врахування нелокальних (близькосусiднiх) двочастинкових кореляцiй. Тим не

менш, ДТСП може описувати конденсацiю екситонiв, iндуковану полем, коли

кореляцiї стають статичними.

5.2. Низькотемпературнi фази в моделi кобальтитiв iз празео-

димом

Мотивацiя дослiджень. Близькiсть iонних станiв Co3+ у LaCoO3 та спо-

рiднених сполуках до переходу мiж спiновими станами породжує низку незви-
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чайних фiзичних властивостей, якi продовжують привертати увагу вже понад

50 рокiв. Невелика енергетична щiлина, що вiдокремлює спiновi збудження вiд

синглетного (низькоспiнового (LS)) основного стану iона Co3+, призводить до

широкого кросоверу в LaCoO3 вiд немагнiтного iзолятора до парамагнiтного

iзолятора Кюрi-Вейса i, зрештою, до металевого стану iз пiдвищенням тем-

ператури. Теплова заселенiсть збуджених атомних мультиплетiв Co залишає

численнi вiдбитки в спектроскопiї, наприклад, у валентнiй фотоемiсiї [274],

при поглинаннi рентгенiвських променiв [273], або призводить до аномального

розширення зв’язкiв Co-O. Як правило, прийнято, що при пiдвищеннi темпе-

ратурi атомнi стани кобальту LS, високого спiну (HS) або промiжного спiну

(IS) починають змiнювати вiдноснi заселеностi. У матерiалах, де перехiд у мiж

спiновими станами проходить з повною конвертацiєю вiдповiдних заселеностей,

вiн зазвичай першого типу i супроводжується рiзкою змiною об’єму [275]. У

деяких випадках повна змiна заселеностей спiнових станiв супроводжується

одночасним переходом метал-iзолятор [276–278].

Матерiали з сiмейства (Pr1−yLny)xCa1−xCoO3 (PCCO), де Ln – тривален-

тний iон (Ln=Y, Sm, Gd i т.п.), зазнають переходу вiд високотемпературного

металу Кюрi-Вейса до низькотемпературного iзолятора без ознак формування

локальних моментiв на атомах Co при x ≥ 0.5. На вiдмiну вiд широкого

кросовера у LaCoO3, рiзкий пiк питомої теплоємностi явно вказує на ко-

лективний характер переходу в PCCO [279–281]. Високотемпературна фаза

PCCO вiдповiдає сильно легованому кобальтиту з формальною валентнiстю

Co 3 + x. Валентний перехiд з Pr3+ до Pr4+, який спостерiгається одночасно

з iншими змiнами фiзичних характеристик, ставить низькотемпературну фазу

набагато ближче до формальної валентностi Co3+. У переходах PCCO вiдсутня

аномальна змiна довжин зв’язку Co-O [282] i деякi ознаки спiнового кросовера

у рентгенiвському поглинаннi [283], що спостерiгаються у кристалах LaCoO3.

Найголовнiше, що низькотемпературна фаза PCCO порушує симетрiю по вiдно-

шенню до обернення часу, як це спостережено в розщепленнi дублету Крамерса
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в основному станi йонiв Pr4+ [281, 284, 285]. Цi спостереження свiдчать, що

у PCCO не виникає кросоверу мiж рiзними фiзичними режимами, що є

притаманним кристалам LaCoO3, а має мiсце фазовий перехiд зi спонтанним

порушенням симетрiї.

У недавнiх теоретичних дослiдженнях [269] було запропоновано, що

PCCO зазнає конденсацiю спiнових екситонiв, схожу на екситонний магне-

тизм [286–289], запропонований для d4 рутенатiв [290]. У матерiалi з синглетним

атомним основним станом та невеликою енергiєю збудження найнижчого

спiнового мультиплету процеси мiжатомного обмiну породжують глобальний

основний стан iз спонтанно порушеною симетрiєю – екситонний конденсат (ЕК).

У такому бозе-конденсатi низькоенергетичнi атомнi стани утворюють когерен-

тну суперпозицiю, що вiдрiзняє його вiд нормального стану з фракцiйними

заселеностями атомних станiв через тепловi збудження. Розрахунки динамi-

чної теорiї середнього поля (ДТСП) для спрощеної двоорбiтальної моделi та

матерiало-орiєнтованi розрахунки за допомогою наближення локальної густини

з додаванням кулонiвської взаємодiї U (LDA+U) [269] виявились спроможними

описати основи фiзики PCCO, включаючи перехiд метал-iзолятор, зникнення

вiдгуку Кюрi-Вейса iонiв Co, зв’язок з валентним переходом Pr та розщеплення

дублету основного стану Pr4+.

Кiнцевим доказом сценарiю ЕК для PCCO можуть слугувати спектри дво-

частинкових збуджень. У роботi [291] було спостережено екситонну нестабiль-

нiсть i обчислено спектри спiнових збуджень в реалiстичнiй п’яти-орбiтальнiй

моделi, використовуючи в границi слабкого зв’язку середньопольовий пiдхiд

Хартрi-Фока та наближення випадкових фаз. У роботi [292] отримано сере-

дньопольову фазову дiаграму та спектр збуджень з використанням лiнiйного

спiново-хвильового наближення в границi сильного зв’язку в двоорбiтальної

моделi Габбарда. Експериментальнi дослiдження, таким чином, стають дуже

бажаними.

Нещодавно експерименти з використанням сильних магнiтних полiв для
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кристалiв PCCO [293,294] виявили, що низькотемпературна фаза пригнiчується

магнiтним полем. У пiдроздiлi 5.1 та роботi [267] ефект магнiтного поля вивчав-

ся в рамках двоорбiтальнiй моделi Габбарда в околi фазового переходу до стану

ЕК, i було показано, що досить сильне магнiтне поле викликає бозе-конденсацiю

екситонiв (у вiдповiдностi до експерименту [261] у LaCoO3). Однак, для PCCO

проведене експериментальне спостереження, як може здаватися, суперечить

сценарiю ЕК в якостi низькотемпературної фази. Мета цього пiдроздiлу –

показати, що це не так.

Модель та обчислювальний метод. Для того, щоб зосередитись на

важливiй фiзицi, а також зменшити обчислювальнi зусилля в цьому пiдроздiлi,

використовується мiнiмальна дводiапазонну модель Габбарда на квадратнiй

ґратцi. Численнi дослiдження такої моделi виявили екситонну нестабiльнiсть

для вiдповiдних параметрiв при половинному заповненнi зони, n = 2 [266, 292,

295–299]. Легування пригнiчує фазу ЕК [264,288,300] i призводить до переходу в

парамагнiтний метал при деякiй критичнiй густинi заряду. Додаючи електрони

або дiрки далi, можна врештi-решт досягнути феромагнiтної (ФМ) фази. Ця

фаза адiабатично пов’язана з режимом подвiйного обмiну при заповненнi n =

1 + δ. Помiрними змiнами параметрiв моделi, що дослiджена у роботi [264]

(збiльшення амплiтуди взаємодiї U та асиметрiї зон) екситоннi та феромагнiтнi

областi можуть бути розширенi таким чином, що вони можуть вступити у

контакт. Це i буде режим параметрiв, який буде детально проаналiзовано.

Iони празеодиму вiдiграють важливу роль у фiзицi PCCO, забезпечу-

ючи резервуар заряду для активних зон кобальту. Саме тонкий баланс мiж

валентними станами Pr3+ i Pr4+ фiксує хiмiчний потенцiал для d-електронної

оболонки Co.

Будемо виходити з тiєї ж самої моделi, як i у пiдроздiлi 5.1, а сама

двоорбiтального гамiльтонiану Фермi-Габбарда (5.1), де у цiлях подальшої

зручностi iнтенсивнiсть магнiтного поля позначена B (замiсть h), а хiмiчний

потенцiали орбiталей a та b визначаються як µa = µ та µb = µ−∆, вiдповiдно.
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Усi iншi величини мають той самий змiст та позначення, як i в формулi (5.1).

Для опису використовується ДТСП (див. пiдроздiл 1.3.5) з розкла-

данням по гiбридизацiї у домiшковому розв’язувачi алгоритмом квантових

обчислень Монте-Карло на вiсi неперервного часу [104, 263]. Обирається так

зване сегментне представлення, модифiковане для включення позадiагональних

гiбридизацiй, важливих для врахування екситонної нестабiльностi [262,264].

Фаза екситонного конденсату, що вивчається, характеризується

просторово-однорiдним параметром порядку φ =
∑

σσ′ τ σσ′〈c
†
iaσcibσ′〉, де

τ = (τx, τ y, τ z) – матрицi Паулi. З наведеним обмеженням взаємодiй по

типу густина-густина параметр порядку φ обмежений у площинi xy, таким

чином обчислюємо його поворотнi компоненти φ+ = 〈c†ia↑cib↓〉 i φ− = 〈c†ia↓cib↑〉.

Крiм того, аналiзується поведiнка намагнiченостi m =
∑

σα σ 〈niασ〉 та густина

електронiв n =
∑

σα 〈niασ〉. Слiд зазначити, що орiєнтацiя магнiтного поля

вздовж осi z узгоджується з орiєнтацiєю параметра порядку в площинi

xy. У обертально-симетричному випадку параметр порядку φ орiєнтується

перпендикулярно зовнiшньому полю, аналогiчно поведiнцi антиферомагнiтної

поляризацiї (тобто формуючи нахилену конфiгурацiю) в магнiтному полi.

Результати для низькотемпературних фаз. Спочатку обговоримо фазо-

ву дiаграму за вiдсутностi зовнiшнього магнiтного поля, що показана на рис. 5.6.

Крiм нормальної парамагнiтної (ПМ) фази, спостерiгаються двi окремi фази ЕК

– полярний (ПЕК) та феромагнiтний (ФМЕК) екситоннi конденсати [301,302], а

також звичайна феромагнiтна фаза. Мають мiсце безперервнi фазовi переходи

на границях ФМ-ФМЕК та ПЕК-ПМ. Перехiд ПЕК-ФМЕК є переходом пер-

шого роду через ефект подiлу заряду (для деталей див. також роботу [264]).

Це вiдображається на колапсi контурiв постiйної густини в єдину лiнiю на

рис. 5.6. Стрибок густини заряду n i намагнiченостi m при фазовому переходi

показано на рис. 5.7(a). Ступiнчаста змiна намагнiченостi спостерiгається також

на переходах ПМ-ФМ i ПМ-ФМЕК, див. рис. 5.7(б). Лiнiї постiйної густини

на рис. 5.6 означають, що при постiйному хiмiчному потенцiалi електронна
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температури T (б). Iншi параметри Габбарда обрано такими ж, як на рис. 5.6.
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густина зростає з T → 0 на злегка легованiй (правiй) сторонi, тодi як поведiнка

протилежна на сильно легованiй (лiвiй) сторонi дiаграми. Це походить вiд

рiзних фiзичних вимог до оптимальних рiвнiв легування: фаза ПЕК є найбiльш

стiйкою при цiлочисловому наповненнi (n = 2), тодi як фаза ФМ вимагає

великої кiлькостi мобiльних носiїв, необхiдних для стабiлiзацiї механiзму по-

двiйного обмiну (n . 1.5). Тому в промiжному (ФМЕК) режимi спостерiгаються

вiдповiднi змiни температурної поведiнки лiнiй постiйної густини.

Обговорюючи аспекти симетрiї фазової дiаграми на рис. 5.6, доцiльно при-

пустити, що модель має повну SU(2) спiново-обертальну симетрiю. Порушення

безперервної симетрiї має помiтнi наслiдки в збудженнях Намбу-Голдстоуна

мiж рiзними фазами. Вiдповiдно до робiт [292, 303, 304], фаза ПЕК має зали-

шкову симетрiю U(1) i виключає два генератори симетрiї, комутатор мiж якими

дорiвнює нулю. Фаза ФМЕК не має залишкової безперервної симетрiї i, таким

чином, виключає всi три генератори одним ненульовим комутатором (точнiше,

матриця комутаторiв має ранг 2). Фаза ФМ має залишкову симетрiю U(1) i

виключає два генератори з ненульовим значенням математичного очiкування їх

комутатора. Тому iснують два режими збуджень Намбу-Голдстоуна з лiнiйною

дисперсiєю у фазi ПЕК, одне збудження з лiнiйною та одне з квадратичною у

фазi ФМ та одне з квадратичною дисперсiєю у фазi ФМ [304].

Далi обговоримо вплив магнiтного поля B. Розрахунки проводилися для

кiлькох хiмiчних потенцiалiв µ, близьких до границi фази ПЕК. При низьких

температурах спостерiгається фазовий перехiд першого роду вiд фази ПЕК’

до фази ФМЕК’ (що не вiдрiзняються симетрiєю при B 6= 0) зi збiльшенням

поля B з подальшим безперервним переходом до нормального стану, див.

рис. 5.8. Цей перехiд вiдбувається зi змiною симетрiї при будь-яких B. Перехiд

першого роду супроводжується стрибкоподiбним збiльшенням m i зменшенням

електронної густини n, а також вузьким гiстерезисом, див. рис. 5.9. Перехiд вiд

ФМЕК’ до нормальної фази викликає лише помiрну змiну в залежностях m(B)

i n(B). При бiльш високих температурах перехiд ПЕК’-ФМЕК’ перетворюється
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параметри Габбарда обрано такими ж, як на рис. 5.6.

на кросовер, як показано на рис. 5.10. Аналогiчно до експерименту [294],

спостерiгається зменшення критичного поля з температурою на dBc/dT < 0.

Нарештi, коротко прокоментуємо форму кривих намагнiченостi. Увiгнута

залежнiсть m(B) при слабому магнiтному полi особливо ясна, коли критичне

значення Bc є малим, на вiдмiну вiд поведiнки iзольованого атома з основним

станом LS та термiчно заселеними станами HS, що призводить до опуклої

залежностi m(B) (вона стає майже лiнiйною при температурах, порiвнянних

з енергiєю збуджень HS). Хоча можливi й iншi пояснення, наприклад, поверх-

невий чи домiшковий магнетизм, слiд вказати, що подiбнi нелiнiйностi також

можна помiтити в експериментальних даних [294].

Спрощена модель обов’язково має обмеження в описi реальних кристалiв

PCCO. Зокрема, розмiри фази або наявнiсть ФМЕК перебiльшена. Використа-

ння бiльш реалiстичної (i обчислювально бiльш вимогливої) форми гамiльто-

нiана, включаючи внески доданкiв спiн-флiпу та парної змiни орбiталi (див.

пiдроздiл 4.4), може зменшити розмiри фази ФМЕК, можливо, встановивши

перехiд першого порядку безпосередньо мiж фазами ПЕК i ФМ. Вiдгук з
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боку ґратки, що присутнiй в реальному матерiалi, ймовiрно, має посилити

гiстерезисну поведiнку. Однак, наступнi два спостереження мають загальний

характер. По-перше, зовнiшнє магнiтне поле пригнiчує фазу ЕК з такими

наслiдками, як початок металевої провiдностi. По-друге, пригнiчення ЕК в

системi з фiксованим хiмiчним потенцiалом призводить до суттєвої змiни

електронної густини. Тому є прогнозованим, що iндукований полем перехiд

у PCCO супроводжується валентним переходом з Pr4+ до Pr3+ конфiгурацiї.

Хоча аналогiчна поведiнка спостерiгається i при температурному переходi, це

передбачення є нетривiальним. Це тому, що магнiтне поле, що дiє на iони

празеодиму при фiксованому полi лiганду, призводить до протилежного ефекту,

тобто воно надає перевагу спiновому стану Pr4+, а не Pr3+ з синглетним

основним станом.

5.3. Екситонний магнетизм у LaSrCoO4

Мотивацiя дослiджень. Перовскiтнi кобальтити з сiмейства

La1−xSrxCoO3 привертають велику увагу завдяки своїм особливим магнiтним

i транспортним властивостям. Зокрема, фiзика представника x = 0

з формальною валентнiстю Co3+ залишається предметом дискусiй. У

пiдроздiлi 5.1 запропоновано, що рухливiсть промiжноспiнових (IS) збуджень

вiдiграє важливу роль у фiзицi LaCoO3 i що матерiал є близьким до

нестабiльностi екситонної конденсацiї (ЕК) [286, 287, 305]. Сценарiй ЕК також

обговорюється як джерело експериментально спостережуваного фазового

переходу [280] в матерiалах сiмейства Pr0.5Ca0.5CoO3, див пiдроздiл 5.2 та

роботи [267, 269, 291, 292]. Шаруватi кобальтити La2−xSrxCoO4 значно менше

вивченi, хоча вони можуть виявляти подiбну фiзику. Батькiвська сполука

La2CoO4 з формальною валентнiстю Co2+ є антиферомагнiтним iзолятором з

температурою Нееля 275 K [306]. Легування дiрками пригнiчує температуру

Нееля, i при x > 1/3 з’являється незбалансованi магнiтнi впорядкування.
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Дiапазон легування 1/3 < x < 1/2 особливо цiкавий завдяки спектру

магнiтних збуджень у формi пiсочного годинника [307], що викликає схожiсть з

надпровiдниками на основi мiдi. У той же час, сполука LaSrCoO4 з формальною

валентнiстю Co3+ порiвняно менш вивчена через труднощi в пiдготовцi зразкiв.

Оптичнi [308] i транспортнi вимiрювання [309, 310] для LaSrCoO4 по-

казують, що сполука є хорошим iзолятором iз зарядовою щiлиною близько

1 еВ. Зворотня магнiтна сприйнятливiсть має увiгнуту форму з квазiлiнiйною

температурною залежнiстю нижче 150 K, що вiдповiдає µeff = 2.3 − 2.6µB i

досить низьку температуру Вейса вiд 27 K [310, 311] до 30 K [309]. Автори

роботи [311] повiдомили про магнiтну аномалiю при 7 K, яку вони iнтерпре-

тували як утворення спiнового скла. Конкретнi данi про питому теплоємнiсть

вказують лише на незначну змiну ентропiї в розмiрi 0.06R при передбачуваному

переходi. Теоретичнi дослiдження LaSrCoO4 ще бiльш обмеженi. У роботi [312]

було застосовано необмежений пiдхiд Хартрi-Фока до моделi сильного зв’язку

iз взаємодiєю Габбарда з метою вивчення рiзних моделей спiнового стану та

визначено, що впорядкування спiнових станiв по типу високий-низький спiн

(HS-LS) є найбiльш вiрогiдним основним станом системи.

У цьому пiдроздiлi на основi параметрiв сильного зв’язування, отрима-

них за допомоги аналiзу теорiї функцiоналу електронної густини (DFT) для

LaSrCoO4 [20], використовується розкладання в границi сильного зв’язку для

отримання низькоенергетичної ефективної моделi в просторi Гiльберта, що

охоплює стани LS, IS i HS. Проводиться її детальне порiвняння з аналогiчною

моделлю LaCoO3. Аналогiчно наведеним результатам для LaCoO3, знаходяться

ознаки стабiльного ЕК основного стану для реалiстичних параметрiв локальної

взаємодiї. Порiвняння з LaCoO3 показує, що для тих же параметрiв взаємодiї

вiдповiдна екситонна щiлина є меншою або зникає у LaSrCoO4, що означає,

що LaSrCoO4 знаходиться ближче до екситонної нестабiльностi або екситонний

конденсат фактично реалiзується в системi навiть за вiдсутностi зовнiшнiх

полiв.
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Особливостi розкладання в границi сильного звязку. Вiдправною точкою

поточного аналiзу в границi сильного зв’язку є гамiльтонiан Габбарда для

електронної d оболонки атому кобальту

Ĥ =
∑
i

Ĥ(i)
at +

∑
r

Ĥ(r)
t , (5.5)

де

Ĥ(i)
at =

∑
αβ

hiiαβ ĉ
†
iαĉiβ +

∑
αβγδ

Uαβγδĉ
†
iαĉ
†
iβ ĉiγ ĉiδ, (5.6)

Ĥ(r)
t ≡ Ĥ

(ij)
t =

∑
αβ

hijαβ ĉ
†
iαĉjβ, i 6= j, (5.7)

i та j – iндекси вузлiв ґратки (тут враховуються тiльки локальнi i = j

та близькосусiднi внески), якi вiдповiдають певному iндексу зв’язку r для

i 6= j, а α, β, γ, δ – iндекси внутрiшнього стану (поєднанi орбiтальнi та спiновi

iндекси). Локальнi матрицi та матрицi тунелювання до найближчих сусiдiв hijαβ
обраховуються проекцiєю зонної структури в наближеннi локальної густини на

орбiталi Ваньє. Для цього використовуються числовi теоретичнi пiдходи wi-

en2wannier [271] i wannier90 [272]. Для внутрiшньоатомної електрон-електронної

взаємодiї Uαβγδ використовується параметризацiя Слейтера в термiнах двох

параметрiв, амплiтуди взаємодiї Ũ i зв’язку Гунда J̃ , фiксуючи спiввiдношення

iнтегралiв Слейтера F4/F2 = 0.625.

При дiагоналiзацiї локального гамiльтонiану Ĥ(i)
at отримуються атомнi

власнi енергiї E(q)
γ та власнi стани |Ψ(q)

γ 〉, де q – кiлькiсть електронiв на d

оболонцi, а γ – iндекс стану. Далi використовується набiр з найнижчих 25

станiв конфiгурацiї d6, що мiстять LS, IS i HS як активний простiр, а нелокальнi

доданки Ĥ(r)
t розглядаються як збурення. Виконуючи перетворенняШрiффера-

Вольфа (див. пiдроздiл 1.3.3) до другого порядку, приходимо до наступного
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бозонного гамiльтонiану:

Ĥeff =
∑
ij, αβ

(εij1αβd̂
†
iαd̂jβ ŝiŝ

†
j + εij2αβd̂

†
iαd̂
†
jβ ŝiŝj) + H.c. + Ĥint. (5.8)

Тут стан LS розглядається як бозонний вакуум, |∅〉i = ŝ†i |0〉, а iншi стани з

низькоенергетичного набору конфiгурацiї d6 – як рiзнi бозоннi компоненти α,

що характеризуються вiдповiдними операторами народження (знищення) d̂†iα
(d̂iα) на вузлi ґратки i.

У формулi (5.8) вiдокремлено три типi доданкiв. Перший з амплiтудою ε1

вiдповiдає перенормованiй енергiї бозонiв на вузлi (для i = j),

εii1αβ = E(6)
α δαβ +

∑
r,vw,ν=±1

M(r)(6+ν)
αβ,wv,αβ/E

(6+ν)
αβ,wv , (5.9)

та їх амплiтуди тунелювання на фонi LS (для i 6= j),

εij1αβ =
1

2

∑
vw,ν=±1

 1

E (6+ν)
∅β,wv

+
1

E (6+ν)
α∅,wv

M(ij)(6+ν)
∅β,wv,α∅ . (5.10)

Другий член з амплiтудою ε2 вiдповiдає нелокальним процесам утворення пари

бозонiв,

εij2αβ =
1

2

∑
vw,ν=±1

 1

E (6+ν)
∅∅,wv

+
1

E (6+ν)
αβ,wv

M(ij)(6+ν)
∅∅,wv,αβ , (5.11)

де

M(r)(6±1)
γδ,wv,γ′δ′ = 〈Ψ(6)

γ′ Ψ
(6)
δ′ | Ĥ

(r)
t |Ψ(6±1)

v Ψ(6∓1)
w 〉 〈Ψ(6±1)

v Ψ(6∓1)
w | Ĥ(r)

t |Ψ(6)
γ Ψ

(6)
δ 〉 , (5.12)

i E (6±1)
γδ,wv = E

(6)
γ + E

(6)
δ − E

(6±1)
v − E(6∓1)

w .

Останнiй доданок Ĥint у рiвняннi (5.8) характеризує всi iншi процеси з
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ненульовими амплiтудами, якi з’являються внаслiдок перетворення Шрiффера-

Вольфа. Зауважимо, що основний внесок у цей доданок походить вiд взаємо-

дiї (по типу густина-густина та магнiтно-орбiтального обмiну) мiж рiзними

бозонними компонентами. Включення ефекту Ĥint на дисперсiю екситонiв є

нетривiальним завданням i виходить за межi поточної роботи.

Тут ми зосередимо увагу на екситоннiй нестабiльностi нормального основ-

ного стану, який має переважно характер LS. Невелика амплiтуда ε2 дозволяє

знехтувати густиною d-бозонiв у основному станi, а також у найнижчих

збуджених станах. Тому елементарнi збудження добре описуються бiлiнiйною

частиною гамiльтонiану (5.8), що вiдповiдає нехтуванню доданками вищого

порядку (з трьома i чотирма операторами d̂α), якi входять до Ĥint. Викори-

стовуючи той самий аргумент, можна опустити обмеження жорсткого ядра

(engl. – hard-core constraint) на d бозони i використати лiнеаризований спiново-

хвильовий пiдхiд, див. пiдроздiл 1.3.2 та роботу [313], який забезпечує доступ до

iмпульсних залежностей збуджень бозонiв (IS i HS) в ґратцi. Спектр збуджень,

отриманий таким чином, вiдповiдає однобозонним збудженням нормального

основного стану, таким чином, не може враховувати наслiдки, що виникають

вiд теплової заселеностi станiв IS i HS.

Результати для низькотемпературних фаз. Розрахунки електронної

структури для La2−xSrxCoO4 виконано в рамках теорiї функцiоналу електронної

густини за допомоги наближення локальної густини, для деталей див. робо-

ту [20]. Структура La2−xSrxCoO4 складається з окремих шарiв октаедрiв CoO6

зi суспiльними кутами, роздiлених випадковим розподiлом iонiв La та Sr (див.

рис. 5.11(a)). Для iмiтацiї сполуки LaSrCoO4 було використано наближення

вiртуального кристала, яке встановлює атомне число La на 56.5, для деталей

див. [20]. Одиничнi вектори комiрок, що показанi на рис. 5.11(a), вiдповiдають

структурним параметрам a = 6.8019 Å, b = 6.8019 Å, c = 5.3796 Å, α = π/2,

β = π/2 i γ = 2.3284. Зона Брiллюена вiдбирається з однорiдною сiткою 4×4×4

у просторi квазiiмпульса k. Маффiн-тiн радiуси (у борах) такi: 2.50 для La,
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Рис. 5.11. (a) Елементарна комiрка La2CoO4. (б) Спiновi конфiгурацiї найниж-
чих атомних мультиплетiв La2CoO4 i (в) змiни їх енергiй з J̃ при ζ = 56меВ.

1.91 для Co, i 1.65 для O. Для вiдсiкання плоскої хвилi встановлено параметр

RmtKmax = 6.

На рис. 5.11(б) показано набiр власних енергiй E
(6)
γ гамiльтонiану (5.6),

що вiдповiдають найнижчим атомним мультиплетам LaSrCoO4 як функцiям

зв’язку Гунда J̃ . Три стани dxy⊗dx2−y2 (IS2) мають найвищi атомнi енергiї серед

25 найнижчих станiв в областi реалiстичних значень зв’язку Гунда J̃ за рахунок

кубiчного кристалiчного поля (∆ = 1.594 еВ) та додаткових тетрагональних

розщеплень станiв t2g та eg (0.103 еВ та 0.384 еВ, вiдповiдно). Це, здається,

запобiгає конденсацiї станiв IS2. Однак, як показується далi, перенормування

локальної енергiї завдяки процесам вiртуального тунелювання обертає порядок

атомних мультиплетiв, тобто при розмiщеннi на ґратцi збудження IS2 мають

меншi енергiї, нiж IS1.

Далi обчислюються амплiтуди (5.9)–(5.11) i дiагоналiзується бiлiнейна

частина ефективного гамiльтонiану (5.8) згiдно з методологiєю, наведеною у

пiдроздiлi 1.3.2. На рис. 5.12(a)–(ґ) показано дисперсiї елементарних (IS- та
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Рис. 5.12. (а)–(ґ) Дiсперсiйнi характеристики збуджень IS i HS при рiзних Ũ та
J̃ (ζ = 56меВ). (д) Вiдповiдна фазова дiаграма, обрахована з умови зникнення
екситонної щiлини.

HS-подiбних) збуджень моделi (5.8), отриманих для рiзних значень Ũ i J̃ .

Хоча збудження IS можуть рухатися на фонi LS, збудження HS не може,

а вiдхилення зон HS вiд повнiстю плоского виду обумовлено змiшуванням

HS-IS через спiн-орбiтний зв’язок. Зауважимо, що спiн-орбiтальний характер

збудження залишається приблизно фiксованим уздовж окремих гiлок завдяки

збереженню орбiтальних та спiнових компонентiв у процесах кiнетичного обмi-

ну з найближчим сусiдом. Невелика змiшанiсть i, отже, iмпульсна залежнiсть

виникає внаслiдок спiн-орбiтального зв’язку.

Параметри взаємодiї були обранi таким чином, щоб розв’язок знаходився

на межi екситонної нестабiльностi, тобто нормальнi рiшення з крихiтною

щiлиною, зникання якої визначає фазову границю на рис. 5.12(д). Варiацiя J̃

входить переважно через змiни енергiй атомних мультиплетiв на рис. 5.11(в).

Варiацiя Ũ впливає як на амплiтуди тунелювання (ширину зони), так i на

перенормування локальних енергiй (зсув зон). Перенормування рiзних станiв

по-рiзному масштабуються з Ũ залежно вiд кiлькостi та амплiтуд процесу

вiртуального тунелювання для даного стану на фонi LS.
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Рис. 5.13. Дiсперсiйнi характеристики збуджень IS i HS для LaSrCoO4 (лiворуч)
i LaCoO3 з iдеальною кубiчною структурою (праворуч) при Ũ = 1.96 еВ, J̃ =

0.62 еВ i ζ = 56 меВ. Вставка: дисперсiя екситонних збуджень IS2 з внеском
процесiв подвiйного народження (суцiльнi лiнiї) та без них (пунктирнi лiнiї).

Вплив доданку створення пари показано на вставцi рис. 5.13. Завдяки

бозонному характеру збуджень цей доданок ефективно дiє як «тяжiння»

мiж зонами εγ(k) та їх дзеркальними зображеннями −εγ(k). Тiльки коли їх

роздiлення стає порiвняним або меншим, нiж характернi амплiтуди, визначенi

рiвнянням (5.11), процеси створення або знищення пар набувають важливого

значення. Цi амплiтуди для дослiджуваних випадкiв, як правило, мають поря-

док декiлька меВ, тому ефект стає помiтним близьким до мiнiмуму дисперсiї

енергiї IS2.

Для порiвняння з LaCoO3 повторимо аналiз для гiпотетичної кубiчної

структури, що розглянута в роботi [314], i тих же значень Ũ i J̃ , див. рис. 5.13.

Виявляємо, що щiлина для збуджень бiльша в кубiчнiй структурi за рахунок

бiльш вузької зони IS. Бiльше того, збудження HS в шаруватiй структурi

розташованi при значно вищих енергiях, нiж у його кубiчному аналозi. Це тому,

що позаплощиннi процеси тунелювання до найближчого сусiда, якi сприяють

перенормуванню локальних енергiй HS в кубiчнiй структурi, вiдсутнi в шару-

ватої системi. Подiбнi процеси вiдiграють незначну роль для збудження IS2,

тому перенормування в кубiчних та шаруватих структурах можна порiвняти.

Бiльш екстенсивний чисельний аналiз пiдтверджує загальну тенденцiю, що

при постiйному зменшеннi параметрiв Ũ i J̃ екситонна конденсацiя спочатку
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виникає в шаруватiй сполуцi, а вже потiм у LaCoO3.

5.4. Впорядкування багатоелектронних спiнових станiв у

Sr2CoO3F, зумовлене зовнiшнiм тиском

Теоретично вивчено низькотемпературнi фази нещодавно синтезованої

сполуки Sr2CoO3F пiд тиском. Аналiз, що поєднує наближення локальної

густини з динамiчною теорiєю середнього поля та ефективну модель, виведену

в граничному випадку сильного зв’язку, вказує на iснування не тiльки нормаль-

них парамагнiтних та антиферомагнiтних режимiв, але i фази впорядкування

спiнових станiв електронiв у певному дiапазонi прикладеного тиску та низької

температури. Це впорядкування характеризується змiнним розташуванням

рiзних спiнових станiв атомiв кобальту в ґратцi по типу шахової дошки.

Загальнi властивостi сполуки. Тривалентнi оксиди кобальту з перов-

скiтною структурою мають низку незвичайних фiзичних властивостей, що

виникають внаслiдок наявностi декiлькох низькоенергетичних мультиплетiв

в атомному спектрi октаедрично-координованих iонiв Co3+ [315]. Основна

сполука LaCoO3 привертає увагу з 1950-х рокiв завдяки термiчно-iндукованому

кросоверу iзолятор-метал [316]. Легування дiрками, як у La1−xSrxCoO3, призво-

дить до утворення кластерiв з великими магнiтними моментами i, зрештою, до

переходу до феромагнiтного металу зi збiльшенням концентрацiї дiрок [317,318].

Феромагнетизм спостерiгається також у розтягнутих плiвках LaCoO3 [319,320],

хоча iзолюючий характер таких систем вказує на те, що там дiють iншi

фiзичнi механiзми. У шаруватому перовскiтi LaSrCoO4 при низьких темпе-

ратурах з’являються властивостi притаманнi спiновому склу [311]. Сполуки

типу (Pr1−yYy)xCa1−xCoO3 демонструють “прихований” порядок, що порушує

симетрiю по вiдношенню до обернення часу, але не проявляє впорядкованих

моментiв при температурах, що досягають 130 K [280, 284]. Розумiння зв’язку

мiж iонами Co має важливе значення для вiдповiдного опису цих рiзноманiтних
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явищ. Нещодавнi експерименти з резонансним непружним рентгенiвським

розсiюванням на LaCoO3 [21] показали, що у фiзицi кобальтитiв важливою є

не тiльки магнiтна взаємодiя спiнових моментiв, але й мобiльнiсть екситонiв

зi спiновими ступенями вiльностi. Дослiдження на спрощених моделях [262,

292, 298], а також сполуко-орiєнтованi розрахунки середнього поля на кобаль-

титах [291, 314, 321] виявили ряд можливих упорядкованих фаз поблизу спiно-

вого кросовера включаючи антиферомагнетик (АФМ), упорядковання спiнових

станiв (УСС), що характеризується статичним розташуванням атомiв у рiзних

спiнових станах по типу шахової дошки, або екситонний конденсат. Зокрема,

останнiй породжує своєрiдний магнетизм, що було предметом iнтенсивних

дослiджень останнiм часом [289,290,322].

Зовнiшнiй тиск дозволяє експериментально контролювати розщеплення

кристалiчного поля та вiдносну енергiю мультиплетiв на комiрцi йону Co.

Врештi-решт, тиск може переводити атомний стан з високим спiном (HS) у

низькоспiновий (LS). Тривалентнi сполуки типу RCoO3 (R=La, Pr,Y) вже пiд

атмосферним тиском мають низькоспiновий стан Co3+, таким чином, кросовер

до впорядкування спiнових станiв не може бути iндукований збiльшенням

тиску. На вiдмiну вiд цього, нещодавно синтезована сполука Sr2CoO3F [323],

мiстить iони Co3+ з високим спiном, якi впорядкованi антиферомагнiтним

чином нижче TN = 323 K при атмосферному тиску [324]. На вiдмiну вiд свого

шаруватого аналога LaSrCoO4 [311], Sr2CoO3F не мiстить iстотних структурних

дефектiв. При збiльшеннi тиску конфiгурацiя основного стану змiнюється з

високого спiну на низький. При кiмнатнiй температурi повне перетворення до

низькоспiнового стану закiнчується приблизно при 12 ГПа [325].

Таким чином, нижче вивчається керований тиском кросовер у Sr2CoO3F

та дослiджуються можливi впорядкованi фази. Для цього використовується

комбiнацiя першопринципних (ab initio) та числових пiдходiв середнього по-

ля. Результати вiдтворюють експериментальнi спостереження високоспiнової

антиферомагнiтної фази при низькому тиску та низькоспiнового стану при



257

високому тиску. Крiм того, при промiжному тиску прогнозується поява фази

впорядкування спiнових станiв. Також порiвнюється електронна структура

Sr2CoO3F з iзоелектронним LaCoO3 та його шаруватим аналогом LaSrCoO4

[20, 311].

Аналiз базується на багатозоннiй моделi Габбарда, що враховує вплив

електронних кореляцiй в дослiджуваному матерiалi. Розрахунки проводяться

в кiлька етапiв. Використовуючи теорiю функцiоналу електронної густини

(DFT), обчислюються параметри для бiлiнiйної частини гамiльтонiана Габбарда

за допомоги проекцiї ґраткового гамiльтонiану на Co-3d ваньєрiвськi орбiталi.

Для включення електронних кореляцiй додається локальна кулонiвська взає-

модiя, параметризована слетерiвськими iнтегралами F0, F2 та F4. Для одного

i того ж набору вхiдних параметрiв застосовуються два теоретичнi пiдходи:

розкладання сильного зв’язку з подальшим аналiзом ефективної моделi за

допомоги середньополевого наближення (див. пiдроздiл 1.3.4) та динамiчна

теорiя середнього поля (ДТСП, див. пiдроздiл 1.3.5).

Наближення локальної густини та параметри бiлiнiйної частини га-

мiльтонiану Габбарда. Обчислення електронної структури проводяться в рам-

ках теорiї функцiоналу електронної густини з наближенням локальної густини

(LDA) [326, 327] до потенцiалу обмiнної взаємодiї електронiв. Просторова

конфiгурацiя сполуки Sr2CoO3F складається з шарiв зсунутих CoO3F октаедрiв

роздiлених атомами Sr, див. рис. 5.14(a). Сталi ґратки взятi з дослiдження [323]:

a = 3.83145 Å i c = 13.3201 Å при атмосферному тиску. Згiдно з робо-

тою [325], просторова група I4/mmm зберiгається незмiнною протягом усього

дослiджуваного дiапазону тиску. Розрахунки проведено за допомогою програми

wien2k [270]. Мафiн-тiн радiуси становлять 2.22 для Sr, 1.90 для Co, 1.63 для O

i 2.18 для F в атомних одиницях. Для зони Брiллюена обрано сiтку 10×10×10

у просторi квазiiмпульсу k.

Параметри бiлiнiйної частини гамiльтонiану Габбарда для 3d зони атомiв

кобальту отриманi шляхом проектування ґраткового гамiльтонiану на базис
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Рис. 5.14. (а) Кристалiчна структура Sr2CoO3F. (б) Зонна структура, обчислена
теорiєю функцiоналу електронної густини, що зображена разом з ваньєрiвськи-
ми функцiями на Co-3d оболонцi (жовтий колiр) та питомими густинами станiв
(DOS) при P = 6.4 ГПа.

орбiталей Ваньє [271, 272]. Таким чином, систему можна описати п’ятиорбi-

тальною моделлю Габбарда (5.5) з вiдповiдним роздiленням на локальнi (5.6)

i нелокальнi (5.7) частини. Амплiтуду спiн-орбiтальної взаємодiї ζ = 56 меВ

для 3d-орбiталей iонiв кобальту, що використовується нижче, обчислено для

сполуки LaSrCoO4 в роботi [20]. Розщеплення енергетичних рiвнiв кристалiчним

полем збiльшується з тиском P , як наведено на рис. 5.15(a). При визначеннi

матричних елементiв локальної взаємодiї Uκλµν(F0, F2, F4), фiксуються F0 =

3.0 еВ [258] та F4/F2 = 0.625 [89, 328], а гундiвський зв’язок J = (F2 + F4)/14

вважається змiнним параметром теоретичного опису.

Пiдхiд сильного зв’язку та наближення середнього поля. Набiр L атом-

них станiв системи з найнижчою енергiєю може бути видiлено при дiагона-

лiзацiї локального гамiльтонiану Ĥ(i)
at . Вiдповiднi мультиплети зображенi на

рис. 5.15(б). Важливою особливiстю параметризацiї Слейтера-Кондона локаль-

ної кулонiвської взаємодiї є те, що стани IS1 i HS1 мають меншi енергiї, нiж

IS2 i HS2, вiдповiдно. Це контрастує з бiльш простою (густина-густина або

Слейтер-Канаморi) параметризацiєю взаємодiї, або з границею невзаємодiючих

електронiв, де IS2 i HS2 стають нижчими завдяки тетрагональному розщеплен-
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Рис. 5.15. (а) Дiагональнi елементи hiiκκ локальної частини гамiльтонiану як
функцiї тиску для Sr2CoO3F. Тi ж величини для iнших двох спорiднених
сполук наведенi для порiвняння. (б) Спiновi конфiгурацiї найнижчих атомних
мультиплетiв Sr2CoO3F за вiдсутностi спiн-орбiтальної взаємодiї.

ню кристалiчного поля.

Далi застосовуємо перетворення Шрiффера-Вольфа (див. пiдроздiл 1.3.3)

з точнiстю до другого порядку за збудженням Ĥ(ij)
t i зберiгаємо члени, що

вiдповiдають лише процесам мiж найближчими комiрками, див. також робо-

ту [20]. Для кожного значення тиску P вищевказана процедура призводить до

ефективного гамiльтонiана, який охоплює кiнцевий набiр найнижчих атомних

станiв, див., наприклад, рис. 5.15(б). Використовуючи представлення бозонiв

Швiнгера, ефективний гамiльтонiан може бути записаний у виглядi

Ĥeff =
∑
i

∑
e=±a,±b

∑
αβγδ∈L

ε
(e)
αβγδ

(
d̂†iαd̂iβ

)(
d̂†i+eγd̂i+eδ

)
, (5.13)

де d̂†iα (d̂iα) – оператор народження (знищення) бозону, який вiдповiдає атомно-
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му стану α на вузлi i. Умова неможливостi iснування бiльше нiж одного бозону

на одному вузлi
∑

α d̂
†
iαd̂iα = 1̂ має задовольнятися для усiх фiзичних станiв

системи.

Через складнiсть моделi (5.13) для точного розв’язку застосовується

пiдхiд середнього поля в локальному базисi. Обчислення обмежено дво-

ма пiдґратками, що дозволяє враховувати як спiново-впорядкованого, так i

антиферомагнiтно-впорядкованого стану. Доступ до локальних величин типу

〈d̂†iαd̂iβ〉 дає доступ до вивчення станiв, що мають суперпозицiю декiлькох

мультиплетiв, наприклад, екситонних конденсатiв [266].

Спектр збуджень для моделi (5.13) може бути отриманий узагальненим

пiдходом спiнових хвиль [20, 313] з використанням перетворень Боголюбова.

Маючи намiр проаналiзувати можливiсть екситонної нестабiльностi, цей метод

застосовується у низькоспiновiй фазi. Слiд зазначити, що у такому пiдходi α =

LS є вакуумним станом. Члени у рiвняннi (5.13), якi мiстять три або чотири

оператори з α 6= LS, що описують взаємодiю мiж збудженнями, опущенi. Тому

аналiз спiнових хвиль обмежується низькотемпературною областю, де тепловою

популяцiєю збуджених станiв можна знехтувати.

Обчислення динамiчної теорiї середнього поля проводяться за допомогою

програмного пакету [236] квантового розв’язувача Монте-Карло для моделi

домiшок Андерсона з повною кулонiвською параметризацiєю взаємодiї Uκλµν.

Для пiдвищення ефективностi обчислень використовується алгоритм вибiрки

суперстанiв [329]. При цьому, для простоти нехтуються малi недiагональнi

елементи матрицi гiбридизацiї, що виникають через деформацiї хвильових

функцiй атома Со. Пiсля досягнення сходимостi динамiчної теорiї середньо-

го поля обчислюються спектральнi функцiї вздовж осi реальної частоти за

допомоги аналiтичного продовження з використанням методу максимальної

ентропiї [236,330]. Для вивчення спiново-впорядкованих та антиферомагнiтних

фаз використовується елементарна комiрка, що мiстить два атоми кобальту.

Розрахунки проводяться при T = 290 K.
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Основнi результати. При високому тиску (границя великого розще-

плення кристалiчного поля) глобальний основний стан Sr2CoO3F вiдповiдає

конфiгурацiї зi всiма атомами у низькоспiновому станi. Домiнуючий ефект

тиску полягає у змiнi розщеплення кристалiчного поля, див. також Рис. 5.15(а).

Iз зменшенням тиску рiзниця енергiй мiж низькоспiновими та iншими станами

[високого та промiжного спiну (IS)] зменшується. Коли енергiя атомних збу-

джень наближається до енергiї низькоспiнових станiв, глобальний основний

стан змiнюється. Це – так званий режим спiнового кросоверу, де взаємодiя мiж

збудженнями та їх рухливiстю набуває важливого значення.

Збудження з високими спiнами вiдштовхуються, коли займають близько-

сусiднi комiрки ґратки. Причиною цього є обмiнний механiзм. Високоспiновий

стан, оточений атомами з низьким спiном, може знизити енергiю за допомогою

ряду вiртуальних процесiв стрибкiв. На вiдмiну вiд цього, коли два високо-

спiновi атоми в однакових орбiтальних i спiнових станах займають близько-

сусiднi комiрки, вiртуальнi стрибки блокується за принципом Паулi. Таким

чином, взаємодiя є вiдштовхуючою (у Sr2CoO3F вона обчислюється приблизно

в розмiрi 0.2 еВ на з’єднання). Для високоспiнових станiв з рiзними спiновими

проекцiями або формою орбiталей блокування Паулi не є повним i, таким

чином, близько-сусiднi вiдштовхування є слабкiшим. Слiд зауважити, що навiть

в антиферомагнiтнiй разом iз антифероорбiтальною (АФО) конфiгурацiї два

високоспiновi стани, як i ранiше, вiдштовхуються на близько-сусiднiх з’єдна-

ннях (типовi значення – близько 30 меВ на з’єднання). Матричнi елементи,

що вiдповiдають взаємодiї промiжноспiнових станiв, мають бiльш рiзноманiтну

структуру, починаючи вiд слабкого вiдштовхування та закiнчуючи слабким

тяжiнням, залежно вiд проекцiї спiну, типу орбiталi та орiєнтацiї з’єднання.

Зi зменшенням тиску скорочується енергетична щiлина мiж низькоспi-

новим та збудженими станами. Якщо найнижчi збудження локалiзованi, але

сильно взаємодiють на близько-сусiднiх зв’язках, очiкується розташування цих

та низькоспiнових станiв по типу шахової дошки [257, 258]. Однак, як тiльки
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Рис. 5.16. (а) dz2 функцiї Ваньє електронної оболонки Co, обчисленi в рамках d-
моделi з вiдповiдними вагами («ваньерiвськими хвостами») на сусiднiх атомах,
що намальованi як iзоповерхнi, де червоний (синiй) колiр вiдповiдає позитивнiй
(негативнiй) амплiтудi. (б) Енергiї збуджень, отриманi в границi сильного
зв’язку зi спiново-хвильовим аналiзом при P = 12.2 ГПа, J = 0.62 еВ та
ζ = 56 меВ.

деякi низькоенергетичнi збудження мають рухомiсть, нестабiльнiсть системи у

напрямку екситонної конденсацiї стає важливою [18,20,266].

Теоретичний аналiз розпочинається у низькоспiновiй фазi при високому

тиску. Щоб вивчити сценарiй екситонної конденсацiї у сполуцi Sr2CoO3F,

використовується спiново-хвильовий пiдхiд (див. пiдроздiл 1.3.2). Вiн виявляє

плоскi зони для найнижчих збуджень, див. рис. 5.16(б). Тiльки збудження

IS4 мають суттєву дисперсiю. Плоска дисперсiя збуджень IS1 та IS2 походить

вiд невеликої амплiтуди тунелювання мiж найближчими сусiдами для dz2–

dz2 електронних станiв. Для порiвняння, амплiтуда тунелювання для dz2–

dz2 дорiвнює 147 меВ [21] i 133 меВ [20] в LaCoO3 i LaSrCoO4, вiдповiдно,

тодi як у Sr2CoO3F вона в середньому становить 14 меВ у дослiджуваному

дiапазонi прикладеного тиску, тобто на порядок менший. Це можна зрозумiти,

враховуючи форму ваньєрiвських орбiталей dz2, показаних на рис. 5.16(a).

Асиметрична гiбридизацiя з атомами O i F на верхiвках спричиняє нахили
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Рис. 5.17. Фазовi дiаграми у вiдсутностi спiн-орбiтальної взаємодiї (лiворуч)
та з ζ = 56 меВ (праворуч) при рiзних температурах. Горизонтальнi лiнiї
вiдповiдають верхнiм та нижнiм границям для параметра J , щоб вiдповiдати
експериментальним спостереженням. У (в), областi з P = 6.4 ГПа та P =

15 ГПа позначенi додатково – у позначених iнтервалах нижче проводяться
кiлькiснi порiвняння з динамiчною теорiєю середнього поля.

хвостiв Ваньє на комiрках O, що знаходяться в площиннi. Як результат, хвости

сусiднiх орбiталей Ваньє dz2 є майже ортогональнi. Навпаки,dx2−y2 ⊗ dxy IS4

екситони мають дисперсiю, що утворює широку зону, схожу на LaCoO3 [21].

Тим не менш, велика енергiя кристалiчного поля для стану dx2−y2 породжує

щiлину 0.7 еВ, що виключає будь-яку екситонну нестабiльнiсть.

Для обчислення фазових дiаграм сполуки Sr2CoO3F пiд тиском, викори-

стовується пiдхiд середнього поля для ефективної бозонної моделi. Вiдповiднi

результати наведенi на Рис. 5.17. Спостерiгаються наступнi фази: (i) немамгнi-

тна, або термiчно-iндукована парамагнiтна LS фаза; (ii) парамагнiтна спiново-
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Рис. 5.18. JT фазовi дiаграми (верхнiй рядок) та порiвняння двох теоретичних
пiдходiв при тисках P = 6.4 ГПа (лiворуч) та P = 15 ГПа (праворуч), T =

290 K (в)–(д), та ζ = 0.

впорядкована фаза; (iii) антифероомагнiтна високоспiнова фаза (з додатковою

присутнiстю атомiв у промiжноспiнових станах). Спiн-орбiтальна взаємодiя ли-

ше незначною мiрою змiнює загальну структуру фазових дiаграм. При низьких

температурах, див. рис. 5.17(а) та (б), вона знiмає додаткове антифероорбi-

тальне впорядкування антифероомагнiтної високоспiнової фази. Воно також

стабiлiзує фазу впорядкування спiнових станiв при низьких температурах,

призводячи до ширших дiапазонiв її спостереження в PJ площинах. З ростом

температури впорядкування спiнових станiв стає чутливiшим до термальних

флуктуацiй у присутностi спiн-орбiтальної взаємодiї, див. рис. 5.17(в)–(д).

Помiтне розширення фази впорядкування спiнових станiв з температурою

на рис. 5.17(а), (в) та (ґ), а також риси додаткового повернення ПМ-УСС-
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ПМ на рис. 5.17(г) при фiксованому J ∈ [0.6, 0.75] еВ нагадують модель

Блуме-Емери-Ґрiффiса [331]. Дiйсно, JT фазовi дiаграми на рис. 5.18(а) та

(б) мають таку ж форму, як i зазначена спрощена модель [266, 332]. У спо-

луцi Sr2CoO3F зв’язок Гунда J контролює розщеплення мiж низькоспiновими

та високоспiновими станами, тобто вiн вiдiграє таку саму роль, що i член

одноiонної анiзотропiї у моделi Блуме-Емери-Ґрiффiса. Зменшення площi,

займаної спiново-впорядкованою фазою як при низьких, так i при високих

температурах, виникає внаслiдок подвiйної ролi температури. З одного боку,

температура iндукує бiльшу заселенiсть ґратки високоспiновими станами, що

необхiднi для формування фази впорядкування спiнових станiв. З iншого

боку, термальнi флуктуацiї руйнують впорядкування спiнових станiв, коли

температура занадто висока. Слiд зауважити, що переходи ПМ-УСС та ПМ-

АФМ є безперервними, тодi як перехiд УСС-АФМ є першого порядку, як у

сполуцi Sr2CoO3F, так i в моделi Блуме-Емери-Ґрiффiса.

Задля пiдтвердження надiйностi результатiв пiдходу сильного зв’язку,

проводиться порiвняння локальних величин, обчислених двома методами: роз-

кладання сильного зв’язку та динамiчною теорiєю середнього поля у двох

режимах параметрiв системи (див. iнтервали, позначенi на рис. 5.17(в)), див

рис. 5.18(в)–(д). Параметри змiнної намагнiченостi та впорядкування спiнових

станiв визначаються наступним чином:

M =
∑
i=1,2

(−1)i
5∑

m=1

(ni,m↑ − ni,m↓), (5.14)

D =
∑
i=1,2

(−1)i[ni,HS1
− (ni,LS + ni,IS1

)], (5.15)

де i та m – iндекси пiдґратки та орбiталi, вiдповiдно та niα ≡ 〈d̂
†
i,αd̂iα〉. У

пiдходi ДТСП, параметр впорядкування спiнових станiвD обчислюється тiльки

приблизним чином, базуючись на густинi електронiв на eg i t2g орбiталях та

обмежуючись пiдпростором трьох найнижчих мультиплетiв: LS, IS1 та HS1.
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Результати показують, що пiдхiд сильного зв’язку можна розглядати як

достатнiй метод для оцiнки границь фаз для дослiджуваної системи. У той

же час, як i очiкувалося, вiн завищує величини параметрiв порядку в фазах

з порушеною симетрiєю (i, швидше за все, значення критичних температур).

Тим не менше, згiдно з додатковим аналiзом, вiн є бiльш точним у порiвняннi

iз загальновживаним обмеженням взаємодiї по типу густина-густина. Крiм того,

метод розкладання в границi сильного зв’язку з подальшим використанням

статичного середньопольового пiдходу дозволяє проводити вiдповiднi фiзичнi

спостереження у ширшому дiапазонi температур та безпосередньо включити

вплив спiн-орбiтальної взаємодiї.

Хоча головним рушiйним механiзмом формування фази впорядкування

спiнових станiв є сильне вiдштовхування мiж близько-сусiднiми високоспi-

новими станами кобальту на ґратцi, в цiй сполуцi є значний внесок промi-

жноспiнових станiв. На рис. 5.19(а) та (б) показанi вiдповiднi ваги атомних

станiв, обчисленi за допомоги двох пiдходiв. У фазi впорядкуввання спiнових

станiв вiдносна вага промiжноспiнових станiв збiльшується зi збiльшенням J

за рахунок замiщення низькоспiнових станiв на промiжноспiновi таким чином,

що в околi переходу УСС-АФМ стан стає швидше типу HS-IS, нiж типу HS-LS.

Використовуючи метод максимальної ентропiї для аналiтичного продовження

розв’язкiв динамiчної теорiї середнього поля, можна порiвняти одночастичнi

спектральнi функцiї Sr2CoO3F рiзних фаз, що зображенi на рис. 5.19(в)–(ґ).

Спектри обчисленi при двох тисках, P = 6.4 ГПа i P = 15 ГПа, та обмiннiй

взаємодiї Гунда J = 0.64 еВ, що найкраще вiдповiдає експериментальним

спостереженням.

Розрахованi щiлини для антиферомагнiтної, спiново-впорядкованої та

низькоспiнової фаз становлять вiдповiдно 0.25, 0.21 та 1.35 еВ. Спектральнi

ваги вище енергiї Фермi EF станiв dx2−y2 i dxz/yz у антиферомагнiтнiй (спiн ↑)

та спiново-впорядкованiй (перша пiдґратка) фазах, вiдповiдно, пiдтверджують

суттєвий внесок станiв IS1, якi також видно на рис. 5.19(а) та (б). Оскiльки
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Рис. 5.19. Ваги атомних станiв, обчисленi методом розкладання в границi
сильного зв’язку з середньопольвим пiдходом (а) та динамiчною теорiєю
середнього поля (б) при P = 6.4 ГПа, ζ = 0, та T = 290 K. Спектральнi
функцiї, що отриманi в АФМ (в) та УСС (г) фазах при тиску P = 6.4 ГПа й у
низькоспiновiй фазi (ґ) при P = 15 ГПа та T = 290 K.

вимiрювання фотоемiсiї неможливi пiд тиском, експериментальне спостереже-

ння впорядкування спiнових станiв, ймовiрно, має покладатися на локальнi

вимiрювання, якi здатнi виявити утворення двох рiзних станiв кобальту на двох

рiзних комiрках ґратки. Такими методами є раманiвська або мессбауерiвська

спектроскопiя, або технiка ядерно-магнiтного резонансу.

5.5. Дисперсiя екситонiв у LaCoO3: теорiя та експерименти

Мотивацiя дослiджень. Понад 50 рокiв тому було запропоновано, що

тяжiння мiж електронами та дiрками може приводити напiвпровiдники з

вузькими щiлинами або напiвметали до нової фази – екситонного iзолятору.

Експериментальне пiдтвердження iснування цього стану речовини в гомогенних

матерiалах (не гетероструктурах) залишається досить невловимим. У сильно

корельованих iзоляторах близькiсть фази екситонного iзолятора проявляється
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наявнiстю дисперсiйних збуджень електронно-дiркового характеру з невеликою

щiлиною над синглетним основним станом [333]. У пiдроздiлi 5.1 такий спектр

збудження було запропоновано реалiзувати в оксидi перовскiту LaCoO3. Мета

цього пiдроздiлу – перевiрити таку аргументацiю для бiльш реалiстичного

випадку та провести пряме порiвняння експериментами, де використовується

резонансне непружне рентгенiвське розсiювання (engl. – resonant inelastic x-ray

scattering (RIXS)).

При низьких температурах LaCoO3 є немагнiтним iзолятором з iонами

Co в основному станi з низьким спiном (LS, S = 0, t62ge0
g). При нагрiваннi ця

сполука зазнає кросоверу до парамагнiтного iзолятора Кюрi-Вейса (T ∼ 100 K)

i, врештi, до металу Кюрi-Вейса (T ∼ 500 K) [273, 334–339]. Традицiйно

кросовер спiнового стану описується термiчним заселенням збуджених атомних

мультиплетiв. Незважаючи на свою тривалу iсторiю, точки зору стосовно

характеру першого збудженого мультиплету Co3+ залишаються роздвоєними

мiж високоспiновим (HS, S = 2, t42ge2
g) [273, 315, 340] та промiжноспiновим

(IS, S = 1, t52ge1
g,) [251] станами. Обидва сценарiї нiбито пiдтримуються

експериментами, див., наприклад, [273,341,342] i [247,274,343–345] для першого

та другого, вiдповiдно. Очiкується, що спiвiснування iонiв Co у збуджених

(IS або HS) та основних (LS) станах призведе до значної диспропорцiйностi

довжин зв’язкiв Co-O. Однак цього нiколи не спостерiгали, незважаючи на

значнi експериментальнi зусилля.

Екситонний сценарiй базується на спостереженнi, що не тiльки спiновi, але

й мультиплетнi компоненти (LS, IS та HS) пiдкорюються обмiну з найближчим

сусiдом через механiзм суперобмiну. Процеси мiжатомного обмiну, такi як

|LS, IS〉 ↔ |IS,LS〉, див. рис. 5.20(а), |LS,HS〉 ↔ |IS, IS〉 або |IS,HS〉 ↔ |HS, IS〉,

як виявляється, мають значнi амплiтуди на близькосусiднiх зв’язках. При

низьких температурах, де в глобальному станi системи переважають атомнi

стани LS, має суттєве значення лише перший процес. Цей процес породжує

розповсюдження збуджень IS (екситонiв) на фонi LS. Як зазвичай в просторово-
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Рис. 5.20. (а) Схематичне зображення тунелювання електронiв, що призводить
до руху IS та вiдповiдна орбiтальна структура збудження 3T1g. (б) Схема
атомних енергiй та дисперсiї IS (3T1g) станiв вiдповiдно до LS вакууму. (в)
Експериментальна геометрiя та визначення кута розсiювання ϕ. Зразок може
обертатися навколо вiсi a. Напiвкулi позначають атоми Co. (г) Визначення
вектору переносу iмпульсу q = kout − kin.

перiодичних системах, елементарнi збудження IS мають форму плоскої хвилi з

енергiєю, залежною вiд квазiiмпульсу q, див. рис. 5.20(б).

Низькоенергетичнi IS-екситони бувають у двох орбiтальних симетрiях:
3T1g (dxy⊗ dx2−y2, dzx⊗ dz2−x2 i dyz⊗ dy2−z2) i 3T2g (dxy⊗ dz2, dzx⊗ dy2 i dyz⊗ dx2).

Завдяки своїй геометрiї, екситони 3T1g мають меншу локальну енергiю (сильне

з’єднання) та бiльшу рухливiсть, сконцентровану у вiдповiдних площинах.

Збудження HS поводяться iнакше. Близькосусiднiй обмiн HS-LS є процесом

четвертого порядку по тунелюванню електронiв i, таким чином, має значно

меншу амплiтуду, нiж обмiн IS-LS, який є процесом другого порядку. Збудження

HS можна приблизно розглядати як нерухому зв’язану пару (бi-екситон) двох

IS-екситонiв з рiзними орбiтальними структурами.

Наявнiсть дисперсiйних низькоенергетичних збуджень має глибокi наслiд-

ки. Їх теплова популяцiя не призводить до статичного розподiлу збуджених

атомних станiв i, отже, не викликає деформацiй ґратки. Коли щiлина для збу-

джень закривається, наприклад, шляхом застосування сильного магнiтного по-
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ля [261], збудження з q-векторами в областi мiнiмуму вiдповiдної зони зазнають

бозе-ейнштейнiвської конденсацiї. Розрахунки за допомогою першопринципної

теорiї функцiоналу електронної густини [314] виявили, що LaCoO3 є близьким

до конденсацiйної нестабiльностi. Метамагнiтний перехiд, що спостерiгається у

сильних полях [261], має температурну залежнiсть, яка вiдповiдає конденсацiї

екситону, але є протилежною до впорядкування спiнових станiв HS-LS, див

пiдроздiл 5.1. Властивостi низькотемпературної фази спорiднених сполуках

(Pr1−yRy)xCa1−xCoO3 послiдовно пояснюються конденсацiєю екситону, див.

пiдроздiл 5.2. Незважаючи на цi непрямi прояви, однозначний доказ екситонної

фiзики в LaCoO3 вiдсутнiй. Зрештою, це може бути забезпечено шляхом

прямого спостереження за дисперсiєю IS. У цьому пiдроздiлi наводяться те-

оретичнi розрахунки дисперсiї IS збуджень, що пiдтверджуються вiдповiдними

експериментальними спостереженнями за допомогою технiки RIXS.

Особливостi резонансного непружного рентгенiвського розсiяння на

кристалах. Теоретичний розрахунок спектрiв RIXS є нетривiальним завдан-

ням. Будемо виходити з формулювання, наведеного у роботi [346], яке факто-

ризує перерiз RIXS наступним чином:

δ2σ

δΩδω
∝ Im

∑
γ,γ′

R†γ′(q, ωin)Gγ′,γ(q, ωloss)Rγ(q, ωin),

де Rγ(q, ωin) – амплiтуда поглинання або випромiнювання рентгенiвських

променiв та Gγ′,γ(q, ωloss) – електронно-дiрковий пропагатор,

Gγ′,γ(q, ωloss) = 〈dγ′(q)| (ωloss + ELS −Heff + iδ)−1 |dγ(q)〉 . (5.16)

У той час як перша величина визначає iнтенсивнiсть (видимiсть) рiзних муль-

типлетних збуджень γ у спектрах RIXS, лише останнiй визначає їх дисперсiю.

Тут ωin – енергiя фотона, що падає, а ωloss – передача енергiї. Rγ(q, ωin) =

〈γ|Vεout(ωin +ELS−H+iΓ)−1Vεin|LS〉, де оператори Vεin(Vεout) описують взаємодiю
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електрон-фотон. Досить точна оцiнка амплiтуд Rγ(q, ωin) надається атомно-

модельним розрахунком для Co3+, який включає експериментальну геометрiю,

що входить у Vεin(Vεout) оператори, повною мультиплетною формою 3d-3d i 2p-

3d кулонiвської взаємодiї, кристалiчним полем i спiново-орбiтальним зв’язком

в оболонках Co 3d i 2p, див. роботу [21] для отримання бiльш детальної

iнформацiї.

Частинково-дiрковий пропагатор Gγ′,γ(q, ωloss), див. формулу (5.16), що

визначає дисперсiю збуджень, є ключовою теоретичною величиною, що вивча-

ється в цьому пiдроздiлi. Його оцiнка, як правило, є складною задачею, яка

потребує використання наближень. Iзоляцiйний основний стан LaCoO3 [249,

347, 348], який можна розглядати як сукупнiсть атомiв LS, дозволяє усунути

локальнi флуктуацiї заряду та використовувати низькоенергетичну ефективну

модель, де лише збережено кiлька атомних мультиплетiв та обмiн мiж ними з

найближчими сусiдами. Далi опис можна далi спростити у випадку низьких

температур (T . 20 K), де можна знехтувати тепловими збудженнями та

використовувати узагальнений спiново-хвильовий пiдхiд (див. пiдроздiл 1.3.2),

який описує збудження як невзаємодiючi бозони, що розповсюджуються у

ґратцi.

Ефективна спiнова модель та характеристики збуджень. Побудова

моделi починається з теорiї функцiоналу електронної густини для iдеалiзованої

кубiчної структури перовскiту (a=3.8498 Å) [270]. Вiдповiдно до технiки прое-

кцiй власних станiв гамiльтонiану з теорiї функцiоналу електронної густини на

локалiзованi функцiї Ваньє [271,272], отримується ефективна модель Габбарда,

що охоплює 3d-подiбнi орбiталi Co, див. рiвняння (5.5)–(5.7). За вiдсутностi

спiн-орбiтального зв’язку, такий пiдхiд дає локальну матрицю hiiαβ, що має

тiльки дiагональнi елементи (α = β), якi вироджуються вiдносно станiв

t2g або eg. Кубiчне розщеплення кристалiчного поля мiж станами t2g та eg

становить 1.666 еВ. Спiн-орбiтальний зв’язок має амплiтуду ζd = 56 меВ i

додає вiдповiднi недiагональнi елементи до локальної матрицi hiiαβ. Матрицi
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тунелювання однаковi для спiнових секторiв (z – вiсь квантування спiну),

якi мають майже дiагональну структуру в орбiтальному просторi. Нижче

використовується порядок {e, t} з e = {z2, x2 − y2} та t = {xy, yz, zx},

h(x̂)
e =

−0.147 0.269

0.269 −0.458

 , h(ŷ)
e =

−0.147 −0.269

−0.269 −0.458

 ,

h
(x̂)
t = diag(−0.159,−0.071,−0.159), h(ŷ)

t = diag(−0.159,−0.159,−0.071) i

h(ẑ) = diag(−0.614,−0.008,−0.071,−0.159,−0.159) з величинами наданими

в одиницях еВ. У гамiльтонiанi взаємодiї використовуєтья параметризацiя

Слейтера внутрiшньоатомної електрон-електронної взаємодiї Uαβγδ з двома

вхiдними параметрами, середньою взаємодiєю U i зв’язком Гунда J , при цьому

вiдношення iнтегралiв F 4/F 2 = 0.625 обирається фiксованим. Амплiтуди U та

J трактуються як регульованi параметри розробленої теорiї.

Далi, проводиться розкладання в границi сильного зв’язку (див. пiдроз-

дiл 1.3.3) з метою виведення низькоенергетичної ефективної моделi, що охоплює

LS, HS (5T2g) i IS (3T1g i 3T2g) стани. Спiно-орбiтний зв’язок також враховується,

але нехтується ромбоедричною деформацiєю реальної структури LaCoO3. Це

все ще складна модель багатьох частинок, яка включає 34 стани на одиничному

вузлi Co. Значне спрощення досягається при низьких температурах, коли

система перебуває в основному станi, що може бути наближеним як добуток

станiв LS на кожному вузлi. Решта 33 станiв можна розглядати як бозоннi

збудження, якi можуть поширюватися мiж вузлами з можливою змiною стану.

У таблицi 5.1 для наочностi та за вiдсутностi спiн-орбiтального зв’язку

надаються лише декiлька характерних значень для амплiтуд, а також атомних

Eat i перенормованих локальних енергiй hiiγγ = Eat,γ +
∑

r[a
(r)
γγ − a

(r)
∅∅ ], де

a
(r)
γγ = ε

ii(r)
1γγ , ∆

(r)
γγ = ε

ij(r)
2γγ , ∅ =LS. Слiд зауважити, що значення для станiв iнших

орбiтальних типiв можна отримати вiдповiдними перестановками базисних

векторiв.

Спiн-орбiтальна взаємодiя, через свою помiтну амплiтуду (оцiнюється
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Таблиця 5.1. Характернi амплiтуди ефективної моделi Бозе-Габбарда (в
одиницях еВ) при U = 2.1 еВ, J = 0.66 еВ i ζd = 0. Амплiтуди для процесiв
народження/знищення пар не є загальними i вiдображенi лише для станiв
Sz = 0 через їх залежнiсть вiд проекцiї спiну (процес пiдкоряється правилу
збереження, тобто внесок вносять лише пари IS з протилежними ms).

Стан Eat a
(x̂,ŷ)
γγ a

(ẑ)
γγ hiiγγ h

ij(x̂,ŷ)
γγ h

ij(ẑ)
γγ ∆

ij(x̂,ŷ)
γγ ∆

ij(ẑ)
γγ

LS 0.000 -0.003 -0.003 0.000 — — — —

HSz 0.879 -0.148 -0.137 0.034 0.000 0.000 0.000 0.000

ISxy (T1g) 0.879 -0.136 -0.006 0.344 0.062 0.001 0.003 0.000

ISxy (T2g) 1.324 -0.078 -0.210 0.613 0.024 0.044 0.001 0.003

як ζd = 56 меВ), впливає на перелiченi дослiджуванi фiзичнi величини,

а отже, i на дисперсiйнi особливостi збуджень. Наявнiсть спiн-орбiтального

зв’язку враховується в числовiй процедурi, але робить матрицi h i ∆ щiльними,

заважаючи простому аналiзу характерних значень, подiбних до показаних у

таблицi 5.1.

Обмежуючись нульовою густиною d-збуджень в гамiльтонiанi (5.8), тобто,

нехтуючи гамiльтонiаном взаємодiї мiж бозонами Hint, їх дисперсiю можна

отримати в рамках узагальненого спiново-хвильового пiдходу, див. пiдроз-

дiл 1.3.2. Цей теоретичний пiдхiд й дозволяє детально проаналiзувати всi вiдпо-

вiднi дисперсiйнi характеристики процесу RIXS у LaCoO3, як обговорювалося

вище.

Порiвняння теорiї та експериментiв. Спектри збуджень, що зображенi

на рис. 5.21, отримано для U=2.1 еВ i J=0.66 еВ. Цi значення приводять до

найкращого узгодження з наявними даними RIXS при 20 K на додаток до

наступних експериментальних обмежень: (1) основний стан при 20 K є iзоля-

цiйним синглетним станом [249, 347, 348], що не виявляє жодного порушення
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Рис. 5.21. Питома спектральна густина збуджень частинка-дiрка для рiзних
атомних мультиплетiв: (а) IS (3T1g), (б) HS (5T2g) i (в) IS (3T2g). Спектри
були штучно розширенi лоренцiаном з шириною 10 меВ. Амплiтуди взаємодiї –
U=2.1 еВ i J = 0.66 еВ, а також амплiтуда спiн-орбiтального зв’язку ζd=56 меВ.

симетрiї; (2) енергiя найнижчого збудження HS потрапляє в дiапазон 10–20 меВ,

згiдно з дослiдженнями непружного розсiювання нейтронiв [341, 342]. Згiдно

з додатковими розрахунками, обчисленi спектри досить чутливi до змiни U i

J , що має комплексний ефект, одночасно змiнюючи положення центрiв зон i

ширини зон усiх збуджень. Тому iснування параметрiв, що вiдповiдають усiм

експериментальним обмеженням, є бiльш нiж тривiальним пiдбором параме-

трiв. При порiвняннi з параметрами взаємодiї, що використовуються в iнших

дослiдженнях, слiд пам’ятати, що U та J сильно залежать вiд обраного базису.

Тому наявнi значення можна порiвняти з дослiдженнями, заснованими суто на

3d моделях [258], але не зi значеннями, що використовуються в LDA+U пiдходах

або моделях, де явно використовуються 2p-стани O.

На рис. 5.21 показанi внески рiзних атомних мультиплетiв в обчислену
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дисперсiю елементарних збуджень. Значна дисперсiя гiлки IS 3T1g, що описує

поширення єдиного стану IS 3T1g на фонi LS, походить вiд процесiв, таких

як зображенi на рис. 5.20(a). Обрахований мiнiмум зони в точцi R – простий

наслiдок амплiтуд тунелювання електронiв teg i tt2g до найближчих сусiдiв (див.

рис. 5.20(a)), що має однаковий знак [314], i є загальною особливiстю структури

перовскiтiв. Посилена низькоенергетична iнтенсивнiсть IS 3T1g навколо точки

R частково пояснюється слабкими процесами створення або знищення пари

на сусiднiх вузлах |LS,LS〉 ↔ |IS, IS〉, див. таблицю 5.1 та пiдроздiл 5.3.

Спiн-орбiтальна взаємодiя iндукує розщеплення станiв IS 3T1g, що добре видно

вздовж напрямку R-Γ, див. рис. 5.21(а) i рис. 5.22(в).

Збудження HS у цьому наближеннi не розповсюджуються на фонi LS. В

результатi вони утворюють майже плоскi зони з центрами приблизно 20, 45

i 90 меВ, розщепленi i частково змiшанi з IS спiн-орбiтальною взаємодiєю. Цi

енергiї узгоджуються з iншими дослiдженнями [341,342,349].

Включення амплiтуд переходу Rγ(q, ωin) сильно пригнiчує внесок станiв

HS (5T2g) до спектрiв RIXS, див. рис. 5.22(а) та 5.22(б). Обчисленi iнтенсивностi

RIXS по лiнiях високої симетрiї в кубiчнiй зонi Брiллюена разом з експеримен-

тальними позицiями пiкiв 3T1g i 3T2g показанi на рис. 5.22(в). Спостерiгається

дуже хороший збiг в експериментально доступнiй частинi зони Брiллюена

вздовж напрямкiв Γ-X i Γ-R.

Найцiкавiша область навколо точки R знаходиться поза можливостями

експериментальної технiки. Через домiнуючий характер близькосусiднiх туне-

лювань екситонiв форма дисперсiї значною мiрою визначається структурою

ґратки. Знання дисперсiї у значнiй частинi зони таким чином ставить екстра-

поляцiю на тверду основу.

Без експериментальних даних про детальний спектр збуджень навколо

точки R можна мiркувати про два можливi сценарiї: (i) найменше збудження

є переважно IS типу, маючи на увазi, що при закриттi щiлини для збуджень

можлива бозе-конденсацiя екситонiв, наприклад, що iндукується магнiтним
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Рис. 5.22. Обрахованi спектральнi iнтенсивностi процесу RIXS (а,в) крiзь
високосиметричнi точки зони Брiллюена. (б) Тривимiрний графiк, що показує
повну спектральну густину збуджень частинка-дiрка ρph. Експериментальнi
точки на графiку (в) узятi з робiт [21] (бiлi квадрати з iндикаторами похибок)
i [350] (концентричнi круги).

полем, як обговорювалося в пiдроздiлi 5.1 для деякого iнтервалу малих

концентрацiй IS; (ii) найнижчим збудженням є переважно HS, але наявнiсть

рухливих збуджень IS запобiгає впорядкуванню спiнових станiв (HS-LS) за

рахунок |HS,LS〉 ↔ |IS, IS〉 флуктуацiй.

Висновки до роздiлу 5

Результати дослiджень, представлених у даному роздiлi, опублiковано в

статтях [18–22]. Серед основних результатiв в якостi висновкiв можна видiлити

наступнi:

• Для моделювання впливу зовнiшнього магнiтного поля на фазовий пе-
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рехiд в околi спiнового кросовера в LaCoO3 використано двоорбiтальну модель

Габбарда. Виявлено, що експериментально спостережений нахил dhc/dT > 0 в

данiй сполуцi вiдповiдає конденсацiї спiн-триплетних екситонiв i є несумiсним

з упорядкуванням спiнових станiв. Показано, що iндукований полем перехiд

вiдповiдає типу iзолятор-iзолятор. Оцiнено дисперсiю збуджень IS та HS на

фонi основного стану LS та виявлено значну ширину зони для збуджень IS

порядку декiлькох 100 меВ, тодi як вiдповiдна ширина зони збуджень HS на

порядок менша. Зроблено висновок, що iндукований полем перехiд є Бозе-

Ейнштейнiвською конденсацiєю екситонiв зi спiном 1. Мобiльнi збудження

IS є ключовою властивiстю режиму низьких температур, який необхiдно

враховувати при описi LaCoO3.

• Вивчено пригнiчення екситонного конденсату (ЕК) магнiтним полем

у двозоннiй моделi Габбарда. Спостережувана поведiнка якiсно узгоджується

з експериментами в сполуках оксидiв кобальту типу PCCO. Показано, що

iндукований полем фазовий перехiд при фiксованому хiмiчному потенцiалi су-

проводжується iстотною змiною електронної густини. Наведено аргументи, що

кероване полем пригнiчення стану екситонного конденсату в PCCO призводить

до валентного кросовера мiж iонними станами Pr4+ та Pr3+.

• Для сполуки LaSrCoO4 виявлено, що стан екситонного конденсату є

стабiльним iз загальною енергiєю, меншою, нiж у парамагнiтного стану, на

значнiй частинi дослiджуваної фазової дiаграми UJ . Стабiльнi рiшення ЕК

мають орбiтальну симетрiєю dxy ⊗ dx2−y2. Порiвняння з LaCoO3 в рамках

спiново-хвильового пiдходу для ефективної моделi в границi сильного зв’язку

дозволяє припустити, що шаруватий кобальтит є ближчим до нестабiльностi ЕК

або, що конденсацiя вже має мiсце за вiдсутностi зовнiшнiх полiв. Експеримен-

тальнi дослiдження поведiнки такої сполуки пiд тиском та у сильних магнiтних

полях [261], таким чином, є дуже бажаними.

• Проведено теоретичне дослiдження шаруватого кобальтиту Sr2CoO3F

пiд тиском за допомоги пiдходiв розкладання сильного зв’язку та динамiчної те-
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орiї середнього поля. На вiдмiну вiд iзоелектронних сполук LaCoO3 i LaSrCoO4,

виявлено, що мобiльнi промiжноспiновi збудження не грають важливої ролi у

фiзицi низьких енергiй Sr2CoO3F. Мобiльнi dx2−y2 ⊗ dxy IS4 збудження мають

щiлину понад 0.5 еВ через тетрагональне розщеплення кристалiчного поля,

тодi як iншi промiжноспiновi збудження включають внески dz2 орбiталi, що

має низьку рухливiсть завдяки асиметричнiй гiбридизацiї мiж атомами Co i

верхiвковими атомами O i F.

• Показано, що фiзика низьких енергiй сполуки Sr2CoO3F визначається

близькосусiдньою взаємодiєю мiж атомними мультиплетними збудженнями,

а модель сильного зв’язку зводиться до узагальненої моделi Блуме-Емери-

Ґрiффiса. Як i в останнiй [331,332], мiж низькоспiновою та антиферомагнiтними

фазами утворюється фаза впорядкування спiнових станiв. Результати пiдходу в

границi сильного зв’язку пiдтверджуються вiдповiднiстю до результатiв дина-

мiчної теорiї середнього поля. Iснування пiдґраток з двома рiзними станами

атомiв кобальту у фазi впорядкування спiнових станiв робить її виявлення

прямолiнiйним. Наприклад, очiкується значна диспропорцiя довжини з’єднань

Co-O [248].

• Для кристалiв LaCoO3 теоретично обчислено дисперсiйнi характери-

стики збуджень та проведено пряме порiвняння з експериментальними даними

з резонансного непружного рентгенiвського розсiяння при 20 К [21, 350].

Експериментальнi данi добре узгоджуються з теоретичними розрахунками

в експериментально доступнiй частинi зони Брiллюена, а їх екстраполяцiї

вказують на важливу роль збуджень IS у фiзицi низьких енергiй матерiалу.

Дисперсiя, в якiй переважають процеси обмiну мiж найближчими атомами

кобальту, дозволяє здiйснити надiйну екстраполяцiю. Полiпшення енергетичної

роздiльної здатностi та поляризацiйного аналiзу дозволило б зменшити опору

на теоретичну модель i тому є дуже бажаним. Результати напряму вказують,

що односкладовi вiдповiдi на традицiйне питання, яке збудження – HS чи IS є

найнижчим у LaCoO3, не є коректними для розумiння фiзики системи. Хоча
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мало сумнiвiв, що найнижчим атомним збудженням є HS, рухливiсть станiв IS

на ґратцi змiнює картину в розширенiй системi. Тому LaCoO3 слiд розглядати

не як статичну колекцiю iонiв у конкретних атомних станах, а як газ рухливих

бозонних екситонiв IS над LS вакуумом. Високоспiновi стани вiдiграють роль

сильно пов’язаних i, по сутi, нерухомих бi-екситонiв. Запропонована картина дає

природне пояснення, чому впорядкування спiнових станiв, що супроводжується

диспропорцiєю довжин зв’язкiв Co-O, не спостерiгається в LaCoO3, незважаючи

на низьку енергiю збуджень HS.

• Упорядкування спiнових станiв було запропоновано в контекстi

LaCoO3 досить давно [257, 258, 351], але експериментально досi не спостерiга-

лося. Згiдно з результатами даного роздiлу, вважається, що причиною тому

є мобiльнi низькоенергетичнi збудження промiжноспiнових станiв. Вiдсутнiсть

або присутнiсть їх у сполуках Sr2CoO3F та LaCoO3, вiдповiдно, можуть поясни-

ти їх рiзнi магнiтнi властивостi – антиферомагнiтне впорядкування у сполуцi

Sr2CoO3F проти феромагнiтних кореляцiй у кристалi LaCoO3 [352] i ферома-

гнiтного впорядкування в натягнутих плiвках LaCoO3 [319, 353]. Теоретично

дослiдженi сполуки оксидiв кобальту та отриманi результати, таким чином,

забезпечують важливу систему вiдлiку для розумiння фiзики Co3+ перовскiтiв.
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi вирiшено важливу задачу теоретичної фiзики, а

саме: узагальнено та успiшно застосовано першопринципнi та середньополевi

пiдходи до опису близькокритичних явищ у таких квантових системах багатьох

частинок як розрiдженi гази лужних або лужно-земельноподiбних атомiв в

оптичних пастках при можливiй наявностi додаткових просторово-перiодичних

потенцiалiв та взаємодiючих квантових газах вироджених електронiв в криста-

личних структурах оксидiв кобальту.

Основнi результати дисертацiйної роботи, усi з яких отримано вперше,

сформульованi в наступних пунктах:

1. Розроблено теоретичний пiдхiд, що дозволив отримати аналiтичнi

вирази для залежностей хiмiчних потенцiалiв iдеальних квантових газiв вiд

температури, що можуть застосовуватись з достатньою точнiстю на всьому

iнтервалi температур.

2. Виявлено оптимальнi фiльтрацiйнi характеристики газiв атомiв лу-

жних металiв у станi конденсацiї при пропусканнi сигналiв оптичного дiапазону

слабкої iнтенсивностi.

3. Передбачено ефект прискорення релятивiстських частинок та показа-

но можливiсть визначення спектральних характеристик атомiв лужних металiв

на основi детектування черенковского випромiнювання в розрiджених газах з

бозе-конденсатом.

4. Узагальнено динамiчну теорiю середнього поля та показано, що дво-

компонентнi фермi-гази з рiзними амплiтудами тунелювання компонент мають

переваги з точки зору досягнення магнiтно-впорядкованих фаз.

5. Здобуто низькотемпературнi фази газiв атомiв, що мають як рiзнi

амплiтуди тунелювання, так й рiзну густину компонент в оптичних ґратках.
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6. Встановлено критичнi температури переходiв мiж три- та двопiдгра-

тковими антиферомагнiтно-впорядкованими станами в SU(3)-симетричнiй мо-

делi Габбарда.

7. Теоретично розраховано ефекти впливу спiнових симетрiй на ферома-

гнiтне впорядкування в дво- та триорбiтальнiй моделi Габбарда.

8. Запропоновано теорiю бозе-конденсацiї спiн-триплетних екситонiв в

кристалах оксидiв кобальту в зовнiшньому сталому магнiтному полi.

9. Отримано низькотемпературнi фазовi дiаграми оксидiв кобальту з

домiшками кальцiю, стронцiю, та елементiв групи лантану.

10. Теоретично обчислено дисперсiйнi характеристики екситонних збу-

джень, що добре узгоджуються з наявними експериментальними даними з резо-

нансного непружного рентгенiвського розсiяння на кристалах оксидiв кобальту.

Таким чином, усi поставленi завдання виконанi, i мета дисертацiйної

роботи досягнута.

Одержанi результати доповнюють i розширюють наявнi уявлення про

квантовi гази i, зокрема, близькокритичнi ефекти в таких системах. Результати,

що вiдносяться до ультрахолодних атомiв у зовнiшнiх полях можуть бути вико-

ристанi при розробцi та побудовi високоточних оптичних приладiв та розробцi

унiверсальних квантових симуляторiв. Останнi можуть бути застосованi для

точного вивчення бiльш складних твердотiльних систем задля посилення таких

ефектiв як високотемпературна надпровiднiсть, колосальний магнетоопiр, орбi-

тальне та магнiтне впорядкування тощо. Результати з близькокритичних явищ

у кобальтитах можуть бути використанi у спiнтроницi та магнiтних пристроях,

що потребують високої стiйкостi по вiдношенню до термiчних флуктуацiй та

зовнiшнiх полiв.
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Подяки

Представлення дисертацiйної роботи неможливо б було уявити без все-

бiчної пiдтримки мого наукового консультанта, доктора фiз.-мат. наук, про-

фесора, академiка НАН України Юрiя Вiкторовича Слюсаренка. Я глибоко

вдячний йому не тiльки за безцiнний внесок з наукової точки зору, але також

за збереження i розвиток здорової професiйної атмосфери у вiддiлi, керiвником

якого вiн є, та в iнститутi теоретичної фiзики в цiлому.

Ключовi складовi дисертацiї були б неможливими без багатобiчної пiд-

тримки закордонних професорiв – керiвникiв дослiдницьких проектiв, у яких я

брав участь як виконавець. Це стосується як Prof. Walter Hofstetter, так i Prof.

Jan Kuneš, з якими менi пощастило плiдно працювати.

Також виражаю подяку своїм спiвавторам: D. Cocks, M. Snoek,

A. Golubeva, A. Cichy, A. Hariki, J. Fernández Afonso, R.-P. Wang, F. de Groot,

K.-H. Ahn, N. Darkwah Oppong, Y. Zambrano, О.С. Пелетминському, С.В. Пе-

летминському, М.C. Булахову, К.В. Середi та Д.М. Распоповiй за плiдну

спiвпрацю, участь в постановцi наукових проблем та обговореннi результатiв.

Я щиро вдячний всiм спiвробiтникам iнституту теоретичної фiзики

iм. О.I. Ахiєзера ННЦ ХФТI НАН України, фiзико-технiчного факультету ХНУ

iм. В.Н. Каразiна, iнституту теоретичної фiзики унiверситету iм. Гете, iнсти-

туту фiзики чеської академiї наук, iнституту фiзики твердого тiла технiчного

унiверситету Вiдня та iнститутiв i унiверситетiв, де менi випало честь виступати

з науковими семiнарами, за кориснi дискусiї по темi дисертацiї.

Наостанок, виражаю особливу подяку великiй родинi близьких та родичiв.

Це стосується представникiв старшого поколiння, якi пiдтримували увесь час

та стимулювали проведення наукової дiяльностi (й, насамперед, завершення

цiєї роботи), у тому числi, вивiльняючи час та беручи частину сiмейних

обов’язкiв на себе, та яким у цi непростi часи приходиться найтяжче. Мене дуже
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пiдтримувала зацiкавленiсть представникiв мого поколiння у моїй професiйнiй

дiяльностi – коханої дружини, сестер i братiв з подружжями, друзiв, а також

студентiв, яких менi пощастило навчати або консультувати. I, безсумнiвно, без

особливого натхнення, що дарувало зовсiм молоде поколiння (навiть цього не

усвiдомлюючи), робота не була би такою, якою вона вийшла. Саме у цi часи

стає очевиднiшим, що їм не залишено iншого вибору крiм робити отриманий у

спадок цивiлiзацiйний свiт бiльш досконалим.

* * *

Скарлет була розумною, але самотньою дiвчинкою. Її мама викладала

англiйську в унiверситетi дистанцiйного навчання. Тато навчав фiзики

елементарних частинок, але, як Нiх дiзнався вiд Скарлет, охочих слухати цю

науку було мабуть навiть менше тих, хто волiв її викладати. Тому родинi

доводилося переїздити з одного мiста з унiверситетом до iншого, де тато

сподiвався отримати постiйну посаду, але щоразу даремно.

– А що таке фiзика елементарних частинок? – запитав хлопчик Нiх.

Скарлет знизала плечима.

– Ну, – почала вона, – ми всi складаємося з атомiв, таких маленьких

штучок, що їх навiть неможливо побачити. А вони складаються з iще

менших штук, от їх i вивчає фiзика елементарних частинок.

Нiх кивнув, але подумав, що тато Скарлет, либонь, цiкавиться чимось

цiлковито уявним.

Нiл Ґейман, «Книга кладовища» (2008).
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96. Jördens R., Tarruell L., Greif D., Uehlinger T., Strohmaier N., Moritz H. et al.

Quantitative determination of temperature in the approach to magnetic order

of ultracold fermions in an optical lattice. Phys. Rev. Lett. 2010. Vol. 104.

P. 180401.

http://dx.doi.org/10.1103/RevModPhys.78.865
http://dx.doi.org/10.1063/1.881806
http://dx.doi.org/10.1038/17561
http://steck.us/alkalidata
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.85.1795
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.85.1795
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.63.612
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.89.220407
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.104.180401


295

97. Taglieber M., Voigt A.-C., Aoki T., Hänsch T. W., Dieckmann K. Quantum
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13. Sotnikov A. and Kuneš J. Field-induced exciton condensation in LaCoO3.

Sci. Rep. 2016. Vol. 6, P. 30510. Квартиль Q1 (2016).

14. Sotnikov A.G., Sereda K.V., and Slyusarenko Y.V. Chemical potentials

and thermodynamic characteristics of the ideal Bose and Fermi gases in the region

of quantum degeneracy. Low Temp. Phys. 2017. Vol. 43. P. 144–151. Квартиль Q3

(2017).

15. Golubeva A., Sotnikov A., Cichy A., Kuneš J., and Hofstetter W. Breaking
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https://doi.org/10.1103/PhysRevA.89.063601
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.89.063601
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.92.023633
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.92.023633
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.92.043623
https://doi.org/10.1016/j.physleta.2016.01.044
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.93.053624
https://doi.org/10.15407/visn2016.07.019
https://doi.org/10.15407/visn2016.07.019
https://doi.org/10.1038/srep30510
https://doi.org/10.1063/1.4975807
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.95.125108
https://doi.org/10.1103/PhysRevB.96.245102


324

of excitonic magnetism in LaSrCoO4. J. Phys.: Condens. Matter 2018. Vol. 30,

P. 135603. Квартиль Q1 (2018).
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	Рис. 2.2: Залежність енергії рівнів збудженого стану атома натрію від напруженості зовнішнього магнітного поля з Ahfs=18.5 МГц, Bhfs=2.7 МГц, gJ=1.3 МГц/Гс, gI=-0.8 кГц/Гс Steck2000.
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	Рис. 2.4: (a) Схема енергетичної структури атомів натрію з урахуванням надтонкого розщеплення (з метою наочності, не показані рівні стану 3P1/2). (б) Спектральна інтенсивність початкового сигналу (нормальний розподіл) і область, яку потрібно відфільтрувати від іншої частини сигналу (густе штрихування).
	Рис. 2.5: Частотні залежності групової швидкості та інтенсивності сигналу при проходженні через двокомпонентний БЕК, складений зі станів |F=2,mF=1"526930B  і |F=2,mF=2"526930B .
	Рис. 2.6: Частотні залежності часової затримки сигналу і його інтенсивності при проходженні через двокомпонентний БЕК. Реєстрація інтенсивності сигналу проводиться з 12 по 14 нс.
	Рис. 2.7: Частотні залежності часової затримки сигналу і його інтенсивності при проходженні через двокомпонентний БЕК. Реєстрація інтенсивності сигналу проводиться з 8 по 11 нс.
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	Рис. 2.9: Залежність показника заломлення атомарного газу від частоти. Штрихуванням позначено інтервал, в якому спостерігається ефект Вавілова-Черенкова.
	Рис. 2.10: Дисперсійні характеристики газу атомів натрію, в якому можливе прискорення частинки на резонансному переході з інверсною заселеністю. Для простоти ймовірності переходів ab обрані однаковими та рівними , а 2-1=2(2-3,4).
	Рис. 2.11: (а) Схематичне зображення трирівневої атомної системи. Залежності показника заломлення (б) та декременту загасання (в) від розстроювання частоти для трьох значень температури газу.
	Рис. 2.12: Залежності групової швидкості та інтенсивності пройденого сигналу від температури газу для трьох значень параметру .
	Рис. 3.1: (а) Критичні температури для неелівського впорядкування в моделі Габбарда при різних значеннях параметра дисбалансу амплітуд тунелювання в кубічній ґратці, що обчислені ДТСП. (б), (в) Контурні графіки, що вказують на абсолютне значення намагніченості mstag=|nAi-nBi| для збалансованого (б), t=0, і максимально незбалансованого тунелювання (в), t=1.0, компонентів суміші.
	Рис. 3.2: Фазова діаграма двокомпонентної суміші фермі-атомів, отриманої ДТСП при температурі T=0.4t для кубічної геометрії оптичної ґратки. Контурні графіки праворуч вказують на абсолютне значення намагніченості mstag, параметр хвилі густини заряду c=|D-K|/(D+K) і усереднену подвійну заселеність D, де усереднення проводиться по підґраткам s=1,2.
	Рис. 3.3: (а)-(в): Розподіли намагніченості і густини атомів в гармонічних пастках при різних температурах, обчислені для квадратної ґратки (d=2). (г) Такі ж розподіли, обчислені за допомоги наближення локальної густини (ДТСП(1), лінії) та узагальнення для координатного простору (ДТСП(2), точки) при температурі T=0.2tA для кубічної ґратки (d=3). Інші параметри в (a)-(г): tB=0.5tA, U=10tA, =U/2 та Vi=0.1tA(ri/a)2, де a – стала ґратки.
	Рис. 3.4: Фазові діаграми для напівзаповненої зони моделі Габбарда (0=U/2) для врівноважених (а) та незбалансованих (б) сумішей, отриманих ДТСП в однорідному випадку (у відсутності пастки). Затінені ділянки відповідають фазі Нееля (АФМ). Кольорові та темно-сірі лінії – ізоентропічні криві.
	Рис. 3.5: Залежності (a) критичної температури для впорядкування Нееля та (б) мінімальної температури, що може бути досягнуто при фіксованих U/t або ентропії s на частинку, як функції t.
	Рис. 3.6: Фазова діаграма суміші з дисбалансом густини та тунелювання компонентів при напівзаповненій зоні та ненульовій температурі, що отримана ДТСП для кубічної ґратки. Штрихові та суцільні лінії відповідають фазовим переходам першого та другого роду, відповідно. Параметр ХГЗ визначається в термінах подвійної заселеності Di="426830A i"3222378 i"3223379 "526930B  як c=(Di-Di+1)/(Di+Di+1), а намагніченість – як mz,xstag="426830A iZ,X"526930B -"426830A i+1Z,X"526930B .
	Рис. 3.7: Набір фазових діаграм для суміші з дисбалансом густини та тунелювання компонентів при напівзаповненій зоні, T=0.4t і різних , що отримані ДТСП для кубічної ґратки.
	Рис. 3.8: Залежність критичної поляризації, що руйнує АФМ упорядкування, від параметра дисбалансу тунелювання при різних температурах.
	Рис. 3.9: Радіальні розподіли густини та намагніченості для кубічної ґратки в гармонічній пастці, що обчислені ДТСП з наближенням локальної густини при різних значеннях поляризації. Інші параметри обрані наступними: U=12t, T=0.2t, t = 0.2 і Vi=0.1t(ri/a)2, де a – стала ґратки.
	Рис. 3.10: Порівняння профілів намагніченості в координатному просторі для квадратної ґратки в гармонічній пастці, обчислених ДТСП з наближенням локальної густини (лінії) та узагальненою ДТСП (крапки). Затінені ділянки відповідають областям, де перше наближення не відтворює детальну структуру та має проблеми зі збіжністю. Вставки: контурні графіки, що представляють розподілення намагніченості в координатному просторі, обчислені узагальненою ДТСП з тими ж параметрами. Інші параметри, що були використані: U=12t, T=0.2t, t = 0.2 і Vi=0.1t(ri/a)2.
	Рис. 3.11: Залежність ентропії на частинку (ліва вісь) та початкової температури (при допущенні s0, права вісь) від температури в простій кубічній ґратці, отриманої ДТСП для двокомпонентних сумішей з двома різними реалізаціями дисбалансу амплітуд тунелювання, U=10t* і V=0.015t. Сіра затінена смужка в нижній частині якісно вказує на амплітуду АФМ кореляцій в областях з n1. Більш точне значення Tc(0) для збалансованої суміші береться з Kent2005PRB.
	Рис. 3.12: Розподіли густини n, намагніченості m(ni"3222378 -ni"3223379 ), та ентропії на вузол ґратки s в гармонічній пастці з V=0.015t, що обраховані ДТСП з наближенням локальної густини для трьох конкретних точок (1)-(3), обраних з рис. 3.11.
	Рис. 3.13: Характерні розподіли одного атомного компонента ("3222378 ) по вузлах ґратки (заповнені квадратні комірки) при двох різних значеннях ентропії на частинку і різних типах керованого порушення симетрії у захоплених газах. Області з n1, де можуть розвиватися АФМ кореляції, позначені колами.
	Рис. 3.14: Залежності середнього розміру найбільшого АФМ упорядкованого домену всередині області r12a (із загальною кількістю вузлів F0=441) від ентропії на частинку в системі. Кожна точка відповідає усередненню понад 100 Монте-Карло зразків (одиничних зображень в координатному просторі, найбільш характерні з яких представлені на рис. 3.13).
	Рис. 3.15: Профілі нормованої густини станів (DOS) невзаємодіючого газу в періодичному потенціалі ґратки при tx/t=ty/t=1 та різних значеннях tz.
	Рис. 3.16: Фазові діаграми для АФМ упорядкованих фаз з амплітудою тунелювання tz/t=0,0.5,1, що обраховані ДТСП при заповнені зони наполовину (= U/2). Параметр порядку – абсолютне значення змінної намагніченості m = |ni"3222378 -ni"3223379 | позначене кольором у площині UT.
	Рис. 3.17: Контурні лінії e = 0.01/t (суцільні) та лінії фазового переходу до АФМ стану (пунктирні) для tz / t = 0, 0.5, 1. Для більших tz кросовер до стану ізолятора зсувається в бік більших амплітуд взаємодії.
	Рис. 3.18: Подвійна заселеність (суцільні лінії) та намагніченість (пунктирні лінії) як функції температури для різних значень U та tz/t = 0, 0.5, 1. При великих значеннях амплітуди взаємодії спостерігається виражене збільшення подвійної заселеності нижче температури Нееля.
	Рис. 3.19: Положення точок на магнітній фазовій діаграмі з лініями переходів між фазами ПМ та АФМ для d=2 (tz/t = 0) і d=3 (tz/t = 1) та порівняння залежностей подвійних заселеностей D для сусідніх пар. Для кожної кривої значення для  T  і  U  зберігаються постійними. (1): U = 2.5 t, T = 0.07 t, (2): U = 10 t, T = 0.2 t, (3): U = 15 t, T = 0.35 t, (4): U = 2.5 t, T = 0.25 t, (5): U = 17.5 t, T = 0.4 t, (6): U = 10 t, T = 0.55 t.
	Рис. 3.20: Ізентропічні криві у площині UT, що обчислены ДТСП при половинному наповненні зони (0 = U/2) для параметрів тунелювання tz/t=0, 0.6, 1.
	Рис. 3.21: Поведінка ліній зі сталою ентропією на фазових діаграмах з величинами tz/t і T/W вздовж осей, де W=8t+4tz – ширина зони для ідеального газу, для набору амплітуд взаємодії U/t = 0, 3.5, 6, 8.5.
	Рис. 3.22: Розподіли густини (суцільні лінії) та намагніченості (пунктирні лінії) в гармонічній пастці для двох граничних випадків tz/t = 0 (тонкі сині лінії) та tz/t = 1 (товсті красні лінії), в режимах слабкої (U=3t) та сильної (U=13t) взаємодії при різних температурах, що позначені точками на діаграмі праворуч. Амплітуда гармонічного потенціалу пастки V=0.1 t, a – стала ґратки.
	Рис. 4.1: Залежність густини атомів від хімічного потенціалу для SU(3)-симетричної суміші в кубічній ґратці при U=10t і T=0.5t. (Вставка) Залежність хімічного потенціалу /U від сили взаємодії U/t при густині n = 1 для різних температур, що показує, що зсув пропорційний t/U.
	Рис. 4.2: Зображення підґраткового впорядкування двох типів та відповідних трьох типів магнітних фаз, що спостерігаються в ДТСП аналізі при заповненні зони на 1/3 для трикомпонентної суміші фермі-атомів. Зображені стани з двома підґратками (праворуч) можна зрозуміти наступним чином: ХГК2 – атоми <<1>> та <<2>> є у протифазі до <<3>>, АВК – атоми <<3>> не беруть участі у впорядкуванні.
	Рис. 4.3: Фазові переходи між різними впорядкованими станами, що обчислені узагальненою ДТСП для кубічної ґратки з 123 вузлів. Параметри обрано наступними: U12=U+12, U13=U23=U-12/2, U=12t.
	Рис. 4.4: Розподіли сумарної густини атомів та густини компонентів (намагніченості) у координаційному просторі, що обчислені ДТСП для кубічної ґратки й асиметричних амплітуд взаємодії між трьома компонентами. Параметри є наступними: T=4t, Vi=0.04t(ri/a)2, де a – стала ґратки; (а) та (б): U12=U13=20t, U23=40t, 1=45t, 2=3=60t; (в) та (г): U12=U13=40t, U23=20t, 1=60t, 2=3=45t.
	Рис. 4.5: Схема процедури кластеризації у ДТСП на прикладі структури з трьох підґраток з геометрією квадратної ґратки (L – кількість вузлів у напрямку x), що дозволяє досліджувати антиферомагнітну фазу з хвильовим вектором впорядкування Q=(2/3,2/3).
	Рис. 4.6: Фазова діаграма магнітних фаз при ненульових температурах у SU(3)-симетричній моделі Габбарда при заповненні однією частинкою на вузол (n=1), що обчислена ДТСП. Відповідні значення з підрозділу 4.1 позначені сірими хрестовими символами.
	Рис. 4.7: Схематичне зображення спостережуваних магнітних фаз при заповненні однією частинкою на вузол. Кольоровий фон вказує на присутність додаткової загальної намагніченості в станах двопідґраткового АФМ.
	Рис. 4.8: Температурна залежність відносної заселеності двох підґраток спіновими компонентами для двох можливих станів у АФМ фазах: ХГК2 (ліворуч) та АВК (праворуч) при фіксованій амплітуді взаємодії U/t=12.
	Рис. 4.9: Ізоентропічні лінії та фазові діаграми для двокомпонентних SU(2)- та трикомпонентних SU(3)-симетричних моделей Габбарда, що обчислені ДТСП.
	Рис. 4.10: Фазова діаграма SU(4)-симетричної моделі Габбарда при заповненні зони наполовину (n=2). Заштрихована область відповідає режиму співіснування ПМ фермі-рідини та АФМ ізолятора. Область співіснування метал-ізолятор (під обмеженням ПМ стану, тобто при дотриманні SU(4) симетрії), позначена світлими пунктирними лініями в середині АФМ фази.
	Рис. 4.11: Схематичний перелік потенційних фаз з порушеною симетрією на двох сусідніх вузлах з відповідною залишковою симетрією, загальна кількість непорушених генераторів N0 та кількість збуджень Намбу-Ґолдстоуна N1, що дорівнює кількості спонтанно порушених генераторів Caz2014RPP. p – ймовірність тунелювання компоненту  між вузлами згідно з принципом Паулі.
	Рис. 4.12: Залежності намагніченості m від сили взаємодії U/t при різних температурах. Вставка: ширина області співіснування в залежності від температури.
	Рис. 4.13: Залежності подвійної заселеності від температури (а) з урахуванням АФМ впорядкування і (б) під ПМ обмеженням. Набори (а) та (б) також відповідають двом різним областям співіснування, вказаним на рис. 4.10.
	Рис. 4.14: Контурний графік для стисливості SU(4)-симетричної суміші при половинному наповненні зони у близькості магнітного переходу (товстої сірої лінії) та переходу метал-ізолятор (пунктирна сіра лінія). Затінені контурні лінії в АФМ області відповідають рішенням під ПМ обмеженням у ДТСП.
	Рис. 4.15: Ізентропні лінії, що відповідають ентропії на частинку, магнітні фази та області співіснування ПМ метал-ізолятор (блакитні пунктирні лінії) для трьох різних моделей Габбарда з симетрією SU(N) на кубічній ґратці. Для N=2,3 див. також підрозділи 3.1 та 4.2.
	Рис. 4.16: Ізентропні лінії та границі АФМ фаз при різних значеннях Vdir/U.
	Рис. 4.17: Лінії фазового переходу до АФМ стану для чотирикомпонентних систем з Vdir=U/2 та Vex=0 (чорний), Vex=U/4 (червоний) та Vex=U/2 зі спін фліпом (SU(2), трикутники) та без нього (Ізінг, квадрати).
	Рис. 4.18: Фазові діаграми, що вказують на еволюцію ФМ фаз при зміні параметра анізотропії Ізінга =0,0.6,0.8,0.9,1 при U=12 та J=3.
	Рис. 4.19: UJ фазові діаграми виродженої двоорбітальної (а) та триорбітальної (б) моделей у низькотемпературній області (T=0.025) при заповненні ґратки n=1.5.
	Рис. 4.20: Залежності збільшення ефективної маси та швидкості розсіювання квазічастинок (зворотний час життя) від сили взаємодії U для моделі m=3 в ПМ режимі при n=2, J=U/4 і трьох різних температурах, T=0.0125,0.025,0.05. Вертикальні смуги позначають відповідні границі ФМ фази.
	Рис. 4.21: Ліворуч: схема енергетичних станів та заповнення орбітальних станів системи. У центрі: J фазові діаграми двоорбітальної (m=2, верхній ряд) та триорбітальної (m=3, нижній ряд) моделей при n=1.2 і n=2.2, відповідно. Праворуч: орбітальне заповнення n, отримане при =1, J=2.25 (А, пунктирні лінії) і J=5.5 (Б, суцільні лінії). U=4J та T=0.025 скрізь.
	Рис. 4.22: Залежності критичної амплітуди взаємодії Uc для ФМ упорядкування від співвідношення ширин зон в двоорбітальній (ліворуч) і триорбітальній (праворуч) моделі Габбарда при =1.2, J=U/4, n=m-1+0.2 і T=0.025. Зіркові точки відповідають тим самим точкам, які вказані на фазових діаграмах на рис. 4.21. Лінійні апроксимації (пунктирні лінії) виведені з умови балансу між ефективними ФМ та АФМ амплітудами у рівнянні (4.15); див. текст. Амплітуда тунелювання у верхній зоні є фіксованою tm=1.
	Рис. 5.1: (a) Процес тунелювання між найближчими атомами, що спричиняє обмін IS-LS. (б) Схематичне зображення енергій атомних мультиплетів разом з дисперсією одиничного IS стану відповідно вакуумного стану LS.
	Рис. 5.2: Залежність амплітуди параметра порядку + від розщеплення кристалічного поля при h=0 (а) та від магнітного поля h при =3.68 (б). Обраховану критичну температуру Tc позначено суцільною лінією. Інші параметри: U=4, J=1, taa=0.4118, tbb=-0.1882 і tab=0.05.
	Рис. 5.3: Залежності намагніченості M і S від магнітного поля (верхній рядок) та внутрішньої енергії E і S від температури при постійному магнітному полі (нижній рядок). Інші параметри обрано такими ж, як на рис. 5.2.
	Рис. 5.4: Одночастинкова спектральна густина станів A(k,) (кольоровий градієнт у довільних одиницях), обчислена методом максимальної ентропії Jarrell1996PR у ПМ (ліворуч) та ЕК (праворуч) фазах на рис. 5.2(б) при T=290 K, h=0.02 еВ/B і h=0.05 еВ/B, відповідно.
	Рис. 5.5: Залежність температури переходу між однорідними фазами ПМ та диспропорційними фазами HS-LS (УСС) від розщеплення кристалічного поля при h=0 (а) та від магнітного поля h при =3.434 (б). Інші параметри: U=4, J=1, taa=0.45, tbb=0.05 і tab=0.
	Рис. 5.6: Фазова діаграма моделі, що включає полярну ЕК (ПЕК), феромагнітну ЕК (ФМЕК), феромагнітну (ФМ) та парамагнітну (ПМ) фази за відсутності магнітного поля. Залежність n(,T) показана за допомогою контурних ліній. Границі фаз нижче 97 К отримані шляхом екстраполяції. Параметри Габбарда (наведені в одиницях еВ): =3.2, U=5, J=1, taa=0.4284, tbb=-0.1466 і tab=0.02.
	Рис. 5.7: Залежності електронної густини n і намагніченості m від хімічного потенціалу  при T=193 K (a) та залежності намагніченості при різних  від температури T (б). Інші параметри Габбарда обрано такими ж, як на рис. 5.6.
	Рис. 5.8: BT фазові діаграми для трьох значень хімічного потенціалу: =2.42 еВ (а), =2.44 еВ (б) і =2.48 еВ (в). Інші параметри Габбарда обрано такими ж, як на рис. 5.6.
	Рис. 5.9: Залежності намагніченості m, електронної густини n та ЕК параметрів порядку  при сталій температурі (T=145 K) та різних значеннях хімічного потенціалу (=2.42, 2.44, 2.46 еВ). Інші параметри Габбарда обрано такими ж, як на рис. 5.6.
	Рис. 5.10: Залежності намагніченості m при різних температурах для двох обраних значень хімічного потенціалу: =2.42еВ (а) та =2.44еВ (б). Інші параметри Габбарда обрано такими ж, як на рис. 5.6.
	Рис. 5.11: (a) Елементарна комірка La2CoO4. (б) Спінові конфігурації найнижчих атомних мультиплетів La2CoO4 і (в) зміни їх енергій з J"0365J при =56меВ.
	Рис. 5.12: (а)–(ґ) Дісперсійні характеристики збуджень IS і HS при різних U"0365U та J"0365J (=56меВ). (д) Відповідна фазова діаграма, обрахована з умови зникнення екситонної щілини.
	Рис. 5.13: Дісперсійні характеристики збуджень IS і HS для LaSrCoO4 (ліворуч) і LaCoO3 з ідеальною кубічною структурою (праворуч) при U"0365U=1.96 еВ, J"0365J=0.62 еВ і =56 меВ. Вставка: дисперсія екситонних збуджень IS2 з внеском процесів подвійного народження (суцільні лінії) та без них (пунктирні лінії).
	Рис. 5.14: (а) Кристалічна структура Sr2CoO3F. (б) Зонна структура, обчислена теорією функціоналу електронної густини, що зображена разом з ваньєрівськими функціями на Co-3d оболонці (жовтий колір) та питомими густинами станів (DOS) при P=6.4 ГПа.
	Рис. 5.15: (а) Діагональні елементи hii локальної частини гамільтоніану як функції тиску для Sr2CoO3F. Ті ж величини для інших двох споріднених сполук наведені для порівняння. (б) Спінові конфігурації найнижчих атомних мультиплетів Sr2CoO3F за відсутності спін-орбітальної взаємодії.
	Рис. 5.16: (а) dz2 функції Ваньє електронної оболонки Co, обчислені в рамках d-моделі з відповідними вагами (<<ваньерівськими хвостами>>) на сусідніх атомах, що намальовані як ізоповерхні, де червоний (синій) колір відповідає позитивній (негативній) амплітуді. (б) Енергії збуджень, отримані в границі сильного зв'язку зі спіново-хвильовим аналізом при P=12.2 ГПа, J=0.62 еВ та =56 меВ.
	Рис. 5.17: Фазові діаграми у відсутності спін-орбітальної взаємодії (ліворуч) та з =56 меВ (праворуч) при різних температурах. Горизонтальні лінії відповідають верхнім та нижнім границям для параметра J, щоб відповідати експериментальним спостереженням. У (в), області з P=6.4 ГПа та P=15 ГПа позначені додатково – у позначених інтервалах нижче проводяться кількісні порівняння з динамічною теорією середнього поля.
	Рис. 5.18: JT фазові діаграми (верхній рядок) та порівняння двох теоретичних підходів при тисках P=6.4 ГПа (ліворуч) та P=15 ГПа (праворуч), T=290 K (в)–(д), та =0.
	Рис. 5.19: Ваги атомних станів, обчислені методом розкладання в границі сильного зв'язку з середньопольвим підходом (а) та динамічною теорією середнього поля (б) при P=6.4 ГПа, =0, та T=290 K. Спектральні функції, що отримані в АФМ (в) та УСС (г) фазах при тиску P=6.4 ГПа й у низькоспіновій фазі (ґ) при P=15 ГПа та T=290 K.
	Рис. 5.20: (а) Схематичне зображення тунелювання електронів, що призводить до руху IS та відповідна орбітальна структура збудження 3T1g. (б) Схема атомних енергій та дисперсії IS (3T1g) станів відповідно до LS вакууму. (в) Експериментальна геометрія та визначення кута розсіювання . Зразок може обертатися навколо вісі a. Напівкулі позначають атоми Co. (г) Визначення вектору переносу імпульсу q=kout-kin.
	Рис. 5.21: Питома спектральна густина збуджень частинка-дірка для різних атомних мультиплетів: (а) IS (3T1g), (б) HS (5T2g) і (в) IS (3T2g). Спектри були штучно розширені лоренціаном з шириною 10 меВ. Амплітуди взаємодії – U=2.1 еВ і J=0.66 еВ, а також амплітуда спін-орбітального зв'язку d=56 меВ.
	Рис. 5.22: Обраховані спектральні інтенсивності процесу RIXS (а,в) крізь високосиметричні точки зони Бріллюена. (б) Тривимірний графік, що показує повну спектральну густину збуджень частинка-дірка ph. Експериментальні точки на графіку (в) узяті з робіт wang18prb (білі квадрати з індикаторами похибок) і hariki19 (концентричні круги).
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