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У дисертацiйнiй роботi наведено послiдовну побудову статистичного
пiдходу до опису системи заряджених фермi-частинок над поверхнею
рiдкого дiелектрика у зовнiшньому електричному притискуючому полi.
Сформульовано варiацiйний принцип, який доводить, що рiвноважний стан
зазначеної системи можна описати системою рiвнянь самоузгодження, якi
отриманi з умови мiнiмуму великого термодинамiчного потенцiалу. Дана
обставина витiкає з умови максимуму ентропiї системи, що знаходиться у
рiвновазi, а також законами збереження, енергiї, iмпульсу i числа частинок
системи.

Сформульовано очiкуваний сценарiй фазового переходу з утворенням
просторово-перiодичних структур у системi заряджених частинок над
поверхнею рiдкого дiелектрика, згiдно з яким данi структури з’являються
при досягненнi зовнiшнiм електричним полем деякого критичного значення.
Подiбне формування несиметричної фази у системi вiдбувається як
наслiдок прогину поверхнi дiелектрика пiд дiєю заряджених частинок, що
притискуються до поверхнi зовнiшнiм електричним полем.

На основi сценарiю фазового переходу поблизу критичної точки
визначено вид параметра порядку - профiлю просторово-перiодичного
збурення поверхнi дiелектрика. Здобуто рiвняння самоузгодження, що
описують симетричну фазу системи з незбуреною плоскою поверхнею
дiелектрика i несиметричну фазу системи поблизу точки фазового переходу.
Данi рiвняння отриманi на основi теорiї збурень за малими вiдхиленнями
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вiд рiвноважних значень параметрiв опису системи - функцiї розподiлу
часток, потенцiалу електричного поля i профiлю поверхнi рiдкого
дiелектрика.

Продемонстрованi можливостi побудованого мiкроскопiчного пiдходу на
прикладi опису станiв системи електронiв над поверхнею рiдкого гелiю.
Зокрема, отримано вираз для глибини прогину поверхнi рiдкого гелiю пiд
впливом зовнiшнього електричного поля, що притискує електрони до
поверхнi гелiю.

Здобуто вирази для розподiлiв концентрацiї, електричного поля i
потенцiалу, як для невиродженого газу зарядiв, так i з виходом за межi
статистики Больцмана. Отримано умову застосовностi квазiкласичного
опису даної системи, за якої справедливим є застосування зазначеного
виходу за межi статистики Больцмана.

Знайденi розподiли також дослiдженi у випадку квазiнейтральностi,
коли поле частинок компенсує зовнiшнє притискуюче електричне поле на
нескiнченнiй вiдстанi вiд поверхнi дiелектрика. Показано, що зазначенi
розподiли вiдрiзняються вiд таких у випадку зарядженої системи, коли поля
зарядiв недостатньо, щоб компенсувати зовнiшнє електричне поле на
нескiнченностi. А саме, аналiз показує, що для невиродженого газу
електричне поле спадає за експоненцiйним законом до фiксованого значення
у зарядженому випадку i зменшується обернено пропорцiйно вiдстанi вiд
поверхнi дiелектрика у квазiнейтральному випадку.

Дослiджено отриманий розподiл концентрацiї зарядiв i показано, що
вiдстань вiд поверхнi гелiю, нижче якої знаходиться переважна кiлькiсть
електронiв за порядком величини можна порiвняти з характерною
вiдстанню локалiзацiї вiдокремленого електрона в основному станi над
поверхнею гелiю.

Використовуючи отриманi рiвняння самоузгодження для опису
симетричної фази, показано, що у випадку квазiнейтральностi системи при
досить тонких плiвках гелiю i вiдносно великiй кiлькостi електронiв над
одиницею площi поверхнi ефективна товщина плiвки гелiю, що враховує
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ефект прогину поверхнi пiд дiєю електронiв, що притискуються зовнiшнiм
полем, слабко залежить вiд цiєї кiлькостi електронiв i при подальшому її
збiльшеннi. Показана сама можливiсть досягнення великої кiлькостi
електронiв, що можуть стiйко утримуватись над одиницею площi поверхнi
плiвки гелiю при вiдносно малiй її товщинi, що зумовлено домiнуючим
внеском сил Ван дер Ваальса у порiвняннi з гравiтацiйними силами, що
дiють на атоми гелiю.

Дослiджено критичнi параметри фазового переходу системи заряджених
частинок над поверхнею рiдкого дiелектрика до просторово-перiодичних
станiв. Одержано рiвняння для профiлю критичної поверхнi фазового
переходу в просторi параметрiв - зовнiшнього притискуючого електричного
поля, температури i кiлькостi частинок над одиницею поверхнi дiелектрика.
Дане рiвняння здобуто для одноперiодичних структур, як у випадку
квазiнейтральної системи, так i зарядженої, а також для невиродженої
системи зарядiв, i для системи заряджених частинок за межами статистики
Больцмана.

Показано, що рiвняння критичної поверхнi має добре кiлькiсне
узгодження з експериментальними даними у випадку фазових переходiв з
утворенням макроскопiчних перiодичних структур у системi електронiв над
поверхнею рiдкого гелiю типу лункових кристалiв - зарядженої системи.

Показано, що зв’язок мiж критичними значеннями притискуючого
електричного поля, температури, кiлькостi електронiв над одиницею
поверхнi гелiю, вiдстанi мiж сусiднiми лунками i товщиною гелiєвої плiвки
добре описується рiвнянням для критичної поверхнi, отриманої для
перiодичних структур в одновимiрному випадку.

Поблизу критичної поверхнi здобуто вираз для параметра порядку -
амплiтуди просторово-перiодичного збурення профiлю поверхнi рiдкого
дiелектрика для макроскопiчних структур одноперiодичного типу.

Дослiджено залежнiсть амплiтуди просторово-перiодичного збурення
профiлю поверхнi рiдкого дiелектрика вiд критичної величини
напруженностi зовнiшнього притискуючого поля поблизу точки переходу.
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Показано, що ця залежнiсть має кореневий характер i добре узгоджується з
експериментальними даними для цiєї залежностi у системi електронiв над
поверхнею рiдкого гелiю.

Дослiджено рiвняння для профiлю критичної поверхнi фазового
переходу до одноперiодичних збурень у квазiнейтральному випадку при
досить малих величинах товщини гелiєвої плiвки, коли внесок сил Ван дер
Ваальса, що дiють на атоми гелiю, переважає силу гравiтацiйного тяжiння.
Показана можливiсть iснування двох критичних величин кiлькостi
електронiв над одиницею площi поверхнi гелiю, що вiдображають факт
утворення перiодичних структур i їх «квантового плавлення» i отримано
якiсне узгодження цих величин з результатами здобутими в iнших пiдходах.

Отриманi у дисертацiйнiй роботi результати можуть бути використанi в
якостi основи для подальшого розвитку у декiлькох напрямках. Залучення
квантових ефектiв, наприклад, врахування обмiнної взаємодiї мiж
зарядженими частинками може вдосконалити якiсть опису системи у
запропонованому пiдходi в областi низьких температур i великих
концентрацiй частинок, що може бути застосовано для опису критичних
явищ у системi електронiв над тонкими гелiєвими плiвками.

Основнi принципи викладеного в дисертацiї пiдходу можуть бути
використанi i для опису iнших систем, таких, наприклад, як важкi iони в
гравiтацiйному полi над поверхнею дiелектрикiв. Згадана система може
служити моделлю для вивчення просторових розподiлiв «левiтуючого»
радiацiйного пилу над дiелектричними поверхнями, що актуально для
екологiчних дослiджень, пов’язаних, наприклад, з проблемами Чорнобиля.

Отриманi в дисертацiї результати крiм наукового, носять i академiчний
характер, оскiльки вони представляють собою пряме застосування методiв
статистичної фiзики, квантової статистики i математичної фiзики. Тому
вони можуть бути використанi при читаннi лекцiй студентам старших
курсiв унiверситетiв i аспiрантiв вiдповiдних спецiальностей.

Ключовi слова: зарядженi частинки, поверхня дiелектрику, рiдкий гелiй,
електричне поле, варiацiйний принцип, рiвняння самузгодження, електрони,



6

статистика Фермi, розподiл Больцмана, фазовiй перехiд,
просторово-перiодична структура.
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ABSTRACT

Lytvynenko D.M. Statistical theory of systems of charged particles above
dielectric surface. – Qualifying Scientific Work on the Rights of Manuscript.
Research Project, Manuscript copyright.

Thesis for the scientific degree of candidate of physical and mathematical
sciences (doctor of philosophy) by speciality 01.04.02 – theoretical physics (104 -
physics and astronomy) - V.N. Karazin Kharkiv National University of Ministry of
Education and Science of Ukraine. - National Science Center «Kharkov Institute
of Physics and Technology» of National Academy of Sciences of Ukraine, Kharkiv,
2019.

The consistent statistical approach to the description of the system of
charged Fermi particles above the surface of liquid dielectric in an external
electric clamping field. The formulated variation principle shows that the
equilibrium state of such system can be described by a system of self-consistent
equations obtained from the condition for the large thermodynamic potential
minimum. This circumstance is caused by the condition for the entropy
maximum of the system being in equilibrium state, as well as the conservation
laws for the system energy, momentum, and the number of particles in the
system.

The expected scenario of the phase transition is formulated for the case of
forming of spatially periodic structures in the system of charged particles above
the surface of a liquid dielectric. According to the scenario these structures appear
when an external electric field exceeds a certain critical value. Such forming of the
asymmetric phase of the system takes place on the background of the deflection
of the dielectric surface caused by the action of charged particles that are pressed
to the surface by an external electric field.

Basing on the assumed phase transition scenario near the critical point, the
type of the order parameter is proposed. The proposed order parameter is the
spatially-periodic profile of the dielectric surface perturbation. Using the type
of the dielectric surface profile in the case of asymmetric phase of the system
near the transition point, the self-consistent equations describing the symmetric
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phase of the system with an unperturbed plane dielectric and the asymmetric
phase of the system near the phase transition point are obtained. These equations
are obtained on the basis of the perturbation theory for small deviations from
the equilibrium values of the parameters describing the system - the distribution
function of particles, the electric field potential, and the surface profile of liquid
dielectric surface, initiated by the order parameter in the asymmetric phase.

The capabilities of the built microscopic approach are tested on the system of
electrons above the surface of liquid helium. Particularly, the expression for the
deflection depth of liquid helium surface is obtained as the result of the external
electric field action that presses electrons to the surface of helium.

The expressions for the concentration of electrons, the distributions of electric
field and potential are obtained for both cases of non-degenerate gas charges and
also going beyond the scope of Boltzmann’s statistics. The applicability condition
of quasi-classical description of this system is obtained, i.e., the region of valid
going beyond Boltzmann statistics is shown.

The obtained distributions found are also researched in the case of
quasi-neutrality of the system, when the field of particles compensates the
external clamping electric field at an infinite distance from the surface of the
dielectric. It is shown that the distributions in quasi-neutral case differ from the
charged case when the field of charges is insufficient to compensate for the
external electric field at infinity. Thus, for a non-degenerate gas, in the charged
case the electric field decreases exponentially to a fixed value and in the
quasi-neutral case it decreases inversely proportional to the distance from the
dielectric surface.

The obtained concentration distribution of electrons is researched and it is
shown that the distance from the surface of helium, below which the majority of
electrons are located, has a comparable order of magnitude to the characteristic
localization distance of a single electron being in the ground state above the
surface of helium.

Using the obtained self-consistent equations for the symmetric phase
description, it is shown that in the case of the system quasi-neutrality for quite
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thin helium films and sufficiently large number of electrons above a surface area
unit, the effective thickness of helium film, taking into account the effect of
surface deflection under the action of electrons pressed by the external field,
weakly depends on the value of this field with its further increasing. It is shown
that it is possible to achieve a large number of electrons that can be steadily
hold above the unit of the surface area of the helium film at a fairly small values
of this film, due to the dominant contribution of Van der Waals forces
comparing to the gravitational forces acting on helium atoms.

The critical parameters of the phase transition in a system of charged particles
above the surface of a liquid dielectric to spatially periodic states are investigated.
The equation for the critical surface of the phase transition in the space of external
clamping electric field, temperature and the number of particles above the unit
of the dielectric surface area is obtained. This equation is obtained for one-period
structures, as in the cases of quasi-neutral and charged systems, as well as for a
non-degenerate system of charges, and for a system of charged particles that have
distribution going beyond Boltzmann’s statistics.

It is shown that the critical surface equation has a good quantitative
agreement with experimental data in the case of phase transitions with the
forming of macroscopic periodic structures in the electron system above the
surface of liquid helium having the type of dimple crystals - a charged problem.

It is shown that the relation between the critical values of the clamping electric
field, the temperature, the number of electrons per unit of helium surface area, the
distance between adjacent dimples and the thickness of the helium film is quite
accurately described by the equation for the critical surface obtained for periodic
structures in the one-dimensional case.

Near the critical surface, the value of the order parameter of the phase
transition - the amplitude of the spatially periodic perturbation of the surface
profile of the liquid dielectric for macroscopic structures of one-period type is
obtained.

The dependence of the amplitude of the spatially periodic perturbation of the
surface profile of the liquid dielectric on the critical value of the external clamping
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field near the transition point is studied. It is shown that this dependence has a
square root type and a good agreement between the experimental data and this
dependence in the electron system above the surface of liquid helium is obtained.

The equation for the critical surface of the phase transition to one-periodic
perturbations in the quasi-neutral case with sufficiently small values of the
thickness of a helium film is researched, when the contribution of Van der Waals
forces acting on helium atoms dominates over the force of gravitational
attraction. The possibility of existence of two critical values of the number of
electrons per unit of helium surface area was shown. These two values reflect the
fact of the forming of periodic structures and their “quantum melting” and a
qualitative agreement of these values with available theoretical data is obtained.

The results obtained in the dissertation can be used as a basis for further
development in several directions. Involving quantum effects, e.g., taking into
account the exchange interaction between charged particles, can improve the
description quality of the system in the proposed approach in the region of low
temperatures and high values of particle concentrations. This improvement can
be used to describe the critical phenomena in the electron system above thin
helium films.

The basic principles of the approach outlined in the dissertation can be used
to describe other systems, e.g., heavy ions in the gravitational field above the
surface of dielectrics. This system can serve as a model for studying the spatial
distribution of radiation dusts over dielectric surfaces, which is relevant to the
environmental studies, related, e.g., to the problems of Chernobyl.

The results obtained in the dissertation, in addition to scientific can have an
academic outcome, as they represent a direct application of statistical physics,
quantum statistics and mathematical physics methods. Therefore, they can be
used for lecturing for students of senior courses of universities and graduate
students of the corresponding specialties.

Key words: charged particles, dielectric surface, liquid helium, electric field,
variation principle, self-consistent equations, electrons, Fermi statistics,
Boltzmann distribution, phase transition, spatially-periodic structure.
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ВСТУП

Як добре вiдомо, у системi, що складається з електронiв над поверхнею
рiдкого гелiю, при певних умовах виникають просторово-перiодичнi
структури типу двовимiрних електронних кристалiв або так званi лунковi
кристали (див. у зв’язку з цим, наприклад, [16–20]). Теоретичнi пiдходи до
опису таких структур виходять з уявлення про так званi «левiтуючi»
електрони [21].

Первинним поняттям при такому розглядi є опис енергетичного спектра
окремого заряду над поверхнею дiелектрика. Окремий заряд над поверхнею
дiелектрика разом з його електростатичним зображенням в дiелектрику
трактується як одновимiрний воднепiдобний стан з вiдповiдним
енергетичним спектром. Воднеподiбна структура спектру передбачає
локалiзацiю такого квантовомеханiчного об’єкта в основному станi на деякiй
вiдстанi вiд поверхнi дiелектрика («перший Борiвський радiус»). Це,
зокрема, дозволяє у бiльшостi випадкiв не враховувати вплив
неоднорiдностей поверхнi на стан окремого заряду.

Але система зарядiв над поверхнею дiелектрика є системою багатьох
частинок. Iз цiєї причини через далекодiючий характер кулонiвських сил
коректнiсть розгляду зарядiв як вiдокремлених над поверхнею дiелектрика
стає сумнiвною навiть у випадку малих концентрацiй. Остання обставина
робить практично неможливим розрахунок енергетичного спектру зарядiв
над дiелектриком у термiнах методу електростатичних зображень. Для
виходу з цiєї ситуацiї до теперiшнього часу при описi такого роду систем
використовується палiативний пiдхiд. А саме, вважається, що окремий
заряд (електрон) знаходиться в зовнiшньому модельному потенцiалi. Даний
потенцiал є кулонiвским потенцiалом, модифiкованим за допомогою двох
пiдгiнних констант. Цi константи зв’язуються з кiнцевим значенням
поверхневого потенцiйного бар’єру i кiнцевим значенням потенцiалу на
поверхнi дiелектрика (див., наприклад, [22–24]). Крiм того, теоретичнi
роботи, пов’язанi з вивченням у феноменологiчних пiдходах вiгнерiвської
кристалiзацiї електронiв над поверхнею рiдкого гелiю, переважно
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розглядають систему багатьох заряджених частинок поблизу поверхнi
рiдкого дiелектрика саме як двовимiрну структуру (див.,
наприклад, [16, 19, 20]). Виходячи ж iз викладеного вище стає зрозумiло, що
повний опис системи зарядiв над поверхнею дiелектрика має враховувати їх
просторовий розподiл у вакуумi.

Ясно також, що електростатичний потенцiал у данiй системi є
величиною, узгодженою з розподiлом зарядiв над поверхнею дiелектрика
(самоузгодженим полем). Iншими словами, у послiдовнiй теорiї, яка не
мiстить пiдгiнних параметрiв, цей потенцiал повинен обчислюватись
одночасно з функцiєю розподiлу заряджених частинок над поверхнею
дiелектрика. Одним iз методiв теорiї самоузгодженого поля є метод
Томаса-Фермi, розроблений для опису багатоелектронних атомiв в
основному станi (див., наприклад, [25]). Цей метод, як вiдомо, базується на
рiвняннi Пуассона, що зв’язує електростатичний потенцiал iз розподiлом
електронiв в атомi. Важливим у цiй моделi атома було також уявлення про
позитивно заряджене ядро атома, що врiвноважує кулонiвськi сили
вiдштовхування мiж електронами. У задачi про розподiл зарядiв i полiв у
системi зарядiв над поверхнею дiелектрика фактором, що врiвноважує сили
вiдштовхування мiж однаково зарядженими частинками, є поляризацiйнi
сили i зовнiшнє притискуюче електричне поле. Таке зовнiшнє електричне
поле, що притягує заряди до поверхнi i впливає на їх просторовий розподiл,
використовується в експериментах зi спостереження вiгнерiвської
кристалiзацiї над поверхнею рiдкого гелiю [19, 20]. Остання обставина
призводить до думки про опис розподiлу зарядiв i полiв у системi зарядiв
над поверхнею дiелектрика у термiнах методу Томаса-Фермi,
модифiкованого на випадок такого роду систем.

Дисертацiйна робота присвячена розвитку пiдходу до опису розподiлiв
однойменно заряджених частинок i полiв над поверхнею рiдкого
дiелектрика у термiнах iстотно узагальненої автором моделi Томаса-Фермi.
В основi узагальнення даної моделi використаний варiацiйний принцип,
модифiкований на випадок, що дослiджується. Цей варiацiйний принцип
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дозволяє отримати рiвняння самоузгодження, що зв’язують параметри
опису такої системи (потенцiал статичного електричного поля, функцiю
розподiлу зарядiв i профiль поверхнi рiдкого дiелектрика). В якостi
застосувань розвиненого пiдходу розглянуто деякi фазовi переходи у
зазначенiй системi, що пов’язанi з трансформацiєю поверхнi рiдкого
дiелектрика i утворенням просторово-перiодичних структур. Слiд
пiдкреслити, що подiбного послiдовного пiдходу в теорiї таких фазових
переходiв дотепер побудовано не було.

Обґрунтування вибору теми дослiдження. Обґрунтування вибору
теми дослiдження зумовлене науковим iнтересом до дослiджень у галузi
фiзики низьких температур i низьковимiрних систем. Подана у дисертацiї
теорiя має пряме вiдношення до експериментiв, що проводяться з 1979 року,
з виявлення критичних явищ у системi електронiв над рiдким гелiєм. На
вiдмiну вiд iнших теоретичних пiдходiв до опису цiєї та подiбних систем,
заснованих на уявленнi про окремий заряд над поверхнею дiелектрика,
мiкроскопiчна теорiя, побудована у дисертацiйнiй роботi, не мiстить
модельних потенцiалiв i пiдгiнних констант, що вводяться в вищезазначених
пiдходах при переходi до опису системи великого числа частинок, i дозволяє
послiдовно, виходячи з перших принципiв, дослiджувати рiвноважний стан
розглянутих систем i фазовi переходи у них, наслiдком яких є утворення
просторово-перiодичних структур, зокрема, типу лункових кристалiв.

Мета i завдання дослiдження. Метою дослiдження є побудова
мiкроскопiчної теорiї, заснованої на перших принципах, для статистичного
опису системи заряджених частинок над поверхнею рiдких дiелектрикiв у
зовнiшньому притискуючому електричному полi. Зокрема, в якостi реальної
фiзичної системи, використаної для апробацiї отриманих результатiв,
розглянуто систему електронiв над поверхнею рiдкого гелiю.

Для досягнення поставленої у дисертацiї мети потрiбно було вирiшити
наступнi задачi:

• узагальнити варiацiйний пiдхiд до опису даної системи, який дозволяє
отримати рiвняння самоузгодження, що зв’язують основнi параметри
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опису - функцiю розподiлу частинок, потенцiал електричного поля,
профiль поверхнi рiдкого дiелектрика;

• дослiдити особливостi розв’язкiв системи рiвнянь самоузгодження над
плоскою поверхнею дiелектрика за рiзних значень зовнiшнього
притискуючого поля, товщини плiвки рiдкого дiелектрика, а також виду
функцiї розподiлу частинок;

• дослiдити критичну «поверхню» фазового переходу до
просторово-перiодичних станiв, тобто рiвняння, що зв’язує критичнi
значення температури, зовнiшнього притискуючого поля, кiлькостi
частинок над одиницею площi поверхнi дiелектрика, товщини плiвки
дiелектрика i перiоду сформованих просторово-перiодичних структур;

• провести аналiз параметра порядку дослiджуваного фазового переходу -
амплiтуди просторово-перiодичного профiлю поверхнi рiдкого
дiелектрика, який виник у результатi появи несиметричної фази поблизу
зазначеної вище критичної «поверхнi».

Об’єктом дослiдження є газ заряджених частинок, що описуються
статистикою Фермi i знаходяться над поверхнею рiдкого дiелектрика за
присутностi зовнiшнього притискуючого електростатичного поля.

Предметом дослiдження є явище просторово-перiодичного
упорядкування в системi заряджених фермi-частинок над поверхнею
рiдкого дiелектрика при перевищеннi зовнiшнiм притискуючим
електричним полем деякого критичного значення.

Методи дослiдження. Для виведення рiвнянь самоузгодження, що
описують систему заряджених частинок над поверхнею рiдкого дiелектрика
у зовнiшньому полi, використовуються варiацiйний принцип i модель
Томаса-Фермi, модифiкованi для даної системи. Для отримання критичної
«поверхнi» у багатовимiрному просторi величин температури, зовнiшнього
поля i числа частинок в системi, а також для отримання амплiтуди
параметра порядку поблизу такої критичної поверхнi використовується
теорiя збурень за малими вiдхиленнями вiд рiвноважних значень основних
параметрiв опису системи (функцiї розподiлу часток, потенцiалу
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електростатичного поля i профiлю поверхнi рiдкого дiелектрика).
Наукова новизна отриманих результатiв. У дисертацiйнiй роботi

вперше отриманi наступнi результати:

• уперше побудовано мiкроскопiчну теорiю на основi перших принципiв
статистичної механiки для опису системи заряджених фермi-частинок
над поверхнею рiдкого дiелектрика у зовнiшньому електричному полi без
використання модельних уявлень про потенцiали сил, дiючих на окремий
заряд над поверхнею зазначеного дiелектрика;

• cформульовано варiацiйний принцип, що дозволяє побудувати систему
рiвнянь самоузгодження, якi описують дану систему i пов’язують основнi
параметри її опису - функцiю розподiлу заряджених частинок, потенцiал
електричного поля, профiль поверхнi рiдкого дiелектрика;

• здобуто вирази для розподiлу концентрацiї зарядiв, потенцiалу й
напруженостi електричного поля системи у випадку плоскої поверхнi
рiдкого дiелектрика, як для невиродженого газу частинок, так i з
урахуванням виходу за межi статистики Больцмана;

• уперше одержано у межах запропонованого пiдходу рiвняння для
критичної поверхнi фазового переходу до просторово-перiодичного стану
у системi, яке визначає зв’язок мiж критичними параметрами фазового
перетворення – зовнiшнiм електричним полем, температурою та
кiлькiстю частинок над одиницею площi поверхнi дiелектрика;

• отримано вираз для параметра порядку фазового перетворення –
профiлю поверхнi - поблизу критичної поверхнi та показано, що його
величина змiнюється пропорцiйно квадратному кореню iз напруженостi
зовнiшнього електричного поля;

• проаналiзовано залежнiсть характеристик системи в околi фазового
перетворення вiд товщини плiвки рiдкого дiелектрику, величини
притискуючого поля й концентрацiй зарядiв над поверхнею, допустимих
iз точки зору стiйкостi системи. Показано, зокрема, що для вiдносно
тонких плiвок дiелектрика їх ефективна товщина слабко залежить вiд
величини притискуючого поля, а дiапазон допустимих концентрацiй
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зарядiв над поверхнею значно розширюється у порiвняннi з випадком
масивного дiелектрика.

Особистий внесок здобувача. Основнi результати, винесенi на
захист, здобутi здобувачем особисто. У роботах, опублiкованих у
спiвавторствi, здобувачевi належать основнi розрахунки, побудова
графiчних залежностей, активна участь у постановцi деяких завдань,
обговореннi отриманих результатiв та написаннi текстiв статей.

Особистий внесок дисертанта в опублiкованих роботах полягає у
наступному. У роботi [1] отримано розв’язок задачi про знаходження
розподiлу потенцiалу поблизу поверхнi дiелектрика з малими
просторово-перiодичними неоднорiдностями. У роботi [2] здобуто рiвняння
самоузгодження, що описують систему зарядiв над поверхнею рiдкого
дiелектрика в зовнiшньому електричному полi. У роботi [3] сформульовано
варiацiйний принцип для знаходження системи рiвнянь самоузгодження,
розв’язано задачу про знаходження критичної «поверхнi» фазового
переходу з утворенням просторово-перiодичних структур (мається на увазi
рiвняння, що пов’язує основнi критичнi параметри фазового переходу). У
роботi [4] розв’язано задачу опису системи зарядiв над поверхнею рiдкого
дiелектрика у квазiнейтральному випадку, одержано рiвноважнi функцiї
розподiлу концентрацiї частинок, потенцiалу i електричного поля,
визначено критичну поверхню фазового переходу до
просторово-перiодичних станiв i визначена амплiтуда параметра порядку
фазового переходу - просторово-перiодичного профiлю поверхнi рiдкого
дiелектрика. У роботi [5] дослiджено вплив товщини плiвки дiелектрика на
систему, що описується, як у випадку плоскої поверхнi дiелектрика, так i у
випадку просторово-перiодичних структур, що виникають в результатi
фазового переходу, здiйснено вихiд за межi статистики Больцмана,
визначено критерiй застосування квазiкласичного наближення. У роботi [6]
розв’язано задачу опису фазового переходу з утворенням лункових
кристалiв у системi електронiв над поверхнею рiдкого гелiю у термiнах
статистичного квазiкласичного пiдходу, отримано кiлькiсне узгодження з
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даними експериментальних робiт [26, 27] критичних параметрiв фазового
переходу i величини глибини лунки поблизу точки переходу.

Апробацiя матерiалiв дисертацiї. Матерiали дисертацiйної роботи
пройшли апробацiю на наукових семiнарах IТФ ННЦ ХФТI НАНУ, НТК IМК
НАНУ та IРЕ НАНУ, а також на наступних мiжнародних конференцiях:

• 3rd Conference on Statistical Physics: Modern Trends and Applications (23-25
June 2009, Lviv).

• 3rd International Conference on Quantum Electrodynamics and Statistical
Physics (QEDSP2011) (29 August – 2 September 2011, Kharkiv).

• 4-th Conference on Statistical Physics. Modern Trends and Applications (3-6
July 2012, Lviv).

• VI International Conference “Physics of Disordered Systems” (14-16 October
2013, Lviv).

• 6th International Conference “Physics of Liquid Matter: Modern Problems”
(23-27 May 2014, Kyiv).

• V International Conference for Young Scientists. “Low Temperature Physics”
(2-6 June 2014, Kharkiv).

• VII International Conference for Young Scientists. “Low Temperature Physics”
(6-10 June 2015, Kharkiv).

• 7th International Conference “Physics of Liquid Matter: Modern Problems”
(27-30 May 2016, Kyiv).

• VII International Conference for Young Scientists. “Low Temperature Physics”
(6-10 June 2016, Kharkiv).

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiкованi в 15 роботах, з них 6
статей у фахових вiтчизняних та мiжнародних перiодичних виданнях [1–6] i
9 тез доповiдей на мiжнародних наукових конференцiях [7–15].

Структура та обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається зi вступу,
чотирьох роздiлiв, загальних висновкiв, списку використаних джерел та
одного додатка. Робота проiлюстрована 22 рисункaми. Список використаних
джерел мiстить 90 найменувань. Обсяг загального тексту дисертацiї складає
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153 сторiнки, з них основна частина складає 127 сторiнок, список
використаних джерел складає 8 сторiнок, додаток займає 3 сторiнки.

Зв’язок роботи з науковими програмами, планами, темами,

грантами. Робота виконувалася згiдно з тематичним планом
науково-дослiдних робiт з атомної науки i технiки Нацiонального наукового
центру «Харкiвський фiзико-технiчний iнститут» НАН України за темами:

• «Теоретичнi дослiдження у статистичнiй фiзицi конденсованих середовищ
зi спонтанно порушеною симетрiєю i газоподiбних систем i
теоретико-групових методiв в теорiї поля», (2006-2010 рр.), номер
державної реєстрацiї 080906UP0010,

• «Розвиток методiв статистичної фiзики i квантової теорiї поля для
дослiдження проблем конденсованих i газоподiбних середовищ i динамiки
полiв i суперсиметричних подовжених об’єктiв», (2011-2015 рр.), номер
державної реєстрацiї 0111U009549,

• «Дослiдження класичних i квантових симетрiй в теоретико-польових i
струнних моделях i проблем статистичної механiки конденсованих
середовищ», (2016-2020 рр.), номер державної реєстрацiї 0116U007065,

• Цiльова програма наукових дослiджень вiддiлення ядерної фiзики та
енергетики НАН України «Фундаментальнi проблеми в фiзицi
елементарних частинок, ядерної фiзики i ядерної енергетики» на
2009-2010 р., тема «Статистична механiка процесiв i явищ, пов’язаних iз
взаємодiєю частинок i випромiнювання з конденсованої середовищем»
грант НАН України для молодих вчених, номер державної реєстрацiї
0109U006375.

Роль здобувача в усiх роботах за науковими темами та програмами –
виконавець.

Практичне значення отриманих результатiв. Здобутi у
дисертацiйнiй роботi результати можуть бути використанi в якостi основи
для подальшого розвитку дослiджень за декiлькома напрямками.
Залучення квантових ефектiв, наприклад, урахування обмiнної взаємодiї
мiж зарядженими частинками, може вдосконалити якiсть опису системи у
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запропонованому пiдходi в областi низьких температур i великих
концентрацiй, що, у свою чергу, може бути застосовано для покращення
опису критичних явищ в системi електронiв над тонкими гелiєвими
плiвками.

Основнi принципи викладеного в дисертацiї пiдходу можуть бути
використанi i для опису iнших систем, таких, наприклад, як важкi iони в
гравiтацiйному полi над поверхнею дiелектрикiв. Згадана система може
слугувати моделлю для вивчення просторових розподiлiв «левiтуючого»
радiацiйного пилу над дiелектричними поверхнями, що актуально для
екологiчних дослiджень, пов’язаних, наприклад, з проблемами Чорнобиля.

Отриманi у дисертацiї результати, крiм наукового (академiчного)
характеру, носять i методологiчний, оскiльки вони представляють собою
пряме застосування методiв статистичної фiзики, квантової статистики i
математичної фiзики. Iз цiї причини вони можуть бути застосованi при
читаннi лекцiй студентам старших курсiв унiверситетiв i аспiрантiв
вiдповiдних спецiальностей.
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РОЗДIЛ 1

ОГЛЯД ЛIТЕРАТУРИ ЗА ТЕМОЮ ДОСЛIДЖЕНЬ

1.1. Лiтературний огляд

Дослiдження явищ, пов’язаних з утворенням просторово-перiодичних
станiв у системi заряджених частинок над поверхнею дiелектрикiв, досi не
втратило своєї актуальностi, незважаючи на бiльш нiж сорокарiчну
iсторiю [28–31].

Сама можливiсть появи просторово-перiодичного упорядкування у
тривимiрних системах заряджених частинок (електрони в металах)
передбачалася ще Е. Вiгнером [32]. У цiй роботi на прикладi кристалiзацiї
тривимiрного електронного газу низької концентрацiї, що знаходиться у
полi просторово-однорiдного позитивного заряду, була проiлюстрована
можливiсть iснування перiодичних структур у системах iз силами
вiдштовхування мiж частинками. Поле однорiдного позитивного заряду
якраз i грало роль фактору, що компенсує сили вiдштовхування. Завдяки
цiй обставинi у науковiй лiтературi з’явився новий термiн «вiгнерiвска
кристалiзацiя».

Набагато пiзнiше було показано, що до передбачення фазового переходу
з утворенням тривимiрних просторово-перiодичних станiв електронiв у
металах i описати їх структуру дає можливiсть i теорiя Фермi-рiдини
Ландау-Силiна, чому присвячена робота О.С. Пелетмiнського,
С.В. Пелетмiнського та Ю.В. Слюсаренка [33].

Протягом десяткiв рокiв експериментального пiдтвердження
передбачень Вiгнера щодо тривимiрних електронних кристалiчних структур
здiйснити не вдалося (див., наприклад [19, 20, 34, 35]). Причиною цього є
труднощi з досягненням експериментальних умов для спостереження
зазначеного явища.

Однак стiйкi просторово-перiодичнi стани заряджених частинок
спромоглися отримати при експериментальному вивченнi поведiнки
електронiв поблизу границi роздiлу двох середовищ. До такого роду систем



26

можна вiднести електрони над поверхнею плiвки рiдкого гелiю у
зовнiшньому притискуючому електричному полi, зокрема мiкроскопiчнi
вiгнерiвськi кристали, зареєстрованi у роботi C. Граймса та Дж. Адамса [36]
та макроскопiчнi лунковi кристали, якi спостерiгались П. Лейдерером та
М. Уоннером [26], електрони над поверхнею твердого водню i неону [37, 38],
дипольнi комплекси, що складаються з електрону та додатньо зарядженого
iону, i виникають на межi роздiлу iзотопiв гелiю He3 i He4 [39], а також
систему електронiв на границi роздiлу напiвпровiдникового p-n
переходу [40].

Виявлення стiйких систем, зручних для експериментального вивчення
просторово-перiодичних структур заряджених частинок на границях
роздiлу середовищ, значно посилило iнтерес до такого роду дослiджень. Їх
хронологiя може бути простежена у монографiях [20, 41, 42] i оглядових
роботах [18, 19, 34, 43]. Вiдзначимо, що наявнi роботи присвяченi вивченню
ефектiв, пов’язаних з iснуванням як двовимiрних вiгнерiвских
кристалiв [36,44,45], так i макроскопiчних лункових ґраток [26,27,46–48].

Теоретичнi роботи, що описують вiдповiднi експерименти, як правило,
виходять з уявлення про окремий або так званий «левiтуючий» електрон
над поверхнею дiелектрика [21]. Первинним поняттям при такому розглядi є
опис енергетичного спектру вiдокремленого заряду над поверхнею
дiелектрика. Згiдно з роботою М. Коула i М. Коена [16] та незалежною вiд
неї роботою В.Б. Шикiна [17], вiдокремлений заряд над поверхнею
дiелектрика разом з його електростатичним зображенням в дiелектрику
трактується, як одновимiрний аналог воднеподiбного стану атома з
вiдповiдним енергетичним спектром. Воднеподiбна структура спектру
передбачає локалiзацiю такого квантовомеханiчного об’єкту в основному
станi на деякiй вiдстанi вiд поверхнi дiелектрика («перший Борiвський
радiус»), що зумовлено мiнiмумом потенцiальної енергiї заряду (електрона),
що складається з притяжної енергiї сил електростатичного зображення та
енергiї вiдштовхування, що забороняє зарядам проникати вглиб поверхнi
дiєлектрика (гелiю). Це, зокрема, дозволяє у бiльшостi випадкiв не
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враховувати вплив неоднорiдностей поверхнi на стан вiдокремленого
заряду [18,49].

До можливих уточнень зазначеного пiдходу можно вiднести роботу
М. Коула [50], яка враховує кiнцевiсть потенцiйного бар’єру, шо забороняє
зарядам проникати вглиб дiелектрика, та роботу C. Граймса зi
спiвавторами [51], яка враховує кiнцевiсть потенцiйного бар’єру за
допомогою наближення, що мiстить константи, якi якiсно враховують
реальну поведiнку потенцiйної енергiї електрона поблизу поверхнi гелiю.
О. Хiполiто зi спiвавторами [22] знайшов аналiтичний розв’язок рiвняння
Шредiнгера з даною поправкою до потенцiйної енергiї i визначив вiдповiднi
константи, узгодивши їх iз значеннями, здобутими в роботi [51].

Окремий iнтерес являє собою система електронiв над тонкою гелiєвою
плiвкою. У роботах В.Б. Шикiна та Ю.П. Монархи [18] i М. Коула [52] були
передбаченi та експериментаньно зареєстрованi у роботi А. Володiна зi
спiвавторами [53] аналогiчнi зв’язанi стани електрона над поверхнею тонкої
гелiєвої плiвки на твердiй металiчнiй або дiелектричнiй пiдкладцi.
Особливiсть такої системи полягає у на декiлька порядкiв бiльшiй величинi
досяжної кiлькостi електронiв, що можуть утримуватися над одиницею
площi поверхнi тонкої гелiєвої плiвки у порiвняннi з випадком системи
електронiв над массивною плiвкою гелiю. Це зумовлено тим, що у випадку
тонкої плiвки домiнуючий внесок у сили, що дiють на атоми гелiю, дають
сили Ван дер Ваальса, енергiя яких обернено пропорцiйна четвертому
ступеню товщини плiвки [54], на вiдмiну вiд випадку масивної плiвки, де цi
сили стають незначними у порiняннi з силами гравiтацiйного тяжiння.

У випадку тонких плiвок поверхня гелiю стає бiльш стiйкою вiдносно
кiлькостi електронiв, що можуть бути утриманi бiля неї зовнiшнiм
притискуючим електричним полем. Дана обставина вiдкриває можливiсть
дослiдження виродженого стану електронного газу великої концентрацiї над
поверхнею гелiєвої плiвки, що було передбачено у теоретичнiй роботi
Х. Iкезi та П. Платсмана [55]. Експериментально така система була
зареєстрована у роботi Х. Етза зi спiвавторами [56].
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Можливiсть спостерiгати просторово-перiодичнi структури у системi
електронiв над поверхнею рiдкого гелiю була пiдтверджена
експериментально у роботi С. Граймса та Д. Адамса [36], де були
зареєстрованi мiкроскопiчнi вiгнерiвськi кристали, та у роботi П. Лейдерера
та М. Уоннера [26], де спостерiгались макроскопiчнi кристали лункового
типу.

Що стосується результатiв роботи [36], то теоретичним пiдґрунтям для
них може слугувати робота Д. Фiшера зi спiвавторами [31], в якiй
дослiджувались фонон-рiплоннi моди, що описують зв’язанi вiбрацiйнi
коливання у системi електронiв, що формують вiгнерiвський кристал, та
коливання у системi ементарних збурень поверхнi рiдкого гелiю (рiплонiв).
Саме резонансне згасання амплiтуди зовнiшнього змiнного
електромагнiтного поля, що подавалось у систему электронiв у площинi
паралельнiй до поверхнi гелiю, на частотi зв’язаних фонон-рiплонних мод
було пiдтверженням фомування вiгнерiвського кристалу у системi
електронiв над поверхнею гелiю. Суттєвого розвитку данної теорiї та бiльш
точного опису експериментальних даних [36] вдалося досягти у роботi
Ю.П. Монархи [57]. До iнших методiв експериментальної реєстрацiї
вiгнерiвської кристалiзацiї у системi електронiв над поверхнею рiдкого
гелiю можно вiднести роботу О.С. Рибалки зi спiвавторами [44] та роботу
Мартi зi спiвавторами [45].

До iснуючих статистичних пiдходiв, що можуть бути застосованi для
опису вiгнерiвської кристалiзацiї можна вiднести пiдхiд, розвинений
Б.I. Левом зi спiвавторами у роботах [58–61] для опису просторово
неоднорiдних станiв у системах частинок iз кулонiвською взаємодiєю (у
тому числi i системах електронiв над поверхнею рiдкого гелiю). Методика
цих робiт базувалася на використаннi методiв функцiонального
iнтегрування для обчислення великих статистичних сум.

На вiдмiну вiд вiгнерiвської кристалiзацiї у системi електронiв над
поверхнею рiдкого гелiю, макроскопiчнi лунковi кристали у такiй системi
можна спостерiгати вiзуально при перевищеннi зовнiшнiм притискуючим
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електричним полем певного критичного значення [26, 27, 62]. У теоретичних
роботах Л.П. Горькова та Д.М. Чернiкової [63] i К. Мiма та Х. Iкезi [64] було
записане дисперсiйне рiвняння коливань зарядженої поверхнi рiдкого гелiю,
що дало змогу оцiнити величину перiоду макроскопiчнiх перiодичнiх
збурень у системi електронiв над поверхнею рiдкого гелiю у зовнiшньому
притискуючому електричному полi. За вiдсутностi поверхневих зарядiв цей
перiод є оберненим до капiлярної постiйної гелiю. Слiд зазначити, шо
зазначенi статичнi деформацiї поверхнi гелiю вiдбуваються на фонi iншої
статичної деформацiї поверхнi гелiю, а саме прогину поверхнi рiдкого гелiю
в областi дiї на електрони притискуючого електричного поля. У випадку,
коли електрони залишають систему, вiдповiдна деформацiя зникає. Данний
ефект був зареєстрований у експериментальнiй роботi Р. Уiльямса та
Р. Крендла [65].

Серед дослiджень даної областi найбiльш актуальними на даний момент
є роботи, якi пов’язанi з описом динамiчних властивостей розглянутої i
подiбних систем (див., наприклад, [35,66–71]).

1.2. Мотивацiя основних напрямкiв дослiджень

Як було зазначено у попередньому пiдроздiлi, вихiдним поняттям при
описi систем заряджених частинок над поверхнею дiлектрикiв є потенцiал
вiдокремленого заряду, модифiкований за допомогою двох констант.
Зрозумiло, що коли зарядiв над поверхнею багато, з описом системи у
термiнах таких уявлень виникають труднощi не тiльки математичного, а й
«фiлософського» або методологiчного характеру. Досить нагадати, що
метод електростатичного зображення може трактуватися лише як зручний
математичний засiб, що дозволяє у випадку окремого заряду,
«закрiпленого» над поверхнею металу або дiелектрика, уникнути
послiдовного розв’язання рiвняння Пуассона. Згаданих труднощiв вдається
позбутися, якщо перейти вiд феноменологiчного рiвня опису зазначених
систем до їх опису в термiнах мiкроскопiчної теорiї. Така теорiя повинна
спочатку виходити з уявлень про об’єкт дослiджування як
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квантово-механiчної системи багатьох частинок [1–6], до того ж враховувати
вплив на систему зовнiшнього притискуючого електричного поля. Це поле
грає важливу роль у процесi формування таких систем, оскiльки
притискуюче поле, що створюється самими зарядами в дiелектрику, для
утримання зарядiв над його поверхнею недостатньо.

Ясно також, що електростатичний потенцiал у данiй системi є
величиною, узгодженою з розподiлом зарядiв над поверхнею дiелектрика
(самоузгодженим полем). Iншими словами, у послiдовнiй теорiї, яка не
мiстить пiдгiнних параметрiв, цей потенцiал повинен бути знайдений
одночасно з функцiєю розподiлу заряджених частинок над поверхнею
дiелектрика. Одним iз методiв теорiї самоузгодженого поля є метод
Томаса-Фермi, розроблений для опису багатоелектронних атомiв в
основному станi (див., наприклад, [72]). Цей метод, як вiдомо, базується на
рiвняннi Пуассона, що зв’язує електростатичний потенцiал iз розподiлом
електронiв в атомi. Важливим у цiй моделi атома було також уявлення про
позитивно заряджене ядро атома, що врiвноважує дiю кулонiвських сил
вiдштовхування мiж електронами. У задачi про знаходжння розподiлу
заряджених частинок i полiв у системi цих зарядiв над поверхнею
дiелектрика фактором, що врiвноважує сили вiдштовхування мiж
однойменно зарядженими частинками, є поляризацiйнi сили i зовнiшнє
притискуюче електричне поле. Таке зовнiшнє електричне поле, яке притягує
заряди до поверхнi i впливає на їх просторовий розподiл, використовується
в експериментах зi спостереження вiгнерiвскої кристалiзацiї над поверхнею
рiдкого гелiю (див., наприклад, [36]) та макроскопiчних лункових кристалiв
(див., наприклад, [26]). Остання обставина наводить на думку про опис
розподiлу зарядiв i полiв у системi зарядiв над поверхнею дiелектрика у
термiнах методу Томаса-Фермi, модифiкованого на випадок такого роду
систем. Такий пiдхiд був реалiзований автором дисертацiї у роботах [1–6].

До переваг запропонованого автором дисертацiї пiдходу можна вiднести
послiдовнiсть опису системи, який виходить iз перших принципiв
статистичної механiки без використання пiдгiнних констат. Результати, що
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здобутi у межах даного пiдходу добре узгоджоються iз експериментальними
даними iз спостереження просторово-перiодичних структур лункового типу.
Також запропонований квазiкласичний пiдхiд може слугувати базою для
подальшого вдосконалення на випадок урахування суттєво квантових
єффектiв, таких як, наприклад, обмiнна взаємодiя. Також проведенi
дослiдження статичної задачi є необхiдними для подальшого розвитку
теорiї на випадок динамiчних ефектiв.

До недолiкiв запропонованого пiдходу можна вiднести не досить добре
узгоження здобутих результатiв при описi ефектiв мiкроскопiчної
вiгнерiвської кристалiзацiї з експериментальними даними, що, напевне,
може бути усунуте шляхом урахування квантових ефектiв, як зазначалось
вище. Також запропонований пiдхiд може бути розвинений на випадок
урахування двох векторiв трансляцiї оберненої ґратки
просторово-перiодичних структур та опису динамiчних ефектiв у
розглянутiй системi.
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РОЗДIЛ 2

ВАРIАЦIЙНИЙ ПIДХIД ДО ОПИСУ ФАЗОВИХ СТАНIВ

СИСТЕМИ ЗАРЯДIВ НАД ПОВЕРХНЕЮ РIДКИХ

ДIЕЛЕКТРИКIВ

2.1. Геометрiя системи та її основнi характеристики

Перш нiж перейти до формулювань варiацiйного принципу, визначимо
геометрiю системи та основнi її характеристики. Розглянемо систему
тотожних частинок iз зарядом Q, масою m, спiном SQ, iмпульсом p та
енергiєю εp = p2

2m . Зарядженi частинки знаходяться в вакуумi над
поверхнею плiвки рiдкого дiелектрика товщиною d, яка має дiелектричну
проникнiсть ε (див. рис. 2.1).

Рис. 2.1. Система заряджених частинок «1» над поверхнею рiдкого
дiелектрика «2» на твердiй пiдкладцi «3» у зовнiшньому притискуючому

полi E(e).

Будемо вважати, що плiвка рiдкого дiелектрика знаходиться на плоскiй
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твердiй дiелектричнiй пiдкладцi з дiелектричної проникнiстю εd ≫ ε.
Профiль поверхнi плiвки рiдкого дiелектрика будемо описувати функцiєю
ξ(ρ) ≡ ξ(x, y), де ρ ≡ {x, y} - радiус-вектор в площинi z = 0 декартової
системи координат {z, x, y}. Поверхнi роздiлу областей «1» - «3» в
напрямку координат ρ ≡ {x, y} вважатимемо необмеженими. Щоб уникнути
питань щодо «розштовхування» зарядiв одного знаку вздовж ρ,
вважатимемо, що система знаходиться в посудинi зi стiнками при ρ → ∞,
якi перешкоджають зарядам залишати систему.

Нехай на частинки дiє зовнiшнє притискуюче електричне поле E(e), що
спрямоване вздовж осi z. Будемо також вважати, що iснує потенцiйний
бар’єр, який забороняє проникнення зарядiв всередину плiвки рiдкого
дiелектрика. Всi фiзичнi величини, що вiдносяться до областi простору
z > ξ(ρ), будемо позначати iндексом «1» фiзичнi величини, що вiдносяться
до дiелектричної рiдкої плiвки (ξ(ρ) > z > −d) - iндексом «2» i фiзичнi
величини, що вiдносяться до дiелектричної твердої пiдкладки (z < −d) -
iндексом «3».

Уведемо далi параметри опису даної системи. В областi «1» система
повнiстю описується функцiєю розподiлу частинок fp (r), потенцiалом
електричного поля φ(i)

1 (r), що створюється системою заряджених частинок,
потенцiалом зовнiшнього притискуючого електричного поля φ

(e)
1 (r) i

профiлем поверхнi рiдкого дiелектрика ξ(ρ). В областi «2»
характеристиками системи вважаються профiль поверхнi рiдкого
дiелектрика ξ(ρ) i сумарний потенцiал електричного поля. Пiд «сумарним»
мається на увазi потенцiал зовнiшнього електричного поля в рiдкому
дiелектрику i поля, наведеного зарядженими частинками, що знаходяться в
областi «1». Область «3» характеризується сумарним потенцiалом
електричного поля у твердiй пiдкладцi.
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2.2. Основнi засади варiацiйного принципу при описi системи

зарядiв над поверхнею рiдких дiелектрикiв

В основi варiацiйного принципу лежить поняття термодинамiчного
потенцiалу Ω

Ω = −S + Y0E + YiPi + Y4N, (2.1)

де S - энтропiя системи

S = − g̃

(2π~)3

∫
drdp

{
(2π~)3

g̃
fp (r) ln

(
(2π~)3

g̃
fp (r)

)

+

(
1− (2π~)3

g̃
fp (r)

)
ln

(
1− (2π~)3

g̃
fp (r)

)}
,

(2.2)

Pi - сумарний iмпульс системи частинок

Pi =

∫
drdpfp (r) pi, (2.3)

N - сумарне число частинок у системi

N =

∫
drdpfp (r) (2.4)

та g̃ визначається виразом
g̃ = (2SQ + 1). (2.5)

Вiдзначимо, що при написаннi формули (2.2) для ентропiї для визначеностi
зарядженi частинки вважалися фермiонами.

Термодинамiчнi параметри Y0, Yi, Y4, що входять в (2.1) пов’язанi з
температурою T , середньою швидкiстю vi i хiмiчним потенцiалом µ

формулами
T =

1

Y0
, −Yi

Y0
= vi, −Y4

Y0
= µ. (2.6)

Зауважимо, що швидкiсть у випадку нерухомої системи, як цiлого, дорiвнює
нулю (в подальшому ми будемо розглядати саме випадок vi = 0).

Енергiю системи E = E (f, φ, ξ), яка функцiонально залежить вiд
перерахованих вище параметрiв опису системи, запишемо у виглядi:

E = E1 + E2 + E3 + E4, (2.7)
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деE1, E2, E3 - доданки, що визначають енергiю системи у всiх перерахованих
вище областях «1» - «3», i E4 - енергiя збуреного рiдкого дiелектрика. У виразi
для E1 з (2.7),

E1 =

∫
dρ

∞∫
ξ(ρ)

dz

∫
dpfp (r) εp +

Q

2

∫
dρ

∞∫
ξ(ρ)

dz

∫
dpφ

(i)
1 (r) fp (r)+

+Q

∫
dρ

∞∫
ξ(ρ)

dz

∫
dpφ

(e)
1 (r) fp (r) +

1

8π

∫
dρ

∞∫
ξ(ρ)

dz
(
∇φ(e)

1 (r)
)2
,

(2.8)

перший i другий доданки вiдповiдно є кiнетичною енергiєю системи
заряджених частинок i енергiєю їх кулонiвської взаємодiї. Третiй доданок у
виразi (2.8) є енергiєю заряджених частинок у зовнiшньому полi, четвертий
є енергiєю зовнiшнього поля у просторi над рiдким дiелектриком (величини
φ
(i)
1 (r) i φ(e)

1 (r) в (2.8) визначенi вище).
Вираз для E2 (див. (2.7)) визначає енергiю сумарного електричного поля

у плiвцi рiдкого дiелектрика

E2 =
ε

8π

∫
dρ

ξ(ρ)∫
−d

dz(∇φ2 (r))
2, φ2 = φ

(i)
2 + φ

(e)
2 , (2.9)

а вираз для E3

E3 =
εd
8π

∫
dρ

−d∫
−∞

dz(∇φ3 (r))
2, φ3 = φ

(i)
3 + φ

(e)
3 (2.10)

є енергiєю сумарного електричного поля у твердiй пiдкладцi. Величини φ(i)
2 i

φ
(i)
3 у (2.9), (2.10) є потенцiалами електричного поля в областях «2» та «3», що

наведенi зарядами, якi знаходяться в областi «1». φ(e)
2 i φ(e)

3 у цих же формулах
позначають потенцiали зовнiшнього електростатичного поля в областях «2»
i «3» вiдповiдно.

Енергiя E4 збуреного рiдкого дiелектрика в (2.7) дається виразом

Eξ =
α

2

∫
dS
{
(∇ρξ (ρ))

2 + κ2ξ2 (ρ)
}
,

dS = d2ρ

√
1 + (∇ξ (ρ))2, ∇ρ ≡ ∂/∂ρ,

(2.11)
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де в першiй формулi перший iз двох доданкiв є енергiєю збуреної поверхнi, а
другий характеризує об’ємну енергiю дiелектрика в полi зовнiшнiх сил (див.,
наприклад, [25]). До зовнiшнiх сил, що дiють на плiвку рiдкого дiелектрика
товщиною d, вiдносяться сила тяжiння, а також сили Ван дер Вальса з боку
твердої пiдкладки з дiелектричною проникнiстю εd ≫ ε. Вiдповiдно до цього
(див., наприклад, [19]) константа κ в (2.11) визначається виразом

κ2 =
ρ

α
(g + f) , (2.12)

де g - прискорення сили тяжiння, α - коефiцiєнт поверхневого натягу
рiдкого дiелектрика, ρ - його густина, а f ∼ d−4 - константа Ван дер Вальса,
якою у випадку масивного рiдкого дiелектрика (d → ∞) можна знехтувати
у порiвняннi з g. У разi ж тонкої плiвки дiелектрика, навпаки, сила
тяжiння, що дiє на атоми рiдкого дiелектрика, може ставати суттєво малою
у порiвняннi з силами Ван дер Ваальса.

Вiдзначимо також наступну обставину. Заради досягнення максимально
можливого узагальнення задачi, що розв’язується, до числа фiзичних
характеристик даної системи не включена умова квазiнейтральностi.
Стосовно даної системи така вимога передбачала б, що максимальне число
зарядiв над поверхнею дiелектрика визначається напруженiстю зовнiшнього
електричного поля в областi «1» на рис. 2.1. У великiй кiлькостi робiт з
даної тематики умова квазiнейтральностi вважається неодмiнною (див.,
наприклад, [19, 20]). До питання про квазiнейтральнiсть системи, що
вивчається, ми повернемося трохи нижче, у наступному роздiлi дисертацiї.

В основi варiацiйного принципу лежить знаходження мiнiмуму
термодинамiчного потенцiалу Ω (див. (2.1)). Стосовно системи, що
аналiзується, мiнiмум термодинамiчного потенцiалу повинен знаходитися за
умови виконання рiвняння Пуассона

∆φ
(i)
1 (r) + 4πQ

∫
dpfp (r) = 0 (2.13)

в областi «1» (z > ξ (ρ)). В областях «2» i «3» заряди вiдсутнi, отже, для цих
областей рiвняння (2.13) перетворюється на вiдоме рiвняння Лапласа

∆φ
(i)
2 (r) = 0, ∆φ

(i)
3 (r) = 0. (2.14)
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Вiдзначимо також, що такi ж рiвняння в усiх трьох областях задовольняє
потенцiал зовнiшнього притискуючого електричного поля

∆φ
(e)
l (r) = 0, l = 1, 2, 3. (2.15)

Оператор ∆ у рiвняннях (2.13) - (2.15) є оператор Лапласа:

∆ ≡ ∂2

∂z2
+∆ρ, ∆ρ ≡

(
∂

∂ρ

)2

=
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
. (2.16)

Таким чином, задача про знаходження безумовного максимуму ентропiї
зводиться до знаходження умовного мiнiмуму термодинамiчного потенцiалу
Ω. Вiдповiдно до загальних правил, для цього до термодинамiчного
потенцiалу Ω, що визначається формулою (2.1), необхiдно додати доданок

Ω′ =

∫
drλ (r)

{
∆φ (r) + 4πQ

∫
dpfp (r)

}
, (2.17)

де λ (r) - множник Лагранжа. Крiм того, у варiацiйнiй задачi слiд врахувати
ту обставину, що за вiдсутностi заряджених частинок над плiвкою рiдкого
дiелектрика його профiль поверхнi не може трансформуватись

ξ (ρ)|N=0 = 0. (2.18)

Iз цiєї причини до термодинамiчного потенцiалу ми додамо також доданок

Ω′′ =

∫
dρλξ (ρ) ξ (ρ)|N=0, (2.19)

де λξ (ρ) - вiдповiдний множник Лагранжа.
Тут необхiдно зробити наступне зауваження. Якщо плiвка дiелектрика

утворена рiдиною, що не можна стиснути, то деформацiї поверхнi цiєї
плiвки повиннi вiдбуватися таким чином, щоб зберiгався повний об’єм
рiдкого дiелектрика. Вiдповiдно до цього до термодинамiчного потенцiалу Ω

треба було б додати доданок Ω′′′, що забезпечує умову збереження об’єму
плiвки рiдкого дiелектрика:

Ω′′′ = λ

∫ dρ

ξ(ρ)∫
−d

dz − V

 , (2.20)
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де V - об’єм плiвки з незбуреною поверхнею, λ - деякий множник
Лагранжа. Однак, як вiдомо з експериментiв (див. у зв’язку з цим [19, 20]),
взаємодiя електронiв з плiвкою рiдкого дiелектрика за наявностi
зовнiшнього притискуючого електричного поля призводить до прогину
плоскої поверхнi цiєї плiвки. Причому, дно цього прогину залишається
плоским аж до певного критичного значення зовнiшнього притискуючого
поля. На перший погляд, ця обставина суперечить умовi нестискуваностi
рiдини. Однак таке протирiччя було б можливим в разi реальної
необмеженостi системи при ρ → ∞ (див. вище). У реальних експериментах
увiмкнення зовнiшнього електричного поля, що притискує електрони
доповехнi гелiю, досягається пiдведенням до її поверхнi з боку рiдкої фази
позитивно зарядженої пластинки плоского конденсатора. Лiнiйнi розмiри
областi просiдання плоскої поверхнi в цих реальних експериментах можна
порiвняти з лiнiйними розмiрами L пластинки плоского
конденсатора [19, 20]. Лiнiйнi розмiри поверхнi гелiю, природно, меншi
лiнiйного розмiру пластинки конденсатора. Таким чином, зменшення об’єму
рiдкого гелiю над пластиною конденсатора за рахунок просiдання поверхнi
плiвки пiд впливом електронiв i зовнiшнього електричного поля має
компенсуватися збiльшенням об’єму гелiю за межами пластинки. Будемо
вважати, що аналогiчна ситуацiя має мiсце i для розглянутої в данiй роботi
системи. Необмеженiсть системи при ρ → ∞ (див. початок цього роздiлу)
треба розумiти як її обмеженiсть при ρ → L → ∞. Таке припущення
дозволяє вiдмовитися вiд умови (2.18) у варiацiйнiй задачi.

Вiдповiдно до формул (2.13) - (2.19) варiацiйна задача зводиться до
знаходження мiнiмуму термодинамiчного потенцiалу Ω̃

Ω̃ = Ω + Ω′ + Ω′′, (2.21)

що визначається виразами (2.1), (2.17) i (2.19). Необхiдною умовою iснування
такого мiнiмуму є рiвнiсть нулю перших варiацiйних похiдних:

δΩ̃

δf

∣∣∣∣∣
ξ,φ(i)

= 0,
δΩ̃

δφ(i)

∣∣∣∣∣
f,ξ

= 0,
δΩ̃

δξ

∣∣∣∣∣
f,φ(i)

= 0. (2.22)
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Друга з цих умов має бути справедливою у всiх трьох областях системи.
Нагадаємо при цьому, що пiд величинами φ

(i)
1 , φ(i)

2 i φ(i)
3 маються на увазi

потенцiали електричного поля, що створюється у всiх трьох областях
зарядами, розподiленими над поверхнею плiвки рiдкого дiелектрика.

Перша умова в (2.22) дає рiвняння самоузгодження для функцiї розподiлу
зарядiв над поверхнею дiелектрика

fp (r) = θ (z − ξ (ρ))
g̃

(2π~)3

(
1 + exp

(
Y0

δE

δfp (r)
+ Yipi + Y4

))−1

, (2.23)

де θ (z) - одинична функцiя Хевiсайда. Термодинамiчнi параметри Y0, Yi, Y4,
що входять в (2.21), пов’язанi з температурою T , середньою швидкiстю vi i
хiмiчним потенцiалом µ формулами (2.6). Нагадаємо, що в подальшому ми
будемо розглядати випадок vi = 0 i, отже, Yi = 0.

Друга з умов (2.22) дає рiвняння для множника Лагранжа λ (r) (див.
(2.17))

∆λ (r) +
1

2
Y0Q

∫
dpfp (r) = 0 (2.24)

у першiй областi i рiвняння
∆λ (r) = 0 (2.25)

в iнших двох областях. Легко бачити, що якщо вибрати множник Лагранжа
у виглядi

λ (r) =
Y0φ

(i)(r)

8π
, (2.26)

то рiвняння (2.24) i (2.25) задовольняються в усiх трьох областях. З цiєї
причини i будемо вважати, що множник Лагранжа λ (r) у варiацiйнiй задачi
визначається формулою (2.26). З урахуванням цiєї обставини вираз (2.23)
для fp (r) може бути записано у виглядi:

fp (r) = θ (z − ξ (ρ))
g̃

(2π~)3
{1 + expY0 (εp − µ+Qφ)}−1. (2.27)

Вiдзначимо також, що вибiр множника Лагранжа у виглядi (2.26)
забезпечує його неперервнiсть на всiх границях трьох визначених вище
геометричних областей системи завдяки неперервностi на цих границях
потенцiалiв електричного поля.
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Нарештi, з третьої умови (2.22) отримаємо рiвняння самоузгодження для
ξ (ρ):

g̃

Y0(2π~)3

∫
dp ln

(
1− (2π~)3

g̃
fp (r)

)∣∣∣∣∣
z=ξ(ρ)

=

=
1

8π

(
ε(∇φ2 (r))

2 −
(
∇φ(e)

1 (r)
)2)

z=ξ(ρ)

+ λξ (ρ)+

+α

κ2ξ
√
1 + (∇ρξ)

2 −∇ρ

∇ρξ
(
1 + κ2

2 ξ
2 + 3

2(∇ρξ)
2
)

√
1 + (∇ρξ)

2


 .

(2.28)

Для того, щоб визначити множник Лагранжа λξ (ρ) (див. (2.19)), що входить
в рiвняння (2.28), до останнього рiвняння слiд застосувати умову (2.18), тобто
покласти одночасно ξ (ρ) = 0 i fp (r) = 0. При цьому легко отримати такий
вираз:

λξ (ρ) = − 1

8π

(
ε
(
∇φ(e)

2

)2
−
(
∇φ(e)

1

)2)
z=ξ(ρ)

. (2.29)

В результатi прийдемо до остаточного виду рiвнянь самоузгодження, якi
зв’язують параметри опису системи, що дослiджується. Рiвняння для
потенцiалiв електричного поля, як зовнiшнього, так i наведеного зарядами у
всiх трьох областях системи, мають вигляд:

∆φ
(i)
1 (r) + 4πQ

∫
dpfp (r) = 0, ∆φ

(i)
2 (r) = 0, ∆φ

(i)
3 (r) = 0,

∆φ
(e)
l (r) = 0, l = 1, 2, 3.

(2.30)

Рiвняння самоузгодження (2.28) для ξ (ρ) з урахуванням формули (2.29)
набуває вигляду:

g̃

Y0(2π~)3

∫
dp ln

(
1− (2π~)3

g̃
fp (r)

)∣∣∣∣∣
z=ξ(ρ)

=

=
ε

8π

(
(∇φ2 (r))

2 −
(
∇φ(e)

2 (r)
)2)

z=ξ(ρ)

+ ακ2ξ (ρ)

√
1 + (∇ρξ (ρ))

2

−α∇ρ

{
∇ρξ (ρ)

(
1 +

κ2

2
ξ2 (ρ) +

3

2
(∇ρξ (ρ))

2

)/√
1 + (∇ρξ (ρ))

2

}
,

(2.31)
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а функцiя розподiлу fp (r), що входить до цих формул, дається виразом

fp (r) = θ (z − ξ (ρ))
g̃

(2π~)3
{1 + expY0 (εp − µ+Qφ)}−1,

Y0 = T−1, g̃ = 2SQ + 1.

(2.32)

Як легко бачити, здобута система рiвнянь самоузгодження (2.30) - (2.32)
є замкнутою. Її, однак, необхiдно доповнити граничними умовами для
потенцiалiв електричних полiв i їх напруженностей на границях z = ξ (ρ) i
z = −d, що буде зроблено у наступному пiдроздiлi дисертаiйної роботи.

2.3. Сценарiй фазового переходу в системi що приводить до стану

з просторово-перiодичними структурами i граничнi умови

для потенцiалу електричного поля

Сценарiй фазового переходу, що приводить до трансформацiї поверхнi
плiвки рiдкого дiелектрика, передбачається наступним. Зовнiшнє
електричне поле, що притискує заряди до поверхнi дiелектрика, може
призводити до просiдання плоскої поверхнi плiвки рiдкого дiелектрика в
областi дiї цього поля (див. у зв’язку з цим, наприклад, [3, 19, 20, 34, 42, 43]).
Причому, дно цього прогину залишається плоским. Отже, деформацiя
поверхнi рiдкого дiелектрика, що залишає плоским дно прогину, може
характеризуватися єдиним параметром ξ̄ (глибиною просiдання). Якщо
плоска поверхня недеформованого дiелектрика збiгається з площиною
z = 0, то величина ξ̄ повинна бути негативною, ξ̄ < 0. При подальшому
збiльшеннi напруженостi зовнiшнього електричного поля глибина ξ̄

збiльшується, i поверхня дна деформацiї залишається плоскою аж до
певного критичного значення зовнiшнього електричного поля E

(e)
c на

поверхнi дiелектрика,

E(e)
c =

∣∣∣∣∣∂φ(e)
1 (z, ρ)

∂z

∣∣∣∣∣
z=ξ̄

. (2.33)

Зауважимо, що при цьому, природньо, повинна виконуватися умова
∣∣ξ̄∣∣ < d

у тому випадку, якщо рiдкий дiелектрик являє собою плiвку завтовшки d на
твердiй пiдкладцi (див. рис. 2.2).
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Рис. 2.2. Структура антисиметричної фази при E(e) > E
(e)
c .

При подальшому збiльшеннi напруженостi притискуючого електричного
поля профiль поверхнi дна прогину, що утворився, може деформуватися i
набувати перiодичної структури. Звiдси випливає, що фазовий перехiд до
просторово-перiодичних структур в дослiджуванiй системi вiдбувається на
тлi плоскої структури рiдкого дiелектрика. Слiд також зазначити, що
керуючим параметром для подiбного фазового переходу може слугувати не
тiльки зовнiшнє електричне поле, а й температура. Описаний сценарiй може
бути справедливим як для заряджених, так i для квазiнейтральних систем.
Однак в умовах електронейтральностi концентрацiя зарядiв над поверхнею
рiдкого дiелектрика визначається величиною напруженостi зовнiшнього
поля, про що вже згадувалося вище. Тим самим концентрацiя зарядiв над
поверхнею дiелектрика може бути виключена з числа керуючих параметрiв
такого фазового переходу (на вiдмiну вiд випадку «зарядженої» системи,
див. [3]). Наслiдком такої обставини, як побачимо далi, буде рiвняння, що
описує певну криву, пов’язуючи температуру i напруженiсть зовнiшнього
поля у точцi переходу.
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Вiдповiдно до описаного вище сценарiю фазового переходу профiль
поверхнi рiдкого дiелектрика в фазi з меншою симетрiєю поблизу точки
переходу може бути представлений у наступному виглядi [1, 3]:

ξ(ρ) = ξ̄ + ξ̃(ρ), (2.34)

де ξ̃(ρ) позначає просторово-неоднорiдний профiль поверхнi, що виник в
результатi фазового переходу на тлi плоскої поверхнi z = ξ̄ дна описаної
вище однорiдної деформацiї. Таким чином, профiль поверхнi ξ̃(ρ) є
параметром порядку розглянутого фазового переходу. У симетричнiй фазi
ця величина дорiвнює нулю, у несиметричнiй - вона повинна описувати
просторово-перiодичну структуру поверхнi. Звiдси випливає, що поблизу
критичної точки з боку несиметричної фази повинна мати мiсце наступна
нерiвнiсть: ∣∣ξ̄∣∣≫ ∣∣∣ξ̃(ρ)∣∣∣ . (2.35)

Нагадаємо, що у теорiї фазових переходiв пiд «несиметричною фазою»
прийнято розумiти фазу, утворену в результатi фазового переходу, симетрiя
якої нижча за симетрiю вихiдної фази, яка в цьому випадку називається
симетричною. Вiдзначимо також, що у випадку виконання нерiвностi (2.35)
в околi точки фазового переходу, а також рiвностi нулю параметра порядку
у самiй точцi, має мiсце фазовий перехiд другого роду [73].

Для опису фазових переходiв, пов’язаних з трансформацiєю поверхнi
рiдкого дiелектрика й утворенням просторово-перiодичних структур, тобто,
для визначення величин ξ̄, ξ̃(ρ), а також розподiлiв зарядiв i полiв у
дослiджуванiй системi, що виникли в результатi фазового переходу,
використаємо рiвняння (2.30) - (2.32), доповненi граничними умовами для
характеристик електричного поля на поверхнях роздiлу трьох середовищ.

Граничнi умови для потенцiалiв φj на границi z = ξ (ρ) та z = −d
запишемо у виглядi (див. [74]):

φ1 (ξ,ρ) = φ2 (ξ,ρ) , φ2 (−d,ρ) = φ3 (−d,ρ) ,

((n(ρ) · ∇) {εφ2(z,ρ)− φ1(z,ρ)})z=ξ = 0,
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φ
(e)
1 (ξ,ρ) = φ

(e)
2 (ξ,ρ) , φ

(e)
2 (−d,ρ) = φ

(e)
3 (−d,ρ) ,(

(n(ρ) · ∇)
(
φ
(e)
1 (z,ρ)− εφ

(e)
2 (z,ρ)

))
z=ξ

= 0,{
ε
∂φ2(z,ρ)

∂z
− εd

∂φ3(z,ρ)

∂z

}
z=−d

= 0,{
ε
∂φ

(e)
2 (z,ρ)

∂z
− εd

∂φ
(e)
3 (z,ρ)

∂z

}
z=−d

= 0,

(2.36)

де n(ρ) - вектор нормалi до поверхнi з профiлем ξ(ρ) у точцi ρ.

n(ρ) = σ

{
−∂ξ
∂x
,−∂ξ

∂y
, 1

}
, σ =

(
1 + (∇ξ)2

)−1/2

. (2.37)

Вiдзначимо ту обставину, що данi граничнi умови вiдповiдають випадку,
коли поверхневi заряди на кордонах роздiлу областей вiдсутнi. Потрiбно
також доповнити дану систему граничних умов, умовою обмеженостi
напруженостей полiв на нескiнченностi∣∣∣∣∂φ1

∂z

∣∣∣∣
z→+∞

< +∞,

∣∣∣∣∂φ3

∂z

∣∣∣∣
z→−∞

< +∞,∣∣∣∣∣∂φ(e)
1

∂z

∣∣∣∣∣
z→+∞

< +∞,

∣∣∣∣∣∂φ(e)
3

∂z

∣∣∣∣∣
z→−∞

< +∞. (2.38)

Надалi будемо розглядати випадок, коли профiль поверхнi мало
вiдрiзняється вiд плоского, i покажемо, як змiнюються рiвняння (2.30)
- (2.32) при цьому. Також ми будемо вважати, що профiль поверхнi повiльно
змiнюється з координатою (див. також [3]):

|∂ξ(ρ)/∂x| ≪ 1, |∂ξ(ρ)/∂y| ≪ 1. (2.39)

За умови справедливостi формул (2.35) - (2.39) можна очiкувати, що
розподiл зарядiв i полiв в системi буде мало вiдрiзнятися вiд розподiлiв, що
мають мiсце у випадку плоскої поверхнi дiелектрика z = ξ̄. Тодi потенцiали
сумарного φj i зовнiшнього φ(e)

j полiв можуть бути представленi у виглядi:

φj(z,ρ) = φ̄j(z) + φ̃j(z,ρ),

φ
(e)
j (z,ρ) = φ̄

(e)
j (z) + φ̃

(e)
j (z,ρ), j = 1, 2, 3,

(2.40)
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де φ̄j(z) i φ̄(e)
j (z) - потенцiали сумарного i зовнiшнього електричних полiв у

всiх описаних вище областях системи (але не на поверхнях їх роздiлу!) у
тому випадку, коли поверхня рiдкого дiелектрика є плоскою. Потенцiалами
φ̃j(z,ρ) i φ̃(e)

j (z,ρ) описуються малi збурення полiв у всiх цих областях за
рахунок неоднорiдної поверхнi з профiлем ξ̃(ρ). У вiдповiдностi до
зробленого припущення про малi збурення поля внаслiдок хвилястого
характеру поверхнi мають мiсце нерiвностi

|φ̄j(z)| ≫ |φ̃j(z,ρ)| ,
∣∣∣φ̄(e)

j (z)
∣∣∣≫ ∣∣∣φ̃(e)

j (z,ρ)
∣∣∣ . (2.41)

Будемо вважати далi, що профiль поверхнi ξ̃ (ρ), деформований з
плоского у результатi фазового переходу

ξ̃(ρ) =
∑
q̸=0

ξqe
iqρ, ξq =

1

(2π)2

∫
dρξ(ρ)e−iqρ (2.42)

є просторово-перiодичним. У випадку перiодичностi ξ̃(ρ) (див. (2.42))
вираз (2.34) приводить до наступних рiвностей:

ξ̄ ≡ ⟨ξ(ρ)⟩ , ξ̃(ρ) = ξ(ρ)− ⟨ξ(ρ)⟩ . (2.43)

Тут ⟨...⟩ позначає усереднення за перiодом.
Перiодична структура функцiї ξ̃(q) дозволяє шукати потенцiали φ̃j(z,ρ)

та φ̃(e)
j (z,ρ) (див. (2.40)) у виглядi:

φ̃j(z,ρ) =
∑
q̸=0

φ̃jq(z)e
iqρ, φ̃jq(z) =

∫
dρ

(2π)2
φ̃j(z,ρ)e

−iqρ,

φ̃
(e)
j (z,ρ) =

∑
q ̸=0

φ̃
(e)
jq (z)e

iqρ, φ̃
(e)
jq (z) =

∫
dρ

(2π)2
φ̃
(e)
j (z,ρ)e−iqρ.

(2.44)

Беручи до уваги останнi рiвняння, а також (2.40), неважко помiтити, що

φ̄j(z) ≡ ⟨φj(z,ρ)⟩ , ⟨φ̃j(z,ρ)⟩ = 0,

φ̄
(e)
j (z) ≡

⟨
φ
(e)
j (z,ρ)

⟩
,
⟨
φ̃
(e)
j (z,ρ)

⟩
= 0.

Для опису фазового переходу, що вiдбувається за сценарiєм, який описано
на початку даного роздiлу, необхiдно визначити параметр порядку ξ̃(ρ). Та
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обставина, що даний фазовий перехiд є фазовим переходом другого роду, дає
можливiсть визначити параметр порядку ξ̃(ρ) у залежностi вiд керуючих
параметрiв T , E(e), ns поблизу критичних значень Tc, E

(e)
c , nsc в межах теорiї

збурень за малими параметрами ξ̃(ρ), φ̃j(z,ρ) i φ̃(e)
j (z,ρ).

Пiдставляючи рiвняння (2.34), (2.40) з урахуванням формул (2.39) -
(2.42) в рiвняння (2.30) - (2.32) i розкладаючи їх за ξ̃(ρ), φ̃j(z,ρ), φ̃

(e)
j (z,ρ),

а також T − Tc, E(e) − E
(e)
c , n − nsc, прийдемо до рiвнянь, що описують

просторову структуру поверхнi рiдкого дiелектрика, розподiлу зарядiв i
полiв у несиметричнiй фазi поблизу критичної поверхнi (див. зауваження
вище). Наведемо рiвняння, що описують систему над поверхнею рiдкої
плiвки дiелектрика z = ξ̄, тобто, в областi «1». Вони будуть головним
наближенням описаної теорiї збурень. Вважаючи в подальшому, що заряди
над поверхнею рiдкого дiелектрика є електронами, у вiдповiдних формулах
заряд частинок вважається рiвним заряду електрона, Q = −e. З огляду на
перiодичнiсть малих величин ξ̃(ρ), φ̃j(z,ρ) i φ̃(e)

j (z,ρ) див. (2.42), (2.44),
виходить, що головне наближення можна здобути усередненням за перiодом
рiвнянь самоузгодження (2.30) - (2.32). Доданки, що представляють собою
середнi значення квадратичних за ξ̃(ρ), φ̃j(z,ρ) i φ̃(e)

j (z,ρ) доданкiв, будуть
малими у порiвняннi з головним наближенням, тому їх можна опустити.
Тодi рiвняння Пуассона в першiй областi у головному наближеннi буде мати
вигляд:

φ̄′′
1 (z) = 4πen(z), n(z) =

∫
d3pfp(z),

fp(z) =
θ(z − ξ̄)g̃

(2π~)3
(
1 + e

εp−(eφ̄1(z)+µ)

T

)−1

.
(2.45)

У головному наближеннi (2.30) за вказаними параметрами отримаємо
рiвняння для визначення ξ̄:

g̃T

(2π~)3

∫
dp ln

(
1− (2π~)3

g̃
fp(z)

)∣∣∣∣∣
z=ξ̄

=

=
ε

8π

(
(φ̄′

2 (z))
2 −

(
φ̄
(e)
2

′
(z)
)2)

z=ξ̄

+ ακ2ξ̄.

(2.46)

Зважаючи на вiдсутнiсть зарядiв в областях «2» i «3», рiвняння для
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потенцiалiв φ̄2(z) i φ̄3(z) мають вигляд:

φ̄′′
2 (z) = 0, φ̄′′

3 (z) = 0. (2.47)

Нагадаємо, що потенцiали зовнiшнiх полiв φ̄
(e)
j (z) в усiх трьох областях

задовольняють такi ж рiвняння (рiвняння Лапласа), внаслiдок чого
справедливi вирази:

φ̄
(e)′′
j (z) = 0, j = 1, 2, 3. (2.48)

Для того, щоб здобута система рiвнянь (2.45) - (2.48) була замкнутою,
аналогiчну процедуру усереднення за перiодами слiд виконати з
граничними умовами (2.36). У результатi ми отримуємо зв’язок мiж
сумарними потенцiалами φ̄j(z), а також потенцiалами зовнiшнього
електричного поля φ̄

(e)
j (z) на границях роздiлу трьох областей через

посередництво граничних умов:

φ̄1

(
ξ̄
)
= φ̄2

(
ξ̄
)
, φ̄′

1

(
z = ξ̄

)
= εφ̄′

2

(
z = ξ̄

)
,

φ̄2 (−d) = φ̄3 (−d) , (εφ̄′
2 − εdφ̄

′
3)z=−d = 0,

φ̄
(e)
1

(
ξ̄
)
= φ̄

(e)
2

(
ξ̄
)
,
(
εdφ̄

(e)
3

′
− εφ̄

(e)
2

′)
z=−d

= 0,

φ̄
(e)
2 (−d) = φ̄

(e)
3 (−d) ,

(
φ̄
(e)
1

′
− εφ̄

(e)
2

′)
z=ξ̄

= 0.

(2.49)

Як легко бачити, розв’язок задачi про опис фазового переходу має
починатися з розв’язку рiвнянь головного наближення (2.45) - (2.48) iз
граничними умовами (2.49). Тим самим буде визначено розподiл зарядiв i
полiв у системi у випадку плоскої поверхнi рiдкого дiелектрика, яка
задається рiвнянням z = ξ̄. З рiвняння (2.46) може бути знайдена сама
величина ξ̄, що визначає зниження рiвня плоскої поверхнi за рахунок
впливу на цю поверхню розташованих над нею зарядiв (електронiв).

Для отримання критичних параметрiв розглянутого фазового переходу
необхiдно залучити наступнi порядки теорiї збурень. Сформулюємо нижче
систему рiвнянь самоузгодження (2.30) - (2.32) у першому порядку цiєї теорiї.
Будемо шукати ξ̃q, φ̃jq(z) та φ̃(e)

jq (z) у наступному виглядi:

ξ̃q(z) =
∞∑
l=1

ξ̃(l)q , φ̃jq(z) =
∞∑
l=1

φ̃
(l)
jq (z), φ̃

(e)
jq (z) =

∞∑
l=1

φ̃
(e)(l)
jq (z), (2.50)
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де

ξ̃(1)q = ξ̃(1)q0
(∆ (q − q0) + ∆ (q + q0)) ,

ξ̃(2)q = ξ̃
(2)
2q0

(∆ (q − 2q0) + ∆ (q + 2q0)) , (2.51)

а величини φ̃(1)
jq (z) i φ̃(1)

jq0
(z), φ̃(2)

jq (z) i φ̃(2)
j2q0

(z), φ̃(e)(1)
jq (z) i φ̃(e)(1)

jq0
(z), φ̃(e)(2)

jq (z)

i φ̃(e)(2)
j2q0

(z) пов’язанi аналогiчним до (2.51) чином. У цих формулах ∆(q) -
символ Кронекера

∆(q) =

{
0, q ̸= 0

1, q = 0
.

Окрiм того, в (2.50) для простоти також передбачалось, що виникаюча
перiодична структура є одновимiрною з перiодом уздовж осi x рiвним a,
тому q = qx = 2π/a.

Надалi будемо також вважати, що φ̃jq(z) = φ̃j−q(z) та ξ̃q = ξ̃−q беручи до
уваги, що фiзичнi характеристики зарядiв i полiв є дiйсними. Отже,

ξ̃(x) = 2
+∞∑
l=1

ξ̃(l) cos lq0x, φ̃j (x, z) = 2
+∞∑
l=1

φ̃
(l)
j (z) cos lq0x,

φ̃
(e)
j (x, z) = 2

+∞∑
l=1

φ̃
(e)(l)
j (z) cos lq0x.

(2.52)

Тодi у лiнiйному наближеннi за малими величинами перших гармонiк ξ̃q та
φ̃jq(z) рiвняння (2.30), (2.32), (2.36) набувають винляду:

∂2φ̃
(1)
1

∂z2
− q20φ̃

(1)
1 = 4πe2

∂n

∂µ
φ̃
(1)
1 ,

∂2φ̃
(1)
2

∂z2
− q20φ̃

(1)
2 = 0,

∂2φ̃
(1)
3

∂z2
− q20φ̃

(1)
3 = 0,

(
(φ̄′

1 − φ̄′
2) ξ̃

(1) + φ̃
(1)
1 − φ̃

(1)
2

)
z=ξ̄

= 0,(
φ̃
(1)
2 − φ̃

(1)
3

)
z=−d

= 0,

(
φ̄′′
1 ξ̃

(1) +
∂φ̃

(1)
1

∂z
− ε

∂φ̃
(1)
2

∂z

)
z=ξ̄

= 0,(
ε
∂φ̃

(1)
2

∂z
− εd

∂φ̃
(1)
3

∂z

)
z=−d

= 0,
ε

4π

(
φ̄′
2

∂φ̃
(1)
2

∂z
− φ̄

(e)
2

′∂φ̃
(e)(1)
2

∂z

)
z=ξ̄

+
(
en
(
φ̃
(1)
1 + φ̄′

1ξ̃
(1)
))

z=ξ̄
+ αξ̃(1)

(
κ2 + q20

(
1 +

κ2ξ̄2

2

))
= 0.

(2.53)
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Аналогiчно, виходячи з рiвнянь (2.32) для зовнiшнiх потенцiалiв,
запишемо для них перше наближення даної теорiї збурень, доповнивши їх
вiдповiдними граничними умовами

∂2φ̃
(e)(1)
j

∂z2
= q20φ̃

(e)(1)
j , j = 1, 2, 3,

(
φ̃
(e)(1)
2 − φ̃

(e)(1)
3

)
z=−d

= 0,((
φ̄
(e)
1

′
− φ̄

(e)
2

′)
ξ̃(1) + φ̃

(e)(1)
1 − φ̃

(e)(1)
2

)
z=ξ̄

= 0,(
∂φ̃

(e)(1)
1

∂z
− ε

∂φ̃
(e)(1)
2

∂z

)
z=ξ̄

= 0,

(
ε
∂φ̃

(e)(1)
2

∂z
− εd

∂φ̃
(e)(1)
3

∂z

)
z=−d

= 0.

(2.54)

Система рiвнянь (2.53) - (2.54) дає можливiсть опису
просторово-перiодичних структур, що виникають у системi електронiв над
поверхнею рiдкого дiелектрика у результатi фазового переходу. Вiдзначимо
також, що значення T i E(e), що входитимуть у коефiцiєнти у розв’язках
для малих вiдхилень ξ̃(1), φ̃

(e)(1)
j , φ̃

(1)
j , вiдповiдають їхнiм критичним

значенням. Доданки, пропорцiйнi T − Tc i E(e) − E
(e)
c , в лiнiйне наближення

не входитимуть, оскiльки матимуть бiльш високий порядок малостi. Ця
обставина говорить про те, що для отримання залежностi параметра
порядку ξ̃(1) (амплiтуд просторово-перiодичних структур) вiд керуючих
параметрiв T,E(e) поблизу критичної поверхнi, необхiдно залучення бiльш
високих порядкiв теорiї збурень. До вирiшення цього завдання, а також до
розв’язання систем рiвнянь (2.45) - (2.49) i (2.53) - (2.54) ми приступимо в
наступних роздiлах.

Необхiдно зазначити, що пошук розв’язкiв рiшень у виглядi
одновимiрних просторово-перiодичних структур (2.50), (2.51) зумовлений
двома обставинами. По-перше, це спрощує процедуру отримання
аналiтичних розв’язкiв, оскiльки опис двовимiрних просторово-перiодичних
структур стикається з неймовiрно громiздкими i ледь контрольованими
розрахунками. По-друге, аналогiчнi одноперiодичнi структури були
експериментально виявленi в [46]. Однак, у вiдповiдностi до результатiв цих
дослiджень, така структура не була стацiонарною, а з часом еволюцiонувала
до гексагональної. «Виправдання» можливостi iснування одноперiодичних
розв’язкiв можуть бути заснованi на дослiдженнях як рiвноважної, так i
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динамiчної стiйкостi таких структур у данiй системi. До речi, те ж саме слiд
застосувати i до двовимiрних перiодичних структур. Однак, такi завдання
вимагають окремого розв’язку та аналiзу через їхню складнiсть.

Слiд також спецiально пiдкреслити, що у данiй роботi система зарядiв не
вважається локалiзованою у будь-якiй площинi, як вважалося, наприклад,
в [19, 20, 36, 43]. У зазначених роботах мова йде саме про двовимiрнi
гексагональнi кристалiчнi структури, що створюються електронами над
плоскою поверхнею рiдкого гелiю. Винятки становлять лише тi випадки,
коли описуються так званi «лунковi» кристали. У дисертацiйнiй же роботi,
як видно з поставленої вище задачi, система зарядiв тривимiрна i має
функцiю розподiлу за координатами у напiвпросторi над поверхнею рiдкого
дiелектрика. Таким чином, як побачимо далi, просторово-перiодична
структура вздовж напрямкiв, паралельних площинi (x, y), у данiй роботi
пов’язана з просторово-перiодичною деформацiєю профiлю поверхнi плiвки
рiдкого дiелектрика.

Висновки до роздiлу 2

У роздiлi виконано послiдовну побудову статистичного пiдходу до опису
системи заряджених Фермi-частинок над поверхнею рiдкого дiелектрика в
зовнiшньому полi. Сформульовано варiацiйний принцип, який показує, що
рiвноважний стан такої системи можна описати системою рiвнянь
самоузгодження, якi отриманi з умови мiнiмуму великого термодинамiчного
потенцiалу. Дана умова витiкає з вимоги умовного максимуму ентропiї
системи, що знаходиться у рiвновазi, а також законами збереження, енергiї,
iмпульсу i числа частинок системи.

Сформульовано очiкуваний сценарiй фазового переходу з утворенням
просторово-перiодичних структур у системi заряджених частинок над
поверхнею рiдкого дiелектрика, згiдно з яким данi структури з’являються
при досягненнi зовнiшнiм електричним полем деякого критичного значення.
Подiбне формування несиметричної фази у системi вiдбувається на фонi
прогину поверхнi дiелектрика пiд дiєю заряджених частинок, що
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притискуються до поверхнi зовнiшнiм електричним полем.
На основi запропонованого сценарiю фазового переходу поблизу

критичної точки запропонований вид параметра порядку - профiлю
просторово-перiодичного збурення поверхнi дiелектрика. Використовуючи
вид профiлю поверхнi дiелектрика у випадку несиметричної фази системи
поблизу точки переходу, виведено рiвняння самоузгодження, що описують
симетричну фазу системи з незбуреною плоскою поверхнею дiелектрика i
несиметричну фазу системи поблизу точки фазового переходу. Данi
рiвняння здобуто у межах теорiї збурень за малими вiдхиленнями вiд
рiвноважних значень параметрiв опису системи - функцiї розподiлу часток,
потенцiалу електричного поля i профiлю поверхнi рiдкого дiелектрика,
iнiцiйованих параметром порядку у несиметричною фазi.

Основнi положення цього роздiлу викладенi у публiкацiях автора [1–3].
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РОЗДIЛ 3

РIВНОВАЖНИЙ СТАН СИСТЕМИ ЗАРЯДIВ НАД

ПЛОСКОЮ ПОВЕРХНЕЮ РIДКОГО ДIЕЛЕКТРИКА

3.1. Невироджений газ зарядiв над плоскою поверхнею масивного

дiелектрика у зовнiшньому притискуючому електричному

полi

При розв’заннi системи рiвнянь (2.45) - (2.49) дотримуватимемося
методики роботи [1], де подiбна задача розв’язувалася у випадку розподiлу
зарядiв над плоскою поверхнею масивного твердого дiелектрика. Зробимо
попередньо кiлька суттєвих зауважень.

Якщо на основi рiвнянь (2.45) розв’язати задачу про просторовий
розподiл зарядiв i полiв над плоскою поверхнею рiдкого дiелектрика, то
розподiл полiв як у пiдкладцi, так i в самiй плiвцi рiдкого дiелектрика
однозначно визначаються з рiвнянь (2.47) та (2.49). Для цього перше з
рiвнянь (2.45) зручно переписати у виглядi:

∂2φ̄1(z)

∂z2
= 4πeν

∞∫
0

dεε1/2{exp β (εp − ψ) + 1}−1, εp =
p2

2m
, β−1 = T, (3.1)

де введенi позначення

ψ(z) ≡ µ+ eφ̄1(z), ν ≡ (2m)3/2/2π2~3, (3.2)

i враховано, що спiн електрона дорiвнює 1
2 . Величину ψ зазвичай називають

електрохiмiчним потенцiалом.
Вiдзначимо, що рiвняння (3.1) може бути зведене до диференцiйних

рiвнянь першого порядку. Помноживши для цього рiвняння (3.1) на
(∂φ1(z)/∂z) i використовуючи тотожну рiвнiсть:(

∂φ̄1

∂z

)
1

eβ(ε−ψ) + 1
= − 1

βQ

∂

∂z
ln
[
e−β(ε−ψ) + 1

]
,

пiсля нескладних перетворень прийдемо до наступного звичайного
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диференцiйного рiвняння першого порядку:(
∂φ̄1

∂z

)2

=
16π

3
ν

∞∫
0

dεε3/2{exp β (ε− ψ) + 1}−1 + C1, (3.3)

де C1 - деяка довiльна стала iнтегрування. Таким чином, виникає необхiднiсть
розв’язати рiвняння:

∂φ̄1

∂z
= ±

16π

3
ν

∞∫
0

dεε3/2{exp β (ε− ψ) + 1}−1 + C1


1/2

.

Знак перед коренем у цьому рiвняннi повинен обиратися з наступних
мiркувань. Сила, що дiє на заряди при z > ξ̄, повинна бути притискуючою
до поверхнi дiелектрика по вiдношенню до цих зарядiв. Тому у випадку
позитивних зарядiв над дiелектриком знак перед коренем в останнiй
формулi обирається додатнiм, у випадку негативних зарядiв - вiд’ємним.
Далi в усiх перетвореннях для визначеностi будемо вважати, що у
дисертацiйнiй iй роботi вивчається розподiл негативних зарядiв над
поверхнею дiелектрика, Q = − |Q|, а вiдтак, потенцiал φ1 задовольняє
рiвняння

∂φ̄1

∂z
= −

16π

3
ν

∞∫
0

dεε3/2{exp β (ε− ψ) + 1}−1 + C1


1/2

. (3.4)

У моделi Томаса-Фермi в її традицiйному розумiннi вважається, що газ
частинок є виродженим [25]. Як показано у роботi [1], у загальному
випадку, в залежностi вiд температури, концентрацiї частинок i зовнiшнього
притискуючого поля, газ електронiв може бути виродженим поблизу
поверхнi дiелектрика i невиродженим на значнiй вiдстанi вiд цiєї поверхнi.
Однак, якщо параметри системи такi, що газ електронiв є невиродженим
поблизу поверхнi дiелектрика, то вiн буде невирожденим i у всьому просторi
над дiелектриком. У цьому роздiлi ми будемо вважати газ невиродженим. У
цьому випадку функцiя розподiлу електронiв повинна бути близькою до
Больцманiвської функцiї розподiлу

{exp β (εp − ψ) + 1}−1 ∼ exp β (ψ − εp) ≪ 1, (3.5)
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вiдповiдно до чого, вираз для концентрацiї розподiлу газу за координатою z

(див. (2.45)) набуває вигляду:

n(z) ≈
√
π

2
νβ−3/2 exp(βψ). (3.6)

У цьому полягає один з моментiв модифiкацiї моделi Томаса-Фермi стосовно
пiддослiдної системи. Критерiй невиродженостi електронного газу у термiнах
характерних величин цiєї системи буде наведено нижче.

У випадку невиродженого електронного газу над плоскою поверхнею
рiдкого дiелектрика рiвняння (3.4) у випадку виконання умов (3.5) має
аналiтичний розв’язок (докладнiше див. у [1]):√

(B/C1) eβψ + 1− 1√
(B/C1) eβψ + 1 + 1

= C2e
−e

√
C1/T , B ≡ 4π3/2νβ−5/2. (3.7)

Константи iнтегрування C1 та C2 у виразi (3.7) визначаються з наступних
умов. Зважаючи на вiдсутнiсть частинок на нескiнченностi i, вiдтак,

рiвностi нулю функцiї розподiлу, з (3.3) здобудемо C1 =

(
lim

z→+∞
∂φ̄1

∂z

)2

≡ E2
∞,

де E∞ - величина электричного поля на нескiнченностi. Потрiбно також,
щоб iнтеграл за iмпульсами i координатами вiд функцiї розподiлу fp(z) в
областi простору «1» дорiвнював повному числу частинок N над поверхнею
плiвки рiдкого дiелектрика. Насправдi така рiвнiсть має бути наближеною,
оскiльки певна частка зарядiв пов’язана з просторово-перiодичною
структурою поверхнi рiдкого дiелектрика. Однак, вiдповiдно до
спiввiдношень (2.11), (2.34) - (2.41) ми вважаємо, що число таких частинок
мале у порiвняннi з загальним числом зарядiв над поверхнею плiвки рiдкого
дiелектрика. Проробивши необхiднi перетворення, отримаємо:

C1 = E2
∞, C2 =

2πens
E∞ + 2πens

. (3.8)

Розв’язок (3.7) дає можливiсть визначити залежнiсть напруженостi
електричного поля E1(z) = −∂φ̄1(z)

∂z вiд координати z над поверхнею рiдкого
дiелектрика z = ξ̄

E1(z) = E∞
1 +X(z)

1−X(z)
(3.9)
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i розподiл концентрацiї електронiв n(z):

n(z) = β
E2

∞
8π

4X(z)

(1−X(z))2
, (3.10)

де функцiя X(z) дається виразами:

X(z) ≡ E0 − E∞

E0 + E∞
exp

{
−(z − ξ̄)/z0

}
, z0 ≡ (βeE∞)−1, β−1 = T. (3.11)

Величина E0, що входить у спiввiдношення (3.11), являє собою
напруженiсть сумарного електричного поля на поверхнi рiдкого дiелектрика
з плоским профiлем z = ξ̄,

E0 = −
(
∂φ̄1(z)

∂z

)
z=ξ̄

(3.12)

i через формулу
E0 − E∞ = 4πens, (3.13)

пов’язана з напруженiстю електричного поля на нескiнченностi

E∞ = − lim
z→+∞

∂φ̄1

∂z

i числом об’ємних зарядiв ns, що припадають на одиницю площi плоскої
поверхнi дiелектрика,

ns =

∞∫
ξ

dzn(z). (3.14)

Звернемо увагу на те, що при z → ∞ i E1 → E∞, як це витiкає з
формул (3.9), (3.11). З урахуванням цiєї обставини справедлива формула

E2
0 − E2

∞ =
16π

3
ν exp (βψ)

∞∫
0

dεε3/2 exp (βε), (3.15)

що виходить з рiвняння (3.4) з урахуванням (3.5), (3.12). Пiдкреслимо, що
для рiвноважної системи зарядiв над дiелектриком величина ns не
залежить нi вiд координат, нi вiд розподiлу полiв i визначається тiльки
загальним числом N зарядiв над дiелектриком. Нагадаємо, що у цьому
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пiдроздiлi число зарядiв вважається заданим спочатку, завдяки чому
система не обов’язково є квазiнейтральною, див. вище. Звернемо увагу
також на те, що величина ns характеризує напруженiсть додаткового (по
вiдношенню до E(e)) поля, яке притискує заряди до поверхнi дiелектрика.
Причому це поле породжується самими цими зарядами. Як легко
переконатися, при великих z ≫ z0, (див. (3.11)), розподiл зарядiв над
поверхнею дiелектрика наближається до Больцманiвського розподiлу, а
напруженiсть електричного поля експоненцiйно наближається до
напруженостi зовнiшнього притискуючого електричного поля.

Потенцiали сумарного електричного поля i зовнiшнього електричного
поля в плiвцi рiдкого дiелектрика i твердiй пiдклалцi вiдповiдно до
формул (2.47) - (2.49), (3.9), (3.11)-(3.14) визначаються виразами:

φ̄2(z) = −E0

ε

(
z − ξ̄

)
+ φ0, φ̄3(z) = −E0

εd
(z + d) +

E0

ε

(
d+ ξ̄

)
+ φ0,

φ̄
(e)
1 (z) = −E(e)

(
z − ξ̄

)
+ φ

(e)
0 , φ̄

(e)
2 (z) = −E

(e)

ε

(
z − ξ̄

)
+ φ

(e)
0 ,

φ̄
(e)
3 (z) = −E

(e)

εd
(z + d) +

E(e)

ε

(
d+ ξ̄

)
+ φ

(e)
0 ,

(3.16)

де введено позначення φ̄1ξ = φ̄2ξ ≡ φ0 та φ̄(e)
1ξ = φ̄

(e)
2ξ ≡ φ

(e)
0 .

На основi отриманих формул (3.9), (3.11) - (3.16) визначається i зниження
рiвня поверхнi ξ̄ у термiнах параметрiв задачi виходячи з формули (2.46) з
урахуванням нерiвностi (3.5):

ξ̄ = − ε+ 1

8πεακ2

(
E2

0 − E(e)2
)
. (3.17)

При отриманнi цього виразу необхiдно в (2.46) перетворити доданок з
логарифмом. Для цього треба пiдставити в цей доданок явний вираз для
незбуреної функцiї розподiлу з урахуванням (3.15) i скористатися
формулою (3.2). Вiдзначимо, що за вiдсутностi зарядiв згiдно з (3.13)
величина ξ̄, як i має бути, дорiвнює нулю.

У термiнах введених вище величин може бути сформульований i критерiй
невиродженостi електронного газу над поверхнею плiвки рiдкого дiелектрика:

ν−1T−5/2ens

(
E(e) + 2πens

)
≪ 1. (3.18)
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Видно, що ця нерiвнiсть порушується у випадку низьких температур i
сильних зовнiшнiх притискуючих полiв (див. у зв’язку з цим [1]).

Виходячи з формули (3.9), неважко отримати вираз для
самоузгодженого потенцiалу, що визначає розподiл зарядiв i полiв над
поверхнею рiдкого дiелектрика:

φ̄1(z) = φ0 − E∞
(
z − ξ̄

)
− 2E∞z0 ln

1−X(z)

1−X(ξ̄)
, (3.19)

де величини χ(z), z0 визначаються формулами (3.11). Нагадаємо, що у
дисертацiйнiй роботi вважається, що над поверхнею плiвки рiдкого
дiелектрика розташованi негативно зарядженi частинки - електрони. З цiєї
причини напрямок вектору притискуючого поля повинен спiвпадати з
напрямком осi координат 0z.

Отриманi вирази (3.9)-(3.19) i є розв’язком задачi про розподiл полiв для
невиродженого газу заряджених частинок над плоскою поверхнею рiдкого
дiелектрика у присутностi зовнiшнього притискуючого поля або за
вiдсутностi останнього. Звернемо увагу на те, що у наведених результатах
дiелектрична проникнiсть ε рiдкого дiелектрика присутня тiльки у
формулi (3.17) для величини ξ̄, характеризує зниження рiвня плоскої
поверхнi пiд дiєю тиску, створюваного зарядами над цiєю поверхнею, у тому
числi i за рахунок зовнiшнього притискуючого електричного поля.
Причиною цього є однорiднiсть задачi уздовж поверхнi, за координатою ρ.
У випдку наявностi неоднорiдностей ρ розв’язки рiвнянь будуть iстотно
залежати вiд виду дiелектрика, тобто, вiд його дiелектричної проникностi ε.
Цi неоднорiдностi можуть бути пов’язанi з як з неоднорiдностями самої
поверхнi, так i з неоднорiдним розподiлом на нiй заряду (або того й iншого
одночасно, див. у зв’язку з цим [1]). У наступному роздiлi дисертацiї буде
розглянуто випадок просторово-перiодичних неоднорiдностей поверхнi
плiвки рiдкого дiелектрика, що виникли у результатi фазового переходу.
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3.2. Екранування зовнiшнього поля полем невиродженого газу

зарядiв. Умова квазiнейтральностi.

У порiвняннi з «зарядженою» системою, рiвноважний стан якої над
плоским дiелектриком вивчено у попередньому пiдроздiлi, i де електричне
поле на нескiнченностi вiдмiнне вiд нуля, квазiнейтральнi системи
заряджених частинок над поверхнею рiдкого дiелектрика мають ряд
особливостей у поведiнцi (див. у зв’язку з цим [20,36]).

Деякi з таких особливостей можуть бути передбаченi тiльки при описi
системи в термiнах мiкроскопiчної теорiї. Iз цiєї причини потрiбно зробити
окремий розгляд випадку квазiнейтральної системи над поверхнею рiдкого
дiелектрика у присутностi притискуючого зовнiшнього електростатичного
поля з метою опису просторово-перiодичних структур у таких системах. У
свою чергу, такий опис вимагає певної модифiкацiї деяких положень теорiї,
запропонованої в попередньому пiдроздiлi для «заряджених» систем. Щоб
уникнути плутанини зi сталим термiном у фiзицi плазми вiдзначимо, що пiд
квазiнейтральнiстю (або електронейтральнiстю) системи ми розумiємо
випадок, коли поле зарядiв далеко вiд поверхнi дiелектрика компенсує
зовнiшнє притискуюче поле. Iншими словами, при змiнi зовнiшнього
притискуючого поля змiнюється i кiлькiсть зарядiв, що утримуються над
поверхнею дiелектрика. Така вiдмiннiсть мiж системами нiяк не
позначається на формулюваннях варiацiйного принципу для них. З цiєї
причини не будуть вiдрiзнятися i рiвняння самоузгодження для заряджених
i нейтральних систем, отриманi у попередньому роздiлi.

При розв’язку системи рiвнянь (2.45) - (2.49) у квазинейтральнiй задачi
будемо дотримуватися методики, викладеної у попередньому пiдроздiлi, а
також роботах [1, 3]. Для розв’язання першого з рiвнянь (2.47) його зручно
переписати у наступному виглядi:

∂2φ̄1(z)

∂z2
= 4πeν

∞∫
0

dεε1/2

1 + e(ε−ψ)/T
, (3.20)
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де введенi позначення:

ψ(z) ≡ µ+ eφ̄1(z), ν =

√
2

π2a
3/2
0 e3

, (3.21)

i враховано, що спiн електрона дорiвнює 1/2 та a0 ≡ ~2
me2 . Нагадаємо,

величину ψ зазвичай називають електрохiмiчним потенцiалом, а a0 -
першим Борiвським радiусом.

Порядок рiвняння (3.20) може бути знижений, див. [3]. У результатi можна
прийти до рiвняння

∂φ̄1

∂z
= −

16π

3
ν

∞∫
0

dεε3/2

1 + e(ε−ψ)/T
+ C1


1/2

, (3.22)

де C1 - деяка довiльна стала iнтегрування. Вiдзначимо, що знак перед
коренем в цьому рiвняннi повинен вибиратися з таких мiркувань: сила, що
дiє на негативнi заряди при z > ξ̄, повинна притискувати цi заряди до
поверхнi дiелектрика. Рiвняння (3.22) може бути значно спрощено, якщо
врахувати квазiнейтральнiсть даної системи. Справдi, умова
квазiнейтральностi системи передбачає, що на нескiнченностi часток немає,
звiдки (див. (2.32))

lim
z→∞

1

1 + e(ε−ψ)/T
= 0,

з урахуванням чого з (3.22) маємо

lim
z→∞

∂φ1 (z)

∂z
= −

√
C1.

Беручи до уваги, що в електронейтральному випадку на нескiнченностi й
електричне поле повинно дорiвнювати нулю E (z) = −∂φ1(z)

∂z , приходимо до
висновку, що C1 = 0, i рiвняння (3.22) з урахуванням визначень (3.21) може
бути приведене до вигляду:

∂ψ

∂z
= −

16πe2ν

3

∞∫
0

dεε3/2

1 + e(ε−ψ)/T

1/2

, (3.23)

У роботi [3] показано, що в найзагальнiшому випадку газ електронiв
може бути виродженим поблизу поверхнi дiелектрика i невиродженим на
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значнiй вiдстанi вiд цiєї поверхнi. Ситуацiя з виродженням газу електронiв
визначається, природно, температурою, концентрацiєю частинок i
напруженiстю зовнiшнього притискуючого поля. Якщо ж параметри
системи такi, що газ електронiв є невиродженим поблизу поверхнi
дiелектрика, то вiн невирождений i у всьому просторi над дiелектриком. У
цiй роботi ми будемо розглядати саме таку ситуацiю. У цьому випадку
функцiя розподiлу електронiв повинна бути близькою до Больцманiвської
функцiї розподiлу (див. [73]):

1

1 + e(εp−ψ)/T
≈ e(εp−ψ)/T , (3.24)

вiдповiдно до чого вираз для розподiлу концентрацiї газу за координатою z

набуває виляду (див. [1, 3]):

n(z) ≡ ν

∞∫
0

dεε1/2

1 + e(ε−ψ(z))/T
≈

√
π

2
νT

3
2e

ψ
T . (3.25)

Слiд пояснити, що лiва частина формули (3.25), яка визначає концентрацiю
числа заряджених частинок над плоскою поверхнею дiелектрика, виходить з
рiвняння (2.45) та вимоги∫

dx
∑
p

fp(x) =

∫
dρ

∞∫
0

dz

∫
dpfp(z)

(2π~)3
= S

∞∫
0

dzn (z) = N, (3.26)

з урахуванням (2.45) (N - повне число частинок у системi, S - площа
плоскої поверхнi дiелектрика). Насправдi рiвнiсть (3.26) є наближеною,
оскiльки певна частина зарядiв пов’язана з просторово-перiодичною
структурою поверхнi рiдкого дiелектрика. Однак, вiдповiдно до (2.34)-(2.41)
ми вважаємо, що число таких частинок мале у порiвняннi з загальним
числом зарядiв над поверхнею плiвки рiдкого дiелектрика.

Використовуючи формули (3.24), (3.25), не складає труднощiв
переконатися в тому, що рiвняння (3.23) у випадку невиродженого газу
електронiв над поверхнею дiелектрика має аналiтичний розв’язок, який
можна записати у виглядi:

e
ψ
T =

4T 2B−1(
z − ξ̄ + C2

)2 , B ≡ 4π
3
2T

5
2e2ν. (3.27)
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Для визначення константи iнтегрування C2 в (3.27) використаємо
рiвняння (3.26). Пiдставляючи в нього формулу (3.25) з урахуванням
виразу (3.27) пiсля нескладних перетворень отримаємо:

ns =

∞∫
ξ

dzn(z) =
T

2πe2C2
, (3.28)

де ns ≡ N
S - число об’ємних зарядiв, що припадають на одиницю площi

плоскої поверхнi дiелектрика. Розв’язок (3.27), (3.28) дає можливiсть
визначити i залежнiсть напруженостi електричного поля E1(z) = −∂φ̄1(z)

∂z вiд
координати z над поверхнею рiдкого дiелектрика z = ξ̄

E1 (z) =
E0

1 + z−ξ̄
2z0

, E0 = 4πens, z0 =
T

4πe2ns
, (3.29)

а також розподiл концентрацiї електронiв n (z):

n (z) =
ns
2z0

1(
1 +

(
z − ξ̄

)/
2z0
)2 . (3.30)

Останнiй результат узгоджується з виразом для концентрацiї зарядiв,
отриманим у роботi [75].

Вираз для концентрацiї (3.30) дозволяє дати фiзичне трактування
параметру z0. З цiєю метою наведемо залежнiсть величини

∆(z) = 1
ns

z∫̄
ξ

n (x)dx вiд вiдстанi до поверхнi z. Дана величина характеризує

частку частинок, що знаходяться на висотi не вище z вiд поверхнi (див.
рис. 3.1) вiд повного числа частинок над поверхнею дiелектрика.

Iз залежностi (3.30) витiкає, що величина ∆
(
ξ̄ + 2z0

)
= 0, 5 (див.

рис. 3.1). Iншими словами, на вiдстанi 2z0 вiд поверхнi дiелектрика
мiститься половина всiх частинок системи. Значення ∆

(
ξ̄ + 20z0

)
≈ 0, 9 та

∆
(
ξ̄ + 200z0

)
≈ 0, 99, дають можливiсть вважати, що на вiдстанi ξ̄ + 20z0

вiд поверхнi дiелектрика (не кажучи вже про ξ̄ + 200z0) частинки
практично вiдсутнi (з точнiстю 10 i 1 вiдсоткiв вiдповiдно). В областi
електричних полiв i температур, якi вiдповiдають умовi невиродженостi
газу зарядiв (3.24), величина 2z0 має порядок 10 ангстрем.
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Рис. 3.1. Частка зарядiв, що знаходяться на висотi не вище z вiд
поверхнi дiелектрика.

Потенцiали сумарного електричного поля i зовнiшнього електричного
поля в плiвцi рiдкого дiелектрика i твердiй пiдкладцi вiдповiдно до
формул (2.45), (2.47)-(2.49), (3.29) визначаються виразами:

φ̄1(z) = φ0 − 2E0z0 ln
(
1 +

(
z − ξ̄

)/
2z0
)
, φ̄2(z) = −E0

ε

(
z − ξ̄

)
+ φ0,

φ̄3(z) = −E0

εd
(z + d) +

E0

ε

(
d+ ξ̄

)
+ φ0, φ̄

(e)
1 (z) = −E(e)

(
z − ξ̄

)
+ φ

(e)
0 ,

φ̄
(e)
2 (z) = −E

(e)

ε

(
z − ξ̄

)
+ φ

(e)
0 , φ̄

(e)
3 (z) = −E

(e)

εd
(z + d) +

E(e)

ε

(
d+ ξ̄

)
+ φ

(e)
0 ,

(3.31)
де введене позначення φ̄1ξ = φ̄2ξ ≡ φ0, φ̄

(e)
1ξ = φ̄

(e)
2ξ ≡ φ

(e)
0 .

На основi отриманих формул (3.29), (3.31) визначається i зниження
рiвня поверхнi ξ̄ у термiнах параметрiв задачi, виходячи з формули (2.46) з
урахуванням нерiвностi (3.24):

ξ̄ = − E0
2

8πακ2
. (3.32)

Вiдзначимо, що за вiдсутностi зарядiв вiдповiдно до рiвняння (3.32)
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величина ξ̄, як i має бути, дорiвнює нулю. Рiвняння (3.32) дозволяє
накласти природне обмеження на величину притискуючого електричного
поля, i як наслiдок - на допустиму поверхневу концентрацiю електронiв.
Дiйсно, у рiвноважному станi системи, що описується рiвняннями
самоузгодження (2.30)-(2.32), глибина просiдання поверхнi плiвки рiдкого
дiелектрика повинна бути iстотно меншою за абсолютною величиною, нiж
товщина плiвки: ∣∣ξ̄∣∣ << d. (3.33)

Ця умова дозволяє визначити певне максимальне значення притискуючого
поля, що значно перевищує значення полiв, якi ми будемо розглядати

E0 << E0
m, E0

m = 2κ
√
2παd. (3.34)

Наприклад для плiвки рiдкого гелiю товщиною d = 0, 1см, величина
E0

m ≈ 5, 4 · 103B/см, або у перерахунку на поверхневу концентрацiю
електронiв (див. (3.12)) nms ≈ 2, 85 · 109см−2. Остання величина добре
узгоджується з вiдомим значенням поверхневої концентрацiї електронiв
ncrs ≈ 2 · 109cм−2, вище якої електрони починають провалюватися в гелiй,
утворюючи так званi бульбашки [27]. Iншими словами, для виконання
нерiвностi (3.33) необхiднi такi значення притискуючих полiв, при яких
ns ≤ 109см−2.

У термiнах введених вище величин може бути сформульований i критерiй
невиродженостi електронного газу над поверхнею плiвки рiдкого дiелектрика
(див. (3.24), (3.27)):

23/2n2sa
4
0

(
πe2

Ta0

)5/2

<< 1. (3.35)

Видно, що ця нерiвнiсть порушується у випадку низьких температур i
сильних зовнiшнiх притискуючих полiв (див. у зв’язку з цим [1]).

Отриманi вирази (3.29) - (3.35) i є розв’язком задачi про розподiл
невиродженого газу електронiв i полiв над плоскою поверхнею рiдкого
дiелектрика за присутностi зовнiшнього притискуючого поля в
електронейтральному випадку. У наступному роздiлi отриманi вирази i
нерiвностi будуть використанi для вивчення умов формування
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просторово-перiодичних станiв у розглянутiй системi, що виникли в
результатi фазового переходу.

3.3. Квазiнейтральна система зарядiв над плоскою поверхнею

плiвки рiдкого дiелектрика. Вихiд за межi статистики

Больцмана.

Pозгляд квазiнейтральних систем у дисертацiйнiй роботi зумовлений
досить частою реалiзацiєю таких умов в експериментi [19, 20, 34, 42, 43], що
дозволяє встановити чiткий зв’язок мiж зовнiшнiм притискуючим полем i
числом частинок. Задачу «зарядженої» системи зручнiше розглядати у
випадку масивних плiвок рiдкого дiелектрика, де є обмеження на
максимально припустиме значення концентрацiї частинок. У таких
випадках варто розглядати притискуюче поле як незалежний параметр i
дослiджувати фазовий перехiд за ним, зафiксувавши число частинок. У
випадку тонких плiвок дiелектрика таке обмеження значно слабкiше [76].
Однак, зважаючи на збiльшення концентрацiї частинок при цьому, може
виникнути потреба виходу за межi Больцманiвської статистики i деякого
ускладнення теорiї. Вiдзначимо, що бiльш коректне дослiдження таких
систем в областi великих концентрацiй i малих температур може викликати
потребу врахування квантових ефектiв, наприклад, обмiнної взаємодiї
частинок. Однак розгляд цього питання виходить за межi дисертацiйної
роботи.

При розв’язку системи рiвнянь (2.45) - (2.48) будемо дотримуватись
методики попереднiх пiдроздiлiв i роботи [1], де подiбна задача
розглядалася для випадку розподiлу невиродженого газу зарядiв над
плоскою поверхнею твердого дiелектрика. Рiзниця в описi системи зарядiв
над плоскою поверхнею твердого та рiдкого дiелектрика полягає в тому, що
у випадку твердого дiелектрика координата z плоскої поверхнi залишається
фiксованою, а як буде показано нижче, поверхня рiдкого дiелектрика буде
«просiдати» пiд дiєю додаткового тиску, що створюється системою зарядiв.
Схожа задача про розподiл невиродженого електронного газу всерединi
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плоского конденсатора, обкладки якого вкритi плоским дiелектричним
шаром, була розв’язана у роботi [77], де автори отримали розподiл
невиродженого електронного газу всерединi плоского конденсатора з
пластинами, вкритими плоским шаром дiелектрика. Однак у цiй роботi
розглядається випадок не тiльки електронної системи, але загальної
статистики фермi-частинок.

Щоб розв’язати перше рiвняння у (2.45), його зручно переписати у
наступному виглядi:

φ̄′′
1 (z) = 4πeν

∞∫
0

dεε1/2
(
1 + exp

ε− ψ

T

)−1

, (3.36)

де введенi позначення:
Порядок рiвняння (3.36) може бути знижений, див. [3]. В результатi можна

прийти до рiвняння

φ̄′
1 (z) = −

16π

3
ν

∞∫
0

dεε3/2

1 + e
ε−ψ
T

+ C1


1/2

, (3.37)

де C1 - деяка довiльна стала iнтегрування. Вiдзначимо, що знак перед
коренем в цьому рiвняннi, як i в попереднiх розглянутих випадках, повинен
обиратися з таких мiркувань: сила, що дiє на негативнi заряди при z > ξ̄,
повинна притискувати цi заряди до поверхнi дiелектрика. Рiвняння (3.37)
може бути значно спрощено, якщо врахувати квазiнейтральность даної
системи. Справдi, умова квазiнейтральностi системи передбачає, що на
нескiнченностi часток немає, звiдки (див. (2.45))

lim
z→+∞

(exp β (ε− ψ) + 1)−1 = 0.

з урахуванням чого з (3.37) отримаємо

lim
z→+∞

φ̄′
1 (z) = −

√
C1.

Беручи до уваги, що у квазiнейтральному випадку на нескiнченностi повне
електричне поле E∞ має дорiвнювати нулю, приходимо до висновку, що
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Рис. 3.2. Полiлогарифмiчнi функцiї Lis (χ) при рiзних значеннях
порядка s.

константа C1 = 0, i рiвняння (3.37) може бути приведене до вигляду:

∂χ

∂z
= −25/4

a0

(
Ta0
πe2

)1/4(
−Li5/2 (−eχ)

)1/2
, χ = ψ/T . (3.38)

де використана спецiальна функцiя полiлогарифм Lis (χ), пов’язана з
iнтегралом Фермi-Дiрака Is (χ) таким спiввiдношенням:

Is (χ) = −Lis+1 (−eχ) , Is (χ) =
1

Γ (s+ 1)

∞∫
0

xsdx

1 + ex−χ
. (3.39)

Характер залежностi полiлогарифма вiд аргументу при рiзних значеннях
параметра s проiлюстрований на рис. 3.2. Iнтегрування рiвняння (3.38)
вимагає залучення чисельних методiв. В окремих необхiдних випадках вони
будуть задiянi нижче. Однак, як побачимо далi, ряд важливих результатiв,
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таких, наприклад, як зв’язок мiж критичними параметрами фазового
переходу, умова квазiнейтральностi i т.д. може бути отримано в
аналiтичному виглядi без обчислення явної залежностi вiд z величин, що до
них входять. До питання обчислення цiєї залежностi таких важливих
параметрiв як електричне поле, концентрацiя n (z) i потенцiал χ (z)

електричного поля E1 (z) ми повернемося трохи нижче.
У роботi [1] показано, що в найзагальнiшому випадку газ електронiв

може бути виродженим поблизу поверхнi дiелектрика i невиродженим на
значнiй вiдстанi вiд цiєї поверхнi. Ситуацiя з виродженням газу електронiв
визначається, природно, температурою, концентрацiєю частинок i
напруженiстю зовнiшнього притискуючого поля. У данному пiдроздiлi (на
вiдмiну вiд [3, 4]) ми проаналiзуємо ситуацiю з фазовим переходом у бiльш
загальному випадку, коли газ описується функцiєю розподiлу (2.32).

Вираз для розподiлу концентрацiї газу зарядiв як функцiї χ згiдно з (2.45),
(3.39) може бути представлений у виглядi (див. [1, 3]):

n (z) = −
(
Ta0
πe2

)3/2Li3/2
(
−eχ(z)

)
√
2a30

. (3.40)

Вiдзначимо, що вираз (3.40) також є наслiдком нормування функцiї
розподiлу (2.45) на повне число зарядiв над поверхнею:

∫
dx
∑
p

fp(x) =

∫
dρ

∞∫
0

dz

∫
dpfp(z)

(2π~)3
= S

∞∫
0

dzn (z) = N. (3.41)

з урахуванням (2.45) (N - повне число зарядiв в системi, S - площа плоскої
поверхнi дiелектрика). Насправдi рiвнiсть (3.41) є наближеним, оскiльки
певна частина зарядiв пов’язана з просторово-перiодичною структурою
поверхнi рiдкого дiелектрика. Однак, вiдповiдно до (2.35), (2.41)
вважається, що число таких частинок мале у порiвняннi iз загальним
числом зарядiв N над поверхнею плiвки рiдкого дiелектрика.

Пов’яжемо значення хiмiчного потенцiалу µ, що входить в ψ (z) з повним
числом зарядiв у системi, що припадають на одиницю площi плоскої поверхнi
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дiелектрика. Згiдно з (3.41) маємо:

ns =

∞∫
ξ

dzn(z) =
N

S
. (3.42)

Використовуючи (3.39), перейдемо в (3.42) вiд iнтегрування за z до
iнтегрування за χ. Тодi враховуючи (3.40), пiсля нескладних перетворень
отримаємо:

ns =

(
Ta0
πe2

)5/4
(
−Li5/2 (−eχ0)

)1/2
23/4a20

, (3.43)

де враховане наступне спiввiдношення

lim
z→+∞

χ = −∞, (3.44)

справедливе завдяки тому, що iнакше величина
√∣∣∣Li5

2

(
−eχ(∞)

)∣∣∣, а отже i

функцiя розподiлу зарядiв на нескiнченностi буде вiдмiнною вiд нуля. А це
означало б наявнiсть заряджених частинок на нескiнченностi i суперечило б
зробленому нами ранiше припущенню про їхню там вiдсутнiсть. Тим самим
порушувалася б сама умова квазiнейтральностi.

Рiвняння (3.43) дозволяє чисельно визначити залежнiсть χ
(
z = ξ̄

)
= χ0

вiд температури T i вiд числа зарядiв над одиницею площi поверхнi
дiелектрика ns. Графiчно ця залежнiсть представлена на рис. 3.3.

Враховуючи, що E1 (z) = −φ̄′
1 (z), а також спiввiдношення (3.38),

отримаємо

4πens = E1

(
z = ξ̄

)
≡ E0. (3.45)

Таким чином, поле на поверхнi дiелектрика еквiвалентно значенню
електричного поля всерединi плоского конденсатора з поверхневою
густиною заряду обкладок σ, що дорiвнює за модулем σ = ens.

Для розв’язку рiвнянь (2.45) - (2.48) з граничними умовами (2.49)
необхiдно встановити зв’язок мiж значеннями зовнiшнього
E

(e)
1 (z) = −φ̄(e)′

1 (z) i повного електричного поля E1 (z) = −φ̄′
1 (z). У
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Рис. 3.3. Залежнiсть величини безрозмiрного електрохiмiчного
потенцiалу на поверхнi дiелектрика χ0 = χ

(
z = ξ̄

)
вiд кiлькостi зарядiв

над одиницею площi поверхнi дiелектрика ns i температури T .

випадку присутностi заряджених частинок над поверхнею дiелектрика, вони
вносять вклад в повне поле E1 (z) = E

(i)
1 (z) + E

(e)
1 (z) за допомогою

створюваного ними поля E
(i)
1 (z) = −φ̄(i)′

1 (z) i встановити зв’язок мiж
E

(i)
1 (z) i зовнiшнiм притискауючим полем E

(e)
1 (z). Знаючи розподiл

частинок над поверхнею дiелектрика (3.40), неважко обчислити поле,
створюване ними на вiдстанi h вiд поверхнi дiелектрика. Отже, z -
компонента електричного поля у точцi

(
x, y, z − ξ̄

)
, що створюється

елементарним об’ємом частинок dx′dy′dz′ у точцi з координатами (x′, y′, z′),
дорiвнює:

dE
(i)
1z (z) = − (z − z′) en (z′) dx′dy′dz′(

x′2 + y′2 + (z − z′)2
)3/2 . (3.46)

Знак мiнус у рiвняннi (3.46) вiдображає негативну величину заряду
частинки (електрона). З огляду на нескiнченнiсть протяжностi системи
уздовж координат (x, y), вiдповiднi їм проекцiї електричного поля
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dE
(i)
1x , dE

(i)
1y , при iнтегруваннi по всьому об’єму над поверхнею дiелектрика

дадуть нуль. Тому поле, створюване частинками над поверхнею
дiелектрика, має тiльки z-компоненту i може бути обчислено iнтеграцiєю
рiвняння (3.46) по всьому об’єму над поверхнею дiелектрика

E
(i)
1z (z) =

∫
V1

dE
(i)
1z (z). (3.47)

Переходячи в (3.47) вiд iнтегрування за декартовими координатами (x, y)

до iнтегрування за полярними (ρ, φ), i виконуючи iнтегрування за ними, ми
отримаємо

E
(i)
1z (z) = −2πe

 z∫
ξ̄

dz′n (z′)−
∞∫
z

dz′n (z′)

 . (3.48)

Обчислення iнтегралiв в (3.48) вимагає залучення чисельних методiв, в
результатi чого може бути побудовано рис. 3.4. На цьому рисунку
зображена залежнiсть електричного поля E(i) (z) (див. (3.48)), що
створюється зарядами над поверхнею дiелектрика в трьох випадках пар
значень T та ns, вибiр яких буде пояснений нижче у даному роздiлi. Дамо
просту фiзичну iнтерпретацiю здобутого виразу (3.48), розглянувши його
граничнi випадки. Згiдно з визначенням величини ns в (3.42) ми отримуємо
два граничних випадки. У першому, на поверхнi дiелектрика z → ξ̄ або
h → 0, ми отримуємо E(i)

1z

(
z = ξ̄

)
= 2πens. У другому випадку h, z → +∞

та E
(i)
1z (h, z → +∞) = −2πens. У цьому сенсi поля, що створюються

зарядами по обидвi сторони вiд їх локалiзацiї (тобто в першому випадку всi
заряди знаходяться вище точки спостереження, у другому - нижче),
еквiвалентнi полю зарядженої пластинки з поверхневою густиною заряду
σ = ens. Як i в разi стрибка електричного поля на величину 4πσ при
переходi через заряджену поверхню, так i абсолютна величина рiзницi мiж
значеннями поля E

(i)
1 (z) на поверхнi дiелектрика z = ξ̄ i на нескiнченностi

z → +∞ складає 4πens. Те ж саме можна сказати i про змiну значення
повного поля E1 (z) в зазначених точках (див. (3.40)), оскiльки поля E(i)

1 (z)
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Рис. 3.4. Електричне поле, що створюється зарядженими частинками
E(i) (z), при рiзних парах значень температури T i числа частинок над

одиницею поверхнi дiелектрика ns.

та E1 (z) вiдрiзняються на постiйну величину зовнiшнього поля
E

(e)
1 = E1 (z) − E

(i)
1 (z) ≡ E(e). Останнє дiйсно постiйне, так як ∆φ

(e)
1 (r) = 0

(див. (2.30)). Можна також чисельно визначити точку zσ над поверхнею
дiелектрика, в якiй E

(i)
1 (zσ) = 0 i E(e)

1 = E1 (zσ) (див. рис. 3.5). При
фiксованому значеннi ns = 5 · 108см−2, zσ ≈ 4, 47 · 10−7см для T = 2, 5K,
zσ ≈ 1, 07 · 10−7см для T = 0, 5K, zσ ≈ 6, 66 · 10−8см для T = 0, 1K. Однак
простiше визначити величину зовнiшнього поля, як рiзницю повного поля i
поля, що створюється зарядами, на нескiнченностi:

E(e) = lim
z→+∞

(
E1 (z)− E

(i)
1 (z)

)
= E∞ + 2πens, (3.49)

У розглянутому нами електронейтральному випадку E∞ = 0, отже
рiвняння (3.49) набуває вигляду:

E(e) = 2πens. (3.50)
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Рис. 3.5. Вiдстань вiд поверхнi дiелектрика zσ, де поля, що створюються
всiма частинками взаємокомпенсуються E(i)

1 (zσ) = 0.

Тут доречно зробити наступне важливе зауваження. Отриманi вирази для
електричних полiв (3.45) та (3.50) використовуються у запропонованiй
теорiї даної статтi, однак при порiвняннi з експериментальними даними
iнших робiт [19, 20, 34, 43] вони можуть привести до деякої кiлькiсної
розбiжностi чисельних оцiнок. Це пов’язано з тим, що на практицi
вимiрюваною величиною є рiзниця потенцiалiв на обкладинках
конденсатора, яке створюється зовнiшнiм полем, що притискує заряди, а не
величина цього поля всерединi конденсатора. Проаналiзуємо зв’язок мiж
рiзницею потенцiалiв на обкладках конденсатора i параметром ns в умовах
квазiнейтральностi системи. За вiдсутностi зарядiв всерединi плоского
горизонтального конденсатора, нижня з обкладок якого опущена у рiдкий
дiелектрик на глибину d, а верхня знаходиться на нескiнченнiй вiдстанi вiд
поверхнi дiелектрiка, подається рiзниця потенцiалiв
∆U (e) = φ̄

(e)
1 (+∞) − φ̄

(e)
2 (−d). Ця рiзниця потенцiалiв створює електричне

поле E
(e)
1 над дiелектриком i E(e)

1

/
ε всерединi нього. Далi у простiр над
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дiелектриком iнжектується така кiлькiсть зарядiв, яка нейтралiзує
початкове поле E(e) всерединi конденсатора бiля його верхньої обкладки. Як
показано вище, E(e) i ns пов’язанi спiввiдношенням (3.50). Поява зарядiв
також збiльшує величину електричного поля на поверхнi дiелектрика i
всерединi нього до величин E0 та E0/ε вiдповiдно (див. (3.45)). Рiзниця
потенцiалiв на обкладках конденсатора тепер стає рiвною
∆U = φ̄1 (+∞) − φ̄2 (−d). Як правило у роботах (див. [34, 36, 75])
вважається, що електричне над дiелетрiком дорiвнює нулю, а отже падiння
напруги ∆U припадає на рiдкий дiелектрик (тому що, якщо поле над
дiелектриком дорiвнює нулю, то потенцiали верхньої обкладки i поверхнi
рiдкого дiлектрiка спiвпадають). Отже, електричне поле у дiелектрику буде
рiвним ∆U/d. З iншого боку, як показано ранiше, це поле дорiвнює E0/ε.
Тодi згiдно з (3.45), матимемо:

∆U/d = 4πens/ε. (3.51)

Якщо врахувати, що роль рiдкого дiелектрика грає гелiй, дiелектрична
проникнiсть якого близька до одиницi, то нерiдко у лiтературi [36,75] можна
зустрiти вираз для притискуючого поля у конденсаторi, що дорiвнює
E(e) = 4πens. У подiбних випадках для порiвняння здобутих нами
результатiв з експериментальними, ми будемо порiвнювати ns з
експериментальним значенням ns = E(e)

/
(4πe). Що ж стосується

твердження про те, що електричне поле дорiвнює нулю у всiй областi над
дiелектриком i, отже, падiння напруги в нiй дорiвнює нулю, то воно може
бути наближено справедливим. Дiйсно, ∆U = T (χ (+∞)− χ0)/e

+ 4πensd/ε, де другий доданок визначає падiння напруги мiж поверхнею
дiелектрика i верхньої обкладкою конденсатора. При ns = 5 · 108см−2 i
T = 2, 5K ми одержуємо 4πensd/ε ≈ 10−3B, а падiння напруги на
макроскопiчнiй вiдстанi вiд поверхнi дiелектрика, наприклад z = 10см,
складає 7, 9 · 10−8B. Дана обставина дозволяє використовувати (3.51) з
високим ступенем точностi.

Потенцiали сумарного електричного поля i зовнiшнього електричного
поля у плiвцi рiдкого дiелектрика i твердiй пiдкладцi вiдповiдно до
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формул (2.47) - (2.49), (3.45), (3.50) - (3.58) визначаються виразами:

φ̄2(z) = −E0

ε

(
z − ξ̄

)
+ φ0, φ̄3(z) = −E0

εd
(z + d) +

E0

ε

(
d+ ξ̄

)
+ φ0,

φ̄
(e)
1 (z) = −E(e)

(
z − ξ̄

)
+ φ

(e)
0 , φ̄

(e)
2 (z) = −E

(e)

ε

(
z − ξ̄

)
+ φ

(e)
0 ,

φ̄
(e)
3 (z) = −E

(e)

εd
(z + d) +

E(e)

ε

(
d+ ξ̄

)
+ φ

(e)
0 ,

(3.52)

де введене позначення φ̄1ξ = φ̄2ξ ≡ φ0, φ̄
(e)
1ξ = φ̄

(e)
2ξ ≡ φ

(e)
0 .

На основi отриманих формул (3.45), (3.50), (3.52) визначається i зниження
рiвня поверхнi ξ̄ в термiнах параметрiв задачi, виходячи з формули (2.46) з
урахуванням нерiвностi (3.39):

ξ̄ = − (4πens)
2

8πα(κ (d))2

(
1 +

3

4ε

)
. (3.53)

Вiдзначимо, що за вiдсутностi зарядiв вiдповiдно до (3.53) величина ξ̄, як i
має бути, дорiвнює нулю. Величина подiбного просiдання поверхнi добре
узгоджується з експериментом [65]. Рiвняння (3.53) дозволяє накласти
природне обмеження на величину притискуючого електричного поля, i як
наслiдок - на припустиму поверхневу концентрацiю електронiв. Дiйсно, у
рiвноважному станi системи, що описується рiвняннями
самоузгодження (2.30) - (2.32), глибина просiдання поверхнi плiвки рiдкого
дiелектрика повинна бути iстотно меншою за абсолютною величиною, нiж
товщина плiвки (або принаймнi меншою в кiлька разiв):∣∣ξ̄∣∣ << d. (3.54)

Ця умова дозволяє визначити деяке максимальне значення притискуючого
поля (або згiдно з (3.50), вiдповiдне йому значення ns в електронейтральному
випадку), що значно перевищує значення полiв, якi ми будемо розглядати.
З огляду на рiвняння (3.50), визначимо гранично припустиме значення nms ,
вiдповiдне максимально припустимому значенню притискуючого поля:

ns << nms , nms <
κ (d)

√
αd/(2π)

e
√
1 + 3/(4ε)

. (3.55)
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У разi макроскопiчних розмiрiв товщини плiвки або, як прийнято говорити,
масивного гелiю величина κ практично не залежить вiд d, що дозволяє
оцiнити значення nms . Наприклад, для плiвки рiдкого гелiю товщиною
d = 0, 1см, величина nms ≈ 2, 18 · 109см−2, що можна порiвняти з величиною
ncrs ≈ 2, 2 · 109см−2 [63], що визначає умову нестiйкостi однорiдної системи
електронiв над плоскою поверхнею рiдкого гелiю. Пiд нестiйкiстю у такiй
системi розумiється поява статичної деформацiї поверхнi рiдкого гелiю
перiодичного характеру в результатi утворення стоячих гравiтацiйних хвиль
(див. також [64]). Слiд, однак, врахувати, що величина κ може сильно
залежати вiд товщини плiвки d, Наприклад, для рiдкого гелiю ця
залежнiсть має вигляд [78]:

κ (d) =

√
ρ

α

(
g +

g0dv
d4 (d+ dv)

(
3 +

d

d+ dv

))
, (3.56)

де dv = 1, 65 · 10−5см, а g0 = 2, 2 · 10−14см5 · с−2. Звiдси витiкає, що у рядi
випадкiв така залежнiсть згiдно з (3.53) повинна враховуватися при аналiзi
умови стiйкостi (3.53). Дiаграми, якi iлюструють виконання умови (3.54)
стiйкостi системи, наведенi на рис. 3.6, у площинi {d, ns} у випадку
масивного гелiю (рис. 3.6) i тонких плiвок, якi враховують ефекти (3.56). На
дiаграмах сiрим кольором вiдзначенi областi, де спiввiдношення |ξ|/d < 1 в
обох випадках менше за одиницю. Iншими словами, вiдповiдно до нашої
теорiї, цi областi i є областями стiйкостi системи по вiдношенню до
деформацiй поверхнi пiд тиском газу зарядiв. Лiнiя, що роздiляє сiру i бiлу
областi, вiдповiдає рiвностi

∣∣ξ̄∣∣ = d. На рис. 3.7 збережено лiнiю
∣∣ξ̄∣∣ = d iз

рис. 3.6 для iлюстрацiї змiщення областi стiйкостi для тонких плiвок у
порiвняннi з випадком масивного гелiю. Рис. 3.6 показує, що гелiй може
вважатися «масивним» при товщинi плiвок бiльше, нiж 5 · 10−2см. Як легко
бачити, в цьому випадку запропонований розгляд справедливий
(умова (3.54) дотримується) в iнтервалi ns ∼ 108 ÷ 2 · 109см−2. Вiдзначимо
також, що графiк на рис. 3.6 добре узгоджується з даними роботи [79]. У цiй
роботi здобуто зв’язок мiж максимально припустимою величиною ns, при
якiй поверхня дiелектричної плiвки залишається плоскою, i її товщиною d
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Рис. 3.6. Дiаграма стiйкостi плоскої поверхнi гелiєвої плiвки до
деформацiй, що порушують її рiвновагу в площинi {d, ns}.

на пiдставi розв’язку задачi про стiйкiсть малих коливань у такiй системi.
Зi зменшенням товщини плiвки внесок в κ вiд гравiтацiйних сил

зменшується i зростає внесок сил Ван дер Ваальса. Цей процес конкуренцiї
закiнчується при d ∼ dv, коли гравiтацiйнi сили, що дiють на атоми рiдкого
дiелектрика, стають нехтовно малими у порiвняннi з силами Ван дер
Ваальса (див. рис. 3.7).

Вiдповiдно до рiвняння (3.56) залежнiсть ξ̄ вiд d у виразi (3.53)
зумовлена залежнiстю κ (d). Рiвняння (3.53) визначає зниження рiвня
поверхнi гелiю, тобто, товщина плiвки d зменшується на величину ξ̄.
Фактично реальна товщина плiвки стає рiвною d − |ξ|. При виконаннi
умови (3.54) рiвняння (3.53) є справедливим. Однак, коли величина d стає
одного порядку з величиною

∣∣ξ̄∣∣, що обчислена вiдповiдно до (3.53),
умова (3.54) порушується, i ми повиннi замiнити товщину плiвки d в (3.53)
(без урахування зовнiшнього електричного поля i поля зарядiв) на її
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реальне значення d − |ξ|. Тому у такому випадку рiвень поверхнi ξ̄ повинен
бути розрахований виходячи з модифiкацiї рiвняння (3.53), яке враховує
«ефективну» товщину плiвки d− |ξ|:

ξ̄ = − (4πens)
2

8πα
(
κ
(
d−

∣∣ξ̄∣∣))2
(
1 +

3

4ε

)
. (3.57)

Дане рiвняння завдяки справедливостi виразу (3.56) аналiтичного розв’язку
вiдносно ξ̄ не має. Чисельний його розв’язок ξ̄n дає область виконання
природньої умови

∣∣ξ̄n∣∣ < d, за якої задача, що розглядається в цiй роботi,
зберiгає сенс (система стiйка щодо деформацiй поверхнi рiдкого гелiю). Ця
область

∣∣ξ̄n∣∣ < d зображена на рис. 3.7 нижче суцiльною кривою, а область
нижче пунктирної кривої вiдповiдає випадку d >

∣∣ξ̄∣∣. Як видно, врахування
ефективної товщини плiвки рiдкого дiелектрика виявляється iстотним в
областi d < 5 · 10−4см i дещо розширює область припустимих значень у
площинi {ns, d} у порiвняннi з випадком, коли цей ефект не враховувався.
(див. рис. 3.6).

Вiдзначимо також ще одну важливу обставину. Для досить тонких
плiвок, товщиною d ∼ 10−6 ÷ 10−5см (за вiдсутностi притискуючого поля),
при досить великих значеннях ns > 5 · 1010см−2 ефективна товщина плiвки
d−

∣∣ξ̄n∣∣ слабко залежить вiд d. Ця обставина вiдображена на рис. 3.8 i добре
узгоджується з даними робiт [56, 80]. При подальшому збiльшеннi
ns > 4 · 1011см−2 значення ефективної товщини плiвки дiелектрика досягає
величини близько 50 ангстрем, що згiдно з [80] може призводити до
тунелювання електронiв до металевої пiдкладки. Однак дослiдження даного
ефекту виходить за межi цiєї роботи. Справдi, дисертацiйна робота, як
вказувалося вже на її початку, присвячена квазiкласичному опису системи
заряджених частинок у термiнах функцiї розподiлу Вiгнера (2.32), що
залежить одночасно вiд r i p. Iз цiєї причини у даному пiдходi опис
квантовомеханiчного ефекту тунелювання не є можливим. Зазначимо
також, що користуючись формулою (3.57) можна отримати чисельнi оцiнки,
спiвставнi з результатами роботи [56]. Наприклад, для плiвки гелiю
товщиною d < 10−6см на металевiй пiдкладцi отримаємо значення величини
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Рис. 3.7. Дiаграма стiйкостi плоскої поверхнi гелiєвої плiвки до
деформацiй, що порушують її рiвновагу у площинi {d, ns} з урахуванням

«ефективної» товщини плiвки (3.57).

nms ≈ 0, 7 · 1011см−2.
Що ж стосується залежностi χ (z), пов’язаної з φ̄1 (z) спiввiдношенням

(3.38), то вона визначається чисельним iнтегрування рiвняння (3.38), або

a0
25/4

(
πe2

Ta0

)1/4
χ∫

χ0

dχ′√
−Li5/2 (−eχ′)

= ξ̄ − z. (3.58)

Для конкретних значень T i ns на рис. 3.9 χ (z)

χn (z) = χn0 − 2 ln

(
1 +

z − ξ̄

2z0

)
,

χn0 = ln

(
nsa

3
0√

2z0

(
πe2

Ta0

)3
2

)
, z0 =

T

eE0
.

(3.59)

При виборi конкретних значень пари параметрiв T i ns розглянуто три
випадки, обраних за принципом їх задоволення умови невиродженостi



79

Рис. 3.8. Залежнiсть ефективної товщини гелiєвої плiвки вiд ns.

електронного газу [4]:

23/2n2sa
4
0

(
πe2

Ta0

)5/2

<< 1. (3.60)

У першому випадку T = 2, 5K i ns = 5 · 108см−2, газ зарядiв є
невиродженим, оскiльки 23/2n2sa

4
0

(
πe2
/
(Ta0)

)5/2 ≈ 0.05 i кривi χ (z), χn (z)
практично збiгаються.

У другому випадку оберемо T = 0, 5K та ns = 5 · 108см−2. При цих
значеннях умова невиродженостi (3.60) порушується
(23/2n2sa40

(
πe2
/
(Ta0)

)5/2 ≈ 2, 79), що видно на рис. 3.9. З вiддаленням вiд
поверхнi концентрацiя газу (3.40) зменшується (див. рис. 3.11) i кривi χ (z)
та χn (z) зближуються. При z − ξ̄ = 10z0 ≈ 4, 45 · 10−7см вiдношення
χ/χn ≈ 0, 95 i далi з ростом z з точнiстю бiльш нiж 95 вiдсоткiв газ зарядiв
може вважатися невиродженим, що виражається у фактичному збiгу
вiдповiдних кривих χ (z) i χn (z). У третьому випадку T = 0, 1K i
ns = 5 · 108см−2 умова (3.60) сильно порушується
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Рис. 3.9. Безрозмiрний електрохiмiчний потенцiал χ (z) у випадку
загальної статистики Фермi i больцманiвської статистики для трьох

пар значень T i ns.

(23/2n2sa40
(
πe2
/
(Ta0)

)5/2 ≈ 156, 18) i газ зарядiв не є невиродженим (див.
рис. 3.9). Однак на вiдмiну вiд попереднього випадку, газ зарядiв може
вважатися невиродженим на вiдстанi бiльш нiж z − ξ̄ = 200z0

≈ 1, 78 · 10−6см з точнiстю не менше нiж 95 вiдсоткiв.
Зробимо також коментар щодо залежностi електричного поля,

напруженiсть якого E1 (z) може бути отримана на основi знайденої функцiї
χ (z) та рiвняння (3.58), або дифференцiюванням E1 (z) = −χ′ (z)T/e. Такi
залежностi наведенi на рис. 3.10 для трьох згаданих вище випадкiв, поряд з
залежностями En (z) для невиродженого газу, здобутих у роботi [4]:

En (z) = E0

/(
1 +

(
z − ξ̄

)/
(2z0)

)
. (3.61)

Вiдзначимо тут ту обставину, що швидкiсть зменшення електричного поля
зi збiльшенням вiдстанi вiд поверхнi дiелектрика z − ξ̄ визначається
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Рис. 3.10. Електричне поле в областi над поверхнею дiелектрика E1 (z) у
випадку загальної статистики Фермi i Больцманiвської статистики для

трьох пар значень T i ns.

ступенем невиродження газу. Чим ближче газ до стану невиродженостi, тим
повiльнiше спадає поле зi збiльшенням вiдстанi вiд поверхнi дiелектрика. На
рис. 3.10 усi кривi виходять з однiєї точки при z − ξ̄, оскiльки для всiх них
ns однакове i дорiвнює 5 · 108см−2, що вiдповiдає значенню електричного
поля, яке визначається спiввiдношенням (3.45).

Одержана на основi розв’язку (3.58) залежнiсть χ (z) дозволяє визначити
n (z) за допомогою (3.40). На рис. 3.11 зображена залежнiсть n (z) для трьох
вищезазначених випадкiв значень параметрiв T i ns.

Вiдзначимо, що у першому випадку, T = 2, 5K та ns = 5 · 108см−2, газ
зарядiв близький до стану невиродженостi, тому крива n (z) практично
збiгається з кривою nn (z) для невиродженого газу, здобутої у роботах [4,75]:

nn (z) =
ns
2z0

(
1 +

(
z − ξ̄

)/
(2z0)

)−2
. (3.62)
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Рис. 3.11. Концентрацiя частинок над поверхнею дiелектрика n (z) у
випадку загальної статистики Фермi i больцманiвської статистики для

трьох пар значень T i ns.

Вiдзначимо ту обставину, що чим ближче газ до стану невиродженостi, тим
повiльнiше спадає його концентрацiя з вiдстанню вiд поверхнi дiелектрика.
Особливий iнтерес представляє стан газу, близький до виродження, що
досягається при досить високих концентрацiях i низьких температурах. Це
пов’язано з можливим внеском у взаємодiю мiж частинками обмiнних
процесiв, однак детальний розгляд цiєї ситуацiї виходить за межi
дисертацiйної роботи за вказаною вище причиною.

Використовуючи залежнiсть концентрацiї числа частинок n (z) вiд
вiдстанi, можна визначити деякi характернi просторовi розмiри, властивi
системi, що дослiджується. Для початку введемо поняття вiдстанi вiд
поверхнi дiелектрика, що характеризує рiвень, нижче якого знаходиться
переважна кiлькiсть частинок з загальної їх кiлькостi над поверхнею
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Рис. 3.12. Частина зарядiв ∆(z), що знаходяться нижче рiвня z вiд
поверхнi дiелектрика для рiзних значень температури.

дiелектрика. Iз цiєю метою введемо до розгляду функцiю ∆(z):

∆(z) =
1

ns

z∫
ξ̄

n (x)dx, (3.63)

що характеризує частку зарядiв вiд повного їх числа, якi перебувають на
вiдстанi вiд поверхнi дiелектрика нижче нiж z. На рис. 3.12 зображенi
графiки цiєї функцiї при рiзних температурах i однаковому значеннi
концентрацiї ns = 5 · 108см−2. Для визначеностi будемо вважати, що
вiдстань zm є характерною для даного випадку, якщо частина зарядiв в
iнтервалi zm ≥ z ≥ ξ̄ вiдповiдає, наприклад, значенню ∆ ≈ 0, 95. Тодi для
температури T = 2, 5K знайдемо zm = 40z0 ≈ 8, 9 · 10−6см, у випадку
температури T = 0, 5K - zm = 40z0 ≈ 1, 78 · 10−6см i при температурi
T = 0, 1K - zm = 57z0 ≈ 5, 1 · 10−7см. Як i слiд було очiкувати, з наведених
оцiнок можна зробити висновок, що при фiксованому числi частинок
вiдстань, яка може розглядатися як якась ефективна межа газу частинок



84

над поверхнею дiелектрика, падає зi спаданням температури.
Пiдкреслимо при цьому, що вiдстань zm вiд поверхнi дiелектрика, вище

якої зарядiв практично немає, за порядком величини можна порiвняти з
характерною вiдстанню локалiзацiї окремого електрона в основному станi
над поверхнею гелiю [17, 22]. Задача знаходження такої характерної вiдстанi
локалiзацiї може бути зведена до задачi про знаходження середньої вiдстанi
електрона вiд ядра в атомi водню, що знаходиться в основному станi. В
роботi [63] вiдзначається, що при ns ∼ 108 ÷ 109см−2 середня вiдстань мiж
частинками на один-два порядки бiльша за характерну вiдстань локалiзацiї
електрона над поверхнею гелiю, внаслiдок чого газ зарядiв можна вважати
двовимiрним.

У дослiджуваному нами випадку характерна вiдстань вiд поверхнi zm,
введена вище, також як мiнiмум на порядок менша за n

−1/2
s . На перший

погляд, ця обставина дозволяє вважати дослiджувану систему
«квазi-двовимiрною». Справдi, при певних значеннях T i ns середня
вiдстань мiж проекцiями зарядiв на площину, паралельну поверхнi
дiелектрика, пропорцiйна n−1/2

s , може ставати навiть на два порядки бiльше
нiж характерна вiдстань zm. Iз цiєї причини, маючи на увазi мале значення
величини zmn

1/2
s ≪ 1, можна було б вважати, що заряди практично

знаходяться в однiй площинi. Але, по-перше, це не так в найзагальнiшому
випадку, оскiльки величина zmn

1/2
s може бути i не малою. З iншого боку,

навiть справедливiсть нерiвностi zmn
1/2
s ≪ 1 не може слугувати

виправданням для того, щоб вважати систему квазi-двовимiрною. Для
доказу цього твердження обчислимо середню вiдстань зарядiв вiд плоскої
поверхнi дiелектрика усерединi об’єму, обмеженого площинами z = ξ̄ i
z = zm (нагадаємо, що ми домовилися знаходити величину zm з умови
∆(zm) = 0.95, див. (3.63)). Iмовiрнiсть окремо взятого заряду перебувати в
iнтервалi вiдстаней (z, z + dz) вiд поверхнi дiелектрика дорiвнює
n (z) dz/ns. Тодi середня вiдстань

⟨
z − ξ̄

⟩
заряду вiд поверхнi дiелектрика

вiдповiдно до (3.38), (3.40) i (3.43) має визначатися формулою:
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⟨
z − ξ̄

⟩
= n−1

s

zm∫
ξ̄

dzn (z)
(
z − ξ̄

)
= z0 χ|ξ̄zm . (3.64)

При розглянутих вище iлюстративних значеннях концентрацiї
ns = 5 · 108см−2 в результатi чисельних розрахункiв ми отримаємо такi
середнi вiдстанi зарядiв вiд поверхнi дiелектрика:⟨
z − ξ̄

⟩
≈ 4z0 = 0, 11 · zm ≈ 0, 9 · 10−6см при температурi T = 2, 5K, при

T = 0, 5K -
⟨
z − ξ̄

⟩
≈ 4, 5z0 = 0, 15zm ≈ 2 · 10−7см i для температури

T = 0, 1K -
⟨
z − ξ̄

⟩
≈ 10z0 = 0, 18zm ≈ 0, 9 · 10−7см. Таким чином, в данiй

областi {T, ns} в об’ємi над плоскою поверхнею дiелектрика, обмеженого
площинами z = ξ̄ та z = zm середня вiдстань частинок вiд поверхнi
дiелектрика z = ξ̄ в 5-10 раз менше характерної висоти zm локалiзацiї
електронiв над поверхнею дiелектричної плiвки. Саме ця обставина є
основною перешкодою для того, щоб вважати дослiджуванi квазiнейтральнi
системи зарядiв над поверхнями рiдких дiелектрикiв близькими до
двовимiрних систем. Вiдзначимо, що в силу нерiвностi zmn

1/2
s ≪ 1 i

наведених вище оцiнок середня вiдстань ⟨z⟩ мiж зарядами вздовж осi 0z

мала у порiвняннi з середньою вiдстанню
√
n−1
s мiж частинками вздовж

осей 0x та 0y, ⟨z⟩ ≪
√
n−1
s . З цiєї причини середня вiдстань l мiж зарядами

всерединi згаданого об’єму також має порядок
√
n−1
s згiдно з оцiнкою

l ∼
√
n−1
s + ⟨z⟩2 ≈

√
n−1
s . Дана обставина дозволяє встановити межi

застосування квазiкласичного наближення, яке використовується у
дисертацiйнiй роботi.

Для проведення вiдповiдних оцiнок обчислимо середню довжину
теплової хвилi де Бройля ⟨λ⟩ ∼ ~

/√
⟨p2⟩ для заряджених частинок над

поверхнею дiелектрика. Середнє значення квадрата iмпульсу може бути
знайдено з використанням формул (2.32), (3.38) - (3.40):

⟨
p2
⟩
=

∫
d3rd3pfp (r) p

2∫
d3rd3pfp (r)

=

(
Ta0
πe2

)5/4
3mT

27/4a20ns

χ0∫
−∞

dχ
(
−Li5/2 (−eχ)

)1/2
.
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Звiдси приходимо до наступного виразу для теплової хвилi де Бройля ⟨λ⟩:

⟨λ⟩ ∼ ~√
⟨p2⟩

= a20
√
ns

(
πe2

Ta0

)9/8
√

27/4

3π

 χ0∫
−∞

dχ
(
−Li5/2 (−eχ)

)1/2−1/2

.

Чисельнi оцiнки останнього виразу показують, що в iнтервалi значень
концентрацiї ns вiд 108см−2 до 2 · 109см−2 i температури T вiд 0.1K до 5K,
середня довжина теплової хвилi де Бройля має порядок ⟨λ⟩ ∼ 10−6см, що на
два порядки менше за середнью вiдстань мiж частинками ∼ n

−1/2
s , див.

вище. Така обставина i дозволяє розв’язувати поставленi у дисертацiйнiй
роботi задачi у межах квазiкласичного наближення, виключаючи з
розгляду наявнiсть таких квантових видiв взаємодiї частинок, як обмiнна.
Вплив обмiнної взаємодiї може виявитися iстотним для газу частинок,
близького до стану виродження. Досягненню виродженого стану сприяє
зниження температури i пiдвищення концентрацiї частинок. У свою чергу,
говорячи про можливiсть експериментального виявлення таких вироджених
станiв розглянутої системи, слiд зазначити, що область низьких температур
є важкодосяжною, а область високих концентрацiй обмежується зверху
критерiєм стiйкостi, див. (3.54), (3.55) та рис. 3.7. Однак при зменшеннi
товщини плiвки дiелектрика область припустимих концентрацiй зростає на
кiлька порядкiв у порiвняннi з «масивним» аналогом плiвки. Опис такої
ситуацiї виведено за межi дисертацiйної роботи, однак попереднi
розрахунки показують можливiсть такої модифiкацiї теорiї стосовно систем
з виродженим газом зарядiв над поверхнею рiдкого дiелектрика,
використовуючи терiю функцiоналу концентрацiї n (r) (див.,
наприклад, [81]). Потреба ж у такому описi виникає як у зв’язку з
експериментами, реалiзованими над тонкими плiвками [56], так i з-за
наявностi теоретичних робiт (див., наприклад, [55, 79, 82]), заснованих на
пiдходах, вiдмiнних вiд запропонованного автором дисертацiйної роботи.

Отриманi вирази (3.45) - (3.58) i є розв’язком задачi про розподiл
невиродженого газу електронiв i полiв у системi заряджених частинок над
плоскою поверхнею рiдкого дiелектрика за присутностi зовнiшнього
притискуючого поля у квазiнейтральному випадку. У наступному роздiлi



87

отриманi в цьому пiдроздiлi рiвняння, вирази i нерiвностi будуть
використанi для вивчення умов формування просторово-перiодичних станiв
у дослiджуванiй системi, що виникли у результатi фазового переходу.

3.4. Заряджена система фермi-частинок над плоскою поверхнею

рiдкого дiелектрика у зовнiшньому притискуючому

електричному полi. Вихiд за межi статистики Больцмана.

У цьому пiдроздiлi розглядається найбiльш загальна ситуацiя системи
фермi-частинок над плоскою поверхнею рiдкого дiелектрика, яка не
перебуває у станi невиродженостi, а також не знаходиться в умовах
квазiнейтральностi. Тому спiввiдношення, отриманi в пiдроздiлi, будуть
мати найбiльш широкий спектр застосування, а спiввiдношення для
невиродженої i квазiнейтральної систем можуть бути отриманi в якостi
граничного випадку.

При розв’язку системи рiвнянь (2.45)-(2.48), будемо дотримуватись
методики попереднiх пiдроздiлiв дисертацiї i робiт [1, 3, 4]. Для розв’язку
першого з рiвнянь (2.45), його зручно переписати у наступному виглядi:

φ̄′′
1 (z) = 4πeν

∞∫
0

dεε1/2
(
1 + exp

ε− ψ

T

)−1

,

ψ (z) ≡ µ+ eφ̄1 (z) , ν =
√
2π−2a

−3/2
0 e−3.

(3.65)

Порядок рiвняння (3.65) може бути знижений, див. [3]. В результатi можна
прийти до рiвняння:

∂φ̄1

∂z
= −

16π

3
ν

∞∫
0

dεε3/2
(
1 + exp

ε− ψ

T

)−1

+ C1


1/2

. (3.66)

Беручи до уваги ту обставину, що на нескiнченнiй вiдстанi вiд поверхнi
заряди вiдсутнi i, отже, в цiй областi функцiя розподiлу наближається до 0,
неважко визначити константу iнтегрування C1 = E2

∞, де

E∞ = − lim
z→+∞

φ̄′
1 (z) . (3.67)
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У цьому випадку, рiвняння (3.66) набуває вигляду:

∂χ

∂z
= − 1

z0

{
1− 25/2Li5/2 (−eχ)

z20
a20

(
a0T

πe2

)1/2
}1/2

,

z0 = T/eE∞, χ (z) = (µ+ eφ̄1 (z))/T .

(3.68)

Або у термiнах електричних полiв E1 (z) = −φ̄′
1 (z) i (3.67):

E1 (z) = E∞

{
1− 25/2Li5/2

(
−eχ(z)

) z20
a20

(
a0T

πe2

)1/2
}1/2

. (3.69)

У рiвняннях (3.68), (3.69) введена спецiальна функцiя Lis+1 (t) називається
полiлогарифмом (див. також попереднiй пiдроздiл) i пов’язана з iнтегралом
Фермi-Дiрака Is (t) спiввiдношенням:

Is (χ) = −Lis+1 (−eχ) , Is (χ) =
1

Γ (s+ 1)

∞∫
0

xsdx

1 + ex−χ
. (3.70)

Використовуючи (3.70), перетворимо вираз для концентрацiї частинок
в (2.30) у наступний:

n (z) = −
(
Ta0
πe2

)3/2Li3/2
(
−eχ(z)

)
√
2a30

. (3.71)

Iнтегруючи рiвняння (3.71) за змiнною z вiд ξ̄ до +∞, отримаємо:

4πens = E0 − E∞, ns =

∞∫
ξ

dzn (z), (3.72)

де E0 = −φ̄′
1 (z)|z=ξ̄ - значення електричного поля на поверхнi рiдкого

дiелектрика, а ns - повне число частинок у системi, що знаходяться над
одиницею поверхнi рiдкого дiелектрика. Рiвняння (3.72) разом з
рiвнянням (3.69) при z = ξ̄

E0 = E∞

{
1− 25/2Li5/2 (−eχξ)

z20
a20

(
a0T

πe2

)1/2
}1/2

, (3.73)
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дають неявне рiвняння для визначення безрозмiрного електрохiмiчного
потенцiалу на поверхнi рiдкого дiелектрика χξ = χ

(
z = ξ̄

)
як функцiї T ,

E(e) i ns:

E∞

4πe

{1− 25/2
z20
a20

(
Ta0
πe2

)1/2

Li5/2 (−eχξ)

}1/2

− 1

 = ns. (3.74)

З iншого боку, рiвняння (3.74) також є умовою нормування
електрохiмiчного потенцiалу при фiксованих значеннях параметрiв системи
T , E(e) i ns, у випадку виконання умови Li5/2 (−eχ∞) = 0, що вiдображає
факт вiдсутностi частинок на нескiнченностi. По сутi, ця обставина була
використана при визначеннi константи iнтегрування C1 у рiвняннi (3.66).

Для розв’язку рiвнянь (2.45)-(2.48) iз граничними умовами (2.49),
необхiдно встановити зв’язок мiж значеннями зовнiшнього E

(e)
1 i повного

електричного поля E1 (z) = −φ̄′
1 (z). Цей зв’язок був знайдений у

попередньому пiдроздiлi дисертацi у загальному випадку E∞ ̸= 0 i згодом
поклавши E∞ = 0 було здобуто необхiднi спiввiдношення у
квазiнейтральному випадку.

Отже, диференцiюючи потенцiал електричного поля φj = φ
(i)
j +φ

(e)
j за z i

змiнюючи знак по обидвi сторони отриманої рiвностi, ми прийдемо до виразу:

E1 (z) = E
(i)
1 (z) + E

(e)
1 , (3.75)

де величина E(e)
1 визначається спiввiдношенням (3.49).

Тут потрiбно зробити зауваження щодо дiапазону величини ns, для яких
може бути застосовано опис, викладений у данному пiдроздiлi дисертацiйної
роботи. Згiдно зробленим вище припущенням, потенцiал φ̄1 (z) спадає з
ростом z (див. (3.66)), або E1

(
z > ξ̄

)
> 0. Така ситуацiя реалiзується, якщо

E
(e)
1 ≥ 2πens. (3.76)

У граничному випадку E(e)
1 = 2πens повне поле E1 (z) при z → +∞, згiдно

з (3.69) стає рiвним нулю, вiдповiдає випадку квазiнейтральної системи,
розглянутої в роботi [5]. Подальше iнжектування частинок у систему буде
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приводити до їх покидання конденсатора, якщо його торцi вiдкритi,
оскiльки системi недостатньо електричного поля, здатного утримувати цей
надлишок. Якщо торцi конденсатора щiльно закритi стiнками, що
перешкоджають покидання зарядiв конденсатора, цi заряди почнуть
спрямовуватися до верхньої обкладки конденсатора. На практицi часто
замiсть стiнок використовується торцевий електрод, на який подається
замикаючий потенцiал, що вiдштовхує електрони [27]. Однак, в такому
випадку розподiли (3.69), (3.71) непридатнi до застосування у всiй областi
z > ξ̄, i задача вимагає окремого розгляду, що виходить за межi
дисертацiйної роботи. Проте вiдзначимо, що подiбна задача була розв’язана
у роботi [77].

Потенцiали сумарного електричного поля i зовнiшнього електричного
поля у всiх трьох областях вiдповiдно до формул (2.47)-(2.49), (3.65), (3.74)
визначаються виразами:

χ∫
χ0

dχ′

{
1− 25/2Li5/2

(
−eχ′

) z20
a20

(
a0T

πe2

)1/2
}−1/2

=
ξ̄ − z

z0
, z0 = T/eE∞,

φ̄2 (z) = −E0

ε

(
z − ξ̄

)
+ φ0, φ̄3 (z) = −E0

εd
(z + d) +

E0

ε

(
d+ ξ̄

)
+ φ0,

φ̄
(e)
1 (z) = −E(e)

1

(
z − ξ̄

)
+ φ

(e)
0 , φ̄

(e)
2 (z) = −E

(e)
1

ε

(
z − ξ̄

)
+ φ

(e)
0 ,

φ̄
(e)
3 (z) = −E

(e)
1

εd
(z + d) +

E
(e)
1

ε

(
d+ ξ̄

)
+ φ

(e)
0 ,

(3.77)
де введене позначення φ̄1ξ = φ̄2ξ ≡ φ0 i φ̄(e)

1ξ = φ̄
(e)
2ξ ≡ φ

(e)
0 . Як уже було

зазначено, перше рiвняння в (3.77) здобуте iнтегруванням рiвняння (3.68)),
однак для знаходження залежностi χ (z) потрiбне залучення чисельних
методiв. Нижче будуть наведенi результати таких обчислень для фiксованих
значень T , ns i E(e).

На основi одержаних формул (2.46), (3.74), (3.77) визначається i зниження
рiвня поверхнi ξ̄ у термiнах параметрiв задачi, виходячи з формули:

ξ̄ = −(4πens)
2

8πακ2

(
E(e)

2πens

(
1 +

1

2ε

)
+

1

4ε

)
. (3.78)
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Як видно з виразу (3.78)), збiльшення значень параметрiв E(e) i ns може
спричинити порушення природньої умови:∣∣ξ̄∣∣ < d. (3.79)

Слiд зауважити, що величина κ, що враховує внесок в енергiю рiдкого
дiелектрика, як об’ємних так i поверхневих ефектiв, має залежати вiд
товщини плiвки d. Наприклад, для рiдкого гелiю дана залежнiсть має такий
вигляд [78]:

κ (d) =

√
ρ

α

(
g +

g0dv
d4 (d+ dv)

(
3 +

d

d+ dv

))
, (3.80)

де dv = 1, 65 · 10−5см i g0 = 2, 2 · 10−14см5 · c−2. Вочевидь, зниження рiвня
поверхнi дiелектрика на величину

∣∣ξ̄∣∣ призводить до того, що товщина плiвки
стає рiвною d−

∣∣ξ̄∣∣. Таким чином, при обчисленнi виразу (3.78) слiд замiнити
значення κ (d) на κ

(
d−

∣∣ξ̄∣∣):
ξ̄ = − (4πens)

2

8πα
(
κ
(
d−

∣∣ξ̄∣∣))2
(
E(e)

2πens

(
1 +

1

2ε

)
+

1

4ε

)
. (3.81)

Розв’язок даного рiвняння ξ̄
(
d, ns, E

(e)
)

коректно враховує ефект зниження
рiвня поверхнi рiдкого дiелектрика, проте його знаходження вимагає
залучення чисельних методiв на вiдмiну вiд рiвняння (3.78). Чисельнi
оцiнки рiвняння (3.78) показують, що для E(e) = 5000B/см, ns = 5 · 108см−2,
T = 5K i d = 0, 1см умова (3.79) виконується дуже добре навiть у випадку
сильної нерiвностi

∣∣ξ̄∣∣ << d. З огляду на ту обставину, що в
експериментальних даних робiт [26,27,62], значення E(e), ns в яких меншi за
E(e) = 5000B/см i ns = 5 · 108см−2 вiдповiдно, а величина d > 0, 1см, то
проведення порiвняння отриманих результатiв з експериментальними
можна проводити використовуючи (3.78). У випадку бiльш тонких плiвок i
бiльш високих E(e) i ns для перевiрки умови (3.79) доведеться
використовувати рiвняння (3.81). Вiдзначимо, що обчислення ξ̄ згiдно з
формулою, аналогiчною (3.81), проводилось у роботi [5] i це призводило до
ряду цiкавих ефектiв для тонких плiвок гелiю d < 10−4см, коли внесок сил
Ван дер Вальса у вираз (3.80) домiнує над внеском гравiтацiйних сил.
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Метою даного пiдроздiлу дисертацiйої роботи не є розгляд ефектiв над
тонкими плiвками дiелектрика, тому, як вже зазначалося вище,
виправданим буде використання спiввiдношення (3.78).

У роботi [5] було розглянуто задачу опису розподiлу заряджених
частинок над поверхнею рiдкого дiелектрика у квазiнейтральному випадку
(E(e) = 2πens). А у роботi [3] розглядалася система невиродженого газу
зарядiв над поверхнею рiдкого дiелектрика у «зарядженому» випадку
(E(e) > 2πens). У цьому сенсi даний пiдроздiл дисертацiйної роботи може
розглядатися як узагальнення двох попереднiх пiдроздiлiв, та результатiв,
отриманих уроботах [3, 5]. Тому результати зазначених робiт можна здубути
як граничнi випадки спiввiдношень (3.69), (3.71), (3.77) та (3.78). Дiйсно, до
результатiв квазiнейтральної задачi [5] ми прийдемо, поклавши
E(e) = 2πens:

E1 (z) =
T25/4

ea0

(
Ta0
πe2

)1/4(
−Li5/2

(
−eχ(z)

))1/2
,

n = −
(
Ta0
πe2

)3/2Li3/2 (−eχ)√
2a30

, ξ̄ = − (4πens)
2

8πα(κ (d))2

(
1 +

3

4ε

)
.

(3.82)

Щоб виконати граничний перехiд до випадку невиродженого газу
частинок, слiд розглянути область значень параметрiв T , E(e) i ns, де
функцiя розподiлу частинок (2.32) близька до больцманiвської:

e
ε−ψ
T >> 1. (3.83)

Ця нерiвнiсть дозволяє видiлити головне наближення полiлогарифмiчної
функцiї (3.70) довiльного порядку Lis

(
−eχ(z)

)
≈ −eχ i проiнтегрувати

перше рiвняння в (3.77) у вiдповiдному наближеннi:

χn (z) = χ
(
ξ̄
)
− 2 ln

(
E0

E∞
sh

(
z − ξ̄

2z0

)
+ ch

(
z − ξ̄

2z0

))
=

= χ
(
ξ̄
)
− z − ξ̄

z0
− 2 ln

(
1−X (z)

1−X
(
ξ̄
)) . (3.84)

Нижнiй iндекс «n» у даному виразi означає наближення, в якому газ
частинок може вважатися невиродженим. Останнiй вираз також дає
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можливiсть визначити область невиродженостi газу зарядiв в просторi
{T,E, ns}, згiдно з (3.83), (3.84), (3.74):

T 5/2

21/2π3/2nse4E(e)a
3/2
0

>> 1. (3.85)

Насправдi умова (3.85) бiльш жорстка, нiж (3.83), оскiльки її обчислено при
z = ξ̄. Однак, зважаючи на спадання функцiї (3.84)), якщо умова (3.83)
виконується при z = ξ̄, то вона тим бiльш справедлива при z > ξ̄.
Використовуючи наближення (3.85), а також формули (3.69), (3.71), (3.78)
i (3.84), обчислимо основнi величини, що характеризують невироджену
систему зарядiв над поверхнею дiелектрика:

φ̄1n (z) = φ0n − E∞
(
z − ξ̄

)
− 2E∞z0 ln

1−X (z)

1−X
(
ξ̄
) , E1n (z) = E∞

1 +X (z)

1−X (z)
,

nn (z) =
E2

∞
8πT

4X (z)

(1−X (z))2
, X (z) ≡ E0 − E∞

E0 + E∞
exp

(
ξ̄ − z

z0

)
.

(3.86)
Цi формули вiдповiдають результатам роботи [3]. Якщо в них здiйснити
граничний перехiд до квазiнейтрального випадку (E(e) → 2πens), то ми
прийдемо до результатiв роботи [4], де розглядався невироджений газ
зарядiв у квазiнейтральному випадку (позначимо такi величини iндексами
«nq»):

χ1nq (z) = χ0n − 2 ln

(
1 +

z − ξ̄

2z0n

)
, E1nq (z) =

4πens

1 +
(
z − ξ̄

)/
(2z0n)

,

nnq (z) =
ns
2z0n

(
1 +

z − ξ̄

2z0n

)−2

, z0n =
T

4πe2ns
, χ0 = ln

23/2πe2n2sa
3
0

T
.

(3.87)

Проiлюструємо залежностi χ (z), E1 (z) i n (z), здобутi у даному
пiдроздiлi у порiвняннi з вiдповiдними залежностями χn (z), E1n (z) та
nn (z), знайденими у роботi [3]. Також проведемо порiвняння з вiдповiдними
залежностями χq (z), E1q (z) i nq (z) отриманими в роботi [5] i вiдповiдними
до квазiнейтрального випадку (E(e) = 2πens) i залежностями χnq (z),
E1nq (z) i nnq (z), наведеними у роботi [4], що описують характеристики
невиродженого газу у квазiнейтральному випадку. Розглянемо наступнi
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значення параметрiв Tn = 2, 5K, nsn = 5 · 108см−2 та E(e)
n = 2πensn, за яких

умова невиродженостi (3.85) виконується дуже добре
21/2π3/2nsne

4E
(e)
n a

3/2
0 T

−5/2
n ≈ 0, 05. Цiєю обставиною зумовлене маркування

iндексом «n» вiдповiдних параметрiв. Неважко помiтити, що величина
зовнiшнього поля E

(e)
n = 2πensn вiдповiдає квазiнейтральному випадку.

Однак i за вдвiчi бiльшого значення E
(e)
n = 2πensn i при тому ж

nsn = 5 · 108см−2 умова невиродженостi (3.85) виконується достатньо добре
21/2π3/2nsne

4E
(e)
n a

3/2
0 T

−5/2
n ≈ 0, 099. Оскiльки у цiй ситуацiї E(e)

n > 2πensn, ми
будемо мати справу з «зарядженою» системою, що розглядається у даному
пiдроздiлi диертацiйної роботи. Позначимо iндексом «m» значення
параметрiв T , ns i E(e), за яких умова невиродженостi буде порушуватися у
квазiнейтральному випадку: Tm = 1, 5K, nsm = 109см−2 i E(e)

m = 2πensm:
21/2π3/2nsme

4E
(e)
m a

3/2
0 T

−5/2
m ≈ 0, 72. Збiльшивши зовнiшнє поле у два рази при

фiксованому nsm, ми отримаємо «заряджений» випадок, в якому умова
невиродженостi також не виконується: 21/2π3/2nsme4E

(e)
m a

3/2
0 T

−5/2
m ≈ 1, 44.

Залежностi електричного поля E1 (z) вiд z наведенi на рис. 3.13 i
вiдповiдають квазiнейтральному випадку E(e) = 2πens. Причому, як i слiд
було очiкувати, далеко вiд поверхнi дiелектрика поле зарядiв E

(i)
1 (z)

екранує зовнiшнє поле E(e). Iз цiєї причини повне поле E1 (z) у цiй областi
прямує до нуля. Спiвпадiння кривих E1 (z), E1n (z), E1q (z) i E1qn (z) при
T = Tn, ns = nsn i E(e) = E

(e)
n зумовлене невиродженiстю газу зарядiв i його

квазiнейтральнiстю, за яких кривi E1 (z), E1n (z) i E1q (z) переходять до
свого граничного випадку E1qn (z). З порушенням умови невиродженостi
газу, при T = Tm, ns = nsm та E(e) = E

(e)
m за малих вiдстаней вiд поверхнi

дiелектрика спiвпадаючi кривi E1 (z), E1q (z) перестають збiгатися з
кривими E1n (z), E1qn (z), проте по мiрi вiддалення вiд поверхнi газ зарядiв
стає невиродженим i всi чотири кривi знову збiгаються. Вiдзначимо також,
що згiдно з (3.87) у квазiнейтральному випадку значення повного поля на
поверхнi дiелектрика дорiвнює E1

(
z = ξ̄

)
= 4πens, що можна спостерiгати

для вiдповiдних кривих при рiзних значеннях ns, рiвних nsn i nsm.
Рис. 3.14 вiдповiдає випадку зарядженої системи E(e) = 4πens > 2πens.
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Рис. 3.13. Електричне поле над поверхнею дiелектрика E1 (z) для рiзних
наборiв значень параметрiв T , E(e) i ns у квазiнейтральному випадку.

При T = Tn, ns = nsn i E(e) = E
(e)
n газ зарядiв є невиродженим у всьому

просторi над дiелектриком, тому кривi E1 (z) i E1n (z) у цьому випадку
збiгаються. При T = Tm, ns = nsm i E(e) = E

(e)
m газ зарядiв перестає бути

невиродженим поблизу поверхнi дiелектрика, тому у цiй областi кривi E1 (z)

i E1n (z) не збiгаються. У мiру вiддалення вiд поверхнi дiелектрика газ стає
невиродженим, i крива E1 (z) наближається до E1n (z). Так як на цьому
графiку зображено ситуацiю «зарядженої» задачi, значення повного поля
E1 (z) на поверхнi дiелектрика i далеко вiд неї дорiвнюють вiдповiдно
E1

(
z = ξ̄

)
= E(e) + 2πens i E1 (z → +∞) → E(e) − 2πens. Дiйсно, згiдно з

кривою, що вiдповiдає невиродженому випадку (nsn = 5 · 108см−2 i
E

(e)
n = 4πensn), E1

(
z ≈ ξ̄

)
≈ 7, 5 · 4πe108см−2 i E1

(
z > 10−5см

)
≈ 2, 5 · 4πe108см−2. Цi спiввiдношення добре узгоджуються з кривими, що
вiдповiдають випадку nsm = 109см−2 i E(e)

m = 4πensm, для яких вiдповiднi
величини дорiвнюють E1

(
z ≈ ξ̄

)
≈ 15 · 4πe108см−2 i E1

(
z > 10−5см

)
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Рис. 3.14. Електричне поле над поверхнею дiелектрика E1 (z) для рiзних
наборiв значень параметрiв T , E(e) i ns у зарядженому випадку.

≈ 5 · 4πe108см−2.
Повертаючись до питання появи межi роздiлу мiж системою зарядiв над

рiдким дiелектриком i вакуумом, дамо бiльш чiтке визначення цiєї величини.
Для цього розглянемо наступну функцiю:

∆(z) =
1

ns

z∫
ξ̄

n (z′)dz′, (3.88)

що характеризує частку зарядiв, що знаходяться нижче рiвня вiд поверхнi
дiелектрика, вiд всiх частинок у системi. Домовимося вважати межею
подiлу системи зарядiв i вакууму таку вiдстань zm вiд поверхнi дiелектрика,
при якiй ∆(zm) = 0, 95. Як було вiдмiчено ранiше, збiльшення зовнiшнього
притискуючого поля призводить до ущiльнення частинок бiля поверхнi
дiелектрика i зниження межi zm.

На закiнчення цього пiдроздiлу визначимо область застосовностi
квазiкласичного наближення, у якому проводиться розгляд системи
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заряджених частинок у дисертацiйнiй роботi. Для проведення вiдповiдних
оцiнок обчислимо середню довжину теплової хвилi де Бройля
⟨λ⟩ ∼ ~

/√
⟨p2⟩ для заряджених частинок над поверхнею дiелектрика.

Середнє значення квадрата iмпульсу може бути знайдено з використанням
формул (2.32), (3.68) - (3.71):

⟨
p2
⟩
=

∫
d3rd3pfp (r) p

2∫
d3rd3pfp (r)

= −6mT 2

ea20E0

(
2a0T

πe2

)1/2
∞∫
ξ̄

dzLi5/2

(
−eχ(z)

)
. (3.89)

Звiдси приходимо до наступного виразу для теплової хвилi де Бройля ⟨λ⟩:

⟨λ⟩ ∼ ~
/√

⟨p2⟩ =
21/4a

3/2
0 e2

√
nsπ

T
√
3
(
Ta0
πe2

)1/4(∞∫̄
ξ

dz
(
−Li5/2

(
−eχ(z)

)))1/2
. (3.90)

Чисельнi оцiнки останнього виразу показують, що в iнтервалi значень
параметрiв 0, 1K < T < 4, 6K, 0, 5 · 108см−2 < ns < 2 · 109см−2 i
0 < E(e) < 19B · см−1 теплова довжина хвилi де Бройля має порядок
⟨λ⟩ ∼ 10−6см. Iз цiєї причини, якщо вiдстань мiж частинками значно менша
нiж ⟨λ⟩, квазiкласичне наближення перестає бути коректним. Очевидно, що
максимальне значення концентрацiї n (z) досягається при z = ξ̄. Вважаючи,
що середня вiдстань мiж частинками поблизу поверхнi дiелектрика має
один порядок з величиною n

(
ξ̄
)−1/3, ми отримаємо умову застосовностi

квазiкласичного наближення:

⟨λ⟩ << n
(
ξ̄
)−1/3

. (3.91)

У розглянутих у цьому пiдроздiлi прикладах ця нерiвнiсть виконується. I
виконується вона тим краще, чим вище T i нижче E(e) i ns. У цьому можна
переконатися, переписавши умову (3.90) з використанням
рiвнянь (3.68), (3.71):

1 >>
e2a

1/2
0 21/12(πns)

1/2
(
−Li3/2

(
−eχ(ξ̄)

))1/3
T31/2

(
∞∫̄
ξ

dz
(
−Li5/2

(
−eχ(z)

)))1/2(
πe2

a0T

)1/4 . (3.92)
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Здобутi вирази (3.69), (3.71), (3.77) i (3.81) є розв’язком задачi про
розподiл невиродженого газу електронiв i полiв у системi заряджених
частинок над плоскою поверхнею рiдкого дiелектрика у присутностi
зовнiшнього притискуючого поля у випадку E(e) ≥ 2πens. У наступному
роздiлi данi результати будуть використанi для вивчення умов формування
просторово-перiодичних станiв у дослiджуванiй системi, що виникли у
результатi фазового переходу.

Висновки до роздiлу 3

У даному роздiлi продемонстрованi можливостi мiкроскопiчного пiдходу,
побудованого у роздiлi 2, на прикладi системи електронiв над поверхнею
рiдкого гелiю. Зокрема отримано вираз для глибини прогину поверхнi
рiдкого гелiю пiд впливом зовнiшнього електричного поля, що притискує
електрони до поверхнi гелiю.

Здобуто вирази для розподiлiв концентрацiї, електричного поля i
потенцiалу, як для невиродженого газу зарядiв, так i з виходом за межi
статистики Больцмана. Визначено умову застосовностi квазiкласичного
опису даної системи, при якому справедливим є застосування виходу за
межi статистики Больцмана.

Знайденi розподiли також дослiджено у випадку квазiнейтральностi,
коли поле частинок компенсує зовнiшнє поле на нескiнченностi i показано,
що розподiли вiдрiзняються вiд зарядженого випадку, коли поля зарядiв
недостатньо, щоб компенсувати зовнiшнє поле на нескiнченностi. Так, для
невиродженого газу електричне поле спадає за експоненцiйним законом до
фiксованого значення у випадку зарядженої системи i зменшується
обернено пропорцiйно вiдстанi вiд поверхнi дiелектрика у випадку
квазiнейтральностi.

Дослiджено здобутий розподiл концентрацiї i показано, що вiдстань вiд
поверхнi гелiю, нижче якої знаходиться переважна кiлькiсть електронiв за
порядком величини можна порiвняти з характерною вiдстанню локалiзацiї
окремого електрона в основному станi над поверхнею гелiю.
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Уведено поняття ефективної товщини плiвки дiелектрика, як рiзницi
товщини дiелектричної плiвки за вiдсутностi заряджених частинок i
зовнiшнього електричного поля над нею та модуля профiлю прогину
поверхнi дiелектричної плiвки, що утворюється пiд впливом заряджених
частинок, що притискуються до поверхнi зовнiшнiм електричним полем.

Використовуючи отриманi рiвняння самоузгодження для опису
симетричної фази показано, що у випадку квазiнейтральностi системи при
досить тонких плiвках гелiю i досить великiй кiлькостi електронiв над
одиницею площi поверхнi ефективна товщина плiвки гелiю слабко залежить
вiд кiлькостi електронiв над одиницею площi поверхнi i при подальшому
збiльшеннi цiєї кiлькостi.

Показана можливiсть досягнення великої кiлькостi електронiв, стабiльно
утримуваних над одиницею площi поверхнi плiвки гелiю при досить малiй її
товщинi, що зумовлено домiнуючим внеском сил Ван дер Ваальса у
порiвняннi з гравiтацiйними силами, що дiють на атоми гелiю з боку твердої
пiдкладки.

Результати дослiджень даного роздiлу наведено у публiкацiях [3–6].



100

РОЗДIЛ 4

ФАЗОВI ПЕРЕХОДИ ДО СТАНУ З

ПРОСТОРОВО-ПЕРIОДИЧНИМ УПОРЯДКУВАННЯМ

4.1. Критичнi параметри фазового переходу до станiв з

просторово-перiодичним упорядкуванням у невиродженiй

системi зарядiв над поверхнею рiдкого масивного дiелектрика

у зовнiшньому притискному полi

Вихiдними рiвняннями для дослiдження критичних параметрiв такого
фазового переходу будуть слугувати рiвняння i граничнi умови (2.53).
Звернiмося поки до першого з рiвнянь (2.53). Це рiвняння з урахуванням
формул (3.6), (3.9) i (3.11) може бути записане у виглядi:

∂2φ̃1(z,q)

∂z2
− q2φ̃1(z,q) = 2z20X (z) (1−X (z))−2φ̃1(z,q), (4.1)

де функцiя X (z) дається виразом (3.11). У результатi замiни

φ̃1(z,q) = e−zqη (ζ) , ζ = (X (z) + 1) (1−X (z))−1 (4.2)

рiвняння (4.1) набуде такого вигляду:(
ζ2 − 1

)
η′′ + 2 (ζ + 2qz0) η

′ − 2η = 0. (4.3)

Розв’язок рiвняння (4.3) дається виразом [83,84]:

η (ζ) = C1η1 (ζ) + C2η2 (ζ) , (4.4)

де

η1 (ζ) = ζ + 2qz0, η2 (ζ) = (ζ + 2qz0)

∫
dζ

(ζ + 1)2qz0−1

(ζ − 1)2qz0+1(ζ + 2qz0)
2 . (4.5)

Функцiя η2 (ζ), як неважко переконатися, не задовольняє умову (2.38)
обмеженостi напруженостей електричного поля в областi «1» при z → +∞.
Iз цiєї причини у розв’язку (4.5) необхiдно покласти C2 = 0. Вiдзначимо, що
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функцiя η1 (ζ) є полiномом Якобi [83, 84]. Таким чином, приходимо до
наступного виразу для потенцiалу φ̃1(z,q):

φ̃1(z,q) = C
(1)
1 (q) e−zq

(
1 +X (z)

1−X (z)
+ 2qz0

)
. (4.6)

Розв’язки другого i третього з рiвнянь (2.53) у загальному випадку мають
вигляд:

φ̃2(z,q) = C
(2)
1 (q) eqz + C

(2)
2 (q) e−qz,

φ̃3(z,q) = C
(3)
1 (q) eqz + C

(3)
2 (q) e−qz.

(4.7)

З урахуванням тiєї обставини, що напруженостi полiв при z → −∞
повиннi залишатися обмеженими, константу C

(3)
2 (q) в (4.7) необхiдно

покласти рiвною нулю, C(3)
2 (q) ≡ 0. Константи ж C

(1)
1 (q), C(2)

1 (q), C(2)
2 (q) i

C
(3)
1 (q) повиннi бути знайденi з граничних умов (2.53). Як легко

переконатися, цi константи будуть вираженi через величину ξ̃(q), що є
вiдповiдно до (2.34), (2.42) i (2.43) Фур’є-образом профiлю
просторово-перiодичної поверхнi плiвки рiдкого дiелектрика на твердiй
пiдкладцi:

φ̃1(z,q) =
ξ̃ (q) eq(ξ̄−z)

aB − Ab

(
1 +X (z)

1−X (z)
+ 2qz0

)(
E0B

(
1− ε−1

)
− 4πenA

)
,

φ̃2 (z,q) = ξ̃ (q)
(
eq(ξ̄−z) (A+ 1)− eq(z−ξ̄)

) 4πen− bE0

(
1− ε−1

)
Ab− aB

,

φ̃3(z,q) = −ξ̃ (q) eq(ξ̄−z) ε
εd

(δ + 1)
4πena− bE0

(
1− ε−1

)
Ab− aB

,

(4.8)

де для спрощення запису введенi такi позначення:

a = 2qz0 + E0

/
E(e), b = aq + 4πen

/
E(e), n =

E2
0 − E∞

2

8πT
, δ ≡ εd − ε

εd + ε
,

A = C − 1, B = εq (C + 1) , C = δe−2q(d+ξ̄).

(4.9)
Розв’язки рiвнянь (2.54) для потенцiалiв φ̃

(e)
α (z,q), α = 1, 2, 3 даються

формулами
φ̃
(e)
1 (z,q) = C

(e1)
2 (q) e−qz,

φ̃
(e)
2 (z,q) = C

(e2)
1 (q) eqz + C

(e2)
2 (q) e−qz,

φ̃
(e)
3 (z,q) = C

(e3)
1 (q) eqz.

(4.10)
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Вид цих рiшень обраний таким чином, щоб напруженостi зовнiшнiх полiв
при z → ±∞ залишалися обмеженими. Константи у виразах (4.10) також
можуть бути знайденi з вiдповiдних граничних умов (2.54), у результатi чого
потенцiали φ̃(e)

α (z,q) можуть бути записанi у виглядi:

φ̃
(e)
1 (z,q) = ξ̃ (q) eq(ξ̄−z)E(e)B

1− ε−1

B − qA
,

φ̃
(e)
2 (z,q) = ξ̃ (q)

{
eq(ξ̄−z) (A+ 1)− eq(z−ξ̄)

}
qE(e) 1− ε−1

B − qA
,

φ̃
(e)
3 (z,q) = ξ̃ (q) eq(z−ξ̄)E(e)q (1− δ)

1− ε−1

B − qA
,

(4.11)

де всi константи, як i ранiше, визначаються формулами (4.9).
Звернемось тепер до останнього з рiвнянь (2.53). Пiдставляючи до нього

знайденi розв’язки (4.8), (4.11) матимемо:

Φ (q0) ξ̃ (q0) = 0, (4.12)

де функцiя Φ (q0) має вигляд:

Φ (q0) =
q0

(
E2

0 − E(e)2
)

4πε

C2f1 + Cf2 + f3
C2g1 + Cg2 + g3

− α
(
κ2 + q20

)
. (4.13)

У (4.13) величини f1, f2 f3 та g1, g2 g3 мають досить громiздку i складну
залежнiсть вiд q0, T , ns i E(e):

f1 ≡ (ε− 1)
(
− (ε− 1) (2x)2 + 2x+ (ε+ 1) y

)
,

f2 ≡ 2ε
(
− (ε− 1) (2x)2 + ε (2x+ 1) + y

)
,

f3 ≡
[
−
(
ε2 − 1

)
(2x)2 + 2x

(
2ε2 + 3ε+ 1

)
+ 2ε (ε+ 2)− y

(
ε2 + 2ε− 1

)]
,

g1 ≡ (ε− 1) ((ε− 1) 2x (2x+ 1)− y) , g2 ≡ 2
((
ε2 − 1

)
2x (2x+ 1)− y

)
,

g3 ≡ (1 + ε) ((1 + ε) 2x (2x+ 1) + y) , x ≡ q0T

eE0
, y ≡ E2

0 − E(e)2

E2
0

.

(4.14)
Як легко бачити, рiвняння (4.12) передбачає два розв’язки: ξ̃ (q0) = 0 i

Φ (q0) = 0. Перший iз цих розв’язкiв тривiальний. Рiвнiсть ξ̃ (q0) = 0

означає, що просторово-перiодичнi структури на поверхнi рiдкого
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дiелектрика вiдсутнi. Iншими словами, поверхня рiдкого дiелектрика
залишається плоскою. Сам факт наявностi фазового переходу до
просторово-перiодичного профiлю поверхнi рiдкого дiелектрика передбачає,
що ξ̃ (q0) ̸= 0, див. (2.34), (2.42) i (2.43). Таким чином, у цьому випадку ми
повиннi звернутися до другого розв’язку Φ (q0) = 0, з якого випливає
рiвняння:

q0

(
E2

0 − E(e)2
)

4πε

C2f1 + Cf2 + f3
C2g1 + Cg2 + g3

− α
(
κ2 + q20

)
= 0. (4.15)

Це рiвняння визначає тiльки модуль вектора q0 як функцiю фiзичних
параметрiв задачi - температури T , числа електронiв ns над одиницею
площi плоскої поверхнi рiдкого дiелектрика, густини цього дiелектрика ρ,
його коефiцiєнта поверхневого натягу α i дiелектричної проникностi ε, а
також дiелектричної проникностi твердої пiдкладки εd. Це спричинене тiєю
обставиною, що у лiнiйному наближеннi теорiї збурень за ξ̃ (q0) система
iзотропна вiдносно q0. Нагадаємо, що сам вектор q0 характеризує обернену
ґратку двовимiрної перiодичної структури всерединi її елементарної
комiрки, exp (iq0ρ) = cos (q0xx) + i sin (q0yy). Як уже згадувалося вище, для
простоти можна вважати, що поверхня рiдкого дiелектрика є
просторово-однорiдною вздовж осi 0y i перiодичною вздовж осi 0x. Тодi
вектор q0 паралельний осi x, а його модуль q0 є постiйною оберненої ґратки
такої перiодичної структури. У цьому випадку профiль поверхнi рiдкого
дiелектрика, що утворився у результатi фазового переходу, нагадує профiль
листа шиферу. Вище також зазначалося, що лiнiйне наближення не
визначає саму амплiтуду ξ̃ (q0). У цьому ми безпосередньо переконалися
при аналiзi формули (4.12).

Як зазначалося вище, величини C, f1, f2 f3 та g1, g2 g3, що входять
до (4.15), мають досить складну залежнiсть вiд q0, T , ns i E(e), iз цiєї
причини виникає необхiднiсть застосування чисельних методiв до
рiвняння (4.15). Такi чисельнi розрахунки проводилися на основi
експериментальних даних, опублiкованих у роботi [26]. У цiй роботi
описується експеримент, у якому спостерiгалася поява макроскопiчних
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лунок на поверхнi рiдкого 4He, коли зовнiшнє електричне поле перевищує
деяке критичне значення. Встановлено, що при зовнiшньому полi у
1820 B/см i температурi 4, 2 K на поверхнi рiдкого 4He чiтко спостерiгалася
двовимiрна гексагональна лункова ґратка з перiодом a ≈ 1, 76 мм
(a = 2π/q0) з числом електронiв близько 107 у кожнiй лунцi при товщинi
гелiєвої плiвки вiд 0,2 до 1,9 см. Середня кiлькiсть електронiв ns

(див. (3.11)), якi знаходяться над одиницею площi поверхнi рiдкого гелiю у
цьому експериментi можна оцiнити таким чином. Можна обчислити
вiдношення кiлькостi електронiв в однiй лунцi до площi елементарної
комiрки. Площа елементарної комiрки у гексагональнiй ґратцi дорiвнює
площi ромба з ребром a ≈ 1, 76 мм i кутом при вершинi, рiвним π/3. Таким
чином, матимемо, що ns ≈ 0, 37 · 109 см−2. Покладаючи у формулi (4.15)
ε ≪ εd i q0 = 2π/a, i пiдставляючи значення параметрiв E(e) = 1820 B/см,
a ≈ 1, 76 мм, d = 1 см, T = 4, 2 K, одержуємо ns ≈ 0, 84 · 109 см−2. Як легко
бачити, збiг розрахункових i експериментальних значень величини ns

задовiльний, особливо якщо врахувати наближенiсть оцiнки цiєї величини,
виходячи з експериментальних даних [26]. Природно, порiвняння наших
результатiв з експериментальними даними може здаватися не цiлком
коректним. Причиною може слугувати кiлька обставин. По-перше, в
експериментi [26] мова, скорiш за все, йде про розвинутий
просторово-перiодичний рельєф поверхнi плiвки рiдкого гелiю. У
дисертацiйнiй роботi розглядається просторово-перiодичний профiль
поверхнi у несиметричнiй фазi поблизу точки фазового переходу. По-друге,
як уже зазначалося, на основi лiнiйного наближення теорiї збурень не
можна визначити амплiтуду профiлю поверхнi ξ̃ (q0) через фiзичнi
параметри системи. Тому неможливо i вказати, який саме вид має
просторово-перiодичний рельєф поверхнi плiвки рiдкого дiелектрика, що
описується у дисертацiйнiй роботi. Найбiльш простим видом
просторово-перiодичної структури поверхнi, що виникла у результатi
фазового переходу, може бути рельєф типу поверхнi листа шиферу. Тому
порiвняння результатiв цього пiдроздiлу дисертацiйної роботи з
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експериментальними результатами може мати тiльки якiсний характер.

4.2. Параметр порядку фазового переходу у невиродженiй

квазiнейтральнiй системi зарядiв над поверхнею рiдкого

дiелектрика

Вихiдними рiвняннями для дослiдження критичних параметрiв такого
фазового переходу будуть слугувати рiвняння (2.53) i граничнi умови до
них. Звернемось спочатку до першого з рiвнянь (2.53). Це рiвняння з
урахуванням формул (3.25) i (3.30) може бути записане у виглядi:

∂2φ̃
(1)
1

∂z2
=

(
q20 +

1

2z20

(
1 +

z − ξ̄

2z0

)−2
)
φ̃
(1)
1 , (4.16)

де з огляду на (3.21), (3.25) враховано, що ∂n
∂µ = ∂n

∂ψ = n
T . У результатi замiни:

φ̃
(1)
1 (z) = y

1
2η (y) , y = 2q0z0 + q0

(
z − ξ̄

)
, (4.17)

рiвняння (4.16) набуде такого вигляду:

y2η′′ + yη′ − η

(
y2 +

(
3

2

)2
)

= 0. (4.18)

Останнє рiвняння є модифiкованим рiвнянням Бесселя. Його розв’язок
дається виразом [83]:

η (y) = C1I 3
2
(y) + C2K 3

2
(y) , (4.19)

де Iν (y) i Kν (y) модифiкованi функцiї Бесселя першого i другого роду
вiдповiдно:

Iν (y) =
∞∑
k=0

(
y
2

)ν+2k

k!Γ (ν + k + 1)
, Kν (y) =

π

2

I−ν (y)− Iν (y)

sin πν
. (4.20)

Неважко переконатися, що при ν = 3/2, модифiкованi функцiї Бесселя (4.20)
виражаються через елементарнi функцiї:

K3
2
(y) =

√
π

2y
e−y
(
1 +

1

y

)
, I 3

2
(y) =

√
2

πy

(
chy − shy

y

)
. (4.21)
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Функцiя I 3
2
(y), як легко бачити, не задовольняє умову (2.38) обмеженостi

напруженостей електричного поля у областi «1» при z → +∞. З цiєї причини
у розв’язку (4.20) необхiдно покласти C1 = 0. Таким чином, приходимо до
наступного виразу для потенцiалу φ̃(1)

1 (z):

φ̃
(1)
1 (z) = C

(1)
2 e−y(z)

(
1 +

1

y (z)

)
. (4.22)

Розв’язки другого i третього з рiвнянь (2.53) у загальному випадку мають
вигляд:

φ̃
(1)
2 (z) = C

(2)
1 eq0z + C

(2)
2 e−q0z, φ̃

(1)
3 (z) = C

(3)
1 eq0z + C

(3)
2 e−q0z. (4.23)

З урахуванням тiєї обставини, що напруженостi полiв при z → −∞ повиннi
залишатися обмеженими, константу C(3)

2 в (4.23) необхiдно покласти рiвною
нулю, C(3)

2 ≡ 0. Величини ж C
(1)
2 , C(2)

1 , C(2)
2 , C(3)

1 повиннi бути знайденi з
граничних умов у (2.53). Як легко переконатися, цi константи будуть
вираженi через величину ξ̃(1), що вiдповiдно до (2.42), (2.50) i (2.51) є
першою гармонiкою Фур’є-образу профiлю просторово-перiодичної поверхнi
плiвки рiдкого дiелектрика на твердiй пiдкладцi:

φ̃
(1)
1 (z) = E0ξ̃

(1)eq0(ξ̄−z)
(
1 +

1

y0 + q0 (z − ξ)

)
G (q0) ,

φ̃
(1)
2 (z) = ξ̃(1)

(
eq(z−ξ̄) − Ceq(ξ̄−z)

)
E0F (q) ,

φ̃
(1)
3 (z) = ξ̃(1)eq(z−ξ̄)E0F (q) (1− δ) ,

(4.24)

де для спрощення запису введенi такi позначення:

G (q0) =
y0 (1− C + (ε− 1) (C + 1) y0)

(1− C) (1 + y0 + y20) + y0ε (1 + C) (1 + y0)
,

F (q0) =
1 + y0 +

(
ε−1 − 1

) (
1 + y0 + y20

)
(1− C) (1 + y0 + y20) + y0ε (1 + C) (1 + y0)

,

C = δe−2q(d+ξ̄), δ ≡ εd − ε

εd + ε
, y0 ≡ y

(
z = ξ̄

)
= 2q0z0.

(4.25)

Розв’язки рiвнянь (2.53) у аналогiчному наближеннi для потенцiалiв φ̃(e)(1)
j ,

j = 1, 2, 3 даються формулами

φ̃
(e)
1 (z) = C

(e1)
2 e−q0z, φ̃

(e)(1)
2 (z) = C

(e2)
1 eq0z + C

(e2)
2 e−q0z,

φ̃
(e)(1)
3 (z) = C

(e3)
1 eq0z.

(4.26)
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Вид цих рiшень обраний таким чином, щоб напруженостi зовнiшнiх полiв
при z → ±∞ залишалися обмеженими. Константи у виразах (4.26) також
можуть бути знайденi з вiдповiдних граничних умов (2.54), записаних у
лiнiйному наближеннi, у результатi чого потенцiали φ̃

(e)(1)
j можуть бути

записанi у виглядi:

φ̃
(e)(1)
1 (z) = (ε+ 1)CE(e)ξ̃(1)F (e) (q) eq(ξ̄−z),

φ̃
(e)(1)
2 (z) = ξ̃(1)E(e)F (e) (q0)

(
Ceq0(ξ̄−z) − eq0(z−ξ̄)

)
,

φ̃
(e)(1)
3 (z) = (1− δ) ξ̃(1)E(e)F (e) (q0) e

q0(z−ξ̄),

(4.27)

де

F (e) (q) =

(
1− ε−1

)
(ε (1 + C) + 1− C)

.

Звернемось тепер до останнього з рiвнянь (2.53). Пiдставляючи у нього
знайденi розв’язки (4.24), (4.27), з урахуванням (2.43) матимемо:

Φ (q0) ξ̃
(1) = 0, (4.28)

де функцiя Φ (q0) має вигляд:

Φ (q0) ≡
E(e)2

8πz0
((1 + y0)G (q0)− 1 −y0 (1 + C)

(
F (q0) + F (e) (q0)

))
+

+α
(
κ2 + q20β̃

)
, β̃ =

(
1 +

κ2ξ̄2

2

)
.

(4.29)

Як легко бачити, рiвняння (4.28) передбачає два розв’язки: ξ̃(1) = 0 i
Φ (q0) = 0. Перше з цих рiшень тривiальне. Рiвнiсть ξ̃(1) = 0 означає, що
просторово-перiодичнi структури на поверхнi рiдкого дiелектрика вiдсутнi.
Iншими словами, поверхня рiдкого дiелектрика залишається плоскою. Сам
факт наявностi фазового переходу до просторово-перiодичного профiлю
поверхнi рiдкого дiелектрика передбачає, що ξ̃(1) ̸= 0, див. (2.34), (2.42),
(2.43). Таким чином, у цьому випадку ми повиннi звернутися до другого
розв’язку:

Φ (q0) = 0. (4.30)

Це рiвняння визначає тiльки модуль вектора q0 (див. (4.25)) як функцiю
параметрiв фазового переходу задачi - температури Tc, зовнiшнього
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притискуючого поля E
(e)
c (або концентрацiї числа електронiв nsc,

див. (3.50)), а також густини цього дiелектрика ρ, його коефiцiєнта
поверхневого натягу α i дiелектричної проникностi ε, а також дiелектричної
проникностi твердої пiдкладки εd. Зафiксувавши q0 (Наприклад, при
вiдомих значеннях перiоду ґратки), ми матимемо криву, яка пов’язує
областi критичних параметрiв Tc i Ec

(e).
Проаналiзуємо отримане спiввiдношення (4.30). Попереднi чисельнi

оцiнки показують, що q0 практично не залежить вiд Tc. Дiйсно, Tc входить
у (4.30) тiльки через посередництво величини y0 (див. (4.25), (3.29)), яка, як
стане видно трохи нижче, є малою у данiй областi температур i
притискуючих полiв. Фактично це означає, що згiдно з передбаченим вище
сценарiєм фазового переходу, при постiйному полi вiн буде вiдбуватися при
бiльш низьких температурах, нiж тi, якi задовольняють умову
невиродженостi газу частинок (3.35). Отже, спiввiдношення, отриманi у
даному пiдроздiлi, непридатнi для опису фазового переходу за
температурою при фiксованому притискуючому полi.

Зауважимо також, що у випадку малих перiодiв виникаючих
перiодичних структур у порiвняннi з товщиною плiвки рiдкого дiелектрика i
тим бiльше у порiвняннi з лiнiйними розмiрами площадки, на якiй цей
ефект може спостерiгатися:

q0d >> 1, (4.31)

можна покласти C = 0 (див. (4.25)). В областi E(e)
c i Tc, задовольняють

спiввiдношення (3.35), але таких, що Tc досить низька, щоб дiелектрик (у
нашому випадку це НеII) залишався рiдким, газ зарядiв - невиродженим, а
E

(e)
c не надто малим, щоб виконувалася нерiвнiсть:

qz0 << 1, (4.32)

рiвняння (4.30) з урахуванням умов (4.31) i (4.32) набуає наступного вигляду:

κ2 + q20β̃ =
q0E

2
c

4πα

ε+ 3

ε+ 1
. (4.33)

Рiвняння (4.33) не залежить вiд температури, що забезпечується умовою
(4.32). Слiд зазначити, що наближення (4.31), (4.32) зробленi лише для
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бiльш наочної iлюстрацiї отриманих результатiв, i вiдсутнiсть
температурної залежностi не є їх наслiдком. Чисельнi розрахунки поведiнки
рiвняння (4.30) у залежностi вiд температури також показують, що ця
залежнiсть практично вiдсутня, що вiдповiдає зробленому припущенню.

Рiвняння (4.33) для визначення q0 має два кореня, обидва позитивних у
силу (3.34):

q0 =
E

(e)
c

2

8παβ̃

ε+ 3

ε+ 1

1±

√√√√1− β̃

(
8πακ

E
(e)
c

2

(
ε+ 1

ε+ 3

))2
 . (4.34)

Для станiв, що описуються, природно вибрати корiнь зi знаком «+»,
оскiльки логiчно припустити, що зi збiльшенням притискуючого поля (але з
урахуванням (3.34), (3.35)), а отже i числа частинок, вiдстань мiж ними має
зменшуватися. На рис. 4.1 наведений «+» розв’язок (4.34) у виглядi
суцiльної лiнiї. Даний розв’язок показує, що перiодичнi структури у системi
невиродженого газу зарядiв над поверхнею рiдкого дiелектрика мають
мiсце, починаючи з величини притискуюого поля, що вiдповiдає (згiдно
з (3.50)) величинi поверхневої концентрацiї частинок ns ≈ 1, 153 · 109см−2.
При цьому перiод прямої ґратки виникаючої структури дорiвнює
a = 2π/q0 ≈ 0, 23см. При подальшому збiльшеннi ns перiод прямої ґратки
буде зменшуватися, наближаючись до значення 0, 074см. Подальше
збiльшення ns практично не змiнює перiоду ґратки. При досягненнi ж
критичного значення притискуючого поля (3.34) розглянута перiодична
структура руйнується. Вiдзначимо також таку обставину. Перша гармонiка
Фур’є-образу вiдхилення концентрацiї газу частинок вiд рiвноважного
значення, що виникає внаслiдок появи перiодичних структур, на поверхнi
рiдкого дiелектрика z = ξ має вигляд:

ñ(1) ≈ ∂n

∂φ̄1
φ̃
(1)
1 +

∂n

∂ξ̄
ξ̃(1). (4.35)

Виходячи з (3.25), (4.24) у наближеннi (4.31), (4.32) матимемо:

ñ(1) ≈ −2q0n
(
ξ̄
)
ξ̃(1). (4.36)
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Рис. 4.1. Залежнiсть модуля q0 вектора трансляцiї оберненої ґратки вiд
кiлькостi частинок над одиницею поверхнi дiелектрика ns.

Оскiльки вiдхилення концентрацiї i профiлю поверхнi рiдкого дiелектрика
мають рiзний знак, ми можемо зробити висновок, що збiльшення концентрацiї
частинок вiдбувається в областi над зниженням профiлю дiелектрика або у
так званiй лунцi, а над так званими горбами на поверхнi дiелектрика має
мiсце розрiдження концентрацiї. Схематично ця особливiсть вiдображена на
рис. 2.2.

Знайдемо тепер вираз для параметра порядку ξ̃(1) поблизу критичних
значень керуючого параметра E

(e)
c . Як видно з даного пiдроздiлу, для цiєї

мети недостатньо лiнiйного наближення даної теорiї збурень. Помiчаючи,
що: (

ξ̃
)
q
= ξ̃q,(

ξ̃2
)
q
=
∑
q′,q′′

ξ̃q′ ξ̃q′′∆(q′ + q′′ − q) ,
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ξ̃3
)
q
=
∑

q′,q′′,q′′′

ξ̃q′ ξ̃q′′ ξ̃q′′′∆(q′ + q′′ + q′′′ − q) , (4.37)

а також з огляду на те, що у головному незникаючому наближеннi
справедливi спiввiдношення(

ξ̃2
)
q0
≈ 2ξ̃(1)ξ̃(2),

(
ξ̃3
)
q0
≈ 3
(
ξ̃(1)
)3
,(

ξ̃φ̃j

)
q0
≈ φ̃

(1)
j ξ̃(2) + ξ̃(1)φ̃

(2)
j ,

(4.38)

перепишемо рiвняння (2.31) у третьому порядку теорiї збурень за малими
параметрами ξ̃(ρ), φ̃j(z,ρ) i φ̃(e)

j (z,ρ), а такожE(e)−E(e)
c . З огляду на зробленi

вище зауваження з приводу вiдсутностi фазового переходу за температурою
для невиродженого газу частинок, у подальших викладках вважається T =

Tc. Далi, згiдно з (2.42), (2.44), (2.50) i (2.51), переходячи до рiвнянь для Фур’є
образiв ξ̃q, φ̃jq(z) i φ̃(e)

jq (z) при q = q0 з урахуванням четвертого рiвняння
у (2.53) матимемо при z = ξ̄:

ne

((
φ̄′′
1 ξ̃

(1) +
∂φ̃

(1)
1

∂z

)
ξ̃(2) +

∂φ̃
(2)
1

∂z
ξ̃(1) +

φ̄′′′
1

2

(
ξ̃(1)
)3

+
3

2

∂2φ̃
(1)
1

∂z2

(
ξ̃(1)
)2)

+
3e2n

2T

(
φ̃
(1)
1 + φ̄′

1ξ̃
(1)
)(

ξ̃(1)

(
φ̄′′
1 ξ̃

(1) + 2
∂φ̃

(1)
1

∂z

)
+
e

T

(
φ̃
(1)
1 + φ̄′

1ξ̃
(1)
)2)

+
ne2

T

(
φ̃
(1)
1 + φ̄′

1ξ̃
(1)
)(

φ̃
(2)
1 + φ̄′

1ξ̃
(2)
)
+ e

(
φ̃
(1)
1 + φ̄′

1ξ̃
(1)
) ∂n

∂E(e)

(
E(e) − E(e)

c

)
+
ε

4π

(
φ̄′
2q

2
0

(
φ̃
(1)
2 ξ̃(2) + 4φ̃

(2)
2 ξ̃(1)

)
+ q20

∂φ̃
(1)
2

∂z
ξ̃(1)
(
3φ̄′

2

2
ξ̃(1) + 8φ̃

(1)
2

)

+2
∂φ̃

(1)
2

∂z

∂φ̃
(2)
2

∂z
− q20

(
4φ̃

(e)(1)
2 φ̃

(e)(2)
2 +

∂φ̃
(e)(1)
2

∂z
ξ̃(1)

(
3φ̄

(e)
2

′

2
ξ̃(1) + 8φ̃

(e)(1)
2

))

+q204φ̃
(1)
2 φ̃

(2)
2 − φ̄

(e)
2

′
q20

(
4φ̃

(e)(2)
2 ξ̃(1) + φ̃

(e)(1)
2 ξ̃(2)

)
− 2

∂φ̃
(e)(1)
2

∂z

∂φ̃
(e)(2)
2

∂z

)

−κ2αq20 ξ̃(1)
(
ξ̄ξ̃(2) −

(
ξ̃(1)
)2(

4 + 3q20κ
−2

(
1− κ2ξ̄2

4

)))
= 0.

(4.39)
Легко бачити, що для визначення ξ̃(1) необхiдно записати рiвняння для
знаходження зв’язку мiж другими гармонiками φ̃

(2)
j , φ̃(e)(2)

j , ξ̃(2) i власне
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першої ξ̃(1). З цiєю метою виконаємо аналогiчну процедуру з рiвняннями
(2.30), (2.31) при q = 2q0:

∂2φ̃
(2)
1

∂z2
− 4q20φ̃

(2)
1 =

4πe2n

T

(
φ̃
(2)
1 +

e

2T

(
φ̃
(1)
1

)2)
,

∂2φ̃
(2)
2

∂z2
− 4q20φ̃

(2)
2 = 0,

∂2φ̃
(2)
3

∂z2
− 4q20φ̃

(2)
3 = 0,(

en

(
φ̃
(2)
1 + φ̄′

1ξ̃
(2) +

(
φ̄′′
1

2
ξ̃(1) +

∂φ̃
(1)
1

∂z

)
ξ̃(1) +

e

2T

(
φ̃
(1)
1 + φ̄′

1ξ̃
(1)
)2))

+
ε

4π

(
φ̄′
2

(
∂φ̃

(2)
2

∂z
+ q20φ̃

(1)
2 ξ̃(1)

)
− φ̄

(e)
2

′
(
∂φ̃

(e)(2)
2

∂z
+ q20φ̃

(e)(1)
2 ξ̃(1)

)

+

(
∂φ̃

(1)
2

∂z

)2

−

(
∂φ̃

(e)(1)
2

∂z

)2

+ q20

((
φ̃
(e)(1)
2

)2
−
(
φ̃
(1)
2

)2)
+α

(
ξ̃(2)
(
κ2 + 4q2

(
1 +

κ2ξ̄2

2

))
+ ξ̄q2κ2

5

2

(
ξ̃(1)
)2)

= 0.

(4.40)

Зауважимо, що в останнiй формулi покладенно z = ξ̄. З огляду на ту
обставину, що залежнiсть φ̃

(1)
1 (z) нам вiдома (див. (4.24)), загальний

розв’язок першого рiвняння у (4.40) можна знайти методом варiацiї
довiльних сталих. Тодi пiсля нескладних перетворень матимемо:

φ̃
(2)
1 (z) = C1K 3

2
(2y (z)) + C2I 3

2
(y) (2y (z)) +

E0

z0

(
ξ̃(1)
)2
G1 (y (z)) , (4.41)

де введене наступне позначення (див. також (4.25)):

G1 (x) = e2(y0−x)
(1 + x)

x2
G(q0)

2

8
. (4.42)

Друге i третє рiвняння у (4.40) мають розв’язок:

φ̃
(2)
2 = B1e

2q0(ξ̄−z) +B2e
2q0(z−ξ̄), φ̃

(2)
3 = C3e

2q0(z−ξ̄) + C4e
2q0(ξ̄−z). (4.43)

Приймаючи до уваги (4.17), (4.41) й умову обмеженостi (2.38) слiд покласти
C2 = 0 i C4 = 0 у здобутих розв’язках (4.41), (4.43).
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Для визначення констант C2, B1, B2, C3 необхiдно пiдставити (4.41), (4.43)
Фур’є-образiв рiвнянь (2.36) при q = 2q0, у результатi чого ми матимемо:

φ̃
(2)
1 (z) = E0e

−2q0(z−ξ̄)
(
1 +

1

2y (z)

)G (2q0) ξ̃
(2) +G(2)

(
ξ̃(1)
)2

z0

+

+
E0

z0

(
ξ̃(1)
)2
G1 (y (z)) ,

φ̃
(2)
2 (z) = E0

(
e2q0(z−ξ̄) − δ−1C2e2q0(ξ̄−z)

)(
F (2q0) ξ̃

(2) + z−1
0

(
ξ̃(1)
)2
F (2)

)
,

φ̃
(2)
3 (z) = E0e

2q0(z−ξ̄) (1− δ)

(
F (2q0) ξ̃

(2) + z−1
0

(
ξ̃(1)
)2
F (2)

)
,

(4.44)
де введенi такi позначення

F (2) =
H2

(
1 + 2y0 + 4y20

)
−H12y0 (1 + 2y0)(

1− C2
/
δ
)
(1 + 2y0 + 4y20) + 2y0ε

(
1 + C2

/
δ
)
(1 + 2y0)

,

G(2) = −
4y20
(
H1

(
1− C2

/
δ
)
+H2ε

(
1 + C2

/
δ
))(

1− C2
/
δ
)
(1 + 2y0 + 4y20) + 2y0ε

(
1 + C2

/
δ
)
(1 + 2y0)

,

H1 =
1− 2y0G

′
1 (y0)− 2y20

((
1 + 1

y0

)(
1 + 1

y20

)
G (q0)− ε (1− C)F (q0)

)
4y0

,

H2 =
1 + 4G1 (y0)− 2y0

((
1 + 1

y0
+ 1

y20

)
G (q0) + (1 + C)F (q0)

)
4

.

(4.45)
Визначимо також величини φ̃

(e)(2)
j . Для цього написавши систему рiвнянь i

граничних умов (2.54) для Фур’є образiв потенцiалу зовнiшнього поля при q =
2q0 i з огляду на ту обставину, що з зовнiшнiх потенцiалiв φ̃(e)(2)

2 система (4.40)
мiстить лише φ̃(e)(2)

j , ми наведемо розв’язок тiльки для цiєї величини:

φ̃
(e)(2)
2 = E(e)

(
C2

δ
e2q(ξ̄−z) − e2q(z−ξ̄)

)F (e) (2q) ξ̃(2) + F
(e)
2

(
ξ̃(1)
)2

z0

 ,

F
(e)
2 = F (e) (q)F (e) (2q)

y0
2

1 + C + ε (1− C)

1− ε−1
.

(4.46)
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Звернемось тепер до останнього рiвняння у (4.40). Пiдставляючи у нього
отриманi вирази (4.24), (4.27), (4.44), (4.46) у наближеннi (4.31), (4.32),
матимемо:

ξ̃(2) =
γ

z0

(
ξ̃(1)
)2
, γ =

ξ̄

8z0
(
1 + 2q2

(
2κ−2 + ξ̄2

)) . (4.47)

Piвнiсть (4.47) говорить про те, що всi Фур’є образи других гармонiк φ̃
(2)
j ,

φ̃
(e)(2)
j i ξ̃(2) квадратичнi за Фур’є-образом першої гармонiки збурення

профiлю поверхнi рiдкого дiелектрика ξ̃(1), який є параметром порядку у
розглянутiй задачi. Встановимо його залежнiсть вiд керуючих параметрiв
фазового переходу - температури T i зовнiшнього притискуючого поля E(e).
Iз цiєю метою пiдставимо (4.24), (4.27), (4.44), (4.46) i (4.47) у
рiвняння (4.39) i пiсля досить громiздких перетворень прийдемо до рiвностi:

ξ̃(1)Ψ
(
ξ̃(1), T, E(e)

)
= 0, (4.48)

де з урахуванням нерiвностей (4.31), (4.32) введене позначення

Ψ
(
ξ̃(1), T, E(e)

)
= E(e)

c ey0
∂nξ̄
∂E(e)

(
E(e) − E(e)

c

)
− E(e)

c

2
(
ξ̃(1)
)2U (Tc, E(e)

c , q0

)
32πz30c

,

U
(
Tc, E

(e)
c , q0

)
= (1− 2γ)+y20c

(
γ +

z0c∣∣ξ̄∣∣
(
4 + 3q20

(
1

κ2
− ξ̄2

4

)))
.

(4.49)
Рiвняння (4.48) має два розв’язки. Перший розв’язок ξ̃(1) = 0 тривiальний й
iнтересу не представляє, оскiльки у такому випадку фазовий перехiд
вiдсутнiй. У випадку наявностi вiдмiнної вiд нуля деформацiї профiлю
поверхнi рiдкого дiелектрика, що утворилася у результатi фазового
переходу, наступний розв’язок рiвняння (4.48)

Ψ
(
ξ̃(1), T, E(e)

)
= 0 (4.50)

дає зв’язок мiж першою гармонiкою Фур’є образу збурення профiлю
поверхнi дiелектрика i параметром фазового переходу E(e). Беручи до уваги
позначення (4.49), (3.29), (3.30) рiвняння (4.50) можна переписати у
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наступному виглядi:

ξ̃(1) = 4z0c

 q0z0c

U
(
Tc, E

(e)
c , q0

)
1/2√

E(e)

E
(e)
c

− 1. (4.51)

Останнє спiввiдношення визначає перiодичну структуру поверхнi рiдкого
дiелектрика поблизу E(e) i здобуте у припущеннi про справедливiсть
наближень (4.31), (4.32) або:

d−1 << q0 << z−1
0 . (4.52)

До рiвнянь (4.51) i (4.47) також входять такi параметри, як κ i ξ̄−1, що
мають розмiрнiсть оберненої довжини. Для того, щоб оцiнити їх, досить
скористатися рiвняннями (2.12), (3.32), а також конкретними значеннями
притискуючого поля E(e) й температури T .

Розглянемо випадок макроскопiчних структур, коли перiоди виникаючих
перiодичних структур a одного порядку з товщиною d рiдкого дiелектрика
(ситуацiя, яка спостерiгається у [26]):

d > a. (4.53)

У цьому випадку формули, отриманi у наближеннi (4.31), як i ранiше
справедливi, оскiльки умова (4.54) дозволяє з досить високим ступенем
точностi покласти C = 0. Вважаючи рiдкий дiелектрик гелiєм, завтовшки
d = 1см i зовнiшнє притискуюче поле здатним утримувати до
ns = 1, 4 · 109см−2 електронiв над одиницею площi гелiю, ми матимемо
наступне спiввiдношення мiж зворотнiми просторовими масштабами:

d−1 < q0, κ, ξ̄
−1 << z−1

0 . (4.54)

Вiдзначимо, що величина z0 обчислена для таких значень температур, за
яких умова невиродженостi (3.35) добре виконується. Використовуючи
спiввiдношення (4.54), спростимо (4.51):

ξ̃(1) = 8z20c

(
q0∣∣ξ̄∣∣
(
1 + 2q20

(
2

κ2
+ ξ̄2

)))1/2√
E(e)

E
(e)
c

− 1. (4.55)
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Здобутi вирази (4.44), (4.47), (4.51), (4.55) дозволяють знайти вирази i
для амплiтуд перших гармонiк всiх електростатичних потенцiалiв системи,
а також, у межах розвиненої теорiї збурень, при необхiдностi, i вирази для
амплiтуд других гармонiк параметрiв опису системи. Ми, однак, у даному
пiдроздiлi дисертацiйної роботи наводити вирази для цих величин не будемо
через їхнiй громiздкий вигляд i малу iнформативнiсть з точки зору
поставлених нами завдань.

4.3. Особливостi фазового переходу у квазiнейтральнiй системi

зарядiв над поверхнею рiдких дiелектричних плiвок.

Вихiдними рiвняннями для дослiдження критичних параметрiв фазового
переходу з утворенням просторово-перiодичних структур будуть рiвняння з
граничними умовами (2.53), (2.54). Пiдкреслимо ще раз, що у дисертацiйнiй
роботi мова йде саме про просторово-перiодичнi структури типу лункових
перiодичних утворень. Звернемося насамперед до першого з рiвнянь (2.53).
Це рiвняння може бути записане у виглядi:

∂2φ̃
(1)
1

∂z2
=

(
q20 − 2

√
2
Li1/2 (−eχ)

a20

(
Ta0
πe2

)1/2
)
φ̃
(1)
1 , (4.56)

в якому вiдповiдно до (3.38)-(3.40) враховане спiввiдношення:

∂n

∂µ
= −

Li1/2 (−eχ)√
2πa20e

2

(
Ta0
πe2

)1/2

. (4.57)

Приймаючи до уваги (3.38), перейдемо в рiвняннi (4.56) вiд похiдних за
змiнною z до похiдних за змiнною χ i розглянемо випадок:

2
√
2

q20a
2
0

(
Ta0
πe2

)1/2 ∣∣Li1/2 (−eχ)∣∣ >> 1, (4.58)

який дозволить значно спростити знаходження розв’язку (4.56). Оцiнимо
вiдстань вiд поверхнi дiелектрика, на якiй нерiвнiсть (4.58) починає
порушуватися. При T = 5K i ns = 108см−2 i максимально можливому
q0 ≈ 3 · 104см−1 за даного ns (що вiдповiдає випадку, коли у вузлi ґратки
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знаходиться один заряд) умова (4.58) виконується в iнтервалi
z − ξ̄ < 10−5см. Зi збiльшенням z умова (4.58) перестає виконуватись.
Однак, зi збiльшенням z об’ємна концентрацiя газу зарядiв зменшується i
стан газу стає близьким до невиродженого [4]. Нам, однак, розв’язок
рiвняння (4.56) знадобиться поблизу точки z = ξ̄, де умова (4.58)
виконується дуже добре. Iз цiєї причини i зосередимося на розв’язаннi
рiвняння (4.56) в околi z = ξ̄. Дiйсно, як видно з останнього рiвняння
в (2.53), для визначення критичних параметрiв фазового переходу необхiдно
отримати розв’язок рiвняння (4.56) при z = ξ̄, а також його першої похiдної
за z при z = ξ̄.

На рис. 4.2 наведена залежнiсть вiд температури T i кiлькостi зарядiв над
одиницею площi поверхнi дiелектрика ns характерного значення параметра
оберненої ґратки q0 (T, ns), нижче якого виконується нерiвнiсть (4.58) для
векторiв оберненої ґратки q0 i 2q0:

q0 (T, ns) =

√∣∣Li1/2 (−eχ0)
∣∣

23/451/2a0

(
Ta0
πe2

)1/4

. (4.59)

Необхiднiсть виконання нерiвностi, аналогiчної (4.58) з удвiчi бiльшим
значенням q0 виникне при обчисленнi амплiтуди параметра порядку ξ̃(1),
однак бiльш детальний виклад даного питання пiде нижче. Тут важливо
лише зазначити, що на малюнку вiдображена область бiльш нiж достатня
для виконання умови (4.58) i достатня для вдвiчi бiльших значень q0.

Пiсля ряду нескладних перетворень i спрощень, у наближеннi (4.58)
рiвняння (4.56) набуде вигляду:

2Li5/2 (−eχ)
∂2φ̃

(1)
1

∂χ2
+ Li3/2 (−eχ)

∂φ̃
(1)
1

∂χ
− Li1/2 (−eχ) φ̃

(1)
1 = 0. (4.60)

Беручи до уваги наступну властивiсть полiлогарифма:

Lis−1 (−eχ) =
d

dχ
Lis (−eχ) , (4.61)

зведемо рiвняння (4.60) до вигляду:

∂2

∂χ2

(
Li5

2
(−eχ) φ̃(1)

1

)
=

3

2

∂

∂χ

(
Li3

2
(−eχ) φ̃(1)

1

)
. (4.62)
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Рис. 4.2. Залежнiсть величини максимально припустимого значення
вектора трансляцiї оберненої ґратки q0 вiд температури T i кiлькостi

частинок над одиницею поверхнi дiелектрика ns.

Iнтегруючи праву i лiву сторону рiвняння (4.62) пiсля нескладних
перетворень отримаємо:

Li5/2 (−eχ)
∂φ̃

(1)
1

∂χ
=

1

2
Li3/2 (−eχ) φ̃

(1)
1 + C, (4.63)

де C - постiйна iнтегрування. Рiвняння (4.63) є лiнiйним неоднорiдним
рiвнянням i розв’язується методом варiацiї довiльної сталої. У такому
випадку загальний розв’язок рiвнянь (4.60), (4.63) має вигляд:

φ̃
(1)
1 (χ) = C

(1)
1

√
−Li 5

2
(−eχ) + C

(1)
2

√
−Li5

2
(−eχ)

∫
dχ(

−Li 5
2
(−eχ)

) 3
2

, (4.64)

де C(1)
1 , C(1)

2 - довiльнi постiйнi iнтегрування. Другий частинний розв’язок
у (4.64) зростає за абсолютною величиною зi зростанням z. Починаючи з
певних z це буде призводити до порушення умови (2.41), за якої описавана у
дисертацiйнiй роботi теорiя збурень є застосовною. Iз цiєї причини константу
C

(1)
2 слiд покласти рiвною нулю.



119

Таким чином, приходимо до наступного виразу для потенцiалу φ̃(1)
1 :

φ̃
(1)
1 (χ) = C

(1)
1

√
−Li5/2 (−eχ). (4.65)

Розв’язки другого i третього рiвнянь в (2.51) у загальному випадку мають
вигляд:

φ̃
(1)
2 (z) = C

(2)
1 eq0z + C

(2)
2 e−q0z, φ̃

(1)
3 (z) = C

(3)
1 eq0z + C

(3)
2 e−q0z. (4.66)

З урахуванням тiєї обставини, що величини напруженостей полiв при
z → −∞, повиннi залишатися обмеженими, константу C

(3)
2 у (4.66)

необхiдно покласти рiвною нулю, C(3)
2 ≡ 0. Величини ж C

(1)
1 , C(2)

1 , C(2)
2 i C(3)

1

повиннi бути знайденi з граничних умов (2.53). Як легко переконатися, цi
константи будуть вираженi через величину ξ̃(1), що вiдповiдно
до (2.42), (2.50) i (2.51), є першою гармонiкою ξ̃(1) Фур’є-образу профiлю
просторово-перiодичної поверхнi плiвки рiдкого дiелектрика на твердiй
пiдкладцi:

φ̃
(1)
1 (χ) = E0ξ̃

(1)
√
Li5/2 (−eχ)

/
Li5/2 (−eχ0)G (q0) ,

φ̃
(1)
2 (z) = ξ̃(1)

(
eq(z−ξ̄) − Ceq(ξ̄−z)

)
E0F (q) ,

φ̃
(1)
3 (z) = ξ̃(1)eq(z−ξ̄)E0F (q) (1− δ) ,

(4.67)

де для спрощення запису введенi такi позначення:

G (q0) =
Li5

2
(−eχ0)

(
2bz0

n
ns

+ y0 (ε− 1)
)

Li 5
2
(−eχ0) εy0 + bLi 3

2
(−eχ0)

,

F (q0) =

(
1
ε − 1

)
Li 3

2
(−eχ0) + Li5

2
(−eχ0) 2z0

n
ns

(1 + C)
(
Li5

2
(−eχ0) εy0 + bLi 3

2
(−eχ0)

) ,
y0 = 2q0z0, b ≡ 1− C

1 + C
, δ ≡ εd − ε

εd + ε
, C = δe−2q0(d+ξ̄).

(4.68)

Розв’язки рiвнянь (2.53) у аналогiчному наближеннi для потенцiалiв φ̃(e)(1)
j ,

j = 1, 2, 3 даються формулами:

φ̃
(e)
1 (z) = C

(e1)
2 e−q0z, φ̃

(e)(1)
3 (z) = C

(e3)
1 eq0z,

φ̃
(e)(1)
2 (z) = C

(e2)
1 eq0z + C

(e2)
2 e−q0z.

(4.69)
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Вид цих розв’язкiв (4.69) обраний таким чином, щоб напруженостi
зовнiшнiх полiв при z → ±∞ лишалися обмеженими. Константи у виразах
(4.69) також можуть бути знайденi з вiдповiдних граничних умов (2.54),
записаних у лiнiйному наближеннi, у результатi чого потенцiали φ̃

(e)(1)
j

можуть бути записанi у виглядi:

φ̃
(e)(1)
1 (z) = (ε+ 1)CEξ̃(1)F (e) (q) eq(ξ̄−z),

φ̃
(e)(1)
2 (z) = ξ̃(1)EF (e) (q0)

(
Ceq0(ξ̄−z) − eq0(z−ξ̄)

)
,

φ̃
(e)(1)
3 (z) = (1− δ) ξ̃(1)EF (e) (q0) e

q0(z−ξ̄),

F (e) (q) =
(
1− ε−1

)/
(ε (1 + C) + 1− C).

(4.70)

Звернемося тепер до останнього з рiвнянь (2.53). Пiдставляючи до нього
знайденi розв’язки (4.67) i (4.70) з урахуванням (2.43) отримаємо:

Φ (q0) ξ̃
(1) = 0, (4.71)

де функцiя Φ (q0) має вигляд:

Φ (q0) ≡
n

ns

(
G (q0)− 1− (1 + C) y0

(
F (q0) +

F (e) (q0)

4

))
+

+
4πα

E2
0

(
κ2 + q20β̃

)
, β̃ = 1 +

κ2ξ̄2

2
.

(4.72)

Як легко бачити, рiвняння (4.71) допускає два розв’язки: ξ̃(1) = 0 та
Φ (q0) = 0. Перший з цих розв’язкiв ξ̃(1) = 0 є тривiальним. Вон означає, що
просторово-перiодичнi структури на поверхнi рiдкого дiелектрика вiдсутнi.
Iншими словами, поверхня рiдкого дiелектрика залишається плоскою. Сам
факт наявностi фазового переходу до просторово-перiодичного профiлю
поверхнi рiдкого дiелектрика передбачає, що ξ̃(1) ̸= 0 (див. (2.39), (2.42),
(2.43)). Таким чином, у цьому випадку ми повиннi звернутися до другого
розв’язку:

Φ (q0) = 0. (4.73)

Це рiвняння визначає тiльки параметр ґратки q0 (див.(4.68)), як функцiю
параметрiв фазового переходу завдання - температури Tc, зовнiшнього
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Рис. 4.3. Критичнi кривi q0 (nsc) у випадку масивного гелiю.

притискуючого поля E
(e)
c (або кiлькостi электронiв над одиницею поверхнi

рiдкого дiелектрика nsc, див. (3.50)), а також густини цього дiелектрика ρ,
його коефiцiєнта поверхневого натягу α i дiелектричної проникностi ε, а
також дiелектричної проникностi твердої пiдкладки εd. Насправдi
рiвняння (4.73) визначає певну критичну поверхню фазового переходу
q0 = q0 (nsc, Tc) у просторi «координат» q0, nsc, Tc. Процедура знаходження
такої фазової поверхнi виходить за межi аналiтичних розрахункiв i вимагає
залучення чисельних методiв, у результатi чого можна отримати
залежностi, представленi на рис. 4.3 i 4.4.

На рис. 4.3 наведенi залежностi фазових кривих q0 = q0 (nsc) для рiзних
температур, побудованих з урахуванням формули (3.57) для плiвки рiдкого
дiелектрика завтовшки d = 1см. Вiдзначимо, що данi кривi здобутi з
умови (4.73). Наведенi данi достатньо добре узгоджуються з наявними
експериментальними даними [26, 27]. Згiдно з рис. 4.3, при T = 3, 5K
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перiодичнi структури з q0 ≈ 27см−1, починають з’являтися при nsc

> 1, 2 · 109см−2, що вiдповiдає перiоду прямої ґратки a = 2πq−1
0 ≈ 0, 28см.

При T = 3, 5K за даними роботи [27] a = 0, 24см. За даними цiєї ж
роботи [27] при T = 2, 5K перiодичнi структури починають спостерiгатися
при бiльших полях, нiж E

(e)
c = 2600B/см = 4πe · 1, 38 · 109см−2. У нашому

випадку, як видно з рис. 4.3, за такої ж температури T = 2, 5K,
E

(e)
c ≈ 4πe · 1, 6 · 109см−2. Згiдно з [26], при T = 4, 2K, перiод ґратки, що

виникає за E(e)
c ≈ 4πe · 0, 95 · 109см−2, дорiвнює a = 0, 176см, а виходячи з

рис. 4.3 при T = 4, 2K i E
(e)
c ≈ 4πe · 1, 22 · 109см−2 маємо

a = 2πq−1
0 ≈ 0, 22см.

Слiд зазначити, що у роботах [26, 27] розглядався не тiльки
квазiнейтральний випадок (3.50), але i випадок заряджених систем. Iз цiєї
причини умову появи просторово-перiодичних структур зручнiше
пов’язувати з критичною величиною притискуючого поля E

(e)
c , а не nsc.

Величина ж nsc впливає на ступiнь заселеностi лунками поверхнi
дiелектрика. Так, за невеликих ns з досягненням E

(e)
c , можлива поява лише

декiлькох лунок (наприклад 2,8,20, ...). Зi збiльшенням ns кiлькiсть лунок
буде збiльшуватися все щiльнiше заповнюючи собою поверхню гелiю. При
досягненнi величини nms ≈ 2 · 109см−2 розглянута перiодична структура
починає руйнуватися за рахунок того, що кластери електронiв у лунках
починають провалюватися у гелiй у формi бульбашок (баблонiв [85]) i
прямують до металевого електрода, що створює притискуюче поле. При
ns < nms , iснування перiодичних структур можливе i в електронейтральному
випадку за nms > ns > E

(e)
c (4πe)−1. Тут ми не будемо бiльше коментувати

особливостi утворення лункових перiодичних структур у заряджених
системах. У загальному випадку така задача потребує окремого
розв’язання. Вiдзначимо лише, що для невиродженого газу зарядiв над
поверхнею рiдкого дiелектрика таке завдання було розв’язане у роботi [3].
Важливою обставиною, характерною для випадку «масивного» гелiю, є
залежнiсть E(e)

c (або nsc у випадку електронейтральних систем, див. (3.50))
вiд температури. Як i в експериментах [62], у нашому випадку, як видно з
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рис. 4.3, E(e)
c спадає зi зростанням T .

Займемося тепер аналiзом особливостей фазового переходу над тонкими
плiвками рiдкого дiелектрика, коли внесок сил Ван дер Ваальса значно
перевищує внесок гравiтацiйних сил, що дiють на атоми дiелектрика. У
таких системах вiдкривається можливiсть теоретичного передбачення i
виявлення ряду цiкавих ефектiв. Як видно з порiвняння рис. 3.6 i рис. 3.7,
за малих товщин плiвки дiелектрика, припустимi значення ns, стають на
кiлька порядкiв вище, нiж для масивної плiвки дiелектрика. Чисельнi
оцiнки показують, що цiлком прийнятними для спостереження фазового
переходу виявляються значення ns ∼ 1012см−2 i навiть бiльше. У роботi [80]
показано, що для плiвок завтовшки декiлькох сотень ангстрем система, що
розглядається, залишається стiйкою для будь-яких ns i лише при зменшеннi
товщини плiвки до величини близько 50 ангстрем або менше електрони
починають тунелювати до пiдкладки крiзь дiелектричну плiвку. У
теоретичнiй роботi [86] показано, що для плiвки гелiю завтовшки 100
ангстрем на металевiй пiдкладцi в областi низьких температур вiгнерiвськi
структури проявляються за nsc1 ≈ 1011см−2 i вище. Однак стверджується,
що збiльшення ns до значень nsc2 ≈ 1, 37 · 1012см−2 повинно викликати так
зване квантове плавлення кристалу. Треба вiдзначити, що подiбний до
квантового плавлення ефект спостерiгався i в експериментi (див. у зв’язку з
цим [87]), однак за менших концентрацiй nsc2 нiж передбаченi в [86].

У межах пiдходу, що використовується нами, чисельнi оцiнки, заснованi
на рiвняннi (4.73) при T = 0, 1K i d = 10−6см, також показують, що в
iнтервалi концентрацiй nsc1 ≤ ns ≤ nsc2 можуть iснувати перiодичнi
структури у великому iнтервалi значень вектора оберненої ґратки q0.
Граничнi значення концентрацiй nsc1 ≈ 1011см−2 i nsc2 ≈ 2, 4 · 1012см−2

можна трактувати як точки зародження перiодичних структур i їх
зникнення (плавлення) вiдповiдно. Легко помiтити, що отримане нами
верхнє граничне значення nsc2 сильно вiдрiзняється вiд аналогiчного
значення роботи [86]. Тут, однак, слiд ще раз пiдкреслити, що в областi
великих значень концентрацiй i низьких температур викладений у
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Рис. 4.4. Критичнi кривi nsc (d) у випадку тонких гелiєвих плiвок.

дисертацiйнiй роботi пiдхiд вимагає бiльш строгих уточнень, оскiльки у цiй
областi iстотну роль можуть вiдiгравати квантовi ефекти, зокрема, обмiнна
взаємодiя. Iз цiєї причини наведенi вище оцiнки, якiсно демонструючи
подiбнi до [86] ефекти, не можуть претендувати на коректне кiлькiсне
порiвняння з результатами цiєї роботи. Вiдзначимо також якiсне
узгодження залежностей nsc (d), отриманих на основi (4.72), (4.73) i
вiдображених на рис. 4.4, з результатами експериментальної роботи [76].

Перш нiж перейти до викладу методики обчислення амплiтуд
дослiджуваних просторово-перiодичних структур, зробимо важливе
методологiчне зауваження, що погоджує запропонований нами опис з
експериментальними спостереженнями вiгнерiвскiх або лункових кристалiв.
Нами вже зазначалося, що вiгнерiвскою кристалiзацiєю зараз прийнято
називати просторово-перiодичнi структури зарядiв над поверхнею рiдкого
дiелектрика, вважаючи цi структури двовимiрними [36]. Лунковi ж
кристали представляють собою структури, сформованi зарядами,
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розмiщеними у лунках на поверхнi рiдкого дiелектрика, якi утворюють
перiодичну структуру [26]. Ясно, що такi структури заздалегiдь тривимiрнi.
Легко помiтити, що у запропонованому у дисертацiйнiй роботi пiдходi
iснування просторово-перiодичних структур у системах зарядiв над
поверхнею рiдкого дiелектрика апрiорi пов’язується з
просторово-перiодичними деформацiями поверхнi цього дiелектрика. Iз цiєї
причини всi перiодичнi структури, що описуються у дисертацiйнiй роботi,
можуть розглядатися як лунковi. Звiдси може витiкати висновок, що наш
пiдхiд придатний тiльки для опису лункових кристалiв. Але можна
поглянути на данi обставини й iнакше. А саме, глибина цих лунок може
мати рiзну величину. Лунки мiзерно малої глибини, може статися, у певних
випадках при експериментальних вимiрах можуть не позначатися на
ефектах, пов’язаних з iснуванням перiодичних структур. У цьому випадку з
точки зору експерименту просторово-перiодична структура може
сприйматися як двовимiрна. Таким чином, питання трактування
просторово-перiодичних структур над поверхнею рiдкого гелiю як
двовимiрних або тривимiрних може залежати як вiд конкретних
властивостей цих структур (глибини лунки або величини амплiтуди), так i
вiд способiв їх експериментального спостереження. Наприклад, у випадку
великих лунок лунковi кристали можуть спостерiгатися безпосередньо,
навiть без допомоги електронного мiкроскопа. У випадку ж вiгнерiвської
кристалiзацiї фазовий перехiд до перiодично просторових структур
фiксується за непрямими показниками, пов’язаними з динамiчними
властивостями системи у тангенцiальному напрямку до поверхнi рiдкого
дiелектрика (див., наприклад, [36]). При цьому сама поверхня дiелектрика
вважається плоскою. Другий згаданий приклад може належати якраз до
випадку малих деформацiй поверхнi рiдкого дiелектрика, що не
позначаються на вимiрюваних експериментально ефектах.

Для пiдтвердження обґрунтованостi такого припущення обчислимо
величину параметра порядку ξ̃(1) поблизу точки фазового переходу. Ця
процедура носить досить громiздкий характер. Iз цiєї причини у даному
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пiдроздiлi дисертацiї ми не будемо наводити докладнi викладки,
зупинившись на короткому описi розв’язку задачi i обмежившись
демонстрацiєю основних результатiв. Вiдзначимо, що процедура
знаходження амплiтуд просторово-перiодичних станiв бiльш детально
наведена у попередньому пiдроздiлi дисертацiї для випадку невиродженого
газу зарядiв та у роботi [4].

Для визначення ξ̃(1) нам буде потрiбно розкласти рiвняння (2.30)-(2.32)
за малими вiдхиленнями ξ̃ (ρ), φ̃j (z,ρ), φ̃

(e)
j (z,ρ), а також за малими

рiзницями T − Tc, E(e) − E
(e)
c (або що в умовах квазiнейтральностi (3.50)

рiвносильно розкладанню за ns − nsc). Далi, переходячи до рiвнянь для
Фур’є-образiв (2.42), (2.44) i враховуючи головне (2.45) - (2.49) i
лiнiйне (2.53) - (2.54) наближення даної теорiї збурень, необхiдно отримати
її наступний незникаючий порядок при q = q0. У ходi виконання даної
процедури стає зрозумiлим, що для знаходження ξ̃(1) слiд також визначити
її зв’язок з другою гармонiкою ξ̃(2). Для цього, у свою чергу, необхiдно
розкласти рiвняння (2.30)-(2.32) за малими вiдхиленнями ξ̃ (ρ), φ̃j (z,ρ),
φ̃
(e)
j (z,ρ), а також за малими рiзницями T − Tc i E(e) − E

(e)
c , пiсля чого

знайти Фур’є-образ цього розкладання при q = 2q0. Розв’язуючи отриману
систему диференцiальних рiвнянь i дотримуючись пiдходу,
запропонованому у попередньому пiдроздiлi дисертацiйної роботи, а також
використовуючи методику роботи [4], ми отримаємо зв’язок мiж першою i
другою гармонiкою параметра порядку Фур’є-образу ξ̃:

ξ̃(2) =
γ

z0

(
ξ̃(1)
)2
, (4.74)

що приводить до нелiнiйного рiвняння для визначення амплiтуди ξ̃(1):

(
ξ̃(1)
)3

= ξ̃(1)
z20Ψ

(
E

(e)
c , Tc

)
n

(
∂n

∂E(e)

(
E(e) − E(e)

c

)
+
∂n

∂T
(T − Tc)

)
. (4.75)

У формулах (4.74) i (4.75) величини γ i Ψ
(
E

(e)
c , Tc

)
мають громiздкий

вигляд i складну залежнiсть вiд параметрiв E
(e)
c i Tc. Рiвняння (4.75)

допускає два розв’язки. Перший розв’язок ξ̃(1) = 0 тривiальний i вiд нього
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ми вже вiдмовилися вище при отриманнi характеристик критичної точки,
див. (4.71)-(4.73). Нижче для чисельних оцiнок амплiтуди ξ̃(1) при
конкретних значеннях E(e)

c i Tc буде використаний явний вигляд величин γ i
Ψ
(
E

(e)
c , Tc

)
, а також вираз для Фур’є-образу першої гармонiки збурення

концентрацiї частинок (див. (3.40), (4.56) i (4.65)) при z = ξ̄:

n(1) = −T ∂n
∂µ

(1−G (q0))
ξ̃(1)

z0
.

Чисельнi оцiнки показують, що величина G (q0) вiд’ємна, G (q0) < 1, (див.
(4.66)). Тому у випадку ξ̃(1) ̸= 0 реалiзується ситуацiя, коли над лунками на
поверхнi рiдкого дiелектрика знаходяться згустки концентрацiї заряджених
частинок i навпаки, над «пагорбами» поверхнi дiелектрика знаходяться
областi локального розрiдження концентрацiї частинок. У випадку другого
розв’язку рiвняння (4.75):

ξ̃(1) = z0

√
Ψ

(
∂ lnn

∂E(e)

(
E(e) − E

(e)
c

)
+
∂ lnn

∂T
(T − Tc)

)
реалiзується самє така ситуация. Чисельнi оцiнки величини амплiтуди ξ̃(1)

при T = 2, 5K, ns = 1, 4 · 109см−2, d = 0, 1см, q0 = 23см−1 i√(
E(e)

/
E

(e)
c

)
− 1 ≈ 0, 1,

√
(Tc/T )− 1 ≈ 0, 1, призводять до значення

ξ̃(1) ≈ 4, 7 · 10−11см, що задовiльно узгоджується з оцiнками цiєї величини у
роботах [20, 42]. Як показує ця оцiнка, подiбнi розмiри деформацiй поверхнi
навряд чи можуть вважатися фiзичними, оскiльки вони на порядки менше
характерних розмiрiв атома, a0 ∼ 10−8см [88]. З цiєї причини поверхня
дiелектрика припустимо вважати плоскою. Слiд, однак, брати до уваги ту
обставину, що нашi оцiнки зробленi в областi E(e)

/
E

(e)
c ∼ 1, T/Tc ∼ 1, де,

власне, справедлива i сама теорiя фазового переходу, викладена у
дисертацiйнiй роботi. При вiдходi вiд точки переходу (зниження
температури, пiдвищення напруженостi притискуючого поля) картина може
iстотно змiнюватися, у тому числi, i у бiк прояви тривимiрної природи
перiодичної структури дослiджуваної системи, про що мова йшла вище.

Слiд пiдкреслити, що у зазначеному дiапазонi параметрiв T , ns i q0, якi
використовуються для чисельних оцiнок у цьому пiдроздiлi дисертацiї,
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значення лiвої сторони нерiвностi (4.58) при z = ξ̄ за порядоком не менше,
нiж 107, тому використання рiвнянь (4.73) - (4.75) є цiлком виправданим.
Нагадаємо на закiнчення пiдроздiлу, що у дисертацiйнiй роботi для простої
iлюстрацiї можливостей розвиненого пiдходу, вивчений фазовий перехiд до
структур, якi характеризуються однiєю постiйною ґратки q0. Зазначимо, що
в умовах реального експерименту [62] перiодична жолобкова структура на
поверхнi рiдкого дiелектрика спостерiгалася як промiжний стан при
переходi системи вiд однорiдного стану до двовимiрної гексагональної
структури. Опис же перiодичних структур, якi характеризуються двома
незалежними векторами оберненої ґратки, паралельними плоскiй поверхнi
дiелектрика, як i питання про стiйкiсть несиметричної фази, уявляються
автором дисертацiї окремим завданням, яке чекає на розв’язок у межах
розвиненого пiдходу.

4.4. Критичнi параметри фазового переходу до

просторово-перiодичних станiв у зарядженiй системi

частинок. Вихiд за межi статистики Больцмана

Вихiдними рiвняннями для дослiдження критичних параметрiв фазового
переходу з утворенням просторово-перiодичних структур будуть слугувати
рiвняння (2.53), (2.54). Пiдкреслимо ще раз, що в дисертацiйнiй роботi мова
йде саме про просторово-перiодичнi структури типу лункових перiодичних
утворень. Звернемося насамперед до першого з рiвнянь (2.53). Це рiвняння
може бути записане у виглядi:

∂2φ̃
(1)
1

∂z2
=

(
q20 − 2

√
2
Li1/2 (−eχ)

a20

(
Ta0
πe2

)1/2
)
φ̃
(1)
1 , (4.76)

в якому вiдповiдно до (3.68), (3.70) i (3.71) враховане спiввiдношення:

∂n

∂µ
= −

Li1/2 (−eχ)√
2πa20e

2

(
Ta0
πe2

)1/2

. (4.77)

Розглянемо випадок, коли:

a20q
2
0 << 23/2

∣∣Li1/2 (−eχ)∣∣ (Ta0
πe2

)1/2

. (4.78)
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З огляду на ту обставину, що χ (z) є спадаючою функцiєю, нерiвнiсть (4.78)
виконується тим краще, чим ближче z до рiвня поверхнi дiелектрика z = ξ̄.
Однак, для визначення критичних параметрiв фазового переходу нам
знадобиться розв’язок рiвняння (4.76) у точцi z = ξ̄, отже, замiнимо
нерiвнiсть (4.78) бiльш грубою - її частковим випадком при z = ξ̄:

1 <<
23/2

a20q
2
0

∣∣Li1/2 (−eχ0)
∣∣ (Ta0

πe2

)1/2

. (4.79)

Очевидно, що остання нерiвнiсть виконується краще для малих q0, тобто
для макроскопiчних просторових масштабiв у порiвняннi з
мiкроскопiчними. Надалi при отриманнi зв’язку мiж критичними
параметрами фазового переходу, ми повиннi будемо перевiряти їх на
предмет вiдповiдностi умовi (4.79).

Беручи до уваги (3.68), перейдемо у рiвняннi (4.76) вiд похiдних за z до
похiдних за χ i пiсля ряду нескладних перетворень i спрощень, у
наближеннi (4.79) рiвняння (4.76) набуде вигляду:(

2Li5/2 (−eχ)−
a20

23/2z20

(
πe2

a0T

)1/2
)
∂2φ̃

(1)
1

∂χ2
+

+Li3/2 (−eχ)
∂φ̃

(1)
1

∂χ
− Li1/2 (−eχ) φ̃

(1)
1 = 0.

(4.80)

Беручи до уваги наступну властивiсть полiлогарифма:

Lis−1 (−eχ) =
d

dχ
Lis (−eχ) , (4.81)

наведемо рiвняння (4.80) у виглядi:

∂2

∂χ2

(
Li5/2 (−eχ) φ̃

(1)
1

)
− 3

2

∂

∂χ

(
Li3/2 (−eχ) φ̃

(1)
1

)
=

=
a20

25/2z20

(
πe2

a0T

)1/2
∂2φ̃

(1)
1

∂χ2
.

(4.82)

Iнтегруючи праву i лiву сторону рiвняння (4.82) пiсля нескладних
перетворень отримаємо:(

a20
25/2z20

(
πe2

a0T

)1/2

− Li5/2 (−eχ)

)
∂φ̃

(1)
1

∂χ
+

1

2
Li3/2 (−eχ) φ̃

(1)
1 = C1, (4.83)
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де C1 - постiйна iнтегрування. Рiвняння (4.83) є лiнiйним неоднорiдним
рiвнянням i вирiшується методом варiацiї довiльної сталої. У такому
випадку загальний розв’язок рiвнянь (4.80) i (4.83) має вигляд:

φ̃
(1)
1 =

E1 (z)

E∞

a0
z0

(
πe2

25a0T

)1/4

C1

∫
dχ(

E1(z)
E∞

a0
z0

(
πe2

25a0T

)1/4)3/2
+ C2

 , (4.84)

де C2 - довiльна стала iнтегрування. Другий частинний розв’язок у (4.84)
зростає за абсолютною величиною зi зростанням z. Починаючи з певних z

це буде призводити до порушення умови (2.41) застосовностi теорiї збурень,
що застосовується у дисертацiйнiй роботi. Iз цiєї причини константу C1 слiд
покласти рiвною нулю. Таким чином, з урахуванням (3.68), (3.69) приходимо
до наступного виразу для потенцiалу φ̃(1)

1 (z):

φ̃
(1)
1k = C

(1)
1 E1 (z) , C

(1)
1 =

C2

E∞

a0
25/4z0

(
πe2

a0T

)1/4

. (4.85)

Розв’язки другого i третього рiвнянь з (2.53) у загальному випадку мають
вигляд:

φ̃
(1)
2 (z) = C

(2)
1 eq0z + C

(2)
2 e−q0z, φ̃

(1)
3 (z) = C

(3)
1 eqz + C

(3)
2 e−q0z. (4.86)

З урахуванням тiєї обставини, що напруженостi полiв при z → −∞ повиннi
залишатися обмеженими, константу C(3)

2 у (4.85) необхiдно покласти рiвною
нулю: C(3)

2 ≡ 0. Величини ж C
(1)
1 , C(2)

1 , C(2)
2 i C(3)

1 повиннi бути знайденi з
граничних умов (2.53). Як легко переконатися, цi константи будуть
вираженi через величину ξ̃(1), що є вiдповiдно до (2.42) i (2.50) першою
гармонiкою Фур’є-образу профiлю просторово-перiодичної поверхнi плiвки
рiдкого дiелектрика на твердiй пiдкладцi:

φ̃
(1)
1 = ξ̃(1)E1 (z)G (q0) ,

φ̃
(1)
2 (z) = ξ̃(1)

(
eq0(z−ξ̄) − Ceq0(ξ̄−z)

)
E0F (q0) ,

φ̃
(1)
3 (z) = ξ̃(1)E0e

q0(z−ξ̄)F (q0) (1− δ) ,

(4.87)
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де для спрощення запису введенi такi позначення:

G (q0) =
φ̄′′
1 (1− C) + (ε− 1)E0q0 (1 + C)

φ̄′′
1 (1− C) + E0εq0 (1 + C)

, δ ≡ εd − ε

εd + ε
,

F (q0) =
φ̄′′
1/ε

φ̄′′
1 (1− C) + E0εq0 (1 + C)

, C = δe−2q0(d+ξ̄).

(4.88)

Розв’язки рiвнянь (2.54) у аналогiчному наближеннi для потенцiалiв
φ̃
(e)(1)
j , (j = 1, 2, 3) даються формулами:

φ̃
(e)
1 (z) = C

(e1)
2 e−q0z, φ̃

(e)(1)
2 (z) = C

(e2)
1 eq0z + C

(e2)
2 e−q0z,

φ̃
(e)(1)
3 (z) = C

(e3)
1 eq0z.

(4.89)

Вид цих розв’язкiв обраний таким чином, щоб напруженостi зовнiшнiх
полiв при z → ±∞ залишалися обмеженими. Константи у виразах (4.89)
також можуть бути знайденi з вiдповiдних граничних умов (2.54), записаних
у лiнiйному наближеннi, у результатi чого потенцiали φ̃

(e)(1)
j можуть бути

записанi у виглядi:

φ̃
(e)(1)
1 (z) = ξ̃(1)E

(e)
1 (ε+ 1)CF (e) (q0) e

q0(ξ̄−z),

φ̃
(e)(1)
2 (z) = ξ̃(1)E

(e)
1 F (e) (q0)

(
Ceq0(ξ̄−z) − eq0(z−ξ̄)

)
,

φ̃
(e)(1)
3 (z) = (1− δ) ξ̃(1)E

(e)
1 F (e) (q0) e

q0(z−ξ̄),

F (e) (q0) =
1− ε−1

ε (1 + C) + 1− C
.

(4.90)

Звернемося тепер до останнього з рiвнянь (2.53). Пiдставляючи у нього
знайденi розв’язки (4.87), (4.90), з урахуванням (2.43), здобудемо:

Φ (q0) ξ̃
(1) = 0, (4.91)

де функцiя Φ (q0) має вигляд:

Φ (q0) = (1 + ε)E2
0F (q0) + E

(e)2
1 F (e) (q0)−

− 4πακ2

q0 (C + 1)

(
1 +

q20
κ2

(
1 +

κ2ξ̄2

2

))
.

(4.92)

Як i ранiше у попередньому матерiалi, рiвняння (4.91) допускає два
розв’язки: ξ̃(1) = 0 i Φ (q0) = 0. Перший з цих розв’язкiв ξ̃(1) = 0
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тривiальний. Вiн означає, що просторово-перiодичнi структури на поверхнi
рiдкого дiелектрика вiдсутнi. Iншими словами, поверхня рiдкого
дiелектрика залишається плоскою. Сам факт наявностi фазового переходу
до просторово-перiодичного профiля поверхнi рiдкого дiелектрика
передбачає, що ξ̃(1) ̸= 0, (див. (2.34), (2.42)). Таким чином, у цьому випадку
ми повиннi звернутися до другого розв’язку:

Φ (q0) = 0. (4.93)

Дане рiвняння є критичною поверхнею у просторi величин T , ns, E(e), а
також модуля вектора трансляцiї оберненої ґратки q0 виникаючої
перiодичної структури. Аналiз виразу демонструє добре узгодження з
експериментальними даними [26,27] (див. рис. 4.5).

Рис. 4.5. Фазовi кривi у площинi
{
T,E(e)

}
для рiзних значень параметрiв

q0, ns i d. • - данi експериментальної роботи [26]; � - експериментальної
роботи [27].
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У роботi [26], де спостерiгалося формування перiодичних структур
лункового типу у системi електронiв над поверхнею рiдкого гелiю, при
перевищеннi зовнiшнiм полем значення E

(e)
c = 1790 ± 40B/см

= 2πe · (1, 9± 0, 04) ·109см−2 реєструвалися гексагональная лункова ґратка з
вiдстанню мiж лунками близько 2π/q0 = 0, 176см i до N1 = 107 електронiв
на одну лунку. Вимiри проводилися при T = 4, 2K. Вважаючи, що площа
елементарної комiрки прямої ґратки у такому випадку є паралелограмом з
ребрами 2π/q0 i кутом мiж ними рiвним π/3, оцiнимо значення ns, як
вiдношення N1 до площi цього паралелограма i отримаємо
ns ≤ 3, 73 · 108см−2. Це значення добре узгоджується з даними роботи [26],
згiдно з якими у даному експериментi ns ≤ 0, 2nsmax, де nsmax ≈ 2 · 109см−2 -
максимально припустиме значення ns для електронiв над масивним
гелiєм [75]. Iз рiвняння (4.93) при даних експериментальних значеннях
T = 4, 2K, q0 = 2π/0, 176см−1, d > 0, 2см i ns ≤ 3, 73 · 108см−2 (останнє
значення також добре узгоджується з експериментом, оскiльки там
вказується, що E

(e)
c не змiнюється в iнтервалi 0, 2см < d < 1, 9см при

вiдстанi мiж обкладками конденсатора в 2см), ми отримаємо
E

(e)
c = 1689B

/
см = 2πe · 1, 79 · 109см−2, що з точнiстю понад 94% вiдповiдає

експериментальним даним. Дане узгодження можна вважати дуже добрим,
оскiльки з урахуванням експериментальної похибки в 2, 2%, точнiсть
виразу (4.93) може становити вiд 92, 1% до 96, 6%. Вiдзначимо також, що
при даних значеннях параметрiв T , ns i E(e)

c права сторона нерiвностi (3.92)
дорiвнює 0, 096, що значно менше одиницi, тому нерiвнiсть (3.92) досить
добре задовольняється, i можна говорити про обґрунтованiсть застосування
квазiкласичного пiдходу до опису даного ефекту.

Згiдно з даними роботи [27], в якiй експериментально i теоретично
дослiджене утворення перiодичних структур лункового типу у системi
електронiв над поверхнею рiдкого гелiю, вiдстань мiж сусiднiми лунками
становить 2π/q0 = 0, 24см, лунки виникають, коли зовнiшнє поле перевищує
критичне значення E

(e)
c = 2600B/см = 2πe · 2, 76 · 109см−2 при температурi

T = 2, 5K i у кожнiй лунцi мiститься близько N1 = 5 · 106 електронiв. З
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огляду на те, що перiодична структура є гексагональною, це дозволяє
приблизно розрахувати ns як вiдношення числа електронiв у однiй лунцi до
площi елементарної ланки такої гексагональної структури. Таким чином ми
одержимо ns = N1

/(
(2π/q0)

2 sin π/3
)

≈ 0, 92 · 108см−2. Вiдповiдно до
рiвняння (4.93) при ns = 0, 92 · 108см−2, q0 = 2π/0, 24см−1, T = 2, 5K i
d > 0, 1см ми отримаємо E

(e)
c ≈ 2πe · 2, 72 · 109см−2 = 2563B/см, що з

точнiстю бiльш нiж 98% збiгається з даними роботи [27]. Ця 2% похибка,
очевидно, не перевищує похибки вимiрювання даних у роботi [27], тому
можна говорити про дуже добре узгодження експериментальних даних iз
результатами цього пiдроздiлу дисертацiйної роботи. Вiдзначимо також, що
при наведених значеннях T , ns i E(e)

c права сторона нерiвностi (3.92) має
значення близько 0, 107, що можна вважати значно меншим одиницi, тому
застосування квазiкласичного пiдходу до опису даного ефекту є цiлком
обґрунтованим. При значеннях параметрiв T , ns, E

(e)
c у роботах [26,27], лiва

сторона нерiвностi (4.79) має порядок 1011, що набагато бiльше одиницi,
тому застосування отриманих у даному пiдроздiлi формул є бiльш нiж
обґрунтованим.

Рис. 4.6 iлюструє досить добре узгодження рiвняння для фазової
кривої (4.93) i даних експериментальних робiт [26, 27]. Змiна залежностi
E

(e)
c (Tc) при Tc > 4, 2K зумовлена температурною залежнiстю густини ρ (T )

i коефiцiєнта поверхневого натягу α (T ) гелiю [89,90]. Вiдзначимо також, що
застосування формули (4.93) для опису ефекту вiгнерiвської кристалiзацiї,
наприклад, використовуючи данi роботи [36] (nsc ≈ 4, 4 · 108см−2, Tc

≈ 0, 457K, E(e)
c = 2πens) не дає позитивних результатiв. Iз цiєї причини у

областi бiльш низьких температур запропонований у данiй роботi пiдхiд
може вимагати модифiкацiї. Дiйсно, оцiнки двовимiрної енергiї Фермi у
роботi [36] дають εF = 0, 03K, проте якiснi оцiнки εF у тривимiрному
випадку виявляються порiвнянними з величиною Tc ≈ 0, 457K. Однак
урахування внеску квантових ефектiв виходить за межi теми дисертацiйної
роботи, i ми обмежимося описом тiльки макроскопiчних структур.

Для визначення величини амплiтуди ξ̃(1) цих перiодичних
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макроскопiчних структур, як функцiї зовнiшнiх параметрiв системи
E(e), T, ns, необхiдно залучити бiльш високi порядки зазначеної теорiї
збурень, нiж перший. Дана процедура є досить громiздкою, тому тут ми
зупинимося лише на основних результатах, i проведемо їх чисельнi оцiнки.
Бiльш детально дана процедура викладена вище у цьому роздiлi для
невиродженого газу зарядiв у квазiнейтральному випадку системи, i
аналогiчнi мiркування ми застосуємо у випадку зарядженої системи
частинок, що має розподiл, вiдмiнний вiд больцманiвського. У результатi ми
отримаємо вираз для амплiтуди параметра порядку розглянутого фазового
переходу поблизу критичних значень E(e)

c , Tc i nsc.

ξ̃(1) = γ

√
∂n

∂E(e)

(
E(e) − E

(e)
c

)
+
∂n

∂T
(T − Tc) +

∂n

∂ns
(ns − nsc), (4.94)

де γ має досить громiздку залежнiсть вiд Tc, nsc, E
(e)
c i q0. Для апробацiї

отриманих результатiв використаємо експериментальнi данi роботи [27], у
якiй дослiджувався фазовий перехiд з утворенням лункових кристалiв при
змiнi E(e) i фiксованих T = 4, 2K i ns ∼ 108см−2 (ця величина вже
обчислювалася у попередньому роздiлi на пiдставi даних цiєї ж роботи [27]).
При фiксованих T = Tc i ns = nsc згiдно з (4.94) величина ξ̃(1) змiнюється

пропорцiйно кореню
√
E(e)

/
E

(e)
c − 1, що i показує рис. 4.6.

Як видно з рис. 4.6, поблизу точки фазового переходу E(e) = E
(e)
c можна

говорити про непогане кiлькiсне погодження даних, отриманих у даному
пiдроздiлi дисертацiйної роботи та експериментальних даних роботи [27].
Крива, здобута на пiдставi (4.94) у межах експериментальної похибки,
збiгається з експериментальними даними поблизу E

(e)
c . Однак, у мiру

збiльшення E(e) корiнь
√
E(e)

/
E

(e)
c − 1 перестає бути малим i

запропонована у цiй роботi теорiя збурень стає непридатною.
Обчислимо величину першої гармонiки Фур’є-образу збурення

концентрацiї числа частинок:

n(1) =
∂n

∂φ1
φ̃
(1)
1 +

∂n

∂ξ
ξ̃(1)
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Рис. 4.6. Залежнiсть амплiтуди збурень поверхнi дiелектрика ξ̃(1) вiд
зовнiшнього електричного поля E(e). Суцiльна крива отримана на

основi (4.94), • - данi експериментальної роботи [27].

при z = ξ̄. Згiдно з (3.71), (4.87) i (4.88) ми отримаємо:

n(1) = −T ∂n
∂µ

(1−G (q0))
ξ̃(1)

z0
. (4.95)

Чисельнi оцiнки показують, що величина G (q0) < 1 , див. (4.88). Тому у
випадку ξ̃(1) ̸= 0 реалiзується ситуацiя, коли над лунками на поверхнi
рiдкого дiелектрика знаходяться згустки концентрацiї частинок i навпаки,
над «пагорбами» поверхнi дiелектрика знаходяться областi локального
розрiдження концентрацiї частинок (див. рис. 2.2).

Висновки до роздiлу 4

У даному роздiлi дослiджено критичнi параметри фазового переходу
системи заряджених частинок над поверхнею рiдкого дiелектрика до
просторово-перiодичних станiв. Отримано рiвняння критичної поверхнi
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фазового переходу в просторi параметрiв - зовнiшнього притискуючого
електричного поля, температури i кiлькостi частинок над одиницею площi
поверхнi дiелектрика. Дане рiвняння виведено для одноперiодичних
структур, як у випадку квазiнейтральної системи, так i зарядженої, а також
для невиродженої системи зарядiв, i для системи заряджених частинок,
розподiлених за статистикою, що виходить за межi статистики Больцмана.

Показано, що рiвняння критичної поверхнi має добре кiлькiсне
узгодження з експериментальними даними у випадку фазових переходiв з
утворенням макроскопiчних перiодичних структур у системi електронiв над
поверхнею рiдкого гелiю типу лункових кристалiв - зарядженої системи.

Показано, що зв’язок мiж критичними значеннями притискуючого
електричного поля, температури, кiлькостi електронiв над одиницею
поверхнi гелiю, вiдстанi мiж сусiднiми лунками i товщиною гелiєвої плiвки
добре описується рiвнянням для критичної поверхнi у просторi зазначених
вище «координат», отриманої для перiодичних структур в одновимiрному
випадку.

Поблизу критичної поверхнi здобуто вираз для величини параметра
порядку фазового переходу - амплiтуди просторово-перiодичного збурення
профiлю поверхнi рiдкого дiелектрика для макроскопiчних структур
одноперiодичного типу.

Дослiджено залежнiсть амплiтуди просторово-перiодичного збурення
профiлю поверхнi рiдкого дiелектрика вiд критичної величини зовнiшнього
притискуючого поля поблизу точки переходу. Показано, що ця залежнiсть
має кореневий характер, типовий для фазових переходiв у термiнах теорiї
Ландау i отримане хороше узгодження з експериментальними даними для
цiєї залежностi у системi електронiв над поверхнею рiдкого гелiю.

Дослiджено рiвняння для критичної поверхнi фазового переходу до
одноперiодичних збурень у квазiнейтральному випадку при досить малих
величинах товщини гелiєвої плiвки, коли внесок сил Ван дер Ваальса, що
дiють на атоми гелiю, переважає силу гравiтацiйного тяжiння. Показана
можливiсть iснування двох критичних величин кiлькостi електронiв над
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одиницею площi поверхнi гелiю, що вiдображають факт утворення
перiодичних структур i їх «квантового плавлення», i продемонстровано
якiсне узгодження цих величин з наявними теоретичними даними.

Результати дослiджень даного роздiлу наведено у публiкацiях [3–6].
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi розвинено мiкроскопiчний пiдхiд, що дозволяє
описувати фiзичнi характеристики системи заряджених частинок над
поверхнею рiдких дiелектрикiв у зовнiшньому електричному полi виходячи
з послiдовного статистичного опису системи великого числа частинок, що
знаходяться в станi рiвноваги. На вiдмiну вiд наявних пiдходiв до опису
подiбних систем, заснованих на уявленнi про окремий заряд над поверхнею
дiелектрика, розвинений у дисертацiї пiдхiд не мiстить модельних
потенцiалiв i пiдгiнних констант, що вводяться у вищезазначених пiдходах
при переходi до опису системи великого числа частинок. Запропонований
пiдхiд може мати досить загальний характер у планi типiв заряджених
частинок i дiелектрикiв, проте в якостi системи, що використовується для
апробацiї результатiв отриманих в даному пiдходi, обранi електрони над
поверхнею рiдкого гелiю.

До основних результатiв, отриманих у дисертацiйнiй роботi, можна
вiднести наступнi:

1. Побудовано мiкроскопiчну теорiю на основi перших принципiв
статистичної механiки для опису системи заряджених фермi-частинок
над поверхнею рiдкого дiелектрика в зовнiшньому електричному полi без
використання модельних уявлень про потенцiали сил, дiючих на окремий
заряд над поверхнею зазначеного дiелектрика. Методика пiдходу
враховує можливiсть фазового переходу до станiв iз
просторово-неоднорiдними структурами у зазначенiй системi.

2. Сформульовано варiацiйний принцип, що дозволяє побудувати систему
рiвнянь самоузгодження, якi описують дану систему за можливостi
фазового переходу до станiв iз просторово-перiодичними структурами i
пов’язують основнi параметри її опису - функцiю розподiлу заряджених
частинок, потенцiал електричного поля, профiль поверхнi рiдкого
дiелектрика.
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3. У межах запропонованого пiдходу здобуто вирази для розподiлу
концентрацiї зарядiв, потенцiалу й напруженостi електричного поля
системи у випадку плоскої поверхнi рiдкого дiелектрика, як для
невиродженого газу частинок, так i з урахуванням виходу за межi
статистики Больцмана. Отримано умову застосовностi квазiкласичного
опису даної системи.

4. Дослiджено розподiл електричного поля системи i показано, що для
невиродженого газу електричне поле експоненцiйно спадає до
фiксованого значення у випадку зарядженої системи i зменшується
обернено пропорцiйно вiдстанi вiд поверхнi дiелектрика у випадку
квазiнейтральної системи.

5. Дослiджено здобутий розподiл концентрацiї зарядiв i показано, що
вiдстань вiд поверхнi гелiю, нижче якої зосереджена переважна кiлькiсть
електронiв, за порядком величини є порiвняною з характерною вiдстанню
локалiзацiї окремого електрона в основному станi над поверхнею гелiю.

6. Одержано, у межах запропонованого пiдходу, рiвняння для критичної
поверхнi фазового переходу до просторово-перiодичного стану у системi,
яке визначає зв’язок мiж критичними параметрами фазового
перетворення – зовнiшнiм електричним полем, температурою та
кiлькiстю частинок над одиницею площi поверхнi дiелектрика.

7. Здобуто вираз для параметра порядку фазового перетворення – профiлю
поверхнi - поблизу зазначеної критичної поверхнi та показано, що його
величина змiнюється пропорцiйно квадратному кореню iз напруженостi
зовнiшнього електричного поля.

8. Проаналiзовано залежнiсть характеристик системи в околi фазового
перетворення вiд товщини плiвки рiдкого дiелектрику, величини
притискуючого поля й концентрацiй зарядiв над поверхнею, допустимих
iз точки зору стiйкостi системи. Показано, зокрема, що для вiдносно
тонких плiвок дiелектрика їх ефективна товщина слабко залежить вiд
величини притискуючого поля, а дiапазон допустимих концентрацiй
зарядiв над поверхнею значно розширюється у порiвняннi з випадком
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масивного дiелектрика.

Таким чином, мета дисертацiйної роботи досягнута, поставленi завдання
повнiстю розв’язанi.
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ПОДЯКИ

Насамкiнець хочу висловити глибоку подяку своєму науковому
керiвниковi академiку НАН України Слюсаренко Юрiю Вiкторовичу за
запропоновану тематику дослiджень, плiдне обговорення результатiв,
допомогу на усiх етапах роботи над дисертацiєю i постiйну пiдтримку.
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