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АНОТАЦIЯ

Бондаренко М. В. Розсiювання та випромiнювання високоенергетичних

заряджених частинок в аморфних та кристалiчних середовищах. – Квалi-

фiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-

математичних наук за спецiальнiстю 01.04.02 «Теоретична фiзика»

(104 – Фiзика та астрономiя). – Iнститут теоретичної фiзики iм. О. I.

Ахiєзера, Нацiональний науковий центр «Харкiвський фiзико-технiчний

iнститут» Нацiональної академiї наук України, Харкiв, 2019.

Фiзика проходження швидких заряджених частинок (електронiв, по-

зитронiв та iонiв) крiзь речовину виникла та значною мiрою сформува-

лася протягом ХХ столiття, надаючи тестовi задачi для квантової меха-

нiки, класичної i квантової електродинамiки, а згодом слугуючи бiльш

практичним цiлям. Особливий сектор у нiй займають процеси за участю

ультра-релятивiстських частинок. При цьому речовину можна розгляда-

ти як «заморожену», а всi прямi, як пружнi, так i непружнi процеси за

участю пролiтаючої частинки трактувати в малокутовому наближеннi. До

типових задач належать розсiювання в аморфних середовищах (де опис

розсiювання на атомних оболонках потребує точностi), рiзноманiтнi пита-

ння проходження заряджених частинок крiзь кристали (де динамiка зага-

лом є складною), та електромагнiтне випромiнювання вiд електронiв (яке

є когерентним процесом, оскiльки iнтенсивнiсть випромiнення на заданiй

частотi залежить вiд траєкторiї електрона вздовж протяжної просторової

дiлянки). На початку ХХI сторiччя в цiй тематицi вiдбулися просування по

деяким напрямкам, пов’язаним з експериментальним дослiдженням нових

явищ та виникненням нових теоретичних концепцiй. В дисертацiї викладе-

ний внесок до вiдповiдної теорiї, зроблений автором.

В теорiї одноразового атомного розсiяння для характеристики спосте-

режуваних на практицi величин виявляється достатнiм трьох параметрiв
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введених автором. Популярнi модельнi потенцiали не визначають цi па-

раметри достатньо точно, тому вони мають визначатися з експериментiв.

Встановлено зв’язок з характеристиками розсiяння в режимi великого ку-

лонiвського параметра (коли на речовину падають атомнi ядра важких

елементiв).

В теорiї багаторазового розсiювання в аморфнiй речовинi недолiком те-

орiї Мольєра була осциляцiйна поведiнка членiв розкладення, i розбiгання

асимптотичного ряду в цiлому. Асимптотичнi розкладення з кращими вла-

стивостями досягаються за допомогою розповсюдження iнтеграла в ком-

плексну площину та використання шляху iнтегрування найшвидшого спу-

ску. Цим методом автором було отримано роздiлення функцiї розподiлу на

м’яку та напiвжорстку компоненти. Остання з них описує кратне резерфор-

дiвське розсiяння, та є важливою в промiжнiй областi кутiв. Встановлено,

що вiдсоток напiвжорстко розсiяних частинок є значним.

В задачах проходження швидких заряджених частинок крiзь орiєнто-

ванi кристали фундаментальною проблемою є роздiлення дiї потенцiалу

кристала на неперервний потенцiал атомних площин або ланцюжкiв та не-

когерентне розсiяння на корах окремих атомiв. Найпростiшим прикладом є

розсiяння ультра-релятивiстської частинки на окремому статичному атом-

ному ланцюжку. При малому кутi орiєнтацiї ланцюжка вiдносно початко-

вого пучка заряджених частинок атомне екранування перестає позначатися

на зiткненнях з кулонiвськими корами атомiв. Конформнi властивостi нее-

кранованих кулонiвських полiв тодi дозволяють провести пiдсумовування

по всiх атомах та виразити диференцiальний перерiз розсiяння на ланцюж-

ку у замкнутому виглядi. Таким чином диференцiальний перерiз некоге-

рентного розсiяння (що є, взагалi кажучи, анiзотропним) вiдокремлюється

вiд дiї неперервного потенцiалу струни. Подiбним чином роздiлення прово-

диться також для розсiяння швидкої зарядженої частинки на атомнiй пло-

щинi. Вдається теоретично сформулювати важливий критерiй оптимальної

площинної орiєнтацiї, коли ефекти окремих атомних ланцюжкiв всерединi
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площини мiнiмiзуються.

У теорiї багаторазового розсiювання на паралельних ланцюжках

(донат-розсiювання) використання дифузiйного наближення для iнтегра-

ла зiткнень веде до рiвняння 2-го порядку з частинними похiдними, для

розв’язку якого можна застосувати метод роздiлення змiнних. Загальний

розв’язок виражається у виглядi розкладення по функцiях Матьє, i є дово-

лi складним, але на пiзньому етапi еволюцiї виникають спрощення у описi

просторової частини дифузiї. Дифузiя виявляється сповiльненою вiдносно

дифузiї в аморфнiй речовинi, тобто частинки «прилипають» до напрямку

ланцюжкiв. Цей ефект лежить в основi можливостi використання зiгнутих

кристалiв в осьовiй орiєнтацiї для вiдведення пучкiв частинок на приско-

рювачах.

До задач розсiяння не зводиться явище каналювання, коли швидка за-

ряджена частинка осцилює, наприклад, мiж двома атомними площинами,

рухаючись в середньому вздовж їх напрямку. Для практичних застосувань

каналювання головною є проблема деканалювання – вибивання швидких

частинок з каналу внаслiдок зiткнень з окремими електронами, рiвномiрно

розподiленими по всьому об’єму кристала, та з окремими атомними ядра-

ми, зосередженими поблизу площин. Для позитивно заряджених частинок

теоретичний опис деканалювання спрощується завдяки домiнуванню коли-

вань канальованих частинок у неперервному потенцiалi над флуктуацiями

поперечної енергiї внаслiдок багаторазового некогерентного розсiяння на

мiжплощинних електронах. Цю концепцiю можна запровадити як набли-

ження випадкових фаз у фазовому просторi, зводячи кiнетичне рiвняння

до рiвняння Фоккера-Планка лише по поперечнiй енергiї («статистична рiв-

новага»). Але тодi iгнорується той факт, що деканалювання вiдбувається

тiльки на атомних площинах, в той час як мiж ними рух не є обмеженим.

Використовуючи функцiю Грiна рiвняння Фоккера-Планка для гармонi-

чного осцилятора, автором була продемонстрована можливiсть прослiдити

еволюцiю потоку частинок впродовж напiв-перiоду осциляцiї, i таким чи-
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ном визначити умову статистичної рiвноваги, а також знайти поправку до

довжини деканалювання в наближеннi Фоккера-Планка. Ця поправка ви-

являється доволi значною. Був визначений також закон деканалювання у

часi на початковому етапi, що є важливим для практичних застосувань

каналювання.

Коли швидка заряджена частинка проходить крiзь зiгнутий кристал

(що є наразi широко вживаним методом в сучаснiй технiцi прискорюва-

чiв) в площиннiй орiєнтацiї та в надбар’єрному режимi, iснує нетривiальне

явище об’ємного вiдбиття, коли частинка вiдхиляється на певний кут, в

бiк, протилежний згину кристала. При високiй енергiї можна вважати, що

рух об’ємно вiдбитої частинки керується переважно неперервним потенцi-

алом. В рiвномiрно зiгнутому кристалi (коли задача стає подiбною до руху

в центрально-симетричному полi, i iнтегрованою у загальному виглядi), з

урахуванням квазi-перiодичностi неперервного потенцiалу, кут вiдхилення

був виражений через визначений iнтеграл вiд неперервного потенцiалу по

окремому мiжплощинному iнтервалу. За допомогою цього представлення

отримано вираз для середнього кута вiдбиття при довiльному радiусi зги-

ну. Для радiусiв згину значно бiльших вiд критичного знайдено загальний

вираз, що описує кутовий розподiл об’ємно вiдбитої частинки.

При проходженнi ультра-релятивiстських електронiв та позитронiв

крiзь речовину важливо враховувати їх електромагнiтне випромiнювання.

Типовi задачi пов’язанi з розрахунком поляризацiї випромiнюваного фото-

на, врахуванням властивостей руху зарядженої частинки всерединi мiшенi,

та врахуванням обмеженостi мiшенi. Розрахунок та вiзуалiзацiя поляриза-

цiї випромiнених фотонiв ускладнюються тим, що iснує чимало кiнемати-

чних векторiв, з якими вона може корелювати. Автором було запропонова-

но представлення, в якому поляризацiя корелює лише з одним вектором,

а потiм ця кореляцiя трансформується по простому та наочному геоме-

тричному закону – стереографiчнiй проекцiї. Отримано передбачення для

розподiлу поляризацiї в дипольному та недипольному випадках. Спектр



5

недипольного поляризованого випромiнювання був розкладений по пов-

нiй системi формфакторiв. З використанням цього розкладення, отримано

зв’язок мiж радiацiйною довжиною та мольєрiвським кутом екранування

в аморфнiй речовинi, що дозволяє знаходити кут Мольєра з табличних да-

них, без складних розрахункiв.

При переходi до макроскопiчних мiшеней важливим є той факт, що

пiсля iнтегрування за iмпульсами, переданими мiшенi, диференцiальний

перерiз випромiнення зводиться до iнтеграла по прицiльних параметрах

вiд iмовiрностi випромiнення вздовж окремих траєкторiй, мiж якими не-

має квантової когерентностi, тобто ситуацiя стає подiбною до класичної

механiки. При цьому вiдносна втрата енергiї електроном в актi випромi-

нення фотона може бути значною, що враховується в загальному виглядi

формулою Байєра-Каткова, хоча для багатьох застосувань з цiєї категорiї

достатньо класичної електродинамiки. Автором було показано, що форму-

лу для спектра випромiнення можна виразити у виглядi спiввiдношення

унiтарностi, в якому електрон, рухаючись вздовж довiльної траєкторiї, ви-

промiнює не реальний, а вiртуальний фотон з певною частотою, а потiм

перепоглинає його.

Конкретна форма спектрiв випромiнення залежить вiд динамiки та кi-

нетики електрона всерединi мiшенi, а також вiд крайових ефектiв. Якщо

кiнетику електрона розглядати як аномальну дифузiю з довiльним пока-

зником ступеню, було показано, що як при малих, так i при великих часто-

тах фотонiв ω спектр випромiнення теж пiдкорюється ступiнним законам.

З урахуванням крайових ефектiв, спектр випромiнення на малих ча-

стотах не є пропорцiйним товщинi мiшенi. Вiдмiнностi найбiльш помiтнi в

м’якiй частинi спектра, i їх опис суттєво залежить вiд ступеня недипольно-

стi випромiнення (кута вiдхилення електрона в одиницях його зворотнього

Лоренц-фактора). Для довiльного ступеня недипольностi iснує фактори-

зацiйна теорема, яка виражає значення спектра в iнфрачервоному лiмiтi

ω → 0 через значення кiнцевого кута вiдхилення електрона. Автором бу-
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ла отримана поправка до неї, пропорцiйна частотi фотона та iнтегралу вiд

квадратичної форми, залежної вiд траєкторiї електрона всерединi мiшенi.

Ця поправка фiзично пов’язана iз затримкою в часi для електрона порiв-

няно з апроксимацiєю його траєкторiї траєкторiєю у виглядi кута. Тому

вимiрюючи спектр випромiнення електрона в областi малих частот, можна

вивчати властивостi руху електрона всерединi мiшенi.

Якщо недипольнiсть є сильною, об’ємнi внески до спектра випромiнення

можна видiляти, вважаючи їх пропорцiйними товщинi мiшенi, яка розгля-

дається як змiнюваний параметр. Решта внескiв до спектра тодi вiднося-

ться до категорiї крайових, ще подiляючись, в свою чергу, на двi пiдкате-

горiї: внески вiд окремих кордонiв мiшенi та внески вiд iнтерференцiї мiж

кордонами. Таку класифiкацiю можна провести в загальному виглядi, зав-

дяки присутностi рiзних спектральних масштабiв. Дослiджено властивостi

її компонентiв. Типовi приклади включають випромiнення при дворазово-

му розсiяннi електрона, випромiнення при проходженнi електрона крiзь ма-

гнiт скiнченної довжини, та гальмiвне випромiнення в аморфнiй пластинцi.

Для цих задач обчисленi вiдповiднi недипольнi радiацiйнi формфактори,

передбачено осциляцiйну поведiнку спектрiв гальмiвного випромiнення у

м’якiй областi, введено поняття про iнтерференцiю струменевої та мiж-

струменевої компонент випромiнення.

Ключовi слова: багаторазове розсiяння; орiєнтацiйнi ефекти розсiюван-

ня в кристалах; деканалювання; об’ємне вiдбиття; гальмiвне випромiнюва-

ння; поляризацiя випромiнення; синхротронне випромiнювання; пригнiче-

ння випромiнення м’яких фотонiв; крайовi ефекти у випромiненнi в скiн-

ченних мiшенях; електрон-фотоннi струменi.

[1–47]
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ABSTRACT

Bondarenco M. V. Scattering and radiation of high-energy charged particles

in amorphous and crystalline media. – Qualifying scientific work (manuscript).

Thesis for the scientific degree of a Doctor of Sciences in Physics and

Mathematics, speciality 01.04.02 “Theoretical physics” (104 – Physics and

astronomy). – A. I. Akhiezer Institute for theoretical physics, National science

center “Kharkov Institute of Physics and Technology” of the National academy

of sciences of Ukraine, Kharkov, Ukraine, 2019.

Novel aspects of the theory of fast charged particle passage through matter

are considered, with the emphasis on particle interactions with amorphous

and crystalline, thin and thick targets, and the accompanying emission of

electromagnetic radiation.

For scattering of a structureless charged particle on a single atom, it is

argued that all the practically observable cross-section characteristics reduce to

three parameters. A relationship between characteristics of scattering at small

and at large Coulomb parameters has been established. In the theory of multi-

ple scattering in amorphous matter, an asymptotic expansion advantageous

compared to Molière’s one is attained by extending the integral into complex

plane and using the steepest descent integration path. That leads to a separati-

on of the particle distribution function along the scattering angles into soft and

semi-hard components.

For fast charged particle passage through crystals, the fundamental issue is

separation of the action of the intra-crystal potential into that of the averaged,
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“continuous” potential of aligned atomic planes or strings and the incoherent

scattering on cores of individual atoms. This problem has been solved for

scattering of an ultra-high-energy particle by a single static atomic chain or

plane, by resuming contributions from all the atoms. An important criterion of

optimal plane orientation, under which the effects of individual atomic strings

inside the plane are minimized, was theoretically formulated.

In the theory of multiple scattering on parallel atomic strings (doughnut

scattering), under the diffusion approximation for the collision integral the

corresponding second order partial differential equation with a convective term

is solved by an expansion in Mathieu functions. At a late evolution stage the

spatial diffusion appears to be suppressed compared to that in an amorphous

medium, wherefore the particles “stick” to the direction of strings. That effect

underlies the possibility of the use of axially aligned bent crystals for extraction

of particle beams in accelerators.

An example of non-scattering regime of particle passage through a crystal

is channeling, when a fast charged particle undulates, e.g., in between two

atomic planes, moving on the average along their direction. The prime issue

for it is dechanneling – particle escape from the channels due to close collisions

with individual electrons approximately uniformly distributed over the entire

crystal, and with individual atomic nuclei concentrated near the aligned planes.

For positively charged particles, its theoretical description is simplified by the

dominance of the oscillatory motion of channeled particles in the continuous

potential over transverse energy fluctuations due to multiple incoherent scatteri-

ng on interplanar electrons. That notion can be implemented as a random phase

approximation in the phase space, reducing the kinetic equation to a Fokker-

Planck equation in transverse energy alone (“statistical equilibrium”). However,

it ignores the fact that dechanneling occurs only at atomic planes, whereas in

between them the transverse energy is not limited from above. Using the Green

function of the Fokker-Planck equation for harmonic oscillator, it proves possi-

ble to evolve the particle flow during the oscillation half-period, and thereby
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determine the condition of the statistical equilibrium, and derive a correction

to the dechanneling length in the Fokker-Planck approximation. In practice,

this correction can be significant.

When a fast charged particle penetrates through a bent crystal (a common

tool for modern accelerator applications) in planar alignment and in an over-

barrier mode, there is a non-trivial phenomenon of volume reflection, when the

particle deflects to a rather well-defined angle, to the direction opposite to that

of the crystal bending. The corresponding deflection angle was expressed as a

definite integral of the continuous potential over a single interplanar interval. A

generic expression for the mean reflection angle was derived, allowing to express

it as a function of the particle energy and the crystal bending radius.

An important concern at passage of ultra-relativistic electrons and positrons

through matter is description of their radiation, including its polarization. There

was proposed an approach, in which the photon polarization vector correlates

with just one kinematic vector, and this correlation is then transformed from

the initial electron rest frame to the lab frame through a sufficiently simple

geometrical procedure – stereographic projection. Predictions are obtained for

the polarization distribution in the dipole and non-dipole cases. The spectrum

of non-dipole polarized radiation is decomposed into a full set of form factors.

Ultimately, a relationship between the radiation length and Molière’s screeni-

ng angle in amorphous medium was established, allowing one to unify the

procedures of their calculation.

For radiation in macroscopic targets, the crucial point is that after integrati-

on over all the momentum transfers in the target, the radiation differential

section reduces to an impact parameter integral of the probability of radiati-

on along definite electron trajectories without quantum interference between

them, as in classical electrodynamics. The radiation spectrum was brought by

the author to a form of an unitarity relation, in which the electron moving along

an arbitrary trajectory emits not a real, but a virtual photon with a certain

frequency, and subsequently reabsorbs it.
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The shape of the radiation spectrum depends both on the electron dynamics

or kinetics inside the target, and on the boundary effects. If the high-energy

electron transport is treated as transverse anomalous diffusion with a generic

index, the radiation spectrum both in the large- and low-frequency limits proves

to obey power laws, as well.

With the account of boundary effects, the spectrum of radiation in a fi-

nite target is no longer proportional to the target thickness. The differences

are most pronounced in the soft part of the spectrum, while their descripti-

on depends crucially on the radiation non-dipole degree (the electron deflecti-

on angle in units of its inverse Lorentz factor). For an arbitrary non-dipole

degree, there exists a factorization theorem expressing the spectrum value in

the infrared limit (photon frequency tending to zero) through the finite value of

the electron deflection angle. The next-to-leading order correction to it, derived

by the author, is proportional to the photon frequency and an integral of a

quadratic form depending on the electron trajectory shape inside the target.

If the radiation non-dipole degree is strong, the volume contribution to the

radiation spectrum can be separated by assuming it to be proportional to the

target thickness, and treating the latter as an indefinitely increasing parameter.

The rest of the spectral contributions are then categorized as boundary ones,

falling, in turn, into two sub-categories: two independent contributions from

each of the target boundaries and the contribution from interference between

the boundaries. Such a classification can be drawn for a generic case, reflecting

the presence of different spectral scales. The properties of its components have

been studied for radiation at electron double scattering, radiation at electron

passage through a finite-length magnet, and bremsstrahlung in an amorphous

plate.

Keywords : multiple scattering; orientation effects in fast particle scattering

in crystals; dechanneling; volume reflection; bremsstahlung; radiation polari-

zation; synchrotron radiation; suppression of soft photon emission; boundary

effects in radiation in finite targets.
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ПЕРЕЛIК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ

m, p⃗, E =
√
p⃗2 +m2 маса, iмпульс та релятивiстська енергiя частинки

γ = E/m Лоренц-фактор

r⃗, t, v⃗ = dr⃗
dt координата, час та швидкiсть класичної частинки

uµ = γ(1, v⃗) 4-вектор швидкостi

k⃗, ω = |⃗k| хвильовий вектор (iмпульс) та частота (енергiя) фотона

n⃗ = k⃗/ω напрямок руху фотона

xω = ω/E доля енергiї електрона, забрана випромiненим фотоном; xω < 1

V (r⃗) потенцiальна енергiявзаємодiї частинкизполемстатичноїмiшенi

χ≪ 1 кут розсiяння

χa кут Мольєра; χ′a = 1.08χa – модифiкований кут Мольєра

aB = ~2
mee2

борiвський радiус, де me, e – маса та заряд електрона

T товщина мiшенi

n щiльнiсть атомiв у мiшенi

σ перерiз розсiяння

b⃗ = (x, y) прицiльний параметр

z поздовжня координата швидкої частинки

R радiус згину кристала або синхротронної орбiти

Rc критичний радiус згину кристала

θ ≪ 1 кут випромiнення

Θ⃗ = γθ⃗ перемасштабований кут випромiнення

Gim = δim− 2
1+Θ2ΘiΘm тензор, що визначає кутовий розподiл випромiнення

i,m = 1, 2 поперечнi iндекси

IERF initial electron rest frame (система спокою початкового еле-

ктрона)

IЧ, УФ iнфрачервоний, ультрафiолетовий (у широкому сенсi)

ЛПМ ефект Ландау-Померанчука-Мигдала
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Конвенцiї

4-вимiрна метрика та нiмi iндекси: aµbν = a · b = a0b0 − a⃗ · b⃗.
γµ (µ = 0, 1, 2, 3) – матрицi Дiрака, γµγν + γνγµ = 2δνµ.

У Розд. 4 використовується система одиниць ~ = c = 1.

Використовуванi спецiальнi функцiї

erfc s = 2√
π

∫∞
s due−u

2 додаткова функцiя помилок, erfc 0 = 1

Ci(s) = −
∫∞
s ducosu

u iнтегральний косинус

si(s) = −
∫∞
s du sinu

u iнтегральний синус

2F1(a, b; c; s) =
∑∞

n=0
(a)n(b)n
(c)n

sn

n! гiпергеометрична функцiя Гаусса

1F2(a; b, c; s) =
∑∞

n=0
(a)n

(b)n(c)n
sn

n! узагальнена гiпергеометрична функцiя

Ai(s) = 1
π

∫∞
0 du cos

(
su+ 1

3u
3
)

функцiя Ейрi

Gi(s) = 1
π

∫∞
0 du sin

(
su+ 1

3u
3
)

функцiя Скорера

Jn(s) =
1
π

∫ π
0 du cos (nu− s sinu) функцiя Бесселя, n = 0, 1, 2, . . .

jn,m, m = 1, 2, . . . m-й корiнь функцiї Jn: Jn(jn,m) = 0

Kn(s) =
1
2

∫∞
−∞ due

nu−s coshu функцiя Макдональда

Hn(s) =
2(s/2)n√
πΓ(n+1/2)

∫ 1

0 du
sinus

(1−u2)1/2−n функцiя Струве

cen(s, q) парна функцiя Матьє, cen(s, 0) = cosns

an(q) характеристичне значення рiвн. Матьє

Γ(s) =
∫∞
0 duus−1e−u гама-функцiя

ψ(s) = Γ′(s)/Γ(s) дигама-функцiя

γE = −ψ(1) = 0.577... стала Ейлера

Γ(α, s) =
∫∞
s duuα−1e−u неповна гама-функцiя

ζ(s) =
∑∞

m=1m
−s дзета-функцiя Рiмана

ζ(α, s) узагальнена дзета-функцiя (див. Дод. В)

ϑn(u, s) елiптичнi тета-функцiї, n = 1, 2, 3, 4

Dn(s) =
n
sn

∫ s
0 du

un

eu−1 функцiя Дебая, Dn(0) = 1

Bn(s) полiноми Бернуллi, uesu

eu−1 =
∑∞

n=0Bn(s)
un

n!

Bn = Bn(0) числа Бернуллi
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ВСТУП

Обґрунтування вибору теми дослiдження. Одночасно з дослi-

дженням фундаментальних властивостей елементарних частинок в їх еле-

ктрослабких та сильних взаємодiях, на прискорювачах значна увага тра-

дицiйно придiляється i вивченню їх взаємодiї зi звичайною, атомною речо-

виною. Це вивчення переслiдує рiзноманiтнi цiлi: уточнення уявлень про

базовi процеси, що дозволяють реєструвати частинки в детекторах (бага-

торазове розсiювання, iонiзацiйнi втрати енергiї, спiнова поляризацiя та

деполяризацiя, електромагнiтне випромiнювання, народження електрон-

позитронних пар та утворення електромагнiтних злив); створення пучкiв

фотонiв та позитронiв на прискорювачах електронiв (з подальшими засто-

суваннями для ядерної фiзики або фiзики елементарних частинок); створе-

ння компактних пристроїв для виведення пучкiв з накопичувальних кiлець

на прискорювачах заряджених частинок дуже високих енергiй; а також ви-

вчення крайових ефектiв i ефектiв близького поля (для фiзики прискорю-

вачiв) i генерацiя синхротронного випромiнювання (що використовується

в аналiзi конденсованих середовищ, бiологiчнiй та медичнiй фiзицi). Ро-

зумiння подiбних процесiв використовується також в аналiзi результатiв

зiткнень, що вiдбуваються при високiй енергiї за участю багатонуклонних

атомних ядер, якi вiдiграють роль обмеженого «середовища», i нарештi, в

астрофiзицi, де iснують як великомасштабнi магнiтнi поля, так i потоки

заряджених частинок надвисоких енергiй (космiчнi променi).

Вельми яскравi застосування виникають при взаємодiї пучкiв зарядже-

них частинок високих енергiй з кристалами. Цi задачi набули популярно-

стi ще в 1950-70-тi роки, коли були вiдкритi ефекти когерентного гальмiв-

ного випромiнювання, каналювання та випромiнювання при каналюваннi.

Пiзнiше на авансцену вийшли задачi проходження швидких заряджених

частинок крiзь зiгнутi кристали, з огляду на унiкальнi можливостi, що на-
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даються ними для колiмування первинних пучкiв та виведення вторинних

пучкiв на прискорювачах високих енергiй.

Експериментальним дослiдженням взаємодiї високоенергетичних заря-

джених частинок з речовиною традицiйно придiляється значна увага у про-

вiдних свiтових прискорювальних центрах CERN (Женева, Швейцарiя),

IФВЕ (Протвино, Росiя), FNAL (Чiкаго, США), SLAC (Стенфорд, США),

DESY (Гамбург, Нiмеччина), MAMI (Майнц, Нiмеччина) та iнш. З кожною

новою енергiєю вiдбувається не лише кiлькiсне уточнення знань про вiдо-

мi явища, а й вiдкриття якiсно нових ефектiв та можливостей. Протягом

останнiх двох десятилiть великий обсяг важливих експериментальних да-

них було отримано на прискорювачi CERN SPS (200 Гев). Новий виток в

дослiдженнях вiдбувається з появою Великого адронного колайдера (LHC).

Сучаснi тенденцiї пов’язанi з прогресом в експериментальнiй фiзицi, об-

числювальнiй технiцi та технологiях виготовлення мiшеней. Бажано, щоб

розвиток теорiї випереджав експериментальний стан дослiджень.

З теоретичного погляду, в данiй галузi ще залишається чимало нерозв’я-

заних питань. Ще не вирiшенi навiть всi питання, пов’язанi з проходженням

частинок крiзь аморфну речовину. Теорiя Мольєра багаторазового розсiю-

вання в аморфнiй речовинi зазнає труднощiв в перехiднiй областi мiж по-

дiбною до гауссiвської поведiнки функцiї розподiлу на типових кутах вiд-

хилення та резерфордiвською асимптотикою на великих кутах. Перешкоди

виникають навiть в описi елементарного акту розсiяння на окремому ато-

мi у випадку великого кулонiвського параметра. Природно, що ще бiльше

проблем зустрiчається в питаннях взаємодiї частинок з кристалами, де ди-

намiка може бути вельми складною. Однiєю з давнiх проблем є вiдсутнiсть

послiдовного роздiлення дiї потенцiалу кристала на вплив неперервного

потенцiалу та внесок некогерентного розсiяння, яке б дозволило уникнути

подвiйного рахунку. В теорiї деканалювання вiдсутнє строге обґрунтування

так званого наближення статистичної рiвноваги, визначення границь його

застосовностi та, найголовнiше, процедури виходу за його межi. Донедавна
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бракувало розвинутої теорiї об’ємного вiдбиття, здатної у явному виглядi

пов’язати розподiл по кутах вiдхилення з формою мiжплощинного потен-

цiалу. Не iснує також достатньо надiйної теорiї об’ємного захоплення. У

теорiї генерацiї електромагнiтного випромiнення ще теж залишається чи-

мало проблем, оскiльки в залежностi вiд частоти фотона, головний внесок

може походити вiд дуже рiзних просторових масштабiв. Зокрема, в теорiї

випромiнювання в обмежених мiшенях не iснувало послiдовного пiдходу

для поєднання iнфрачервоної межi зi внесками вiд типових частот.

Таким чином, питання взаємодiї швидких заряджених частинок з речо-

виною є актуальними нинi як з теоретичного, так i з експериментального,

а також iз прикладного погляду, i їх дослiдження в наш час продовжується

як у традицiйних напрямках, так i у зв’язку з новими викликами.

Зв’язок з науковими програмами, планами, темами. В Українi

провiдним центром з вивчення процесiв взаємодiї швидких заряджених ча-

стинок з речовиною є ННЦ ХФТI. Початок цiй галузi дослiджень тут було

покладено в 1930-х роках, пiд час становлення прискорювальної ядерної

фiзики, i вийшло на новий рiвень в 1970-тi роки iз запуском нового лi-

нiйного прискорювача електронiв на рекордну в той час в свiтi енергiю 2

Гев. На ньому вдалося зробити ряд важливих вiдкриттiв стосовно прохо-

дження швидких заряджених частинок крiзь речовину, зокрема, довести

можливiсть каналювання позитронiв високих енергiй. Пiсля того, як поту-

жнiшi прискорювачi були введенi в експлуатацiю за кордоном, харкiвський

лiнiйний прискорювач електронiв припинив роботу на номiнальнiй енергiї,

проте дослiдження за участю спiвробiтникiв ННЦ ХФТI у галузi високих

енергiй продовжуються у спiвробiтництвi з сучасними iноземними експе-

риментальними лабораторiями. Тематика взаємодiї швидких частинок з

речовиною є однiєю з профiльних в Iнститутi теоретичної фiзики iм. О.I.

Ахiезера ННЦ ХФТI, в якому працює автор.

Дослiдження, покладенi в основу дисертацiї, проводилися в IТФ ННЦ

ХФТI в рамках:
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Програми «Вiдомче замовлення НАН України на проведення наукових

дослiджень з атомної науки та технiки», за темами

2003-2005 рр. «Квантовоелектродинамiчнi процеси при взаємодiї швид-

ких частинок з кристалiчними та аморфними речовинами та з iнтен-

сивними зовнiшнiми полями» (шифр теми 56/04, номер держреєстрацiї

080901UР0009);

2006-2010 рр. «Теоретичнi дослiдження електромагнiтних процесiв

при взаємодiї заряджених частинок з пучками частинок, речовиною та

зовнiшнiми полями» (шифр теми III-6-06 IТФ, номер держреєстрацiї

080906UP0010);

2011-2015 рр. «Розвиток теорiї електродинамiчних процесiв при взає-

модiї заряджених частинок високих та ультрависоких енергiй з аморфною

речовиною, кристалiчними структурами та iнтенсивними зовнiшнiми поля-

ми» (шифр теми III-6-11 IТФ, номер держреєстрацiї 0111U09550);

2016-2018 рр. «Електромагнiтнi процеси в iнтенсивних зовнiшнiх полях

та при взаємодiї заряджених частинок великої енергiї з кристалiчними та

аморфними середовищами» (шифр теми III-6-16 IТФ, номер держреєстра-

цiї 0116U007070);

науково-дослiдної роботи НАН України за темами:

2014-2015 рр. «Електромагнiтнi процеси при проходженнi заряджених

частинок великої енергiї через кристалiчнi та аморфнi середовища» (номер

теми ЦО-7-1, номер держреєстрацiї 0114U002898);

2016-2017 рр. «Розсiяння та випромiнювання заряджених частинок ве-

ликої енергiї в тонких шарах кристалiчної та аморфної речовини» (номер

теми ЦО-1-8, номер держреєстрацiї 0116U004398);

а також програми Мiнiстерства освiти та науки України «Фунда-

ментальнi науковi дослiдження з найбiльш важливих проблем розвитку

науково-технiчного, соцiально-економiчного, суспiльно-полiтичного, люд-

ського потенцiалу для забезпечення конкурентоспроможностi України у

свiтi та сталого розвитку суспiльства i держави», в рамках тем:
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2016-2017 рр. «Рiдкiснi ядернi процеси i розпади, спектроскопiя роз-

падiв та структура ядер (шифр роботи № 1-13-15, номер держреєстрацiї

0115U000473, ХНУ iменi В. Н.Каразiна);

2017-2018 рр. «Iндукованi електрослабкими взаємодiями рiдкiснi проце-

си i розпади та структурнi ефекти в сильних i електромагнiтних взаємодi-

ях» (шифр роботи № 1-13-18, номер держреєстрацiї 0118U002031, 2018 р.,

ХНУ iменi В.Н. Каразiна).

В усiх названих проектах роль автора – виконавець.

В 2015-2017 рр. робота над дисертацiєю проводилася в докторантурi

ННЦ ХФТI.

Мета i завдання дослiдження. Метою дисертацiї була розробка те-

орiї багаторазового розсiювання в аморфному середовищi та орiєнтованих

кристалах, теорiї донат-розсiювання, деканалювання, об’ємного вiдбиття,

дослiдження залежностi iнтенсивностi та ступеня поляризацiї гальмiвного

випромiнення вiд кута та частоти випромiнення з урахуванням кулонiв-

ської сингулярностi атомного потенцiалу та її екранування, формулювання

теорiї випромiнювання в представленнi прицiльних параметрiв, послiдовне

роздiлення об’ємних крайових ефектiв у спектрах випромiнення в скiн-

ченних мiшенях та рiзних типiв. З огляду на сферу дiяльностi автора, не

розглядалися питання народження електрон-позитронних пар.

Для досягнення цiєї мети, автором розв’язувалися наступнi задачi:

(i) Дослiдження впливу рiзних параметрiв атомних потенцiалiв на ха-

рактеристики розсiяння швидких заряджених частинок;

(ii) Уточнення теорiї багаторазового розсiювання при кутах вiдхилення,

бiльших за типовi;

(iii) Послiдовне роздiлення внескiв вiдхилення в неперервному потенцi-

алi та некогерентного розсiювання в орiєнтованих кристалах;

(iv) Вихiд за рамки наближення статистичної рiвноваги в теорiї дека-

налювання позитивно заряджених частинок;

(v) Теоретичний опис явища об’ємного вiдбиття в зiгнутому кристалi;
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(vi) Пошук умов для створення анiзотропiй в розсiяннi ультра-

релятивiстських електронiв в кристалах, оцiнка ступеня поляриза-

цiї вiдповiдного гальмiвного випромiнення (з урахуванням вiддачi

фотона) як в кутовому розподiлi, так i в iнтегралi по кутах випро-

мiнення;

(vii) Аналiз типiв iнтерференцiї у гальмiвному випромiнюваннi при дво-

разовому розсiяннi, вiдхиленнi у скiнченному однорiдному магнiтi,

та у аморфнiй мiшенi скiнченної товщини.

Об’єкт дослiдження – електромагнiтнi процеси, що вiдбуваються при

проходженнi безструктурних ультра-релятивiстських заряджених части-

нок крiзь речовину.

Предмет дослiдження – процеси розсiювання та випромiнювання

швидких заряджених частинок в аморфних та кристалiчних мiшенях, а

також у магнiтних полях. Акцент робився на просторово-часових аспектах

розвитку процесiв при високих енергiях, зокрема, у застосуваннi до про-

ходження швидких заряджених частинок крiзь прямi та зiгнутi кристали,

активно використовуваного в сучаснiй практицi.

Методи дослiдження. Всi задачi розглядалися за умов, характер-

них для фiзики високих енергiй, коли типовi кути розсiювання та випро-

мiнювання є малими. Вважаючи енергiю достатньо високою, нехтувалося

ефектами впливу дiелектричної сприйнятливостi атомної речовини, та не

розглядалася її iонiзацiя. Дослiдження велося традицiйними аналiтичними

методами класичної та квантової механiки i електродинамiки, фiзичної кi-

нетики, статистичної фiзики та математичної фiзики. Амплiтуди пружного

високоенергетичного розсiяння розраховувались на основi наближення ей-

коналу. Функцiя розподiлу багаторазового розсiяння частинок по кутах в

аморфнiй речовинi обчислювалася за допомогою методу розповсюдження

дiйсного iнтегралу в комплексну площину. Просторово-кутовий розподiл

багаторазово розсiяних частинок в аморфнiй речовинi знаходився методом

перетворення Фур’є та пiдбору гауссового розв’язку з вiльними параме-
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трами. Просторово-кутовий розподiл багаторазово розсiяних частинок на

атомних ланцюжках в кристалi обчислювався за допомогою розкладення

по повнiй системi функцiй Матьє. Часова залежнiсть площинного дека-

налювання та довжина деканалювання розраховувалися методом функцiй

Грiна. Для обчислення кутових розподiлiв електромагнiтного випромiню-

вання застосовувалась стереографiчна проекцiя, для обчислення спектрiв

випромiнення – формула Байера-Каткова та її класичний аналог. Автором

розробленi спецiальнi аналiтичнi пiдходи до розв’язку кiнетичних рiвнянь,

обчислення сум по кристалiчнiй ґратцi, iнтегралiв вздовж траєкторiй ви-

промiнюючих частинок, по фазовому простору, сум по електронним спi-

новим станам, якi можуть використовуватися також i в комп’ютерному

моделюваннi реальних процесiв.

Наукова новизна одержаних результатiв.

— Узагальнено теорiю класичного та квантового розсiяння швидкої за-

рядженої частинки на екранованому кулонiвському потенцiалi, що

представляє атом. Доведено iснування загальних скейлiнгових вла-

стивостей в цьому процесi, встановлено iснування зв’язку мiж ха-

рактеристиками розсiяння при великих i при малих кулонiвських

параметрах.

— Удосконалено теорiю багаторазового розсiяння в аморфнiй речови-

нi. Запропоновано роздiлення функцiї розподiлу частинок за кутами

розсiяння на м’яку та напiвжорстку компоненти. Для її iнтерпрета-

цiї запропоновано використання поняття псевдо-ймовiрностi.

— Вперше запропоновано принцип роздiлення потенцiалу орiєнтовано-

го атомного ланцюжка чи площини на неперервну та некогерентну

компоненти, остання з яких вiдповiдає за багаторазове розсiювання,

i може описуватись iнтегралом зiткнень.

— Вперше одержано критерiй для оптимальної площинної орiєнтацiї

кристала.

— Вперше побудовано опис просторової дифузiї при донат-розсiяннi.
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— Вперше побудована аналiтична теорiя площинного деканалювання

поза рамками наближення статистичної рiвноваги.

— Вперше побудована аналiтична теорiя об’ємного вiдбиття.

— Запроваджено повну систему радiацiйних формфакторiв для поля-

ризованого спектра гальмiвного випромiнення, при довiльному зна-

ченнi ступеня недипольностi.

— Вперше одержано формулу, яка пов’язує мольєрiвський кут та радi-

ацiйну довжину в аморфнiй речовинi, з урахуванням кулонiвського

характеру розсiювання на складових атомах.

— Вперше одержано асимптотики спектра випромiнення при великих

та при малих частотах фотонiв за умов аномальної дифузiї.

— Вперше одержано лiнiйну по частотi фотона поправку до iнфра-

червоної факторизацiйної теореми для спектра випромiнення вiд

ультра-релятивiстського електрона.

— Вперше обчислено спектри випромiнення для деяких практично ва-

жливих випадкiв – при проходженнi релятивiстських електронiв

крiзь тонку аморфну мiшень (але з урахуванням недипольних ефе-

ктiв) та при проходженнi крiзь однорiдний магнiт скiнченної дов-

жини (за умов сильно недипольного випромiнення).

— Вперше запропоновано метод роздiлення масштабiв i побудовано за-

гальну теорiю крайових ефектiв для спектрiв випромiнення ультра-

релятивiстських електронiв в мiшенях скiнченної товщини, за умов

сильної недипольностi.

Деякi результати, отриманi автором, мають також методичне значе-

ння:

— Вперше запроваджено використання стереографiчної проекцiї для

опису кутових розподiлiв поляризацiї та iнтенсивностi квантового

гальмiвного випромiнення.

— Показано, що кореляцiя передач iмпульсу в мiшенi та поляризацiї

випромiнених фотонiв в теорiї гальмiвного випромiнювання незале-
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жно вiд виконання умов факторизацiї здiйснюється унiверсальним

тензором.

— Розвинута процедура спрощеного усереднення спектрiв випромiне-

ння.

— Розроблено пiдхiд для обчислення амплiтуд класичного випромiне-

ння у представленнi прицiльних параметрiв.

— Вперше одержано представлення для спектра електромагнiтного

випромiнення, що має вигляд спiввiдношення унiтарностi.

— Запропоновано простий спосiб виводу спектра Ландау-

Померанчука-Мигдала.

Практичне значення одержаних результатiв. Окрiм наукової

цiнностi, iстотним є також прикладне значення розглянутих питань:

— Непертурбативне обчислення кута екранування є важливим для

опису багаторазового розсiяння релятивiстських iонiв, а також не-

релятивiстських протонiв.

— Зв’язок кута екранування з радiацiйною довжиною дозволяє зна-

ходити його з табличних даних, без детальних розрахункiв атомної

структури.

— Роздiлення м’якої та напiвжорсткої компонент в багаторазовому ку-

лонiвському розсiяннi може застосовуватися для комп’ютерного мо-

делювання.

— Уточнення закону деканалювання у часi як на початковiй, так i на

пiзнiй стадiях є важливим для практичних застосувань каналюва-

ння.

— Вираз кута об’ємного вiдбиття через неперервний потенцiал до-

вiльного вигляду дозволяє швидко i реалiстично обчислювати його

у будь-якому кристалi будь-якої площинної орiєнтацiї. Вiдповiднi

формули були потiм використанi у оновленнях комп’ютерної про-

грами FLUKA, розробленої у CERN.

— Метод стереографiчної проекцiї дозволяє швидко оцiнювати
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кутовий розподiл та поляризацiю випромiнення вiд ультра-

релятивiстських електронiв.

— Квадрупольний формфактор спектра випромiнення дозволяє опи-

сувати пригнiчення м’якого випромiнювання у тонких мiшенях, по-

дiбно до того як функцiя Мигдала робить це для товстих мiшеней.

— Знання крайових ефектiв у випромiненнi при проходженнi електро-

на крiзь скiнченний магнiт важливе в застосуваннях прискорюваль-

ної технiки.

— Загальна теорiя недипольного розкладення дозволяє на єдинiй осно-

вi проводити оцiнку крайових ефектiв в спектрах випромiнення на

обмежених мiшенях.

— Представлений огляд лiтератури може бути корисним для початкiв-

цiв в данiй галузi.

Особистий внесок здобувача. Усi статтi за темою дисертацiї, окрiм

[4,7], опублiкованi здобувачем особисто. Статтi [4,7], матерiали доповiдi на

конференцiї [47] та тези доповiдей на конференцiях [30,31,33] опублiкованi

у спiвавторствi з науковим консультантом, акад. НАНУ М. Ф. Шульгою. В

статтi [7] автору належить вибiр методу дослiдження та проведення розра-

хункiв. В статтi [4] та матерiалах доповiдi [47] автору належить постановка

задачi, вибiр методу дослiдження та проведення розрахункiв.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Основнi результати дисерта-

цiйної роботи доповiдалися на таких конференцiях:

— Particle Accelerator Conference (May 12 – 16, 2003, Portland, OR,

USA);

— International IUPAP Conference on Few-Body Physics (Few-Body 17)

(June 5–10, 2003, Durham, NC, USA);

— International Symposium on Radiation from Relativistic Electrons in

Periodic Structures (RREPS-09) (September 7–11, 2009, Zvenigorod,

Russia);

— International Conference on Charged and Neutral Particles Channeling



35

Phenomena (Channeling 2010) (October 3-8, 2010, Ferrara, Italy);

— International Conference “Quantum Electrodynamics and Statistical

Physics” (August 29 – September 2, 2011, Kharkov, Ukraine);

— International Symposium on Radiation from Relativistic Electrons in

Periodic Structures (RREPS-13) (September 23–28, 2013, Lake Sevan,

Armenia);

— International Conference on Charged and Neutral Particles Channeling

Phenomena (Channeling 2014) (October 5–10, 2014, Capri, Italy);

— International Conference on Charged and Neutral Particles Channeling

Phenomena (Channeling 2016) (September 25–30, 2016, Sirmione del

Garda, Italy);

— International Symposium on Radiation from Relativistic Electrons in

Periodic Structures (RREPS-17) (September 18–22, 2017, Hamburg,

Germany);

— Щорiчнi конференцiї з физики високих енергiй, ядерної фiзики та

прискорювачiв (2007–2018, Харкiв, Україна);

а також на наукових семiнарах в 2018 р. в IТФ ННЦ ХФТI та IТФ iм. М.

М. Боголюбова.

Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiкованi у 47 наукових пра-

цях: у 22 статтях у фахових вiтчизняних i мiжнародних перiодичних вида-

ннях [1–22], 23 тезах доповiдей на конференцiях [23–45] та двох матерiалах

доповiдей на конференцiях [46,47]. Статтi [12] та [13] опублiкованi в одному

номерi журналу.

Структура дисертацiї. Текст дисертацiї складається з анотацiї,

вступу, огляду лiтератури, трьох роздiлiв основного тексту, висновкiв, спи-

ску використаної лiтератури iз 499 найменувань та чотирьох додаткiв.

Текст роботи мiстить 2 таблицi i 74 рисунки, один з яких займає всю сто-

рiнку. Повний обсяг дисертацiйної роботи становить 373 сторiнки, обсяг

основної частини -– 283 сторiнки.
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РОЗДIЛ 1

РОЗВИТОК ФIЗИКИ ПРОХОДЖЕННЯ ШВИДКИХ

ЗАРЯДЖЕНИХ ЧАСТИНОК КРIЗЬ РЕЧОВИНУ

(IСТОРИЧНИЙ ОГЛЯД)

1.1. Застосування прискорювачiв заряджених частинок

У сучасному свiтi прискорювачi заряджених частинок (головним чином,

електронiв, позитронiв та iонiв) широко застосовуються для рiзноманiтних

цiлей, i їх число досягло багатьох тисяч. Початковим їх призначенням було

вивчення будови атомної речовини, потiм самих атомiв, атомних ядер i еле-

ментарних частинок, якi складають атомне ядро (протонiв та нейтронiв),

потiм народження нових, нестабiльних, але тим не менш фундаментальних

частинок. Пiсля бурхливого перiоду вiдкриття нових частинок, бiльше ува-

ги стало придiлятися вивченню їх властивостей, якi проявляються, зокре-

ма, з пiдвищенням енергiї. Виявилося, що висока енергiя зiткнення суттєво

спрощує характер електромагнiтної взаємодiї мiж частинками, якi, незва-

жаючи на високу енергiю, не руйнуються повнiстю, а лише пружно розсi-

юються на малi кути, або фрагментують на невелику кiлькiсть частинок,

якi рухаються приблизно в тому ж напрямку, що i початкова (наприклад,

випускається фотон пiд релятивiстськи малим кутом). Таким чином скла-

лася галузь фiзики високих енергiй, i хоча вона залишається орiєнтованою

на вивчення мiкросвiту на фундаментальному рiвнi, її можна розглядати i

як таку, що має самостiйне значення.

Фiзика високих енергiй веде свiй вiдлiк вiд вiдкриття космiчних про-

менiв та побудови теорiї електромагнiтних злив. Проте, прискорювальна

фiзика високих енергiй розпочалася лише у 1960-i роки, зi створенням

мульти-Гевних прискорювачiв, таких як УНК (Серпухов), SLAC, DESY,
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CERN SPS. Цi центри разом з FNAL, BNL, LHC є провiдними i нинi, на-

даючи пучковий час мiжнародним колаборацiям.

Прискорювачi дещо менших енергiй (∼ 1 Гев) потрiбнi для фiзики ви-

соких енергiй на пучках електронiв, якi є найлегшими з заряджених части-

нок. Прискорювачi з цiєї категорiї знаходяться у Фраскатi, Новосибiрську,

Томську, Москвi, Харковi, Єреванi, Орхусi, Майнцi, Цукубi [48]. На них

переважно проводиться вивчення взаємодiї електронiв з речовиною, орi-

єнтоване на прикладнi застосування – отримання поляризованих фотонiв,

позитронiв, створення кристалiчних дефлекторiв i т.д. (див. нижче).

Iснує також багато малих прискорювачiв, якi застосовуються для ме-

дицини, ядерної фiзики, структурного та елементного аналiзу речовин, i

т.п. [49].

1.2. Розвиток класичної електродинамiки

Теорiя електромагнiтних процесiв при взаємодiї частинок високої енер-

гiї з речовиною i зовнiшнiми полями розвивалася у тiсному контактi з екс-

периментами, поступово розширюючи область доступних енергiй. Першим

її етапом, цiлком природно, стало дослiдження класичного випромiнюван-

ня вiд релятивiстських електронiв у макроскопiчних зовнiшнiх полях.

1.2.1. Синхротронне випромiнювання. Вiдповiдно до класичної

електродинамiки, будь-яка прискорена частинка випромiнює свiтло у ви-

глядi електромагнiтних хвиль [50,51]. Ультра-релятивiстськi частинки лег-

ше пiддаються поперечному прискоренню, нiж поздовжньому, тому для

них ефективнiшою є дiя поперечних сил, тодi як фiзична природа цих

сил не має принципового значення. Випромiнювання при русi ультра-

релятивiстського електрона в будь-якому макроскопiчному полi узагаль-

нено називається магнiтогальмiвним або синхротронним. Детальний тео-

ретичний розрахунок класичного випромiнювання при русi електрона по

колу в атомi був виконаний ще в 1907 роцi [52], але вiн виявився незасто-
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совним до типових процесiв в атомi, де рух електрона квантується, i його

енергiя не може губитися безперервно.1 До даної задачi повернулися лише

в кiнцi 1930-х рокiв, у зв’язку з рухом швидких електронiв у макроско-

пiчних полях – бетатронi та в магнiтному полi Землi. Було помiчено, що

вiдповiдне випромiнювання настiльки сильне, що фактично обмежує дося-

жнi енергiї електронiв в магнiтних полях – як на поверхнi Землi, так i в

циклiчних прискорювачах [57–59].

При детальних дослiдженнях було встановлено, що кутовий розподiл

випромiнення вiд ультра-релятивiстських електронiв зосереджений уздовж

напрямку їх руху, а в спектрi випромiнення основний максимум потрапляє

не на частоту обертання електрона, а на вищi гармонiки (Рис. 1.1а). Тому

згодом було запропоновано спрощений опис спектра як квазiнеперервно-

го [60–65]. Характернi частоти синхротронного випромiнення швидко зро-

стають зi зростанням енергiї електрона, i при досягненнi енергiї 100 Мев

свiтло, що випускається електронним пучком у магнiтному полi синхротро-

на General Electric, виявилося спостережуваним вже вiзуально [66,67].

Магнiтогальмiвне випромiнення спостерiгалось також у рiзноманiтних

космiчних джерелах, де наявнiсть високого ступеня поляризацiї випромi-

нення дозволяє з достовiрнiстю вiдрiзняти його вiд теплового [68, 69]. З

урахуванням реабсорбцiї [70], воно стає вже пiдроздiлом фiзики реляти-

вiстської плазми. Пiсля вiдкриття пульсарiв (1967) висловлювалися iдеї

про можливiсть iснування в особливо великих пульсарах (магнетарах) ма-

гнiтних полiв сумiрних з критичним

H0 =
m2c3

e~
,

при яких необхiдно також враховувати спонтанне народження електрон-

позитронних пар.

1Для високозбуджених циркулярних станiв рiдбергiвських атомiв, що активно вивчаються нинi у

зв’язку з приготуванням квантових суперпозиций квазiкласичних станiв типу «шредiнгерiвських ко-

тiв» [53, 54] i безперервного монiторування «квантових стрибкiв» мiж ними [55, 56], така можливiсть

через столiття може знову вiдкритися.
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Сьогоднi рентгенiвське синхротронне випромiнювання широко застосо-

вується для структурного аналiзу речовин, в бiологiї, медицинi, при ство-

реннi електронних мiкросхем, завдяки тому, що його iнтенсивнiсть набагато

перевищує iнтенсивнiсть випромiнювання в рентгенiвських трубках [71–73].

При енергiях сучасних адронних прискорювачiв (LHC), помiтним стає вже

й синхротронне випромiнювання вiд протонiв, яке є видимим за допомо-

гою iнфрачервоних камер i завдає теплового навантаження на надпровiднi

магнiти.

(а) (б)

Рис. 1.1. а). Спектр синхротронного випромiнення, вимiряний для фото-

нiв фiксованої частоти при змiннiй енергiї електронiв [74]. y = 2ωR
3γ3 ; φ2 –

σ -компонента, φ3 – π -компонента, φ0 = φ2 + φ3. б). Кутовий розподiл

випромiнювання електрона в прямолiнiйнiй дiлянцi синхротрона [74]. Бiлi

точки – σ -компонента, чорнi точки – π -компонента.

1.2.2. Крайовi ефекти в синхротронному випромiнюваннi.

Теорiя синхротронного випромiнювання описує характеристики випромi-

нення в одиницю часу, для сталого, квазi-нескiнченного руху електрона.

На практицi, однак, можливi також рiзнi крайовi ефекти, коли електрон

входить у магнiтне поле або виходить з нього. Теорiя випромiнювання при

поворотi електрона в магнiтi на скiнченний кут порядку радiана, або на
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цiле число виткiв, розглядалася в [75].

Випромiнювання в прямолiнiйнiй дiлянцi накопичувального кiльця роз-

глядалося в [74,76–78], i виявило характернi iнтерференцiйнi ефекти (рай-

дужнi кiльця) в кутововому розподiлi випромiнення (див. Рис. 1.1).

1.2.3. Гальмування випромiненням. У циклiчних прискорюва-

чах помiтим є також радiацiйне скорочення радiусу орбiти електрона [59],

що стимулювало розвиток теорiї гальмування випромiненням (radiation

reaction). Це питання дискутувалося ще в пору становлення класичної еле-

ктродинамiки Лоренцом [50], Абрагамом та iн. У застосуваннi до задачi

про випромiнювання осциляторiв (яка пiсля роботи М. Планка привела до

створення квантової теорiї), було виявлено, що в рамках чисто класичної

електродинамiки воно може призводити до внутрiшнiх протирiч, таких як

самоприскорення електрона.

У коварiантному запису самоузгоджене рiвняння руху, в якому до сили

Лоренца eF µνuν додається сила радiацiйного тертя, має вигляд

m
duµ

ds
= eF µνuν +

2e2

3

(
d2uµ

ds2
+
duν

ds

duν
ds

uµ
)

(1.1)

(рiвняння Лоренца-Абрагама-Дiрака). Якщо виключити в правiй частинi

похiднi 4-швидкостi uµ вище першої з того ж рiвняння (1.1), у другому

наближеннi виникає рiвняння

m
duµ

ds
= eF µνuν +

2e2

3

{ e
m
uνu

λ∂λF
µν +

e2

m2

[
(F λνuν)

2uµ − F µλFνλu
ν
] }
,

(1.2)

вiдоме як рiвняння Ландау-Лiфшиця [64]. В (1.2) проблема самоприско-

рення заряду вже вiдсутня, хоча, зважаючи на наявнiсть 4-градiєнта вiд

напруженостi електромагнiтного поля, сила з його боку виявляється не

зовсiм локальною (втiм, в однорiдному i статичному полi такий ефект вiд-

сутнiй). Члени у другому рядку рiвняння (1.2) можуть бути перевираженi

у виглядi

(F λνuν)
2uµ − F µλFνλu

ν = 4π (δµλ − u
µuλ)T

λνuν, (1.3)
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де T µν = 1
4π

(
−F µλFνλ +

1
4δ
µ
νFκλF

κλ
)

– тензор енергiї-iмпульсу електрома-

гнiтного поля [64]. В системi спокою електрона, де uµ = (1, 0⃗), вiдповiдна

сила спрямована вздовж вектора Пойнтiнга 4πT 0α = [E⃗H⃗]α, тобто пред-

ставляє дiю тиску електромагнiтного поля (пондеромоторна сила) [79]. Ця

сила є квадратичною по тензору напруженостi електромагнiтного поля, але

спрямована не антипараллельно вектору прискорення, тобто електричного

поля E⃗, а перпендикулярно йому.2 Таким чином, частинка може вiдчувати

магнiтне поле H⃗ навiть у нульовому порядку за швидкiстю, але при цьому

у вищому порядку по заряду. Проте, залишаються питання, чи вичерпує

дане наближення всi ефекти радiацiйного тертя, i чи не дозволяють рiв-

няння (1.2) обернення в часi, призводячи лише до перевизначення понять

зовнiшнього поля i/або електромагнiтної маси i 4-iмпульсу електрона. Данi

проблеми активно обговорюються i понинi [79–87].

Рис. 1.2. Розрахунок радiацiйного гальмування ультра-релятивiстського

електрона в магнiтному полi [88].

Для напiврелятивiстських частинок застосовується метод гамiльтонiа-

на Дарвiна [64], тодi як для ультра-релятивiстських частинок врахування

гальмування випромiнюванням спрощується тим, що втрата енергiї стає

еквiвалентною втратi поздовжнього iмпульсу [79, 88, 89] (див. Рис. 1.2). У

прискорювачах поздовжнi втрати енергiї компенсуються електричним по-
2Також вона, взагалi кажучи, не є антипаралельною швидкостi електрона, як припускав Лармор

на основi теорiї ефiру.
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лем, в той час як гальмування випромiненням зменшує амплiтуду бетатрон-

них коливань [90–92] (тотожнiсть для суми декрементiв вiдома як правило

сум Робiнсона).

(а) (б)

Рис. 1.3. а). Вимiряний спектр ондуляторного випромiнення при вiдно-

сно невеликому параметрi недипольностi K [93]. Суцiльна крива показує

спектр синхротронного типу, до якого має наближатися спектр випромiне-

ння вiгглера (K →∞). б). Кутовий розподiл ондуляторного випромiнення

у видимому дiапазонi [94].

1.2.4. Ондулятори. Побiчна користь вiд синхротрона як джерела

електромагнiтного випромiнення, а не лише прискорювача заряджених ча-

стинок, поставила питання, чи є вiн для цiєї мети оптимальним. Було запро-

поновано [95,96], що вигiднiше було б пропускати електрони по черзi крiзь

магнiти рiзної полярностi, в яких електрон здiйснює перiодичнi коливання

вiдносно швидкого поздовжнього руху. В роботi Мотта такий рух був на-

званий ондуляторним. Перший ондулятор був незабаром побудований [97],

i в подальшому цi пристрої набули популярностi, хоча i не витiснили син-

хротрони. У сучасних прискорювачах ондулятори часто вбудовують у пря-

молiнiйнi дiлянки синхротронiв або накопичувальних кiлець, що об’єднує

їх переваги, використовуючи пучок когерентним чином, i водночас циклi-

чно [71, 98, 99]. Ондулятори працюють приблизно в тiй самiй спектральнiй
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областi, що i джерела синхротронного випромiнення, але можуть бути де-

що жорсткiшими (вiд НВЧ до гама) i значно яскравiшими [94, 100]. Якщо

спостерiгати ондуляторне випромiнення у видимому свiтлi, то через наяв-

нiсть сильної кореляцiї мiж частотою та кутом випромiнювання, свiтлова

пляма виявляється забарвленою в райдужнi тони (див. Рис. 1.3).

1.2.5. Взаємодiя ультра-релятивiстських заряджених части-

нок з лазерами. Роль перiодичного зовнiшнього поля, яке дiє на пучок

електронiв, може вiдiгравати не тiльки фiксована мiшень, але й монохро-

матична електромагнiтна хвиля (свiтло). Принцип дiї при цьому той самий,

що i в ондуляторi, але довжина хвилi свiтлових квантiв є мiкроскопiчною.

В залежностi вiд iнтенсивностi лазера, можливий режим поглинання окре-

мих фотонiв або класична електромагнiтна хвиля. При поглинаннi зустрi-

чного фотона, електрону вигiдно випустити вперед гама-квант, який за-

бирає велику частину енергiї, щоб вiдносно м’який вiртуальний електрон

мiг «пiдхопити» лазерний фотон. Таким чином можна також отримувати

вельми монохроматичнi пучки гама-квантiв [101], але опис такого процесу

вiдноситься до квантової електродинамiки (див. нижче). Якщо ж лазерний

промiнь скерований по ходу пучка, генерується стимульоване випромiню-

вання (пiдсилювач лазера на вiльних електронах [99]).

1.2.6. Поляризацiйне випромiнювання.

1.2.6.1. Черенковське випромiнювання. Тим часом, в електро-

динамiцi суцiльних середовищ були виявленi види випромiнювання, що ви-

никають навiть при прямолiнiйному русi зарядженої частинки, i, таким

чином, не залежать вiд її маси, а лише вiд швидкостi. У квазiоднорiдному

середовищi таким є черенковське випромiнювання, вiдкрите експеримен-

тально (1934) П. Черенковим при проходженнi пучка гама-квантiв крiзь

воду, як люмiнесцентне сяйво пiд певним кутом, що залежить вiд середо-

вища. Пiсля додаткових експериментальних дослiджень [102], правильне

пояснення ефекту (який походить вiд вторинних, комптонiвських електро-
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нiв, що вибиваються гама-квантами в мiшенi, а потiм випромiнюють) було

дано Вавiловим [103]. Незабаром була побудована i теорiя цього ефекту як

електромагнiтної «ударної хвилi» вiд понадсвiтлових електронiв [104–106].

У своїй статтi Тамм i Франк вiдзначили аналогiчну роботу Зоммерфельда

щодо випромiнювання вiд понадсвiтлового електрона в вакуумi, опублiко-

вану до створення спецiальної теорiї вiдносностi. Даний вид випромiню-

вання, названий черенковським, увiйшов до бiльшостi пiдручникiв з еле-

ктродинамiки [107–110], i, з огляду на прозорiсть середовищ в оптичному

дiапазонi, лiг в основу ефективних методiв детектування релятивiстських

заряджених частинок з помiрно великими Лоренц-факторами (електронiв

в нейтринних експериментах або важких адронiв на колайдерах) [111–113].

Лише через кiлька десятилiть по тому було виявлено [114–117], що задача

про випромiнювання при понадсвiтловому русi в дiелектрику розглядала-

ся ще в 1888 р. Хевiсайдом [118], а черенковське сяйво вiд електронiв, що

випускаються радiоактивними джерелами спостерiгалося в 1910 Марiєю

Склодовською-Кюрi, i в 1926 вивчалося П. Малле [116].

1.2.6.2. Перехiдне випромiнювання. У той час як черенковське

випромiнювання генерується в об’ємi мiшенi, додаткове випромiнювання

виникає на її границях, внаслiдок заломлення поля пролiтаючої швидкої

частинки, причому симетрично по напрямках вперед-назад, що незвично

для релятивiстської фiзики. Таке випромiнювання отримало назву перехi-

дного [119]. Фактично, в дослiдах [120,121] воно спостерiгалося набагато ра-

нiше, але для нього (на вiдмiну вiд черенковського) не була своєчасно зна-

йдена вiрна iнтерпретацiя. Пiзнiшi експериментальнi дослiдження [122,123]

пiдтвердили передбачення теорiї [119]. Незважаючи на поляризацiйне по-

ходження такого випромiнювання, виявилося, що воно доволi швидко зсу-

вається у бiк високих частот зi зростянням Лоренц-фактора пролiтаючої

зарядженої частинки (див. Рис. 1.4), i сьогоднi широко використовується

для отримання когерентного рентгенiвського випромiнювання в перiоди-

чних мiшенях [109, 124–126], або для детектування вторинних частинок з
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Лоренц-факторами γ & 103 (електронiв, пiонiв), i зокрема, їх розрiзнення.

(а) (б)

Рис. 1.4. а). Спектр перехiдного випромiнення, вимiряний для енергiй пози-

тронiв 1, 2, 3 i 4 Гев (знизу вгору) на алюмiнiєвiй мiшенi. б). Повна енергiя

перехiдного випромiнення [127].

1.2.6.3. Iншi види поляризацiйного випромiнювання. Випро-

мiнювання, аналогiчне перехiдному, викликають взагалi будь-якi внутрiшнi

неоднорiдностi в речовинi, в тому числi завжди присутня атомна структу-

ра. Подiбнi види випромiнювання узагальнено називаються поляризацiй-

ними [128–131]. Якщо речовина є аморфною, в нiй можливе поляризацiй-

не випромiнювання на окремих атомах, в спектрi якого видiляються пiки

характеристичного рентгенiвського випромiнення. Якщо речовина є кри-

сталiчною, можливе так зване параметричне рентгенiвське випромiнюва-

ння [124, 125, 132–135], при якому кулонiвське поле швидкої частинки ди-

фрагує (вiдчуває бреггiвськi вiдбиття) на сiмействах атомних площин. На-

рештi, зарядженiй частинцi навiть необов’язково проходити крiзь мiшень:

достатньо пройти поблизу її поверхнi [135–138].
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1.2.7. Гальмiвне випромiнювання. У разi якщо крiзь щiльну мi-

шень проходить електрон, завдяки своїй легкостi, вiн передусiм буде ви-

промiнювати внаслiдок своїх власних прискорень при зiткненнях з ато-

мами речовини. Такий вид випромiнювання отримав назву гальмiвного

(bremsstrahlung). Взагалi кажучи, енергiї окремих випромiнюваних фото-

нiв при цьому можуть бути спiвмiрними з енергiєю ультра-релятивiстського

електрона, тому опис даного процесу вимагає квантового пiдходу (див.

нижче). Однак, в областi вiдносно низьких частот придатне i класичне тра-

ктування, в якому спектр виявляється незалежним вiд частоти [108,139]. За

аналогiєю з вiдповiдним результатом, вперше отриманим у квантовiй еле-

ктродинамiцi (див. нижче), це плато називають спектром Бете-Гайтлера.

При найменших ω може знадобитися враховувати ще й ефект дiелектри-

чної проникностi середовища [124].

1.2.7.1. Недипольнi ефекти. У дипольному наближеннi, при зада-

ному масштабi переданих iмпульсiв q⊥, iнтенсивнiсть випромiнення оберне-

но пропорцiйна квадрату маси частинки: dI/dω ∼ (q⊥/m)2, внаслiдок чого

частинками, що випромiнюють найiнтенсивнiше, є електрони та позитро-

ни. Однак, коли викривлення траєкторiї електрона стає значним, його ма-

са перестає вiдiгравати вирiшальну роль для випромiнювання. При цьому

поздовжнiй масштаб, на якому позначається кривизна траєкторiї, визнача-

ється частотою випромiненого фотона. Таким чином, на достатньо низьких

частотах випромiнення, i в достатньо товстих мiшенях, де накопичуються

великi кути вiдхилення, поведiнка спектральної щiльностi випромiнення

може якiсно змiнитися. Як було доведено Ландау i Померанчуком [140],

спектр випромiнення на одиницю довжини в товстiй аморфної мiшенi в

областi малих частот прямує до нуля за законом

dI

dtdω
∼
ω→0

√
d⟨χ2⟩
dt

ω. (1.4)

Тут коефiцiєнт пропорцiйностi
√

d⟨χ2⟩
dt обернено пропорцiйний енергiї за-

рядженої частинки, але не залежить вiд її маси. Кiлькiсна теорiя ефекту
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пригнiчення в усiй областi спектра, в тому числi з урахуванням квантових

ефектiв, була побудована Мигдалом [141], тому це явище пригнiчення отри-

мало назву ефекту Ландау-Померанчука-Мигдала (ЛПМ). У повнiй теорiї

присутня вже й залежнiсть вiд Лоренц-фактора зарядженої частинки.

Якiсний аналiз причин, що призводять до пригнiчення спектральної

щiльностi випромiнення при малих ω, привiв до формулювання загального

поняття довжини формування фотона [142]:

lf =
2

ω (γ−2 + θ2)
(~ω ≪ E), (1.5)

де θ – кут випромiнення. Воно виявилося застосовним i до синхротронно-

го [143–146], а також до iнших типiв випромiнювання. Також воно обгово-

рювалося на рiвнi елементарного процесу випромiнювання при дворазово-

му розсiяннi електрона на кути, якi значно перевищують типовi кути ви-

промiнення (останнi мають масштаб оберненого Лоренц-фактора) [147,148]

– див. Рис. 1.5а. Поняття довжини формування фотона дозволило поясни-

ти поведiнку радiацiйних спектрiв у багатьох задачах з єдиного погляду,

i лягло в основу низки монографiй [124, 143, 145]. Для дипольного випро-

мiнювання, коли типовi кути θ . γ−1, можна замiнити (4.199) простiшим

виразом l0 = 2γ2/ω.

В теорiї Мигдала процес багаторазового розсiювання в речовинi вва-

жається гауссовим. З урахуванням аномального характеру кулонiвського

розсiювання, як було показано в [149], iнфрачервона асимптотика спектра

випромiнення дещо змiнюється, набуваючи додаткового логарифмiчного

множника. В подальшому, концепцiя ЛПМ-пригнiчення була перенесена

i на глюонне випромiнювання та втрати енергiї в кварк-глюоннiй плазмi

(див. огляд [150]).

1.2.7.2. Крайовi ефекти в гальмiвному випромiнюваннi. В

ефектi ЛПМ середовище вважається квазi-безмежним, а результуючий

спектр випромiнювання прямує до нуля при ω → 0. На практицi ж, з

урахуванням скiнченної товщини мiшенi, спектр випромiнення при ω → 0
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залишається вiдмiнним вiд нуля, хоча i не пропорцiйний товщинi мiшенi

(див. Рис. 1.5а). Як було вiдзначено в роботах [151, 152], вiн визначається

кiнцевим кутом розсiяння електрона (факторiзацiйна межа [153]), усере-

дненим по статистичному розподiлу по кутах розсiювання в мiшенi. У про-

мiжнiй областi частот, послiдовнi розрахунки призводять до доволi громi-

здких формул [154–156]. Виявляється, що внесок до спектра випромiнення

тiльки вiд однiєї межi роздiлу мiж вакуумом та аморфним середовищем

при ω → 0 необмежено зростає за логарифмiчним законом [157]. Це зро-

стання (подiбне до поведiнки спектра перехiдного випромiнення на однiй

границi [79]) зупиняється iнтерференцiєю випромiнення вiд двох границь.
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Рис. 1.5. а). Вимiряний спектр випромiнення при проходженнi електронiв

8 Гев крiзь аморфну фольгу [158]. Пригнiчення спектра при k < 10 МеВ

пов’язане з ефектом ЛПМ. При k < 0.2 МеВ (в рентгенiвської областi) в

спектрi присутнiй пiдйом, пов’язаний з перехiдним випромiнюванням на

межi метал-вакуум. б). Вимiряний спектр випромiнення при проходженнi

електронiв 178 Гев крiзь двi аморфних фольги роздiленi вiдстанню 0.1 мм

[159]. Кривi – теоретичнi розрахунки [7].

У складнiших, структурованих мiшенях (що складаються, наприклад,

з декiлькох аморфних фольг) було виявлено [156, 160], що в спектрi ви-
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промiнювання перехiд вiд iнфрачервоної границi до плато Бете-Гайтлера

може бути не монотонним, а мiстити осциляцiї, коли довжина формуван-

ня фотона стає спiвмiрною з одним з геометричних масштабiв (наприклад,

вiдстанню мiж фольгами – див. Рис. 1.5б). Такий ефект можна вважати

аналогiчним iнтерференцiї випромiнювання електрона в прямолiнiйнiй дi-

лянцi накопичувального кiльця (див. Роздiл 1.2.2).

1.3. Кiнетика проходження крiзь аморфну речовину.

Квантовi ефекти

1.3.1. Багаторазове кулонiвське розсiювання. Первинним

впливом середовища на швидку частинку, що проходить крiзь нього, є ба-

гаторазове розсiювання на атомах. Воно призводить до викривлення тре-

кiв частинок. У першому наближеннi таке розсiяння можна розглядати як

пружне, що вiдбувається в екранованому кулонiвському потенцiалi стати-

чних атомiв, оскiльки перерiз когерентного розсiювання в кулонiвському

полi ядра пропорцiйний квадрату його заряду, що значно перевищує суму

внескiв вiд перерiзiв розсiяння на окремих електронах. Вперше така поста-

новка задачi виникла в дослiдах одноразового розсiяння, якi проводилися

в лабораторiї Резерфорда, де мiшенi робилися тонкими, але тим не менш,

суттєвим було також i перерозсiювання (plural scattering) [161,162].

1.3.1.1. Кутовий розподiл. Якщо знехтувати вiдносними втратами

енергiї для швидких частинок i вважати кути розсiяння малими, розподiл

ймовiрностi по ним описується лiнiйним транспортним рiвнянням в пло-

щинi поперечних переданих iмпульсiв, яке в поперечно- однорiдному сере-

довищi розв’язується у загальному виглядi перетворенням Фур’є [162,163].

З огляду на еквiвалентнiсть процесу багаторазового малокутового розсiю-

вання випадковому блуканню в поперечнiй площинi, можна очiкувати, що

для великої товщини розподiл має прямувати до гауссового [161,163].

Певнi складнощi виникають, однак, з урахуванням того, що атомнi по-
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ля мають кулонiвськi сингулярностi, внаслiдок чого середнiй квадрат кута

вiдхилення в малокутовому наближеннi розходиться. Тодi може бути до-

цiльним вручну роздiляти м’якi (гауссовi) та жорсткi (ступiннi) внески в

функцiю розподiлу, як було запропоновано Вiльямсом [164], за аналогiєю

з його пiдходом [165] в iонiзацiйних втратах енергiї (див. нижче). З погля-

ду теоретичної фiзики, втiм, такий пiдхiд видається надто штучним, i був

замiнений Мольєром бiльш послiдовним розкладенням по оберненим сту-

пеням логарифма великої товщини мiшенi [166, 167] (див. Рис. 1.6). Пiсля

огляду Бете [168] ця процедура набула статусу стандартної (див. [169]).

Рис. 1.6. Одне з перших вимiрювань кутового розподiлу багаторазового

кулонiвського розсiяння з високою статистикою, що показує перехiд вiд

центральної областi кутiв до резерфордiвської ступiнної асимптотики [170].

Суцiльнi кривi (дещо неточнi в перехiднiй областi) обчисленi за теорiєю

Мольєра. Видно iснування областi, промiжної мiж центральною областю

гауссiвського розсiяння та «хвостом» одноразового розсiяння, i спiвмiрної

за розмiром з центральною.

Огляд подальших удосконалень, якi пропонувалися, можна знайти в

статтi Скотта [171]. Зокрема, була видiлена залежнiсть вiд знаку заряду,

яка може проявлятися при не дуже високих енергiях [172,173]. В теорiї Мо-

льєра ця залежнiсть включається в єдиний феноменологiчний параметр –
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кут екранування χa, який виражається через диференцiальний перерiз роз-

сiяння швидкої частинки на атомi, i тому, в принципi, залежить не лише

вiд атома, але й вiд налiтаючої частинки. Для обчислення цього параме-

тра Мольєром [166] було запропоновано апроксимацiю атомного потенцiа-

лу у виглядi суперпозицiї експоненцiйно екранованих кулонiвських полiв

(потенцiал Мольєра) та вперше застосоване ейкональне наближення.3 На

основi цих результатiв Мольєр запропонував також параметризацiю для

кута екранування

χa = χ0

√
1.13 + 3.76

(
Z1Z2e2

~v

)2

, (1.6)

де Z1e, Z2e – заряди частинок, що стикаються, v – швидкiсть зiткнення. В

радiус екранування можна включити також i внесок непружних процесiв

[179].

З огляду на те, що результати теорiї Мольєра, взагалi кажучи, вира-

жаються лише в iнтегральної формi, що не надто наочно, для практичних

застосувань були запропонованi також евристичнi спрощенi формули. У

них видiляється центральна частина розподiлу ймовiрностi, яка апрокси-

мується гауссiаном, але вiдповiдний середнiй квадрат кутового вiдхилен-

ня залежить вiд товщини мiшенi не лiнiйно, а з логарифмiчною поправ-

кою [180, 181]. Використання подiбних наближень може бути достатнiм в

експериментах з помiрною статистикою, i в мiшенях середньої товщини.

1.3.1.2. Поперечно-неоднорiднi мiшенi. При високiй енергiї про-

сторовi флуктуацiї траєкторiй частинок в мiшенi є малими, але для деяких

задач їх все ж необхiдно враховувати. Вперше об’єднаний розподiл по по-

перечних координатах та кутах вiдхилення був обчислений Фермi, для га-

уссової дифузiї [182]. В подальшому Янгом [183] було обчислено розподiл

частинок в аморфному середовищi по поперечних координатах i по довжи-
3Це наближення, яке дозволяло в простiй формi вийти за межi теорiї збурень при достатньо високiй

енергiї, в подальшому стало широко застосовуватися в ядернiй фiзицi [174–177] та фiзицi елементарних

частинок [178].
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нах пробiгiв внаслiдок викривлення траєкторiї в мiшенi заданої товщини.

Як вiдзначалося ще Вiльямсом [165], знання розподiлу по довжинах про-

бiгiв необхiдне для розрахунку страгглiнга iонiзацiйних втрат. Врахування

просторової еволюцiї стає необхiдним також коли в мiшенi присутнi неодно-

рiдностi на такому ж малому масштабi, як i просторове розширення пучка.

Найпростiшим прикладом є падiння пучка пiд малим кутом на поверхню

напiвнескiнченної аморфної мiшенi.4 Вiдповiдна стацiонарна крайова за-

дача була розв’язана Фiрсовим [186], привiвши до висновку, що пучок, в

принципi, повинен повнiстю вiдбиватися, набуваючи кутового розподiлу

dwrefl

dχ
=

3

2π

χ
1/2
0 χ3/2

χ3
0 + χ3

, (1.7)

незалежного вiд коефiцiєнта дифузiї (χ0 ≪ 1 позначає кут падiння). Зна-

чно складнiша, але i реалiстичнiша задача про багаторазове розсiяннi мо-

ноенергетичного пучка при падiннi пiд малим кутом на плоскопаралельну

аморфну пластину була розв’язана в [187], теж привiвши до достатньо про-

стого результату:
dwrefl

dχ
=

3

2π

χ
1/2
0 χ3/2

χ3
0 + χ3

e−
χ30+χ

3

9Dl , (1.8)

де l – товщина пластини, D – коефiцiєнт дифузiї по кутах. Передбаченi

ефекти вiдбиття та вiдхилення при проходженнi згодом тестувалися експе-

риментально [188,189].

1.3.2. Iонiзацiйнi втрати енергiї. Оскiльки непружнi процеси вiд-

буваються з ненульовою ймовiрнiстю, швидкi частинки, проходячи крiзь

речовину, поступово гальмуються, i в достатньо товстiй мiшенi зупиняю-

ться. Принцип розрахунку швидкостi гальмування швидкої частинки через

передачу енергiї точковим атомним електронам був сформульований Том-

соном ще до визначення правильної моделi атома. Пiсля появи планетарної
4Складнiша, але теж важлива для практики задача про колiмацiю пучка краєм розсiюючої та

гальмуючої пластини скiнченної товщини розглядалася Курантом [184], використовуючи спрощену

краєву умову, яка задовольняється методом зображень. Проте, отримана функцiя розподiлу не була

скрiзь позитивною, i дещо вiдрiзнялася вiд результатiв чисельного моделювання [185].
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моделi атома [190], метод Томсона був застосований до неї Дарвiном [191],

який отримав:
dE

dz
=

2πnaZa(Ze
2)2

mev2
L, (1.9)

де me – маса електрона, Z – заряд швидкої частинки, Za – атомний номер

речовини, а na – щiльнiсть атомiв, так що naZa дає щiльнiсть електронiв

в речовинi. Решта коефiцiєнтiв в (1.9) виникають як ∆E1σ1, де, в силу

масштабної iнварiантностi нерелятивiстського класичного розгляду, σ1 ∼
π(∆b)2 ∼ π

(
Ze2

∆E1

)2
– перерiз зiткнення при кулонiвськiй взаємодiї, ∆E1 ∼

mev
2/2 – витрата енергiї на iонiзацiю в одному зiткненнi.

Результат (1.9), однак, мiстив логарифмiчне розходження L, обрiзання

якого проводилося евристично, за порядком величини. Уточнений принцип

обрiзання, виходячи з часових, а не просторових мiркувань (хоча в ультра-

релятивiстському випадку рiзниця мiж ними зникає5) був запропонований

Н. Бором [108,192–194]:

L = ln
T 2
max

I2
+O(v2/c2), (1.10)

де Tmax = 2mv2 – максимальна енергiя, яка може бути передана нереля-

тивiстською налiтаючою частинкою атомному електрону (в «лобовому» зi-

ткненнi), з параметром I, в класичнiй механiцi пропорцiйним Z та частотi

обертання електрона в атомi.

Строгий розрахунок потребував залучення квантової механiки. Пiсля

декiлькох невдалих спроб (див. їх огляд в [195]), вiн був виконаний моло-

дим Х. Бете, який, повнiстю вiдмовившись вiд класичного уявлення про

прицiльнi параметри, провiв всi обчислення в iмпульсному представленнi

квантової механiки [144,196,197]. В результатi, за великим рахунком, була

отримана формула Бора, але з чiтко визначеним (i незалежним вiд Z) па-

раметром I, названим потенцiалом iонiзацiї, а згодом i з релятивiстськими

поправками. Пiзнiше, втiм, було доведено [195, 198], що при високих енер-

5Врахування релятивiстських ефектiв не позначається на передлогарифмiчному множнику, оскiль-

ки електрони, вибитi при далеких зiткненнях, залишаються нерелятивiстськими.
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гiях уявлення про прицiльнi параметри є придатним i в квантовiй механi-

цi (i бiльш того, є найбiльш природним в суттєво неоднорiдних середови-

щах, таких як кристали). Бете також вiдзначив зв’язок iонiзацiйних втрат

ультра-релятивiстської частинки з комптонiвським розсiюванням, який ра-

нiше дослiджувався Фермi [199].

Вихiд за рамки теорiї збурень по взаємодiї атомних електронiв з куло-

нiвським полем швидкої частинки був здiйснений Блохом [200], який отри-

мав вiдповiдну поправку до формули Бете:

dE

dz
=

4πnaZa(Ze
2)2

mev2

[
ln
Tmax

I
− f

(
Ze2

~v

)]
, (1.11)

f(s) = Re [ψ(1 + is)− ψ(1)] =
∞∑
n=1

s2

n(n2 + s2)
. (1.12)

Завдяки кулонiвськiй поправцi f , у формулi (1.11) можна перейти до класи-

чної межi Ze2

~v →∞, в якiй пiд логарифмом з’являється вiдношення ~vTmax

Ze2I .

Окрiм середнiх втрат енергiй, була обчислена також iонiзацiя (ionizati-

on rate) – середнє число утворених в речовинi електрон-iонних пар. Проте,

для останньої величини суттєве значення набуває рекомбiнацiя. Разом з

вимiрюванням iмпульсу частинки по вiдхиленню в магнiтному полi, iонi-

зацiя використовується для визначення її маси. За аналогiєю з iонiзацiєю

може бути побудована i теорiя радiацiйного утворення дефектiв (radiation

damage) [201].

У цитованих вище роботах [191,192,196] зiткнення швидких заряджених

частинок з атомами трактувалися як незалежнi, i таким чином, речовина

уявлялася як сума атомiв (правило Брегга). Згодом Фермi [202] i, дещо

ранiше, на якiсному рiвнi, Сванном [203], у зв’язку з фiзикою проходже-

ння космiчних променiв крiзь речовину було уточнено, що для далеких

зiткнень слiд розглядати не сприйнятливiсть одного атома, а дiелектричну

проникнiсть речовини в цiлому. Бiльш того, на атомних частотах, коли

зв’язанi електрони поводяться як квазiвiльнi, речовину слiд трактувати як

електрон-iонну плазму, а в плазмi електричнi поля експоненцiйно екрану-
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ються на далеких вiдстанях. Це призводить до зупинки асимптотичного

логарифмiчного зростання з енергiєю за рахунок дальнiх зiткнень (ефект

щiльностi Фермi), хоча, в принципi, не перешкоджає зростанню за рахунок

близьких зiткнень, з великою передачею енергiї [204, 205].6 Окрiм ефекту

щiльностi, iснує також поправка на ефект оболонок [добавка до (1.9), не

пропорцiйна Za], i залежнiсть вiд знаку заряду (ефект Баркаса), яка теж

враховується введенням вiдповiдної адитивної поправки [206].

З урахуванням iмовiрнiсного характеру зiткнень як у класичнiй, так i у

квантовiй механiцi [207], окрiм загального уповiльнення виникає ще й ста-

тистичний розкид часток по енергiях. Вiдповiдна флуктуацiя (straggling)

вперше обчислювалася Бором [208], i було знайдено, що для важких части-

нок розподiл прямує до гауссового. Випадок електронiв був пiзнiше роз-

глянутий Вiльямсом [165], який, зберiгши iдею Бора про розбиття областi

переданих енергiй на «м’якi» та «жорсткi», показав, що розподiл набуває

ступiнного «хвоста» в бiк великих передач енергiї, завдяки внеску «лобо-

вих» зiткнень з атомними електронами. На думку Вiльямса, в принципi,

також можливо було побудувати загальний розв’язок, що не вдається до

штучного розбиття, але вiн не має особливої практичної цiнностi. Лише

15 рокiв по тому Ландау [209] (без згадки робiт Бора та Вiльямса) побу-

дував такий розв’язок, з якого випливало, що мiж м’якими та жорсткими

областями iснує логарифмiчна перехiдна область, i саме вона дає головний

внесок, а функцiя розподiлу на великих товщинах прямує не до гауссiану,

а до iншого унiверсального розподiлу, який в подальшому отримав назву

розподiлу Ландау (див. Рис. 1.7) [210].

Сучасна теорiя страгглiнга будується також з урахуванням поправки

на ефект щiльностi та спорiдненi ефекти [212]. Iонiзацiйнi втрати в напiв-

провiдниках можуть бути вельми точно вимiрянi по електричному струму,

що дозволяє конструювати на їх основi ефективнi детектори [213]. Такi

детектори дозволяють точно вимiрювати енергiї нерелятивiстських прото-

6Таке зростання, однак, може обмежуватися самим методом реєстрацiї iонiзацiйних втрат енергiй.
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(а) (б)

Рис. 1.7. Вимiрянi розподiли по iонiзацiйним втратам енергiї протонiв 2 Гев

в кремнiї товщиною 32 мкм (а) i 1 мм (б) [211]. В тонких мiшенях розподiл

Ландау (пунктирнi кривi) не застосовний.

нiв. Для ультра-релятивiстських же частинок, коли iонiзацiйнi втрати вже

слабо залежать вiд енергiї, вони можуть використовуватися як лiчильники

заряджених частинок (наприклад, в електромагнiтних зливах – див. ниж-

че).

Для визначення пробiгiв частинок розрахунок багаторазового розсiюва-

ння i втрат енергiї повинен проводитися єдиним чином. Огляд результатiв

в рамках таких пiдходiв можна знайти в монографiях [214,215].

Кiлькiсть каналiв реакцiй при зiткненнях заряджених частинок з ато-

мами насправдi доволi велика, тому може виникнути потреба врахування

взаємодiї також мiж бiльш нiж двома частинками. При цьому складеним

може бути не тiльки атом мiшенi, але й налiтаючий об’єкт. Прикладами

таких процесiв є перезарядка iонiв [169, 216], народження гама-квантом

електрон-позитронної пари (що вперше розглядалося в тiй самiй роботi

Бете i Гайтлера [217], що i гальмiвне випромiнювання – див. нижче), або

пружне розсiяння гама-кванта в полi ядра шляхом утворення вiртуаль-

ної електрон-позитронної пари (ефект Дельбрюка) [218]. Нарештi, ефекти

декiлькох частинок можуть об’єднуватися з iстинно макроскопiчними ефе-

ктами, як, наприклад, при розрахунку iонiзацiйних втрат вiд народженої
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реальної електрон-позитронної пари. Зменшення втрат через взаємне ско-

рочення полiв електрона та позитрона на початковiй стадiї їх розльоту вi-

доме як ефект Кiнга-Перкiнса-Чудакова. Цей ефект, вiдкритий практично

одночасно (i незалежно) теоретично [219] i експериментально [220], взага-

лi кажучи, вимагає застосування квантової електродинамiки [221], але в

головному логарифмiчному наближеннi допускає квазiкласичне трактува-

ння [222, 223]. Результати нових вимiрювань i аналiз сучасного стану про-

блеми див. в [224].

1.4. Квантова теорiя випромiнювання

Подальший розвиток квантової теорiї i створення квантової електро-

динамiки дозволили уточнити передбачення щодо пружного розсiювання

електронiв на атомних ядрах [225–228] i один на одному в областi значних

передач iмпульсу, а також вiдкрило можливостi описувати iстотно квантовi

процеси гальмiвного випромiнювання i народження електрон-позитронних

пар. Незважаючи на те, що при високiй енергiї електрона переданi йому з

боку речовини iмпульси є малими порiвняно з його масою, внаслiдок по-

перечної вiддачi при випусканнi типового жорсткого фотона, електрон мо-

же зазнати перевороту спiну, тому для послiдовного розрахунку необхiдно

використовувати рiвняння Дiрака (1928). Спершу, однак, був розвинений

феноменологiчний пiдхiд на основi методу еквiвалентних фотонiв [198,229],

в дусi методу, запропонованого Фермi [199] для iонiзацiйних втрат.

Невдовзi пiсля того, як рiвняння Дiрака було випробувано на проце-

сах ee, e+e−, eA розсiяння, атомних спектрах i Комптон ефектi, воно було

застосоване i до задачi про гальмiвне випромiнювання (див. Рис. 1.8). У

борнiвському наближеннi по взаємодiї з атомом цей процес можна розгля-

дати як вiртуальний Комптон-ефект (фотон, яким електрон обмiнюється з

ядром, має 4-iмпульс поза свiтловим конусом). Вiртуальнiсть одного з фо-

тонiв вже вiдчутно ускладнює завдання пiдсумовування по поляризацiях

електрона, але це було здiйснено в [217, 230]. Для ультра-релятивiстського
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випадку результат в подальшому був спрощений в [231,232], де також була

дослiджена залежнiсть поляризацiї випромiнюваних фотонiв вiд кута їх ви-

пускання. Зокрема, було виявлено, що коли кут випромiнення точно дорiв-

нює оберненому Лоренц-фактору, поляризацiя може досягати 100% [231].

Ще бiльше спрощень надає згадуваний вище метод еквiвалентних фотонiв

у поєднаннi з рiвнянням Дiрака – дипольне наближення.

(а) (б)

Рис. 1.8. а). Вимiряний спектр гальмiвного випромiнення вiд електронiв

енергiєю 1.5 Гев [233]; б). Кутовий розподiл гальмiвного випромiнення вiд

електронiв енергiєю 17 Мев. Точки – експеримент з мiшенями у виглядi

фольги та iонної камери [234]. Лiнiя – розрахунок [235], з урахуванням

багаторазового розсiювання електронiв в мiшенi по теорiї Мольєра.

1.4.1. Непертурбативний опис гальмiвного випромiнювання.

Розрахунок Бете-Гайтлера i цитованi вище його спрощення базувалися на

трактуваннi взаємодiї мiж електроном та атомом у найнижчому порядку

теорiї збурень (борнiвському наближеннi). Параметром розкладення при

цьому є Ze2/~v, де Z – заряд ядра атома, а v – швидкiсть зiткнення. З огля-

ду на те, що для атомiв з високим атомним номером (Z ≫ 1) ця величина

може досягати порядку одиницi [236, 237], важливо вмiти розраховувати
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взаємодiю електрона з кулонiвським полем i поза рамками теорiї збурень.

Це було зроблено за аналогiєю з пiдходом Зоммерфельда [238, 239] для

гальмiвного випромiнення нерелятивiстського електрона, використовуючи

наближену релятивiстську хвильову функцiю [240, 241], аналогiчну точнiй

нерелятивiстськiй кулонiвськiй [242,243], i враховуючи спiн-орбiтальну вза-

ємодiю при невеликих переданих iмпульсах наближено (через градiентний

доданок). Навiть на цьому шляху, втiм, розв’язок був отриманий не вiд-

разу: розрахунки [244, 245] невiрно враховували умову причинностi (див.,

однак, [246]), тодi як дисертацiя Елверта [247] свого часу була опублiко-

вана лише частково [239, 248], а повнiстю – через 30 рокiв [249]. Непер-

турбативнi ефекти для гальмiвного випромiнювання на окремому атомi

виявляються вiдносно невеликими. В цiлому, вони є пригнiчуючими як за

рахунок зменшення радiусу екранування з Z, що призводить до головного

члена ln 1
αZ1/3 , так i за рахунок плавностi руху електрона всерединi ато-

ма, що дає кулонiвську поправку −f(Zα), де f визначається формулою

(1.12). Проте, автори [236, 237] не помiтили аналогiї мiж радiацiйними та

iонiзацiйними втратами енергiї, вiдомої з методу еквiвалентних фотонiв.

Огляд дослiджень фундаментального процесу випромiнювання електрона

на атомi можна знайти в [250–252].

Розвиток теорiї ейконального наближення при високiй енергiї [166,174,

197, 240] в подальшому дозволив врахувати в рамках непертурбативного

пiдходу екранування кулонiвського поля [253] (яке є суттєвим для випро-

мiнювання ультра-релятивiстських електронiв [230]). У рiвняннi Дiрака на-

вiть у високоенергетичному лiмiтi залишається незникаючий фазовий мно-

жник, що залежить вiд координат. У матричному елементi випромiнювання

цi множники з хвильових функцiй початкового i кiнцевого електронiв ком-

бiнуються. Узагальнюючий результат [253] також став одним iз ключових

у теорiї електромагнiтних процесiв в речовинi при високих енергiях.



60

1.4.2. Квантовi ефекти в синхротронному випромiнюваннi.

Теорiя збурень квантової електродинамiки не задовольнила всiх потреб екс-

периментальної фiзики, оскiльки на практицi iснують електромагнiтнi по-

ля, якi дiють на електрон як завгодно довго. В деяких випадках вдається

точно розрахувати хвильовi функцiї електрона в зовнiшньому полi поза

рамками теорiї збурень i обчислити амплiтуду випромiнення як матричний

елемент переходу мiж такими хвильовими функцiями (представлення Фар-

рi [254]). Першим прикладом такого пiдходу стала квантова теорiя синхро-

тронного випромiнювання [255], що використовувала вiдомi точнi хвильовi

функцiї для релятивiстського електрона в магнiтному полi [256, 257]. Вiд-

повiдна перша квантова поправка була обчислена ще ранiше [258], в гей-

зенбергiвському представленнi (без використання поняття хвильових фун-

кцiй), i звелася до замiни в iмовiрностi випромiнення як функцiї частоти

фотона

ω → ω
[
1 + ~ω/E +O(ω2)

]
. (1.13)

На практицi, для енергiй, досяжних на сьогоднiшнiй день в синхротронах,

квантовi поправки залишаються малими (iнакше рух електронiв в синхро-

тронi важко було б контролювати через великий розкид по енергiї), хоча цi

поправки – зокрема, так зване спiнове свiтло – вдавалося спостерiгати [259].

Помiтнiше на русi електрона в накопичувальному кiльцi позначається

дискретний характер електромагнiтного випромiнювання, внаслiдок чого

розподiл електронiв по енергiях розмивається. Це призводить до квантових

флуктуацiй радiусу орбiти електрона, причому мiж радiусом орбiти i зро-

станням її флуктуацiй може встановлюватися рiвновага. Крiм того, як було

вперше показано в дисертацiї Тернова [260], внаслiдок свого випромiнюва-

ння, електрони набувають високу ступiнь поляризацiї вздовж магнiтного

поля (радiацiйна поляризацiя) [144,261].

1.4.3. Квазiкласичний операторний метод. Оскiльки рух в

однорiдному магнiтному полi аналогiчний осциляторному, а для останньо-
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го випадку вiдомi ефективнi операторнi методи розв’язку, в яких часо-

ва еволюцiя операторiв аналогiчна еволюцiї вiдповiдних класичних вели-

чин, представляється перспективним використовувати переваги оператор-

них методiв i для квазi-однорiдних зовнiшнiх полiв. Найповнiша вiдповiд-

нiсть з класичною механiкою досягається для iнтеграла за кутами вильоту

кiнцевого електрона (при заданому ~ω = E − E ′), коли спектр залежить

лише вiд траєкторiї початкового електрона. При цьому все ще залишає-

ться i суттєвий ефект поздовжньої вiддачi фотона, а правило замiни (1.13)

у всiх порядках по ~ω/E узагальнюється як

ω → ω

1− ~ω/E
, (1.14)

i вiдповiдно модифiкується довжина формування фотона [262,263]:

lf =
2

ω
(
m2

EE′ + θ2
) , (1.15)

де θ – кут випромiнення по вiдношенню до початкового електрону. Формули

(1.14)–(1.15), таким чином, водночас враховують i вплив вiддачi випромi-

нення протягом його випускання (порiвн. Розд. 1.2.3).

Розвинений пiдхiд отримав назву операторного квазiкласичного мето-

ду [143, 261, 264, 265], i пiзнiше обґрунтовувався в рамках багатьох альтер-

нативних пiдходiв [266–271]. У застосуваннi до задачi про випромiнювання

в кулонiвському полi вiн вiдтворює результат [253].

1.4.4. Багатофотоннi ефекти i електромагнiтнi каскади. Iмо-

вiрностi елементарних процесiв гальмiвного випромiнювання та народжен-

ня пар за порядком величини визначаються електромагнiтною константою

зв’язку α ≈ 1/137, i її малiсть виправдовує застосування для них теорiї

збурень. Однак, в достатньо товстiй мiшенi зрештою має статися навiть

малоймовiрна подiя. В свою чергу, народженi частинки можуть теж всту-

пати в реакцiї. Тому при проходженнi високоенергетичних електронiв або

фотонiв крiзь дуже товстi мiшенi розвиваються електромагнiтнi каскади

(«зливи») – див. Рис. 1.9. Прикладом радiацiйно товстої мiшенi є земна
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атмосфера, яка пiддається дiї ультра-високоенергетичних космiчних про-

менiв поза-сонячного походження [272]. Саме таким способом були вiдкритi

позитрон, а потiм мюон, ознаменувавши настання ери елементарних части-

нок.

Рис. 1.9. Електрон-фотонна злива, викликана гама-квантом космiчного ви-

промiнення [273].

Повна система рiвнянь для злив, з iнтегральними ядрами, обчисленими

в нижчому порядку теорiї збурень, була встановлена Карлсоном i Оппен-

геймером [274] i Баба та Гайтлером [275]. Її послiдовний розв’язок на основi

перетворення Меллiна був даний Ландау i Румером [276, 277]. Як i в тео-

рiї багаторазового розсiяння Мольєра, речовина в даному наближеннi може

бути охарактеризована єдиним параметром, в якостi якого, слiдуючи Карл-

сону i Оппенгеймеру, зазвичай вибирається радiацiйна довжина. З огляду

на необхiднiсть знання радiацiйних довжин для рiзних речовин, проводи-

лись їх детальнi розрахунки [278,279]. Для врахування гасiння зливи (див.

Рис. 1.10), потрiбно ввести ще один параметр – наприклад, критичну енер-

гiю електрона, при якiй його iонiзацiйнi втрати енергiї порiвнюються з ра-

дiацiйними. Ефект щiльностi при цьому можна не враховувати. Утворення

злив – найнадiйнiший спосiб вимiрювання енергiй електронiв, позитронiв

i фотонiв ультра-високих енергiй (вiдповiднi детектори називаються еле-

ктромагнiтними калориметрами). Тому теорiя злив має велике практичне

значення.

Диференцiальна ймовiрнiсть випромiнювання фотона, що входить до
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Рис. 1.10. Розрахована множиннiсть частинок в електромагнiтнiй зливi як

функцiя товщини мiшенi в одиницях радiацiйної довжини X0, для рiзних

енергiй початкового електрона в одиницях критичної енергiї Ec [277]. Для

кремнiю X0 ≈ 10 см, Ec ≈ 50 Мев. Для вольфраму X0 ≈ 3.5 мм, Ec ≈ 10

Мев.

рiвняння злив, при ω → 0 розходиться як ω−1, тодi як диференцiальна

ймовiрнiсть народження пари всюди скiнченна. Тому при ~ω ≪ E в мi-

шенях середньої товщини народженням пар можна знехтувати. Оскiльки

iнтеграл
∫
0 dω/ω логарифмично розходиться на нижнiй межi, повна ймо-

вiрнiсть випромiнення одиничного фотона виявляється нескiнченною, що

нефiзiчно. Однак, в рамках процедури ресумування [280, 281] або розв’яз-

ку кiнетичного рiвняння для зливи [278] дана розбiжнiсть усувається. При

цьому роль спостережуваної величини приймає спектр радiацiйних енер-

гетичних втрат електронiв, без уточнення кiлькостi випущених фотонiв

(iнклюзивний спектр).

Водночас, варто мати на увазi, що випромiнювання м’яких фотонiв,

хоча i описується на iмовiрнiсному рiвнi розподiлом Пуассона, насправдi

призводить до когерентної суперпозицiї станiв з рiзною кiлькiстю фотонiв

(когерентнi стани [282]). Прикладом когерентного квазiкласичного випро-

мiнювання є лазери. Когерентнiсть стає суттєвою при вимiрюваннях коре-

ляцiй мiж фотонами (iнтерферометрiя), або коли вiдповiдний пучок свiтла

дiє на електрон, який в свою чергу випромiнює. Тодi замiсть розсiювання
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на окремих квантах електрон здiйснює квазiкласичний рух в полi iнтен-

сивної електромагнiтної хвилi.

1.5. Проходження крiзь кристали

Для пiонерських дослiджень взаємодiї швидких частинок з речовиною

припустимо було обмежуватися аморфними мiшенями як найпростiшими.

Подальший поштовх дало залучення в якостi мiшеней iдеальних орiєнтова-

них монокристалiв, привiвши до низки нетривiальних результатiв. Криста-

ли дозволяють експериментально вивчати фундаментальнi аспекти КЕД в

сильних полях [263], i зi значними анiзотропiями, а також можуть слугу-

вати зручними конверторами для отримання пучкiв частинок неатомного

походження – жорстких фотонiв (в тому числi поляризованих) i позитронiв.

Пiзнiше виникла також iдея використовувати слабко зiгнутi кристали для

керування пучками заряджених частинок ультра-високих енергiй в малих

просторових масштабах (див. нижче).

1.5.1. Когерентне гальмiвне випромiнювання. Практично

одночасно з ондуляторним теоретично було передбачено так зване коге-

рентне гальмiвне випромiнювання, що виникає при проходженнi пучка еле-

ктронiв крiзь орiєнтований монокристал пiд малим кутом до низькоiнде-

ксного сiмейства площин [198,283–285]. Дiйсно, кристал – один з природних

способiв забезпечити перiодичнiсть руху зарядженої частинки, причому на

значно меншому просторовому масштабi, а отже, зробити випромiнювання

жорсткiшим. (В цитованих вище роботах до нього прийшли ще й з iде-

єю замiни деструктивної iнтерференцiї в ефектi ЛПМ на конструктивну.)

Умовою когерентностi тут є рiвнiсть довжини формування (1.15) та мiж-

площинної вiдстанi уздовж шляху електрона:

lf = d/χ,
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де χ – кут мiж напрямком руху електрона та сiмейством кристалiчних пло-

щин. Передбачений ефект був незабаром пiдтверджений експериментально

– див. Рис. 1.11 i огляди [286–288].

Рис. 1.11. Вимiряний спектр когерентного гальмiвного випромiнення вiд

електронiв з енергiєю 1 Гев в кристалi алмаза товщиною 2 мм при площин-

нiй орiєнтацiї (110) [289].

Доволi парадоксально, виявилося, що, незважаючи на силу та протя-

жнiсть внутрiшньо-кристалiчних полiв, когерентне гальмiвне випромiню-

вання успiшно описується кiнематичної теорiєю (борнiвське наближення

по взаємодiї з кристалом). Причина цього була розкрита пiзнiше [290, 291]

– як i в задачi Бете-Максiмона про кулонiвськi поправки для гальмiвного

випромiнювання на окремому атомi, в диференцiальнiй iмовiрностi випро-

мiнення, проiнтегрованiй за кутами руху кiнцевого електрона, вiдбувається

скорочення ейкональних фаз хвильових функцiй при русi майже вперед. У

цих умовах досить добре працює також класична електродинамiка, однак

при цьому часто необхiдно враховувати поздовжню вiддачу випромiню-

вання, що може бути зроблено на основi квазiкласичного методу Байєра-

Каткова [143]. Останнiй метод, таким чином, виявився найпродуктивнiшим

у застосуваннi до випромiнювання в кристалах [292].
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1.5.2. Каналювання. Яскравiсть когерентного гальмiвного випро-

мiнювання зростає зi зменшенням кута мiж напрямком руху зарядженої

частинки та сiмейством кристалiчних площин, що робить перспективу його

зменшення привабливою. Однак, при достатньо малому кутi вiдносно пло-

щин кiнематичний опис втрачає придатнiсть, оскiльки рух частинки стає

iстотно викривленим. Найяскравiшим ефектом при цьому є каналювання,

коли частинка захоплюється в канал, вiдбиваючись вiд його стiнок. Яви-

ще каналювання було доведене в комп’ютерному моделюваннi [293], але це

моделювання було стимульоване експериментальними роботами [294, 295].

Тому можна рахувати, що даний ефект був вiдкритий емпiрично (в то-

му числi в комп’ютерних експериментах). Зазначимо, що на можливiсть

проникнення протонiв на великi вiдстанi уздовж видiлених напрямкiв (ка-

налювання) було вказано ще Штарком [296], який невдовзi пiсля дослiдiв

Резерфорда пропонував експерименти, аналогiчнi [294, 295], але вони не

були реалiзованi свого часу.

Неочевиднiсть можливостi ефективного захоплення пучкiв частинок,

якi направляються на кристал, в режим достатньо стабiльного каналюва-

ння пов’язана з високими вимогами на колiмацiю початкового пучка, йо-

го орiєнтацiю вiдносно кристала, i на швидкiсть деканалювання, що зале-

жить, зокрема, вiд ступеня iдеальностi кристала. Вiдповiднi умови теорети-

чно аналiзувалися в [297–300] (зокрема, поняття неперервного потенцiалу

i критичного кута каналювання були введенi в [297, 298] i детально роз-

виненi в [299]). Полiпшення якостi пучкiв та кристалiв дозволило успiшно

вирiшити всi цi проблеми як для площинних, так i для аксiальних орiєн-

тацiй рiзних кристалiв, як для позитивно, так i для негативно заряджених

частинок, i в 1980-i роки каналювання почало широко застосовуватися при

високих енергiях [301].

При низьких енергiях i для легких частинок каналювання може розгля-

датися як аналог динамiчної дифракцiї [303]. З точки зору неперервного

потенцiалу, при цих умовах його ями вмiщають вiдносно мале число кван-
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Рис. 1.12. «Зiркоподiбнi» кутовi розподiли протонiв з енергiєю 4 Мев, що

пройшли крiзь кристал кремнiю товщиною 25 мкм в напрямку, близько-

му до осi ⟨110⟩, з послiдовним збiльшенням кута вiдносно неї [302]. Видно

ефекти некогерентного багаторазового розсiювання (сiрий диск), захопле-

ння частинок в площиннi канали (чорнi смуги) i блокування (свiтлi смуги

в продовження темних).

тових рiвнiв (зон), вимагаючи розрахунку зонної структури [304,305]. При

високiй енергiї, навпаки, рух канальованних частинок може описуватися

класичною механiкою навiть надiйнiше, нiж для когерентного гальмiвного

випромiнювання [299,306,307].

Умови застосовностi класичної механiки виконуються ще краще при

осьовiй орiєнтацiї кристала (див. 1.12), оскiльки середнi поля в цьому ви-

падку є ефективно сильнiшими. Але рух у 2-вимiрному неперервному по-

тенцiалi ґратки атомних ланцюжкiв, взагалi кажучи, вiдбувається хаоти-

чно [308]. Строге доведення властивостi хаотичностi iснує для руху в перiо-

дичнiй ґратцi жорстких дискiв (перiодичний лоренцiвськiй газ, або розши-

рений бiльярд Синая), i ґрунтується на теоремi Синая [309]. Неперервний

потенцiал кристала є плавнiшим, нiж жорсткi диски; тим не менш, зiткне-

ння з корами ланцюжкiв можуть також виконувати розсiюючу, а значить,

i хаотизуючу дiю. На вiдстанi вiд корiв (наприклад, для аксiального кана-

лювання позитивно заряджених частинок) причини хаосу бiльшою мiрою

є аналогiчними тим, що присутнi в моделi Хенона-Хейлса [310], i хаос, вiд-

повiдно до теореми Колмогорова-Арнольда-Мозера [311–313] слабкий при
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достатньо малiй поперечної енергiї, посилюється з її пiдвищенням. Понят-

тя математичної теорiї хаосу залучалися навiть для обґрунтування самого

поняття неперервного потенцiалу [314].

1.5.3. Деканалювання. Канальованi, як i надбар’єрнi стани не є аб-

солютно стабiльними: внаслiдок некогерентного розсiювання при близь-

ких зiткненнях з окремими електронами або ядрами в речовинi, поперечна

енергiя швидкої частинки флуктуює, завдяки чому можуть вiдбуватися пе-

реходи мiж фракцiями – деканалювання (вибивання з каналу) i реканалю-

вання (захоплення в канал). Таким чином, процес деканалювання можна

розглядати як аналог процесу iонiзацiйних втрат, з тiєю вiдмiннiстю, що

роль зв’язаної вiдiграє швидка частинка, яка проходить крiзь канал. При

цьому iснує i кореляцiя мiж iмовiрнiстю деканалювання позитивно заря-

дженої канальованої частинки в одиницю часу та швидкiстю iонiзацiйних

втрат енергiї.

Обчислювальна складнiсть полягає в тому, щоб одночасно врахувати

коливальний рух в неперервному потенцiалi та випадковий характер роз-

сiювання, iнтенсивнiсть якого теж iстотно залежить вiд координат [315].

Як спрощуюче припущення, часто приймається, що некогерентне багато-

разове розсiяння є слабшим (або повiльнiшим) процесом, нiж осциляцiї,

що викликаються дiєю когерентного неперервного потенцiалу, тому дифе-

ренцiальну ймовiрнiсть некогерентних процесiв можна вважати залежною

лише вiд iнварiанту осциляцiй – поперечної енергiї E⊥ («статистична рiв-

новага»). Вводячи вiдповiднi коефiцiєнти дифузiї та накладаючи граничнi

умови по E⊥, при найпростiших модельних припущеннях вдається отрима-

ти навiть аналiтичний розв’язок рiвняння дифузiї [316,317]. Цей розв’язок

на великих глибинах проникнення убуває експоненцiйно, i його декремент

визначає довжину деканалювання. Надiйнiшi результати дає чисельне мо-

делювання (див. Рис. 1.13). Разом з тим, моделювання здатне виявити i

ефекти, якi мали б бути вiдсутнiми в наближеннi статистичної рiвнова-
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ги [318,319].

(а) (б)

Рис. 1.13. Вимiрянi довжини деканалювання в кремнiї в орiєнтацiї (110) в

залежностi вiд енергiї канальованої частинки: а). для протонiв [320, 321];

б). для електронiв [322]. Для негативно заряджених частинок, довжина

деканалювання значно менша, оскiльки атомнi ядра знаходяться на днi

потенцiальної ями, i завжди спричиняють сильне розсiювання.

Характерною ознакою статистичної рiвноваги є експоненцiйний закон

розпаду. Такий закон в цiлому узгоджується з експериментальними дани-

ми, але при цьому для площинного каналювання позитивно заряджених

частинок потрiбно враховувати, наприклад, суму двох експонент [323]:

Nch(z) ≈ Nue
−z/Ln +Nse

−z/Le, (1.16)

де менша довжина Ln вiдповiдає швидкому деканалюванню частинок з

достатньо великими поперечними енергiями на атомних ядрах, а Le ≫
Ln – деканалюванню глибоко пiдбар’єрних частинок на всюди присутнiх

атомних електронах.

Для експериментального визначення поточної кiлькостi канальованих

частинок розроблено спецiальнi методи. Для нерелятивiстськiх протонiв

напiвпровiдниковi детектори, розмiщенi на виходi з кристала, дозволяють

роздiляти канальованi та деканальованi фракцiї по їх iонiзацiйним втра-
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(а) (б)

Рис. 1.14. Експериментальне роздiлення фракцiй канальованих та дека-

нальованих частинок, i визначення довжини деканалювання: а). методом

вимiрювання втрат енергiї, для протонiв 5 Мев [316]; б). за допомогою слаб-

кого згину кристала, для протонiв 400 Гев [323].

там [316] (див. Рис. 1.14а). При високих енергiях аналогiчнi детектори, роз-

мiщенi по довжинi кристала, дозволяють проводити монiторинг стану кана-

лювання кожної частинки. Довжина деканалювання при цьому надiйнiше

може бути вимiряна за допомогою слабко зiгнутих кристалiв [320,323,324]

(див. Рис. 1.14б). (Слiд пам’ятати, що згин кристала пiдсилює деканалю-

вання за рахунок вiдцентрових сил, тому при збiльшеннi енергiї необхiдно

послаблювати згин, зберiгаючи його радiус набагато бiльшим вiд крити-

чного Rc = E/Fmax [325].)

В умовах, коли вимiрюються лише довжини деканалювання, згоду те-

орiї з експериментом можна забезпечити пiдгонкою одного або декiлькох

параметрiв. В iдеалi ж теорiя повинна описувати не лише довжину дека-

налювання, але й розподiл по кутах та енергiях кiнцевих частинок при

будь-якому кутi падiння та енергiї початкової частинки, а також товщинi

кристала. Для цього ще належить чимало зробити, i на шляху ще можуть

виникнути ускладнення. Зокрема, чисельне моделювання вказує, що для

точнiшого опису треба враховувати так зване квазiканалювання [300,326],
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коли частинка має поперечну енергiю, близьку до висоти потенцiального

бар’єру, i доволi довго затримується поблизу його вершини (див. Рис. 1.15).

Ще не цiлком дослiджена також i роль квантових ефектiв у деканалюван-

нi [206].

Рис. 1.15. Чисельне моделювання функцiї розподiлу протонiв 0.5 Мев по

поперечних енергiях в умовах каналювання в кремнiї при площинний орi-

єнтацiї (100) [327]. Пiк при малих E⊥ вiдповiдає канальованим частинкам,

його спадання з ростом E⊥ – деканалюванню, а затримка на вершинi по-

тенцiальної ями (малий пiк при E⊥ ≈ U0) – квазiканальованiй фракцiї.

1.5.4. Випромiнювання при каналюваннi та iншi непружнi

процеси. З каналюванням виявилися пов’язаними також важливi вто-

риннi ефекти. Одним з перших з них було передбачення ефекту когерен-

тного збудження внутрiшнiх станiв канальованих ядер (ефект Окороко-

ва) [206, 328–330]. Iонiзацiйнi втрати енергiї при каналюваннi теж помiтно

змiнюються, але лише за рахунок того, що змiнюється функцiя розподiлу

швидких частинок вiдносно атомiв [306].

У подальшому, пiсля того як були отриманi канальованi позитрони ви-
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соких енергiй [331,332], було передбачено випромiнювання при їх площин-

ному каналюваннi [109,333–336]. Подiбне випромiнювання дещо ранiше пе-

редбачалося для електронiв при аксiальному каналюваннi [337], проте ви-

промiнення при площинному каналюваннi позитронiв монохроматичнiше

(див. Рис. 1.16), i тому має лiпшi характеристики як джерело випромiнен-

ня [126].

Рис. 1.16. Нижня панель – вимiрянi спектри випромiнення вiд канальованих

позитронiв 2-10 Гев в кристалi кремнiю товщиною 0.1 мм в орiєнтацiї (110).

Верхня панель – залежнiсть iнтенсивностi випромiнення вiд кута падiння

позитрона [338].

Зi зростанням енергiї типовi кути випромiнення (що мають порядок

оберненого Лоренц-фактора) стають набагато меншими за кути вигину

траєкторiї (близькi до критичного кута каналювання):

θc =

√
2V0
E
≫ 1

γ
, (1.17)

де V0 – глибина ями для неперервного потенцiалу. Ця умова реалiзується

при енергiях електронiв понад 100 Гев, досягнутих в 1980-i роки на при-

скорювачi CERN SPS. За цих умов, довжина формування випромiнення

стає коротшою вiд перiоду осциляцiй електрона в каналi, i тодi випромi-

нення формується локально, як у квазi-однорiдному електричному полi
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(constant-field approximation або синхротронний механiзм). Передбачали-

ся також радiацiйне охолодження i радiацiйна самополяризацiя позитро-

нiв або електронiв в каналi [263, 339]. Iнтерес представляє також ультра-

квантова межа синхротронного випромiнювання, коли низькочастотна сту-

пiнна поведiнка спектра фактично простягається майже аж до його кван-

товї межi ~ω ≈ E [340].

Умови квазiоднорiдного поля можуть виконуватися не лише для ви-

промiнювання, але й для народження пар фотоном, падаючим пiд малим

кутом на кристалiчну площину або вiсь. У достатньо товстому кристалi мо-

же встигнути розвинутися навiть електромагнiтна злива. Останнiй метод

використовується при розробцi позитронних джерел [292,339,341–343].

Рис. 1.17. Вимiрянi кутовi розподiли (в одиницях осьового кута каналюван-

ня) [344] протонiв та негативних пiонiв з енергiю 15 Гев пiсля проходження

крiзь кристал германiю товщиною 0.7 мм в орiєнтацiї ⟨110⟩.

1.5.5. Донат-розсiювання. В аксiальному випадку i при сильно на-

дбар’єрному русi режим сильного хаосу (див. Розд. 1.5.2) дозволяє знехту-

вати кореляцiями мiж розсiяннями на ланцюжках та розглядати їх ста-

тистично, як випадковi та рiвномiрно розподiленi в поперечнiй площинi.

Оскiльки в цьому наближеннi ланцюжки є аксiально симетричними, в ко-

жному розсiяннi зберiгається модуль поперечної компоненти швидкостi ча-

стинки вiдносно напряку ланцюжкiв, а розсiювання вiдбувається лише за



74

азимутом. Вiдповiдно, кутовий розподiл частинок (див. Рис. 1.17) набу-

ває форми «бублика» (англ. doughnut), що дало назву всьому процесу —

донат-розсiювання [263, 300, 344]. Його можна описувати класичною меха-

нiкою [299, 345, 346]. Втiм, слiд мати на увазi, що при помiрних енергiях

та кутах падiння на ланцюжки iснують i промiжнi режими мiж аксiаль-

ним каналюванням та донат-розсiюванням, в яких в кутовому розподiлi

частинок, що пройшли крiзь кристал, проявляються зiркоподiбнi елемен-

ти [300,347,348].

1.5.6. Поверхневе каналювання. Когерентна взаємодiя швидких

частинок з кристалiчними площинами або осями може виникати також

якщо цi елементи знаходяться на поверхнi кристала. Власне, спецiально

пiдготована поверхня кристала i може слугувати такою площиною. При па-

дiннi на неї пучка iонiв або атомiв пiд ковзаючим кутом пучок може майже

повнiстю вiдбиватися, але, на вiдмiну вiд ковзаючого падiння на аморфну

атомну поверхню (див. Розд. 1.3.1.2 та [336]), набувати при цьому структу-

рованого кутового розподiлу вiдповiдно до атомного порядку в площинi.

Такий режим називається «поверхневим каналюванням» (див. [206, 349]

та посилання там). Окрiм прикладного значення для вивчення поверхонь

твердих тiл, вiн дозволяє безпосередньо спостерiгати результати взаємо-

дiї заряджених частинок з окремими атомними осями чи площинами, якi

мають приблизно таким же чином протiкати i в об’ємi кристала.

1.5.7. Зiгнутi кристали.

1.5.7.1. Поворот канальованних частинок зiгнутим криста-

лом. Плiдна iдея практичного використання каналювання при ультра-

високих енергiях була запропонована Цигановим [325]: оскiльки рух части-

нок обмежений стiнками мiжплощинних каналiв, при плавному згинаннi

кристала частинки повиннi слiдувати за вигином. Макроскопiчнi кристали

здатнi витримувати лише невеликi пружнi деформацiї, але для частинок

високої енергiї вiдхилення на великi кути i не потрiбнi. Враховуючи значну
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силу внутрiшньокристалiчних полiв, управлiння пучками з їх допомогою

все одно має бути ефективнiшим, нiж за допомогою великогабаритних ма-

гнiтiв. Ця iдея була пiдкрiплена комп’ютерним моделюванням [350], пiсля

чого реалiзована на практицi [351–353] (порiвняно з iдеєю Штарка про ка-

налювання, доволi швидко отримавши визнання). Хоча спочатку вiдсоток

захоплюваних частинок складав лише ∼ 1%, в подальшому використан-

ня схеми багаторазового проходження крiзь кристал в кiльцi накопичу-

вача [354] пiдвищило його до понад 80%. На практицi, для стабiльностi

каналювання важливо також забезпечити рiвномiрнiсть вигину кристала.

1.5.7.2. Об’ємне вiдбиття та об’ємне захоплення. У вищеви-

кладенiй постановцi задачi частинка вважається потрапляючою в канал на

входi в зiгнутий кристал. В реальних умовах так трапляється далеко не зав-

жди, тому важливо вивчити випадок, коли частинка падає на кристал пiд

кутом, що перевищує кут каналювання. При цьому вона рухається майже

по прямiй, але в зiгнутому кристалi кут руху вiдносно площин поступово

змiнюється. Якщо вiн стане достатньо малим, частинка може перейти в

стан, близький до квазi-каналювання. В результатi у неї з’являється мо-

жливiсть захопитися в режим каналювання (об’ємне захоплення) [355], але

при високих енергiях iмовiрнiсть цього процесу мала, i зазвичай вiдбува-

ється пружне вiдбиття в сторону, протилежну вигину – об’ємне вiдбит-

тя [321, 356].7 Кут вiдхилення при об’ємному вiдбиттi вiдносно невеликий:

θvr ≈ 1.4θc для позитивно заряджених частинок в кремнiї в орiєнтацiї (110)

i θvr ≈ θc для негативно заряджених частинок, зате практично всi частинки

вiдхиляються на однаковий кут (повний акцептанс – див. Рис. 1.18а) [358].

Це дає змогу застосовувати для збiльшення кута вiдхилення повторне об’-

ємне вiдбиття на декiлькох кристалах [358,359].

Що стосується об’ємного захоплення, воно експериментально дослiджу-

валося при енергiях протонiв 1 Гев [360]. Була встановлена лiнiйна зале-

7Iнтерпретацiя об’ємного вiдбиття з погляду розсiювання на впорядкованих атомних ланцюжках

була запропонована в [357].
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жнiсть його ймовiрностi вiд радiусу згину кристала. Об’ємне захоплення є

найефективнiшим для негативно заряджених частинок [356,361], оскiльки

вони проходять крiзь областi концентрацiї атомних ядер з малими потенцi-

альними енергiями, i втрата поперечної кiнетичної енергiї вiдразу веде до

захоплення.
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Рис. 1.18. а). Вимiряний кутовий розподiл протонiв 400 Гев, що пройшли

крiзь кристал кремнiю 3 мм в орiєнтацiї (110) за умов об’ємного вiдбит-

тя [362]. Лiвий пiк – об’ємно захопленi частинки, правий пiк – об’ємно вiд-

бита фракцiя. Значна ширина пiку об’ємно вiдбитої фракцiї тут пов’язана

з некогерентним багаторазовим розсiянням частинки у товстому кристалi

до та пiсля об’ємного вiдбиття. б). Середнiй кут вiдхилення та дисперсiя

фракцiї об’ємно вiдбитих частинок як функцiї кривизни кристала. Точки –

експериментальнi данi [363]. Прямi лiнiї – теоретичнi розрахунки [10,11,16].

1.5.7.3. Поворот пучкiв кристалами в аксiальнiй орiєнтацiї.

Для повороту пучка на значний кут насправдi необов’язково захоплювати

його в режим каналювання – достатньо будь-яким чином пригнiтити балi-

стичну складову руху крiзь зiгнутий кристал. При осьовiй орiєнтацiї це мо-

же бути досягнуто i за допомогою багаторазового розсiювання на атомних

ланцюжках (див. Розд. 1.5.5) [308, 352]. Вiдповiдний механiзм вiдхилення

в зiгнутому кристалi отримав назву стохастичного [308, 364] (оскiльки вiн

проявляється в середньому, пiсля великого числа практично некорельова-

них розсiянь), i був пiдтверджений експериментально.



77

Окрiм повороту та розширення, однак, пучок зазнає помiтного стру-

ктурування. При цьому кутовий розподiл може бути суттєво анiзотропним,

проявляються ефекти площин, та навiть захоплення в площинне каналю-

вання [360].

1.5.7.4. Прецесiя магнiтного моменту. Ультра-релятивiстська

частинка взаємодiє з електричним полем кристала також за допомогою

свого магнiтного моменту, i хоча його вплив на рух частинки дуже не-

значний, сам вiн може помiтно повертатися. Вимiрювання такої прецесiї

вимагає надiйних методiв визначення орiєнтацiї спiну, чого найлегше до-

сягти для нестабiльних частинок по їх розпадах пiсля виходу з кристала

(кутовий розподiл розпаду залежить вiд напрямку спiну). У цих умовах

по кiнцевiй величинi кута прецесiї можна знайти величину аномального

магнiтного моменту частинки. Подiбна процедура була запропонована для

вимiрювання магнiтних моментiв заряджених гiперонiв [365]. При цьому,

для забезпечення видiленого напрямку прецесiї в середньому, кристал має

бути зiгнутим. Моменти дивних Σ+ гiперонiв (якi є вiдносно довгоживу-

чими) вимiрювалися [366] i порiвнювалися з результатами вимiрювань у

магнiтному полi. Отриманi значення магнiтних моментiв взаємно узгоджу-

ються, але в разi каналювання в кристалi похибки виявляються в декiлька

разiв бiльшими, тому для дивних гиперонiв цей метод ще не дає перева-

ги. Для чармованих гiперонiв, час життя яких на три порядки менший,

метод пропускання крiзь кристал видається безальтернативним [367–370],

але водночас i значно складнiшим.

1.5.7.5. Лiнзування зiгнутими кристалами. У розвиток iдеї Ци-

ганова, були запропонованi способи неоднорiдного згину кристалiв, якi пе-

реслiдували рiзнi цiлi. Зокрема, якщо радiус згину кристала змiнюється в

поперечному напрямку, то на виходi або входi пучок може бути iстотно не-

паралельним, завдяки чому кристал буде виконувати роль лiнзи [371]. Такi

можливостi, перспективнi як для фокусування, так i навпаки, для отрима-
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ння вторинних пучкiв (мезонiв або, пiсля їх розпадiв, нейтрино) з малим

розходженням, були реалiзованi в [372,373].

1.5.7.6. Кристалiчнi ондулятори. Щоб зберегти вiдносно коро-

ткий перiод коливань заряджених частинок у каналi, i водночас збiльши-

ти їх амплiтуду, був запропонований так званий синусоїдальний ондуля-

тор [374], в якому канали згинаються разом з кристалом за синусоїдальним

законом. Наразi цей метод активно дослiджується в експериментах.

1.6. Сучаснi проблеми

Вважаючи сьогоднi всi основнi явища фiзики взаємодiї швидких заря-

джених частинок з речовиною вiдомими, можна пов’язувати її подальший

розвиток з переходом на новий рiвень трьох складових:

(i) Розвиток прискорювачiв: ультра-висока енергiя (що наближається

до умов, коли її можна вважати асимптотичною), висока iнтенсивнiсть та

високий ступiнь колiмацiї пучкiв. Прискорювач CERN SPS з рекордною

на сьогоднi енергiєю електронiв i позитронiв 200 Гев надає пучковий час

для експериментiв з фiксованими мiшенями. У кристалах (найчастiше ви-

готовлюваних з кремнiю), де узгоджена дiя атомних полiв вiдхиляє за-

рядженi частинки найефективнiше, вже досягається умова недипольностi,

коли типовi кути випромiнення θ ∼ γ−1 перевищують критичний кут пло-

щинного каналювання. На наступному ж, невдовзi очiкуваному поколiннi

прискорювачiв електронiв, ця нерiвнiсть стане сильною, i випромiнювання

при каналюваннi буде синхротроно-подiбним, формуючись локально, як у

квазi-однорiдному полi. Далi, м’яка область, в якiй вiдбувається пригнiче-

ння спектрiв випромiнення, дiйде до кiнця спектра, визначеного енергiєю

початкового електрона. Це повинно вiдбутися в кремнiї при енергiях еле-

ктронiв E ∼ m3
e/Fmax ∼ 1 Тев. При енергiї того ж порядку це станеться

i в аморфному середовищi, але в свинцi [158]. На прискорювачах протонiв

нещодавно вiдбулося нове збiльшення енергiї – LHC 7+7 Тев. На даний час
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LHC переважно працює в режимi колайдера, але проводяться також роботи

з фiксованими мiшенями [375,376]. При енергiях LHC заряджена частинка

може проходити крiзь доволi товстi кристали практично без некогерентно-

го багаторазового розсiювання, взаємодiючи лише з неперервним потенцi-

алом. У XXI столiттi набули поширення також пучки високозаряджених

iонiв.

(ii) В еру нанотехнологiй не становить принципової проблеми виготовле-

ння ультра-тонких, структурованих i/або вигнутих мiшеней. Тонкi криста-

ли мають ту властивiсть, що впливом багаторазового розсiювання в них у

порiвняннi з дiєю неперервного потенцiалу можна знехтувати. Зiгнутi кри-

стали служать практичним цiлям колiмацiї i виведення пучкiв з прискорю-

вачiв, а також дозволяють отримувати розгортку процесiв деканалювання

по кутах, тобто за часом виходу. Для когерентного гальмiвного випромi-

нювання, зiгнутi кристали надають можливiсть локальної змiни довжини

когерентностi зовнiшнього поля, навiть в умовах дипольного випромiнюва-

ння [14,17].

(iii) Зростання потужностей процесорiв комп’ютерiв робить загальнодо-

ступними комп’ютернi програми для моделювання проходження швидких

заряджених частинок крiзь речовину. Для аморфних мiшеней розробле-

но Монте-Карло симулятори GEANT, FLUKA, EGS та iншi. Для роботи

з товстими кристалами поки що часто використовуються спрощенi моделi

з неперервними потенцiалами [377, 378] (зокрема, такi, що функцiонують

пiд GEANT [379], FLUKA [380], Mathematica [381]). Разом з тим, iснують i

спецiалiзованi програми з проходження частинок крiзь кристали, що пра-

цюють в 3d [321] (див. також [370]).8 На прискорювачах i в дослiдницьких

центрах застосовуються суперкомп’ютери, що дозволяють промоделювати

процеси достатньо ретельно.

Загалом, цi новi можливостi, по-перше, дають змогу управляти траєкто-

8В моделюваннi [293], де було вiдкрито каналювання, теж використовувалася 3d модель бiнарних

зiткнень, але розглядуванi кристали були доволi тонкими.
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рiями заряджених частинок в деталях. Також в деталях можна вимiрювати

енергетичнi та кутовi залежностi розподiлiв частинок, що виходять з мi-

шенi, i за їх допомогою дослiджувати процеси локально в просторi та часi.

На цьому рiвнi наявнi старi концепцiї можуть потребувати уточнення, i мо-

жуть виникнути також новi концепцiї. Зрештою, щоб коректно моделювати

вiдповiднi процеси чисельно, необхiдна достатня точнiсть визначення за-

кладуваних параметрiв. Глобальний фiт (як, наприклад, в [382]) для цього

не гарантує збiжностi по точностi; кращим є пiдбiр для кожного параметра

найбiльш пiдходящих експериментiв.

Серед першочергових конкретних проблем, якi постають сьогоднi у фi-

зицi проходження швидких заряджених частинок крiзь речовину, можна

вiдзначити наступнi.

У найпростiшому процесi – проходженнi частинок крiзь аморфну ре-

човину – при сучасних технологiях мiшень може бути зроблена настiльки

тонкою, що розсiювання в нiй навiть на малi кути буде практично одноразо-

вим [383]. Це дозволяє безпосередньо вимiрювати параметри атомного по-

тенцiалу, в тому числi тi, що є суттєвими для багаторазового розсiювання.

Такий пiдхiд дає вищу точнiсть, нiж дифракцiя рентгенiвських променiв i

електронiв на макроскопiчних зразках.

З iншого боку, навiть в умовах багаторазового розсiяння в аморфнiй

речовинi, як сучаснi пучки, так i комп’ютери дозволяють дослiджувати з

високою статистикою область «крил» функцiї розподiлу по кутах, де вiдбу-

вається перехiд вiд гауссоподiбного центрального розподiлу до ступiнних

«хвостiв». Саме в цiй областi проявляється чутливiсть до нетривiальних

аспектiв багаторазового кулонiвського розсiювання, тобто ефектiв, вiдсу-

тнiх як у чисто м’якому (гауссiвському), так i в одноразовому (резерфор-

дiвському) розсiяннi.

Ще бiльше потреб, але водночас i можливостей для удосконалення те-

орiї виникає з урахуванням нових технологiй i методiв, що застосовую-

ться для кристалiчних мiшеней. В останнi кiлька рокiв в практику увi-
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йшли ультра-короткi, «напiв-хвильовi» кристали [384], проходячи крiзь якi,

швидка заряджена частинка взаємодiє лише з однiєю або двома атомними

площинами. На рiвнi тонкого орiєнтованого кристала стає можливим до-

слiджувати найбiльш фундаментальне поняття – неперервний потенцiал.

Давно вiдомо, що в так званiй площинний орiєнтацiї кристала в квазi-

неперервних атомних площинах можуть залишатися iстотнi ефекти лан-

цюжкiв. Це зазначалося ще Лiндхардом [299], який запропонував трактува-

ння атомної площини як струни струн (string of strings). Однак залишається

нез’ясованим, за яких умов i як саме ефекти струн мiнiмiзуються, а також

яким чином вiдбувається перехiд вiд струни струн по одному напрямку до

струни струн по iншому. Нещодавно з’явилися свiдчення моделювання у

3d моделях про те, що внесок некогерентного багаторазового розсiювання

в кристалах в «аморфнiй орiєнтацiї» теж вiдрiзняється вiд вiдповiдного

значення у справжньому аморфному середовищi [385].

У товстих кристалах, де можливе каналювання, першорядним питан-

ням є iснування статистичної рiвноваги, а разом з ним i чiтко визначеної

довжини деканалювання. Iснують свiдчення як на користь [386], так i про-

ти цього поняття [318], але послiдовного розгляду все ще бракує. Такий

розгляд повинен визначити умови, при яких дане наближення є справе-

дливим, i вказати шляхи виходу за його рамки або пiдвищення точностi.

У сучаснiй фiзицi проходження заряджених частинок крiзь зiгнутi кри-

стали, поряд з каналюванням важливе мiсце займає об’ємне вiдбиття (див.

Розд. 1.5.7.2). Воно формується на декiлькох зiгнутих атомних площинах,

але все ж у досить малiй просторовiй областi, завдяки чому для нього

достатньо використовувати вiдносно тонкi кристали, i можна застосовува-

ти кiлька кристалiв пiдряд [387]. При цьому кут одноразового вiдбиття має

порядок критичного кута каналювання, хоча коефiцiєнт пропорцiйностi за-

лежить вiд знаку заряду частинки, i дещо рiзниться для кристалiв рiзних

орiєнтацiй i хiмiчних елементiв. Є потреба визначити величину цього кута

i форму кутових розподiлiв теоретично.
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Цiкавi також режими, перехiднi мiж регулярними (характерними для

кристалiв площинної орiєнтацiї) i стохастичними (якi реалiзуються в амор-

фному середовищi). Такi режими можуть виникати в орiєнтованих криста-

лах осьової орiєнтацiї, де внаслiдок двовимiрностi неперервного потенцiалу

присутнє явище динамiчного хаосу. Є також вказiвки на те, що при осьо-

вiй орiєнтацiї кристала може виникати аномальна дифузiя, але це питання

поки що тiльки почало дослiджуватися [388].

Зрештою, не можна обiйти увагою випромiнювання, яке генерується

релятивiстськими електронами у фiксованих мiшенях. Через чутливiсть

спектрiв випромiнення до всiх деталей траєкторiї зарядженої частинки,

сучаснi можливостi в деталях конструювати траєкторiю електрона на мi-

кромасштабi набувають особливої цiнностi i вiдкривають новi напрямки в

дослiдженнях. Ще в 1990-i роки в теорiї пригнiчення спектра гальмiвно-

го випромiнення в аморфному середовищi (ефекту ЛПМ) у зв’язку з цим

виник iнтерес до просторово-неоднорiдних мiшеней [160]. Були вивченi спе-

ктри випромiнення при проходженнi електронiв крiзь структурованi мiшенi

з декiлькох аморфних фольг [159], i доведено iснування iнтерференцiйних

осциляцiй в спектрi для такої мiшенi, хоча лише одного типу. Але якщо ви-

користовувати тонкi кристали як кiкери, з’являється можливiсть спрямо-

ваного вiдхилення високоенергетичної зарядженої частинки, завдяки чому

можна добитися, щоб i iншi принциповi iнтерференцiйнi ефекти не зника-

ли внаслiдок усереднення за азимутальними напрямками, а максимально

виявлялися.

Природно, що в залежностi вiд частоти фотона, його властивостi мо-

жуть проявлятися бiльшою мiрою як хвильовi або корпускулярнi (чи

геометрико-оптичнi). Тому в спектрально-кутовому розподiлi випромiнен-

ня iснує велика кiлькiсть рiзноманiтних ефектiв – електрон-фотоннi стру-

менi, розподiл фотонiв по прицiльних параметрах, хвильова iнтерференцiя,

декогерентнiсть, та iншi. В цiлому, фiзицi iнтерференцiйних явищ у випро-

мiнюваннi при високих енергiях притаманнi як релятивiстськi динамiчнi,
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так i радiофiзичнi (незалежнi вiд маси електрона) аспекти.

Узагальнюючи, можна сказати, що фотон – елементарна частинка, вла-

стивостi випускання якої, навiть через понад столiття пiсля вiдкриття, все

ще не вичерпно дослiдженi. Як i ранiше, привертають увагу питання, яким

чином фотон генерується в рiзних ситуацiях, i в чому вiдмiннiсть цього

процесу вiд випускання класичної електромагнiтної хвилi.

Залишаються актуальними також питання залежностi поляризацiї ви-

промiнення вiд рiзних параметрiв. Важливо мати представлення кутових

розподiлiв поляризацiї, але вона є векторною величиною, i тому характе-

ризується як абсолютною величиною, так i напрямком.

Таким чином, на сьогодняшнiй день можна вiдзначити наступнi акту-

альнi напрямки розвитку фiзики проходження ультра-релятивiстських за-

ряджених частинок крiзь речовину:

— Уточнення параметрiв атомних потенцiалiв.

— Побудова послiдовних теорiй неперервного потенцiалу, деканалюва-

ння при високих енергiях, i об’ємного вiдбиття.

— Встановлення паралелей теорiї розсiювання безструктурних части-

нок та їх електромагнiтного випромiнювання при високих енергiях

з фiзикою адронiв. Тут iснують схожi поняття, такi як напiвжорс-

тке кратне розсiювання, струменi випромiнення. Вивчати їх, як те-

оретично, так i експериментально, легше в електродинамiцi, пiсля

чого можна використовувати цi знання у фiзицi жорстких процесiв

з множинним народженням адронiв.

На цих напрямках було зосереджено увагу автора. Вони потребують за-

стосування методiв теоретичної фiзики, оскiльки навiть якщо вiдкриття

принципово нових явищ i стає дедалi малоймовiрнiшим, новi ефекти та

концепцiї продовжують з’являтися. Передбачення нових ефектiв i розроб-

ка нових концепцiй становлять типовi завдання для теорфiзики. Разом з

тим, окрiм загального пояснення вiдомих явищ, теоретична фiзика повинна

давати також i кiлькiснi передбачення.
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РОЗДIЛ 2

РОЗСIЮВАННЯ В АМОРФНИХ СЕРЕДОВИЩАХ

Найiмовiрнiшим процесом при проходженнi швидких заряджених ча-

стинок крiзь речовину є їх пружне розсiювання на малi кути. В експери-

ментах на прискорювачах зазвичай використовуються твердотiльнi мiшенi,

найпростiшi з яких – аморфнi, хоча широко застосовуються також криста-

ли. Взагалi кажучи, навiть аморфна твердотiльна мiшень не повнiстю еквi-

валентна щiльнiй газовiй, оскiльки в нiй ще мiстяться й валентнi електрони

або електрони провiдностi, i до того ж, можуть проявлятися поверхнi твер-

дого тiла. В першому наближеннi ефектами колективiзованих електронiв

можна знехтувати, але бiльш послiдовно – враховувати їх через ефективнi

параметри, такi як вiдповiдно модифiкований параметр екранування.

У цьому Роздiлi ми обговоримо проблеми, що виникають при описi ба-

гаторазового розсiювання в аморфних середовищах, але розпочнемо з роз-

гляду розсiяння на одиничному атомi.

2.1. Розсiяння швидких заряджених частинок на атомi на

малi кути

При високих енергiях типовi кути розсiяння1 заряджених частинок на

атомах стають малими, але розсiювання в цiлому залишається суттєвим

(електромагнiтнi перерiзи розсiяння в ультрарелятивiстському лiмiтi пря-

мують до постiйних значень, i накопичуються за рахунок перерозсiювання

в речовинi). Завдяки малостi кутiв розсiяння при зiткненнi швидкого еле-

1 Оскiльки наукова термiнологiя української мови ще не є цiлком сталою, наголосимо на доцiльно-

стi вживання рiзних слiв – «розсiювання» для процесiв, що тривають, та «розсiяння» (доконана дiя)

для кутiв, перерiзiв та амплiтуд завершених процесiв [389,390]. Аналогiчно, в Розд. 4 слово «випромi-

нення» вживається для кутiв, перерiзiв та амплiтуд завершених радiацiйних процесiв, на вiдмiну вiд

«випромiнювання», вживаного для радiацiйних процесiв, що тривають.
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ктрона з атомом, можна знехтувати процесами обмiну атомними електро-

нами, i в головному порядку по енергiї розглядати розсiяння як викли-

кане статичним потенцiалом, утвореним ядром та його електронами. Це

виправдовується навiть краще, коли на атом падає протон чи ядро, оскiль-

ки обмiннi канали в цьому випадку взагалi вiдсутнi. Тодi можна вважати

розсiяння на окремому електрично нейтральному атомi таким, що виклика-

ється дiєю сукупного електростатичного потенцiалу у виглядi екранованого

кулонiвського поля:

V (r) =
α

r
g(r), α = Z1Z2e

2, g(0) = 1, g(∞) = 0, (2.1)

де r – вiдстань до атомного ядра, Z1e – заряд налiтаючої частинки, Z2e –

заряд ядра атома.

Функцiя g(r) для iзольованого атома, в принципi, повнiстю визначає-

ться числом Z2, але потребує розв’язку багаточастинкового рiвняння Шре-

дiнгера, i є доволi складною, хоча i убуває монотонно. До того ж, у речовинi

електронний розподiл дещо перебудовується. Тому корисно навчитися пра-

цювати з g(r) феноменологiчно. На практицi для неї не завжди припустимо

використовувати дуже спрощенi аналiтичнi параметризацiї, такi як чисто

експоненцiйне екранування (борiвська модель [391]). З iншого боку, не всi

деталi екранування зобов’язанi бути однаково важливими. Нашим першим

завданням буде встановити, якi саме параметри потенцiалу є визначальни-

ми в яких практичних задачах.

Окрiм форми функцiї екранування g(r), режим розсiяння в потенцi-

алi (2.1) iстотно залежить вiд значення безрозмiрного вiдношення α/~v,

яке має назву кулонiвського параметра. Для |Z1| = 1 (тобто налiтаючо-

го електрона або протона), не надто великого заряду ядра атому мiшенi

(Z2 ≪ ~c/e2 = 137), та релятивiстської швидкостi налiтаючої частинки

(v ∼ c), маємо α/~v ≪ 1, завдяки чому в задачi може бути застосо-

ване борнiвське наближення. Якщо ж як |Z1|, так i Z2 є великими, або

v ≪ c, то α/~v & 1, i розгляд вже потрiбно проводити в непертурбативно-
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му режимi. Наприклад, для розсiювання протонiв у кремнiї (Z = 14) ме-

жа мiж пертурбативним та непертурбативним режимами вiдповiдає енер-

гiї зiткнення 5 Мев, при якiй v ≈ 0.1c, Ze2/~v ≈ 1. Квазiкласичний ре-

жим розсiювання теоретично розглядався в [215, 392, 393] та експеримен-

тально тестувався в [394]. Останнiм часом, питання кулонiвських поправок

привертали увагу в рiзних задачах спорiднених з розсiянням на атомних

ядрах [155,246,395–401], i знову дискутувалася придатнiсть теорiї Мольєра

при великих кулонiвських параметрах [396]. Ще залишається недоведеною

строго i висунута в [392] скейлiнгова гiпотеза для класичного високоенерге-

тичного розсiяння в екранованому кулонiвському полi. Нашою наступною

метою буде встановити чiткi i якомога загальнiшi спiввiдношення, що ха-

рактеризують розсiяння на атомi у квазiкласичному наближеннi.

У даному пiдроздiлi ми почнемо з розгляду процесу розсiяння заря-

джених частинок на атомi в класичнiй механiцi, потiм порiвняємо його iз

загальним квантовим (ейкональним) описом, зокрема дослiджуючи його

квазiкласичну межу, i насамкiнець обчислимо декiлька доданкiв пертурба-

тивного розкладення (див. Додаток А.1). Особливу увагу буде придiлено

випадку великих значень q та асимптотичному перед-резерфордiвському

режиму.

2.1.1. Класичний опис. Почнемо з випадку, коли розсiяння швид-

кої зарядженої частинки на атомi пiддається класичному опису. Iндикатри-

са розсiяння на малий кут (залежний вiд прицiльного параметра) у цьому

випадку виражається просто як

q⃗(⃗b) ≃ − ∂

∂b⃗

∫ ∞
−∞

dtV (
√
b2 + v2t2) ≡ −1

v

∂

∂b⃗

∫ ∞
−∞

dzV (
√
b2 + z2)

= −2α
v

∂

∂b⃗

∫ ∞
b

dr√
r2 − b2

g(r). (2.2)

Звiдси диференцiальний перерiз розсiяння має обчислюватися як якобiан

dσcl

d2q
=
d2b

d2q
=

∣∣∣∣qdqbdb
∣∣∣∣−1 . (2.3)
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У наближеннi прямолiнiйного прольоту вiн не залежить вiд знаку заряду.

Завдяки присутностi кулонiвської сингулярностi при малих прицiльних

параметрах, диференцiальний перерiз (2.3) при великих переданих iмпуль-

сах наближається до резерфордiвського

dσRuth

d2q
=

4α2

v2q4
. (2.4)

Буває зручно замiсть (2.3) розглядати вiдношення dσcl/d
2q

dσRuth/d2q
, яке прямує

до одиницi при q → ∞, означаючи настання масштабної iнварiантностi

(скейлiнгу) в розсiяннi. При довiльних переданих iмпульсах для цього вiд-

ношення з (2.3) та (2.4) можна отримати вираз

dσcl/d
2q

dσRuth/d2q
=

∣∣∣∣∣ ddb2
(
2α

vq

)2
∣∣∣∣∣
−1

. (2.5)

Згiдно з (2.2), тут |α|/vq залежить лише вiд b, тому диференцiювання теж

дає функцiю лише b, яку можна знову представити як деяку функцiю

vq/|α|:
dσcl/d

2q

dσRuth/d2q
= R

(
vq

|α|

)
. (2.6)

Таким чином, ми приходимо до узагальненої властивостi скейлiнгу при до-

вiльних переданих iмпульсах, аналогiчної тiй, iснування якої припускалося

в [392], оскiльки в нерелятивiстському випадку vq дорiвнює лiндхардiвсько-

му 2mv2 sin θ/2 = 4E sin θ/2, де θ – кут розсiяння. Скейлiнг (2.6) є дещо

загальнiшим, анiж в [392], оскiльки переданий iмпульс q може бути реля-

тивiстським, i окрiм того, аргумент функцiї R включає ще й залежнiсть

вiд α, тобто вiд типу та швидкостi частинки при заданiй мiшенi.2 Функцiя

R залежить вiд g(r), i поки що є невiдомою, за винятком того, що при ма-

лих значеннях аргумента вона прямує до нуля, а при великих – до одиницi.

В [392] пропонувалися параметризацiї безпосередньо для R.

2Цей динамiчний скейлiнг не слiд плутати зi статистичним скейлiнгом, який виникає в борнiвсько-

му наближеннi, коли атомний формфактор обчислюється в наближеннi Томаса-Фермi. Втiм, цi два

скейлiнги можуть i поєднуватися.
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Для того щоб повнiстю виразити диференцiальний перерiз розсiяння

через q, потрiбно розв’язати рiвняння (2.2) вiдносно b, що в загальному

випадку можливо зробити лише чисельно. Втiм, асимптотичну поведiнку

(2.2) неважко вивести:3

q(b) ≃
b→0

α

v

[
2

b
+ b

∫ ∞
0

drg′′′(r)

(
ln

2r

b
+

1

2

)]
=

2α

vb

[
1− (µ0b)

2

2

(
ln

2

µ1b
+

1

2
− γE

)]
, (2.7)

де

µ20 = g′′(0) (2.8)

– параметр «слабкого екранування», що вiдiграє важливу роль в рiзних

жорстких процесах за участю атомiв, i

lnµ1 =
1

µ20

∫ ∞
0

drg′′′(r) ln r − γE. (2.9)

Стала Ейлера γE = 0.577 була введена до визначень (2.7), (2.9), щоб для чи-

сто експоненцiйно екранованого потенцiалу (А.1) виконувалась тотожнiсть

µ0 = µ1 = µ. Оскiльки µ1 входить до (2.7) пiд знаком логарифма, чутли-

вiсть до цього параметра є слабшою, нiж до µ0.

Якщо обернути спiввiдношення (2.7) в рамках тiєї ж точностi,

b ≃
q→∞

2|α|
vq

[
1− 2

(
αµ0
vq

)2(
ln

vq

|α|µ1
+

1

2
− γE

)]
,

i пiдставити до Рiвн. (2.3), отримаємо поправку наступного порядку до

асимптотики Резерфорда:

dσcl

d2q
≃

q→∞

dσRuth

d2q

[
1− 2

(
2αµ0
vq

)2(
ln

vq

|α|µ1
+

1

4
− γE

)]
. (2.10)

3Для цього в (2.2) потрiбно розкласти∫ ∞

b

dr√
r2 − b2

g(r) =

∫ r1

b

dr√
r2 − b2

[
g(0) + rg′(0) +

r2

2
g′′(0)

]
+

∫ ∞

r1

dr

(
1

r
+

b2

2r3

)
g(r),

i, обчисливши парцiальнi iнтеграли, скоротити допомiжний параметр r1, такий, що b≪ r1 ≪ µ−1.
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Рис. 2.1. Вiдношення диференцiального перерiзу розсiяння електрона або

протона на атомi [обчисленого за рiвняннями (2.11), (А.14)] до борнiвського

диференцiального перерiзу [перший член рiвняння (А.7)], для α/~v = 0.5

(штрихова крива) та α/~v = 1 (штрих-пунктирна крива). Суцiльна крива –

вiдношення диференцiального перерiзу атомного розсiяння, розрахованого

в класичнiй механiцi, до резерфордiвського перерiзу [Рiвн. (2.4)]. Точкова

крива — передрезерфордiвська асимптотика [Рiвн. (2.10)].

Однак, при розрахунках слiд мати на увазi, що параметр µ0 виявляє-

ться нескiнченним в моделi атома Томаса-Фермi [197], до якої в свою чергу

здiйснювалася прив’язка в роботi Мольєра [166]. Тому для його обчислення

потрiбен точнiший атомний потенцiал – наприклад, такий, що визначає-

ться з розрахункiв методом Хартрi-Фока [215, 402] або з експерименталь-

них даних з розсiяння рентгенiвських променiв та електронiв на атомах

рiзних елементiв (як в пiдходi Дойля-Тернера [403], хоча потенцiал Дойля-

Тернера для нашої задачi незастосовний, оскiльки не мiстить кулонiвської

сингулярностi).

2.1.2. Ейкональне наближення. У квантовому розрахунку ми мо-

жемо виходити з вiдомого явного представлення для диференцiально-

го перерiзу високоенергетичного розсiяння – ейконального наближення

[166,197]:
dσ

d2q
= |a|2 , (2.11)
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де

a =
1

2πi~

∫
d2be

i
~ q⃗·⃗b
[
1− e

i
~χ0(⃗b)

]
(2.12)

– амплiтуда розсiяння,

χ0(⃗b) = −
∫ ∞
−∞

dtV (⃗b, vt) ≡ −1
v

∫ ∞
−∞

dzV (⃗b, z) (2.13)

– ейкональна фаза. У ейкональному наближеннi залежнiсть вiд знаку за-

ряду частинки (тобто знаку α) присутня лише у фазi амплiтуди, яка не

дає внеску до спостережуваного диференцiального перерiзу (2.11). Тому

електрони та протони з однаковою (достатньо великою) швидкiстю розсi-

юються на атомi подiбним чином.

Великi q. Квантова перед-резерфордiвська асимптотика. При

великих q квадрат амплiтуди (А.14) прямує до тiєї ж асимптоти Резер-

форда, що i класичний диференцiальний перерiз (2.4), але ця асимптотика

досягається доволi далеко (див. Рис. 2.1). Щоб обчислити поправки, як i в

попередньому пiдроздiлi, потрiбно врахувати наступнi порядки малостi в

розкладеннi ейкональної фази при малих b:

χ0(b) ≃
b→0

2α

v

[
ln b+ const +

µ20b
2

4

(
ln
µ1b

2
+ γE − 1

)]
.

Пiдставляючи це в (2.12) i лiнеаризуючи за поправкою O
(
µ20b

2
)
, отримує-

мо:∫ ∞
0

dbbJ0

(
qb

~

)
e
i
~ χ̃0 ≃

∫ ∞
0

dbb1+
2iα
~v J0

(
qb

~

)[
1 +

iα

2~v
µ20b

2

(
ln
µ1b

2
+ γE − 1

)]
,

(2.14)

де χ̃0 = χ0 − 2α
v const. Якщо виразити логарифм у пiдiнтегральному виразi

через похiдну вiд ступiнної функцiї по її показнику, яку можна винести за

знак iнтеграла,∫ ∞
0

dbbJ0

(
qb

~

)
e
i
~ χ̃0 =

∫ ∞
0

dbJ0

(
qb

~

)
b1+

2iα
~v

+
iα

2~v
µ20

(
ln
µ1
2

+ γE − 1 +
∂

∂ 2iα
~v

)∫ ∞
0

dbJ0

(
qb

~

)
b3+

2iα
~v , (2.15)



91

iнтеграли зводяться до табличних. Обчислюючи їх та диференцiюючи, ма-

ємо∫ ∞
0

dbbJ0

(
qb

~

)
e
i
~ χ̃0 =

(
~
q

)2+ 2iα
~v

21+
2iα
~v
Γ
(
1 + iα

~v
)

Γ
(
− iα

~v
)

+
iα

2~v
µ20

(
ln
µ1
2

+ γE − 1 +
∂

∂ 2iα
~v

)(
~
q

)4+ 2iα
~v

23+
2iα
~v

Γ
(
2 + iα

~v
)

Γ
(
−1− iα

~v
)

=

(
~
q

)2+ 2iα
~v

21+
2iα
~v
Γ
(
1 + iα

~v
)

Γ
(
− iα

~v
) +

iα

~v
µ202

2+ 2iα
~v

(
~
q

)4+ 2iα
~v Γ

(
2 + iα

~v
)

Γ
(
−1− iα

~v
)

×

(
ln

~µ1
q

+ γE − 1 +
ψ
(
2 + iα

~v
)
+ ψ

(
−1− iα

~v
)

2

)
, (2.16)

де ψ(z) = Γ′(z)/Γ(z) – дигама-функцiя, або, використовуючи тотожнiсть

ψ(z + 1) = ψ(z) + 1/z,∫ ∞
0

dbbJ0

(
qb

~

)
e
i
~ χ̃0 =

Γ
(
1 + iα

~v
)

2Γ
(
− iα

~v
) (2~

q

)2+2iα
~v
[
1− 2iα

~v

(
1 +

iα

~v

)2(~µ0
q

)2
×

(
ln

~µ1
q

+Reψ

(
iα

~v

)
+ γE − 1 +

1

1 + iα
~v

+
1
2iα
~v

)]

=
α

2~v
Γ
(
1 + iα

~v
)

Γ
(
1− iα

~v
) (2~

q

)2+2iα
~v

×

{
1−

(
~µ0
q

)2
[
2iα

~v

(
1 +

iα

~v

)2(
ln

~µ1
q

+Reψ

(
iα

~v

)
+ γE

)

+2
( α
~v

)2(
1 +

iα

~v

)
+

(
1 +

iα

~v

)2
]}

. (2.17)

Зведення модулю останнього виразу в квадрат i лiнеаризацiя за (~µ/q)2

дають4

dσ

d2q
≃

q/~µ≫1

4α2

v2q4

{
1

4Подiбна формула була вперше отримана Мольєром [166], але в прив’язцi до введеної їм параметри-

зацiї атомного потенцiалу. Остання параметризацiя, в свою чергу, прив’язана до потенцiалу Томаса-

Фермi, i тому не є точною при r → 0, а отже, i коефiцiєнти в аналогу формули (2.18), отриманому

Мольєром, є неточними. Ефекти, що описуються формулою (2.18), дослiджувалися експерименталь-

но [383,404], але орiєнтуючись на роботу [392], а не Мольєра.
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−2

[(
2αµ0
vq

)2(
ln

q

~µ1
−Reψ

(
iα

~v

)
− γE +

1

8

)
+

(
~µ0
q

)2
]}

. (2.18)

У класичному лiмiтi α
~v → ∞, коли Reψ

(
iα
~v
)
→ ln |α|~v , це переходить у

Рiвн. (2.10).

Як видно з рiвняння (2.18), поправки∼ (αµ0/vq)
2 та∼ (~µ0/q)2 в основ-

ному адитивнi, тому якщо подiлити (2.18) на перше борнiвське наближен-

ня5

dσ1
d2q

=
dσRuth

d2q

1[
1 + (~µ0/q)2

]2 ≃ dσRuth

d2q

[
1− 2

(
~µ0
q

)2
]
,

ми фактично отримуємо класичну асимптотику наступного порядку мало-

стi (2.10), з єдиною вiдмiннiстю, що Reψ (iα/~v) може помiтно вiдрiзнятися

вiд логарифма при α/~v < 2. Таким чином, за межами першого борнiвсько-

го наближення, навiть для помiрних α/~v, диференцiальний перерiз роз-

сiяння входить у квазiкласичний режим ранiше, анiж виходить на чисту

асимптотику Резерфорда.

На практицi вiдхилення вiд асимптотики Резерфорда стає значним при

α/~v & 1. У твердотiльних мiшенях деталi розсiяння на малi кути маску-

ються багаторазовим розсiюванням, але ефект вiдхилення вiд резерфор-

дiвської асимптотики все ж вдавалося експериментально спостерiгати у

тонких металiчних фольгах [383,404] (для α/~v > 10).6

Слiд також мати на увазi, що при v ∼ c iснують конкуруючi ефекти.

Одним з них є часткове пригнiчення асимптотики Резерфорда за рахунок

спiнових ефектiв (фактор 1 − v2χ2/4c2 у формулi Мотта [225]), але цей
5Вiдзначимо, що в пертурбативному режимi α → 0 ефективним параметром екранування слугує

µ0. Мольєр пропонував використовувати в цiй якостi еквiвалент параметра µ2, визначеного нижче, але

це призводить до iстотної помилки, що було продемонстровано в [393] i дещо дискредитувало теорiю

Мольєра. Втiм, слiд мати на увазi, що зроблене модельне припущення не є принциповою складовою

теорiї Мольєра.
6Вiдхилення вiд асимптотики Резерфорда повиннi були бути присутнiми ще у перших експериментах

Гейгера з розсiяння альфа-частинок у речовинi [161, 405], де параметр α/~v сягав порядку 10. Але

оскiльки в цих дослiдженнях багаторазове розсiювання на малi кути було значним, основну увагу

було придiлено розсiюванню назад [405], що дозволило Резерфорду сформулювати планетарну модель

атома [190].
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ефект є суто кiнематичним, не залежить вiд кулонiвського параметра, i

призводить до прискорення, а не до сповiльнення убування диференцiаль-

ного перерiзу з χ. Iншим подiбним ефектом є релятивiстське друге бор-

нiвське наближення, знайдене в [226], але воно має залежнiсть вiд знаку

заряду частинки i пригнiчується великим початковим iмпульсом.

2.1.3. Середнiй квадрат переданого iмпульсу. Iмпульс екра-

нування. В проблемах переносу замiсть повного перерiзу (див. Додаток

А.2) частiше потрiбно знати транспортний перерiз або середнiй квадрат

переданого iмпульсу. Його формальне обчислення на основi ейконального

наближення (2.11), (2.12) дає∫
d2qq2

dσ

d2q
=

∫
d2q

∣∣∣∣q⃗ 1

2π~

∫
d2be

i
~ q⃗·⃗b
[
1− e

i
~χ0(⃗b)

]∣∣∣∣2
=

∫
d2q

∣∣∣∣ 12π
∫
d2be

i
~ q⃗·⃗b

∂

∂b⃗

[
1− e

i
~χ0(⃗b)

]∣∣∣∣2
=

∫
d2b

∣∣∣∣~ ∂
∂b⃗
e
i
~χ0(⃗b)

∣∣∣∣2 = ∫ d2b

∣∣∣∣ ∂
∂b⃗
χ0(⃗b)

∣∣∣∣2
=

∫
d2qq2

dσ1
d2q

, (2.19)

згiдно з чим точний результат має дорiвнювати першому борнiвському на-

ближенню [так само, як i класичному результату, оскiльки ∂

∂b⃗
χ0(⃗b) – це

класичний переданий iмпульс (2.2)]. Проте, для екранованого кулонiвсько-

го потенцiалу середнiй квадрат переданого iмпульсу насправдi розбiгається

при малих b, тому тотожнiсть
∫
d2qq2

(
dσ
d2q −

dσ1
d2q

)
= 0 може порушувати-

ся. Наприклад, для експоненцiйно екранованого (юкавського) потенцiалу з

(А.7) ми отримуємо

~2
∫
d2qq2

(
dσ

d2q
− dσ1
d2q

)
≃ 2π

(
2α

v

)4 ∫ ∞
0

dQQ3f3 (Q) +O

[(
2α

v

)8
]
,

(2.20)

де
∫∞
0 dQQ3f3 (Q) = −0.29 ̸= 0.

У випадку багаторазового кулонiвського розсiювання (що буде розгля-

датися в наступному пiдроздiлi), замiсть розбiжного середнього квадрата
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переданого iмпульсу теорiя оперує зi скiнченною величиною7

ln qa(α) = lim
qR→∞

(
ln qR −

∫ qR

0

dq

q

dσ/d2q

dσRuth/d2q

)
− 1

2
(2.21a)

≡
∫
d

(
dσ/d2q

dσRuth/d2q

)
ln q − 1

2
(2.21b)

(див. [167,168] та Розд. 2.2.2). З представлення (2.21a) для неї отримуємо

ln qa +
1

2
= lim

qR→∞

(
ln qR −

∫ qR

0

dq

q

dσ1/d
2q

dσRuth/d2q

)
+

∫ ∞
0

dq

q

dσ1
d2q −

dσ
d2q

dσRuth
d2q

= lim
qR→∞

(
ln qR −

∫ qR

0

dq

q

1

[1 + (~µ/q)2]2

)
+
( v
2α

)2 ∫ ∞
0

dqq3
(
dσ1
d2q
− dσ

d2q

)
. (2.21c)

Лiмiт у першому рядку тут можна iдентифiкувати як 1
2 + ln qa(0), що веде

до спiввiдношення

ln
qa(α)

qa(0)
=
( v
2α

)2 ∫ ∞
0

dqq3
(
dσ1
d2q
− dσ

d2q

)
. (2.22)

Якби, згiдно з Рiвн. (2.19), права частина тут дорiвнювала нулю, це озна-

чало б, що qa(α) ≡ qa(0). Але чисельний розрахунок на основi рiвняння

(2.21a) дає функцiю, яка необмежено зростає зi зростанням α (див. Рис.

2.2). Дослiдимо тепер цю величину в двох протилежних лiмiтах: при ма-

лих та при великих кулонiвських параметрах.

Малий кулонiвський параметр. В лiмiтi α/~v → 0, використову-

ючи (2.12) i (2.4), можна переписати вiдношення перерiзiв, що входить до

Рiвн. (2.21a), як

dσ1/d
2q

dσRuth/d2q
=
q2

~2

∣∣∣∣ 12π
∫
d2be

iq⃗·⃗b
~ ∇vχ0(b)

2α

∣∣∣∣2 . (2.23)

Щоб виконати в (2.21a) iнтегрування за q, вiддiлимо в (2.23) b-

сингулярнiсть, розбивши
∫
d2be

iq⃗·⃗b
~ ∇χ0(b) на двi частини: по диску b < bR

7Якби в (2.21b) можна було проiнтегрувати частинами, або в (2.21a) на верхнiй межi можна було б

покласти qR =∞, цей iнтеграл був би пропорцiйним середньому квадрату переданого iмпульсу.
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Рис. 2.2. Суцiльна крива – iмпульс екранування qa, визначений за фор-

мулою (2.21b). Штрихова лiнiя – його квазiкласична асимптотика (2.32).

Точкова крива – третє борнiвське наближення (2.22), (2.20). Точково-

штрихова крива – розрахунок за формулою Мольєра (1.6).

з центром в початку координат та по його зовнiшнiй частинi b > bR, де

границя bR вибирається настiльки малою, щоб при b < bR екрануванням

можна було повнiстю знехтувати: ∇vχ0(b)
2α ≈ − b⃗

b2 . Тодi

ln qa(0) +
1

2
= lim

qR→∞

[
ln qR

− 1

(2π)3~2

∫
q<qR

d2q

∣∣∣∣ ∫
b<bR

d2be
iq⃗·⃗b
~
b⃗

b2
−
∫
b>bR

d2be
iq⃗·⃗b
~ ∇vχ0(b)

2α

∣∣∣∣2
]
. (2.24)

Якщо тепер розкрити квадрат суми, в iнтерференцiйному членi можна по-

класти bR → 0, пiсля чого вiн зникає:

ln qa(0) +
1

2
= lim

qR→∞

[
ln qR −

1

(2π)3~2

∫
q<qR

d2q

∣∣∣∣∣
∫
b<bR

d2be
iq⃗·⃗b
~
b⃗

b2

∣∣∣∣∣
2

− 1

(2π)3~2

∫
q<qR

d2q

∣∣∣∣∫
b>bR

d2be
iq⃗·⃗b
~ ∇vχ0(b)

2α

∣∣∣∣2
]
. (2.25)

Далi перший iнтеграл в (2.25) обчислюється як∣∣∣∣∣
∫
b<bR

d2be
iq⃗·⃗b
~
b⃗

b2

∣∣∣∣∣
2

=

[
2π

∫ bR

0

dbJ1

(
qbR
~

)]2
=

{
2π~
q

[
1− J0

(
qbR
~

)]}2

,

(2.26)
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1

(2π)3~2

∫
q<qR

d2q

{
2π~
q

[
1− J0

(
qb

~

)]}2

≃
qR→∞

ln
qRbR
2~

+ γE. (2.27)

Вiн є сингулярним як при qR → ∞, так i при bR → 0, але сингулярнiсть

ln qR скорочується з першим членом в правiй частинi рiвняння (2.25).

У другому iнтегралi в (2.25) вже безпечно покласти qR → ∞, пiсля

чого iнтегрування по повнiй площинi q⃗ може бути виконано в загальному

виглядi:

1

(2π)3~2

∫
d2q

∣∣∣∣∫
b>bR

d2be
iq⃗·⃗b
~ ∇vχ0(b)

2α

∣∣∣∣2 = ∫ ∞
bR

dbb

∣∣∣∣ ddb vχ0(b)

2α

∣∣∣∣2 . (2.28)

Пiдставляючи (2.27), (2.28) до Рiвн. (2.25), остаточно отримуємо для

iмпульсу екранування в пертурбативному режимi

ln qa(0) +
1

2
+ γE = lim

bR→0

{
ln

2~
bR
−
∫ ∞
bR

dbb

[
d

db

vχ0(b)

2α

]2}
. (2.29)

Зокрема, для експоненцiйного екранування g(r) = e−µr з (2.29) витiкає

належний результат qa(0) = ~µ, який можна було б отримати i напряму з

Рiвн. (2.21a) з використанням Рiвн. (А.8).

Таким чином, права частина (2.29) в загальному випадку характеризує

ще один параметр екранування, вiдмiнний вiд µ0 [Рiвн. (2.8)] та µ1 [Рiвн.

(2.9)]. Вiн є квадратичним по χ0. Ми позначимо його як

µ2 =
qa(0)

~
= exp

(
lim
bR→0

{
ln

2

bR
−
∫ ∞
bR

dbb

[
d

db

vχ0(b)

2α

]2}
− 1

2
− γE

)
(2.30a)

≡ exp

(
lim
bR→0

{
ln

2

bR
−
∫ ∞
bR

dbb3
[∫ ∞

b

dr√
r2 − b2

d

dr

g(r)

r

]2}
− 1

2
− γE

)
.

(2.30b)

Якщо б кулонiвське поле було неекранованим [g(r) ≡ 1], iнтеграл по b в

(2.30b) логарифмiчно розiйшовся б на верхнiй межi, даючи µ2 = 0, як i має

бути за умови вiдсутностi масштабу для екранування.

Великий кулонiвський параметр. Тепер розглянемо протиле-

жний випадок, коли α/~v → ∞ (класичний лiмiт). Враховуючи однозна-

чний зв’язок мiж q та b у класичнiй механiцi, в представленнi (2.21b) можна
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перейти до iнтегрування за прицiльними параметрами. При цьому q ∝ α/v,

тодi як вiдношення

dσ/d2q

dσRuth/d2q
=

∣∣∣∣∣ ddb2
(
d

db

vχ0

2α

)−2∣∣∣∣∣
−1

=

∣∣∣b ddb vχ0(b)
2α

∣∣∣3∣∣∣b2 d2db2 vχ0(b)
2α

∣∣∣
[де використано Рiвн. (2.5) та q(b) = dχ0/db] не залежить вiд α/v. Тому

залежнiсть qa вiд α/v для будь-якого атомного потенцiалу видiляється в

унiверсальнiй формi:

ln qa(α) +
1

2
= lim

bR→0

ln q(bR)−
∫ ∞
bR

db

q

∣∣∣∣dqdb
∣∣∣∣

∣∣∣ bdbqdq

∣∣∣
dσRuth/d2q


= ln

α

v
+ lim

bR→0

{
ln

2

bR
−
∫ ∞
bR

dbb

[
d

db

vχ0(b)

2α

]2}
. (2.31)

Лiмiт у правiй частинi (2.31) виявляється таким самим, як i в (2.29), тому,

незалежно вiд форми функцiї екранування,

qa(α) ≃
α/~v→∞

eγE
α

v
µ2. (2.32)

Ця асимптотика пiдтверджується i точним розрахунком – див Рис. 2.2.

Для порiвняння, у [166] замiсть фактора eγE = 1.781 в асимптоти-

чному спiввiдношеннi (2.32) фiгурує коефiцiєнт
√
3.76/1.13 = 1.824 [див.

Рiвн. (1.6)]. Можна вважати, що ця рiзниця знаходиться в рамках похибки

останньої цифри числа 1.13, проте, враховуючи, що мольєрiвський вираз

(1.6) наближається до своєї лiнiйної асимптоти зверху доволi повiльно, то-

дi як точний вираз наближається до своєї асимптоти швидше, на практицi

рiзниця виявляється бiльшою: ∼ 10%. Втiм, оскiльки qa входить лише до

логарифмiв, прояви цiєї рiзницi є не надто яскравими.

Знайдену залежнiсть (2.32) якiсно можна зрозумiти наступним чином:

Головний внесок до
∫ qR
0

dq
q

dσ
dσRuth

вiдповiдає областi qR0 < q < qR, де qR0
є масштабом найнижчих iмпульсiв q, на яких ще dσ/d2q ≈ dσRuth/d

2q.

Але згiдно з рiвнянням (2.10), qR0 ∼ αµ/v. Отже, ln qR −
∫ qR
0

dq
q

dσ
dσRuth

∼
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ln qR0 = ln αµ
v . Природно, що екранований iмпульс qa є пропорцiйним силi

кулонiвського поля, яка визначається константою зв’язку α (див. також

подiбнi якiснi аргументи в [394]), але наявнiсть множника eγE в Рiвн. (2.32)

є нетривiальною.

Оскiльки кулонiвська поправка, якою є стала Ейлера в формулi (2.32),

при великих кулонiвських параметрах не залежить вiд екранування, про-

понувався наступний пiдхiд. По формулi (2.22) поправку можна обчислити

для неекранованого кулонiвського поля [155] при довiльному кулонiвсько-

му параметрi, що дає qa(α)/qa(0) = exp
{
f
(
α
~v
)}

, де функцiя f визнача-

ється формулою (1.12). Останню формулу можна спробувати потiм вико-

ристовувати i для екранованого поля [155, 396]. Такий пiдхiд дає непогане

наближення на практицi, але взагалi кажучи, є евристичним.

Для практичних застосувань формула (2.30b) може виявитися не най-

зручнiшою. Якщо екрануюча функцiя представляється у виглядi суперпо-

зицiї експонент – в загальному виглядi через перетворення Лапласа

g(r) =

∫ ∞
0

dse−srg(s), g(0) =

∫ ∞
0

dsg(s) = 1, (2.33)

з (2.30b) можна вивести i представлення в термiнах Лаплас-оригiналу g(s):

µ2 = exp

[∫ ∞
0

ds1g(s1)

∫ ∞
0

ds2g(s2)
s22 ln s2 − s21 ln s1

s22 − s21
− 1

2

]
. (2.34)

Пiдiнтегральний вираз тут є регулярним при s2 → s1:

s22 ln s2 − s21 ln s1
s22 − s21

→
s1→s2

1

2
+ ln s2.

Знання останнього лiмiту є корисним коли g параметризується як сума

лише декiлькох експонент: g(s) =
∑

n gnδ(s−sn), як це робиться у випадку

потенцiалiв Мольєра та Бiрсака-Цiглера (див. нижче). Тодi (2.34) приймає

вигляд

µ2 = exp

[
2
∑
m>n

gmgn
s2m ln sm − s2n ln sn

s2m − s2n
+
∑
n

g2n

(
1

2
+ ln sn

)
− 1

2

]
. (2.35)

Очевидно, що для простої експоненцiйної параметризацiї g(r) = e−µr, коли

в сумi присутнiй лише один доданок, з (2.35) маємо, як i належить, µ2 = µ.
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2.1.4. Параметри µn для рiзних атомних потенцiалiв. Дослiди-

мо тепер вiдмiнностi для значень параметрiв µn, що виникають для рiзних

атомних потенцiалiв, популярних в лiтературi.

Найчастiше використовується унiверсальна функцiя екранування

Томаса-Фермi [197], яка, втiм, не враховує оболонкової структури та вва-

жається задовiльною лише для Z > 18:

g(r) = gTF

(
r

aTF

)
,

√
z
d2gTF (z)

dz2
= g

3/2
TF (z).

Простiшою для теоретичного використання є аналiтична апроксимацiя

потенцiалу Томаса-Фермi, запропонована Мольєром [166]:

g(r) = gM

(
r

aTF

)
, gM (z) = 0.35e−0.3z + 0.55e−1.2z + 0.10e−6.0z.

Потенцiал аналогiчної структури з бiльшим числом доданкiв був запро-

понований Бiрсаком та Цiглером [382]:

gBZ (z) = 0.1818e−3.2z + 0.5099e−0.9423z + 0.2802e−0.4029z + 0.02817e−0.2016z,

але визначався з експериментальних даних по атомним зiткненням (при

низьких енергiях).

Нарештi, iснує вельми простий потенцiал Лiндхарда [299]:

g(r) = gL

(
r

aTF

)
, gL (z) = 1− z√

3 + z2
.

З таблицi 2.1, де зiбранi вiдповiднi параметри µ0, µ1, µ2, видно, що серед

вищезгаданих часто використовуваних потенцiалiв можна зустрiти патоло-

гiї, коли той чи iнший параметр дорiвнює нулю чи нескiнченностi, або його

значення сильно залежить вiд вибраної параметризацiї. Також вiрогiдно,

що параметр µ0 може суттєво залежати вiд оболонкової структури ато-

ма. Тому краще визначати цi параметри з найбiльш вiдповiдних для цього

експериментiв [383,404].

Таким чином, незважаючи на те, що розсiювання швидких заряджених

частинок на окремих атомах на малi кути експериментально доволi скла-

дно спостерiгати через вплив багаторазового розсiювання у макроскопi-

чних твердотiльних мiшенях, це виявляється можливим, i воно має виразнi
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особливостi. Зокрема, iснує перед-резерфордiвська асимптотика, яка при-

зводить до помiтної залежностi типових переданих iмпульсiв вiд α. Скла-

днiшi ефекти залишкового екранування можуть виникати при взаємодiї

швидких частинок з орiєнтованими атомними ланцюжками або площина-

ми, зокрема, при розрахунках деканалювання (див. Розд. 3).

Таблиця 2.1

Параметри µn, n = 0, 1, 2 для рiзних атомних потенцiалiв, в

одиницях оберненого радiуса Томаса-Фермi

Potential µ0aTF µ1aTF µ2aTF

Exponential 1 1 1

Thomas-Fermi ∞ – 1.09

Molière 2.1 4.4 1.08

Biersack-Ziegler 0.52 0.84 0.63

Lindhard 0 0 0.65

2.2. Полiпшене роздiлення м’яких та жорстких компонент

при багаторазовому кулонiвському розсiюваннi

В експериментах з проходження частинок крiзь макроскопiчнi твердi мi-

шенi частинка взаємодiє з багатьма атомами. Завдання теорiї, таким чином,

полягає в забезпеченнi точного та детального опису функцiї розподiлу на

будь-якiй глибинi проникнення. Багаторазове розсiювання згладжує фун-

кцiю розподiлу, i в достатньо товстих мiшенях процес стає подiбним до ди-

фузiї. Як вiдомо, нормальна (гауссова) дифузiя є масштабно-iнварiантною,

тобто функцiя розподiлу на рiзних глибинах є самоподiбною (гауссiвською).

З урахуванням кулонiвського характеру розсiювання на атомах, втiм, ця

масштабна iнварiантнiсть порушується, i дифузiя стає аномальною, а роз-

подiли на рiзних глибинах – не зовсiм iзоморфними. Ми розглянемо дану

проблему на рiвнi кутового розподiлу.
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2.2.1. Розв’язок Фур’є-Бесселя для рiвняння переносу. Розпо-

дiл iмовiрностi f(θ, l) = dw/d2θ розсiяння швидкої частинки на (типово

малий) кут θ в аморфному середовищi задовольняє транспортному рiвнян-

ню8

∂f

∂l
= n

∫
dσ(χ)

[
f(θ⃗ − χ⃗, l)− f(θ, l)

]
, (2.36)

де dσ(χ) = d2χ dσ
d2χ – квантовий диференцiальний перерiз розсiяння частин-

ки на одному атомi на кут χ, n – щiльнiсть атомiв в середовищi, а l –

пройдена товщина мiшенi (див. Рис. 2.3). Рiвняння (2.36) зберiгає норму-

вання: ∫
d2θf(θ, l) = 1. (2.37)

Розв’язок рiвняння (2.36), що задовольняє початковiй умовi f(θ, 0) = δ(θ⃗),

отримується за допомогою перетворення Фур’є-Бесселя:

f(θ, l) =

∫
d2ρ

(2π)2
eiρ⃗·θ⃗−nl

∫
dσ(χ)(1−e−iρ⃗·χ⃗) (2.38a)

≡ 1

2π

∫ ∞
0

dρρJ0(ρθ)e
−nl

∫
dσ(χ)[1−J0(ρχ)]. (2.38b)

У деяких випадках важливiшим є розподiл по однiй з декартових

проекцiй кута розсiяння, який виражається одновимiрним перетворенням

Фур’є:

f(θx, l) =

∫ ∞
−∞

dθyf(θ, l)

=

∫ ∞
−∞

dξ

2π
eiξθx−nl

∫
dσ(χ)[1−J0(ξχ)]. (2.39)

Ми будемо позначати функцiї розподiлу (2.38) та (2.39) однаковою лiтерою,

вiдрiзняючи їх лише за записом їхнiх кутових аргументiв.

8Це рiвняння може бути виведене з перших принципiв в рамках пiдходу Боголюбова [406], який

постулює повну вiдсутнiсть кореляцiй мiж розсiяннями. У квантовiй механiцi його також можна отри-

мати напряму з ейконального наближення, хоча в товстих мiшенях останнє накладає сильне обмеження

знизу на енергiю частинки.
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Рис. 2.3. Схематичне зображення проходження швидкої зарядженої частин-

ки крiзь шар аморфної речовини.

2.2.2. Товстi мiшенi: теорiя Мольєра. Як було зазначено вище,

при значнiй товщинi мiшенi еволюцiя розподiлу по випадковим кутам вiд-

хилення частинок (якi можна розглядати як поперечнi вектори) повинна

набувати форми дифузiї. У загальному iнтегральному представленнi (2.38)

та (2.39) це проявляється наступним чином: при великих nl експонента пiд

знаком iнтеграла швидко зменшується, отже, типовi ρ (або ξ) є малими,

що дозволяє апроксимувати показник експоненти вiдповiдним асимптоти-

чним виразом. Однак, враховуючи, що фiзичний диференцiальний перерiз

розсiяння швидких заряджених частинок на одному атомi на великi кути

має асимптотику Резерфорда

dσ

dχ
≃

χ/χ′
a→∞

8πZ2α2

p2χ3
, (2.40)

де p – iмпульс частинки, Z – заряд ядра, а α = e2/~c = 1/137 – кон-

станта тонкої структури, наївне розкладення 1− J0(ρχ) ≃ ρ2χ2/4 пiд iнте-

гралом призводить до логарифмiчної розбiжностi
∫
dσ(χ)χ2. Послiдовний

аналiз [168] показує, що при малих ρ в асимптотицi показника експоненти

в рiвняннях (2.38), (2.39) насправдi залишається коефiцiєнт, логарифмiчно

залежний вiд ρ:

nl

∫
dσ(χ) [1− J0(ρχ)] ≃

ρχ′
a→0

χ2
cρ

2

2
ln

2

χ′aρ
, (2.41)

тим самим порушуючи гауссовiсть iнтеграла Фур’є-Бесселя. Тут χ2
c(l) =

4πnlZ2α2/p2, тодi як так званий кут екранування χ′a ∼ 1/Rap, де Ra –

атомний радiус екранування, характеризує масштаб кутiв, на яких сингу-
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лярнiсть в (2.40) пригнiчується.9 Таким чином, дифузiя тут виявляється

аномальною, але лише слабко: аномалiя є логарифмiчною замiсть ступiн-

ного закону. Це означає, що функцiя розподiлу не прямує до розподiлу

Левi [407], хоча водночас не є i суто гауссiвською.

Вiдношення χ2
c/χ

′2
a по сутi вимiрює товщину мiшенi в одиницях радiа-

цiйної довжини X0:
χ2
c

χ′2a
=

π

αγ2χ′2a ln const
2γχ′

a

l

X0
,

де const ∼ 1, а γχ′a, можна теж виразити в термiнах X0 (див. Роздiл 4).

Наприклад, вiдношення χc/χ
′
a = 102 вiдповiдає твердотiльним мiшеням

товщиною декiлька мiлiметрiв. Надалi ми будемо вимiрювати товщину мi-

шенi в незалежних вiд Z одиницях, як χ2
c/χ

′2
a .

Наближення (2.41) значно спрощує структуру iнтегралiв (2.38), (2.39),

але їхнє обчислення все ще залишається нетривiальним. Iнтуїтивно зро-

зумiло, що дифузiя, принаймнi при типових кутах, повинна бути близь-

кою до гауссiвської, хоча i з можливими логарифмiчними вiдхиленнями.

Мольєр [167] запропонував припущення, що типовий кут вiдхилення ста-

новить χc
√
B, з таким B, що рiзниця логарифмiчно великих параметрiв

B − lnB − ln χ2
c

χ′2
a

є константою порядку одиницi (яка традицiйно поклада-

ється рiвною нулю). Таким чином, B(χ2
c/χ

′2
a ) є функцiєю Ламберта (див.,

наприклад, [16]), i права частина рiвняння (2.41) набуває вигляду

χ2
cρ

2

2
ln

2

χ′aρ
=
u2

4
− u2

4B
ln
u2

4
,

де u = χc
√
Bρ. Оскiльки логарифмiчна залежнiсть вiд перенормованої

9Через точний диференцiальний перерiз розсiяння dσ
dχ = 8πZ2α2

p2χ3 q(χ), з χ−4q(χ) →
χ/χ′

a→0
const > 0 та

q(χ) →
χ/χ′

a→∞
1, кут екранування виражається як [167,168]

lnχ′
a =

∫
dq(χ) lnχ+ γE − 1. (2.42)

Це вiдрiзняється вiд традицiйнiшого χa = qa/p (де qa дослiджувалося в Розд. 2.1.3) доданком γE −

1/2 = 0.077, який, втiм, є чисельно незначним. При використаннi визначення (2.42) права частина

рiвняння (2.41) має найкоротший вигляд, що полегшує подальшi розрахунки. Зауважимо, що хоча

рiвняння (2.41) було написане для чисто пружного розсiювання, непружний внесок також може бути

врахований [179] шляхом простого перевизначення χ′
a та χc.
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змiнної iнтегрування u в експонентi обернено пропорцiйна великому пара-

метру B, це дозволяє розкласти цю частину показника у ряд по оберненим

ступеням B−1 i формально проiнтегрувати почленно:

f(θ, l) =
1

2πχ2
cB

∞∑
k=0

1

Bk
f (k)

(
θ

χc
√
B

)
, (2.43)

з

f (k)(Θ) =
1

k!

∫ ∞
0

duuJ0(Θu)e
−u2/4

(
u2

4
ln
u2

4

)k
. (2.44)

Вiдзначимо, що асимптотично10 B ≃
χc≫χ′

a

ln
(
χ2
c

χ′2
a
ln χ2

c

χ′2
a

)
, i тому параметр роз-

кладення B−1 тут є лише логарифмiчно малим, але для B > 4.5, тобто

χc ≫ 10χ′a, розкладення (2.43) працює задовiльним чином [167,168]. З (2.44)

витiкає, що для всiх k > 1, ∫
d2θf (k)(θ) ≡ 0. (2.45)

Звiдси витiкає, що функцiї f (k) при k > 1 не можуть бути скрiзь позитив-

ними, а тому не допускають незалежного ймовiрнiсного тлумачення.

Аналiзуючи iнтеграли (2.44), можна побачити, що при великих Θ ком-

поненти (2.43) поводять себе як f (0)(Θ) = 2e−Θ
2, що вiдповiдає iдеальному

гауссiану, та f (1)(Θ) ∼ Θ−4, що вiдповiдає резерфордiвськiй асимптотицi

f(θ) ≃ nl
2πθ

dσ
dθ . Для k > 2 маємо f (k)(Θ) ∼ Θ−2−2k з точнiстю до логарифмi-

чних факторiв, якi будуть обчисленi нижче. Подальший аналiз виявляє,

що функцiї f (k) для k > 1 насправдi роблять декiлька коливань,11 якi є
10Головна частина ln χc

χ′
a

цього виразу була отримана Вiльямсом [164] iз якiсних мiркувань – а са-

ме, що логарифмiчна розбiжнiсть середнього квадрату переданого iмпульсу обрiзається на верхнiй

межi величиною χ1, такою, що повна ймовiрнiсть розсiяння на кут бiльший за χ1 дорiвнює одиницi:

nl
∫∞
χ1
dσ(χ) = 1. Це означає, що χ1 – межа роздiлу мiж м’якими багаторазовими та жорсткими одно-

разовими розсiяннями, i пiдстановка резерфордiвського диференцiального перерiзу дає χ1 ∼ χc. Але

настiльки спрощенi мiркування не враховують, що пiд логарифмом теж виникає великий логарифм, i

т.д.
11Це пов’язано з тим, що при k ≫ 1 коефiцiєнт e−u

2/4
(
u2

4 ln u2

4

)k
пiд iнтегралом в (2.44) утворює

рiзкий пiк при u ∼ 2
√
k. Завдяки цьому, при фiксованому Θ i збiльшеннi k iнтеграл (2.44) прямує до

f (k)(Θ) ∼ 2 lnk kJ0(2
√
kΘ). (2.46)

Для Θ = 0 така швидкiсть зростання з k була вказана в [408].
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набагато сильнiшими вiд асимптотичних ступiнних «хвостiв». За помiрних

χc/χ
′
a, вони здатнi викликати спотворення переходу мiж гауссiвською та

резерфордiвською областями. Окрiм цього, незважаючи на коефiцiєнт k! у

знаменнику в правiй частинi (2.44), функцiї f (k) зростають з k швидше,

нiж експоненцiйно [див. Рiвн. (2.46)]. Тому ряд (2.43) розбiгається, хоча

вiн тим не менш може слугувати асимптотичним розкладенням в лiмiтi

nl→∞.

2.2.3. Тонкi мiшенi: ступiннi та логарифмiчнi поправки до

асимптотики Резерфорда. Хоча при типових кутах кiлькiсть розсi-

янь в будь-якiй макроскопiчнiй мiшенi є великою, при значних кутах вiд-

хилення функцiя розподiлу може визначатися лише декiлькома сильними

розсiяннями. Тому має сенс розкласти її в ряд збурень

f(θx, l) =
∞∑
k=1

(nl)kfk(θx), (2.47)

i дослiдити поведiнку коефiцiєнтiв fk(θx) при великих θx.

Першi два члени в (2.47) мають вигляд

f1(θx) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dξ cos(ξθx)

∫
dσ(χ) [J0(xχ)− 1]

≡ 1

2π

∫ ∞
−∞

dξeiξθx
∫ ∞
−∞

dχx
dσ

dχx

(
e−ixχx − 1

)
=

dσ

dθx
− σδ(θx) ∼

θx/χ′
a→∞

χ2
c

2nlθ3x
(2.48)

та

f2(θx) =
1

4π

∫ ∞
−∞

dξeiξθx
[∫ ∞
−∞

dχx
dσ

dχx

(
e−iξχx − 1

)]2
=

1

2

∫ ∞
−∞

dχx
dσ

dχx

dσ

d(θx − χx)
− σ dσ

dθx
+
σ2

2
δ(θx). (2.49)

Домiнуючий внесок до iнтеграла в (2.49) походить вiд двох сусiднiх то-

чок: χx = 0, де можна апроксимувати dσ
d(θx−χx) константою, та χx = θx,

де dσ
dχx
≃ dσ

dθx
. Вiдповiдна асимптотика iнтеграла, таким чином, дорiвнює



106

1
2

∫∞
−∞ dχx

dσ
dχx

dσ
d(θx−χx) ≃ σ dσ

dθx
, але вона точно скорочується з другим додан-

ком у (2.49). Тому, щоб визначити асимптотику f2, необхiдно обчислити

повiльно змiннi фактори в пiдiнтегральному виразi у вищих порядках:

f2(θx) ≃
θx/χ′

a→∞

∫
dχx

dσ

dχx

(
−χx

d

dθx

dσ

dθx
+
χ2
x

2

d2

dθ2x

dσ

dθx

)
=

1

2

d2

dθ2x

dσ

dθx

∫
dχxχ

2
x

dσ

dχx
. (2.50)

Тут d2

dθ2x

dσ
dθx
≃ 6χ2

c

nlθ5x
i
∫ ∼θx
∼−θx dχxχ

2
x
dσ
dχx
≃ χ2

c

nl ln
θx
χ′
a
, звiдки

(nl)2f2(θx) ≃
θx/χ′

a→∞

3χ4
c

θ5x
ln
θx
χ′a
. (2.51)

Отже, якщо побудувати добуток θ3xf(θx), який обертається в нуль при

θx = 0 i прямує до ненульової константи коли θx/χ′a →∞, вiн виявляється

немонотонною функцiєю θx, i буде перевищувати останню константу при

деяких промiжних θx. Подiбна поведiнка кутового розподiлу багаторазово-

го кулонiвського розсiювання спостерiгалась експериментально (див. [170]).

Аналогiчно можна довести, що всi члени вищих порядкiв у (2.47) є по-

зитивними i асимптотично убувають як [5]

(nl)kfk(θx) ≃
θx/χ′

a→∞

k(2k − 1)!!χ2k
c

2θ1+2k
x

lnk−1
θx
χ′a
. (2.52)

Для розподiлу за полярним кутом

f(θ, l) =
∞∑
k=1

(nl)kfk(θ) (2.53)

асимптотики перших двох доданкiв розкладення мають вигляд

f1(θ) =
dσ

d2θ
+ σδ(θ⃗) ≃

θ/χ′
a→∞

χ2
c

πnlθ4
, (2.54)

f2(θ) ≃
θ/χ′

a→∞

1

4
∆θ

dσ

d2θ

∫ ∼θ/2
0

dχχ2dσ

dχ
≃ 8χ4

c

π(nl)2θ6
ln

θ

χ′a
, (2.55)

а загальний член ряду [5]

(nl)kfk(θ) ≃
θ/χ′

a→∞

kk!2k−1χ2k
c

πθ2+2k
lnk−1

θ

χ′a
. (2.56)
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Оскiльки коефiцiєнти при логарифмах в рiвняннях (2.52), (2.56) є зна-

чними вже при k = 2, i до того ж зростають з k факторiально, при помiрно

великих θ слiд пiдсумовувати такi внески в усiх порядках. В математицi

подiбнi ресумовування типово здiйснюються за допомогою iнтегрального

перетворення Бореля (див., наприклад, [409]). Втiм, у нашому випадку в

конструюваннi нового iнтегрального представлення немає потреби, оскiль-

ки початковий iнтеграл (2.38) або (2.39) вже придатний для цiєї мети. Ниж-

че ми виведемо вiдповiднi вирази безпосередньо з iнтегралiв (2.38) та (2.39).

2.2.4. Аналiз у комплекснiй площинi. Оскiльки нас цiкавить той

випадок, коли кiлькiсть зiткнень є великою, реальнi частини показникiв

експонент у пiдiнтегральних виразах (2.38), (2.39) зi зростанням ρ, |ξ|швид-

ко досягають великих вiд’ємних значень. Сучасний пiдхiд до визначення

асимптотик таких iнтегралiв полягає у виведеннi шляху iнтегрування в

комплексну площину, де пiдiнтегральний вираз можна зробити неосцилю-

ючим, що значно полегшує обчислення асимптотики iнтеграла. Для розпо-

дiлу багаторазового кулонiвського розсiювання така процедура деформа-

цiї була вперше застосована Бете (див. Додаток А в [168], а також [171]),

але слугувала головним чином для отримання коефiцiєнтiв асимптотичних

членiв на великих кутах [171], або поєднання лише декiлькох таких членiв

до виразу, який був коректним лише в обмеженiй областi θ (при великих

θ) [168]. Ми збираємося охопити ними всю послiдовнiсть асимптотичних

членiв одночасно, але щоб зробити цю процедуру застосовною при будь-

яких кутах, визначення шляху iнтегрування має бути скоректоване. Про-

блема деформацiї шляху виявляється простiшою для розподiлу за проекто-

ваним кутом, який не розглядався в [168] взагалi, тому тут ми розглянемо

його в першу чергу.
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2.2.5. Розподiл за проектованими кутами. Дифузiйне наближе-

ння для рiвняння (2.39) має вигляд (див. виноску 9)

f(θx, l) ≃
χc/χ′

a→∞

1

πχc
Re

∫ ∼χc/χ′
a

0

dκei
θx
χc
κ+κ2

2 ln
χ′aκ
2χc , (2.57)

де ми замiнили змiнну iнтегрування на κ = ξχc. Розповсюджуючи цей iнте-

грал у площину комплексного κ (див. Рис. 2.4), бачимо, що пiдiнтегральна

функцiя має в нiй єдину сiдлову точку, яка задовiльняє рiвнянню

∂

∂κ

(
i
θx
χc
κ+

κ2

2
ln
χ′aκ

2χc

) ∣∣∣∣∣
κ=κ0

= i
θx
χc

+ κ0

(
ln
κ0χ

′
a

2χc
+

1

2

)
= 0. (2.58)

Оскiльки рiвняння (2.58) є трансцендентним, явно можна виразити лише

його приблизний розв’язок, що, втiм, задовiльнить нас на данiй стадiї. Ми

можемо вибрати наближення до розв’язку (2.58), яке є суто уявним:

κ0 = iν0, ν0 ≈
θx

χc ln
(

2χ2
c

χ′
aθx

ln 2χ2
c

χ′
aθx

) , (2.59)

iз застереженням, що ця формула справедлива лише для χc/χ
′
a ≫ 10 (та

θx < 2χ2
c/χ

′
a, що зазвичай виконується на практицi).

Логарифм у пiдiнтегральному виразi в (2.57) робить його сингулярним

в початку координат, звiдки починається шлях iнтегрування. Отже, шлях

найкрутiшого спуску повинен виходити з точки сингулярностi i спершу

прямувати до сiдлової точки. Однак, для простоти ми направляємо його

строго уздовж уявної осi, переписуючи змiнну iнтегрування у виглядi κ =

iν. Пiсля досягнення точки κ0, яка визначається з рiвняння

θx
χc

+ ν0

(
ln
χ′aν0
2χc

+
1

2

)
= 0, (2.60)

шлях повинен звернути праворуч i продовжувати найкрутiший спуск, але

знову, для спрощення ми направляємо його строго паралельно дiйснiй осi

(див. Рис. 2.4). У пiдсумку, функцiя розподiлу розпадається на суму двох

iнтегралiв з дiйсними змiнними:

f(θx, l) = fh(θx, l) + fs(θx, l), (2.61)
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Рис. 2.4. Градiєнтний графiк функцiї Re
(
i θxχcκ+ κ2

2 ln χ′
aκ

2χc

)
[дiйсна части-

на показника експоненти в Рiвн. (2.57)] у верхнiй пiвплощинi комплексної

змiнної iнтегрування κ, для певних значень χc i θx. Деформований шлях

iнтегрування позначено чорною лiнiєю, де точка повороту ν0 обчислюється

за Рiвн. (2.59).

де [5]

fh(θx, l) =
1

πχc

∫ ν0(θx)

0

dνe
− θxχc ν+

ν2

2 ln 2χc
χ′aν sin

πν2

4
, (2.62)

fs(θx, l) =
1

πχc
Re

∫ ∼χc/χ′
a

iν0(θx)

dκei
θx
χc
κ+κ2

2 ln
χ′aκ
2χc . (2.63)

Нижче буде показано, що незважаючи на прийняте спрощення шляху

iнтегрування, iнтеграли (2.62), (2.63) можна iнтерпретувати як жорстку

(або напiвжорстку12) та м’яку компоненти розсiяння. Тепер же наше зав-

дання – дослiдити їхнi властивостi.

12Термiн «напiвжорстке розсiювання» є спiвзвучним з використовуваним у адроннiй фiзицi високих

енергiй термiном «напiвжорсткi процеси» [410], якi визначаються як достатньо жорсткi, щоб дозволити

опис квантовою хромодинамiкою без екранування кольору, але водночас вiдносно м’якi, потребуючи

пiдсумовування в усiх порядках. Це має певну аналогiю i з нашою ситуацiєю, але ми не розглядаємо

процесiв випромiнювання i народження пар, обмежуючись лише пружним розсiюванням на багатьох

центрах.
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Ресумована жорстка компонента. Компонента fh виявляється по-

зитивною скрiзь, навiть для наближеного розв’язку рiвняння сiдлової то-

чки, оскiльки типовi внески ν в рiвняннi (2.62) завжди є . 1, завдяки

чому sin πν2

4 > 0. Крiм того, практично завжди можна замiнити в (2.62)

sin πν2

4 ≈
πν2

4 . Це обґрунтовано як при великих, так i при малих θx/χc: Для

θx/χc ≪ 1 причина полягає в тому, що верхня межа iнтегрування набли-

жається до нуля, залишаючи

fh(θx, l) ≃
θx/χc≪1

1

4χc

∫ θx

χc ln

(
2χ2c
χ′aθx

ln
2χ2c
χ′aθx

)

0

dνν2

=
θ3x

12χ4
c ln

3
(

2χ2
c

χ′
aθx

ln 2χ2
c

χ′
aθx

) . (2.64)

В протилежному випадку θx/χc →∞ синус в (2.62) може бути лiнеаризова-

ний завдяки швидкому убуванню множника e−
θx
χc
ν в пiдiнтегральному вира-

зi. Розкладення решти експоненти в ряд Маклорена дає закон Резерфорда

(2.48) та ступiннi поправки до нього. З точнiстю, наступною за головною

логарифмiчною в ступiннiй поправцi,

fh(θx, l) ≃
θx/χc→∞

1

4χc

∫ ∞
0

dνν2e−
θx
χc
ν

(
1 +

ν2

2
ln

2χc
χ′aν

)
=

χ2
c

2θ3x
+ 3

χ4
c

θ5x

[
ln

2θx
χ′a
− ψ(5)

]
, (2.65)

де ψ(z) = Γ′(z)/Γ(z). Таким чином, зрозумiло, що iнтеграл (2.62) пiдсумо-

вує всi вищi ступiннi поправки до асимптотики Резерфорда.

Той факт, що позитивна компонента fh(θx) зникає як при θx/χc → 0, так

i при θx/χc →∞, означає, що вона повинна досягати максимуму десь посе-

рединi (див. Рис. 2.5). З аналiзу iнтеграла (2.62) можна зробити загальний

висновок, що максимум fh(θx) повинен досягатися коли ν0 ∼ χc/θx, тобто

θx ∼ χc
√
B(χ2

c/χ
′2
a ), що є нi чим iншим як типовим кутом Мольєра. Точнi-

ше, це вiдповiдає зростаючому нахилу пiка, а максимум знаходиться при

дещо бiльших θx. Границю областi, де ефекти пiдсумовування є визначаль-

ними, можна оцiнити прирiвнюючи асимптотику Резерфорда до подвоєної
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наступної за головною поправки в (2.65): χ2
c

2θ3x
= 2× 3χ

4
c

θ5x

[
ln 2θx

χ′
a
− ψ(5)

]
, тоб-

то θx = χc
√
B1, де B1 = 6B(24e−2ψ(5)χ2

c/χ
2
a). Завдяки значним числовим

коефiцiєнтам, iнтервал

χc
√
B < θx < χc

√
B1 (напiвжорстка область)

виявляється навiть ширшим, нiж м’яка центральна область 0 < θx <

χc
√
B.

Крiм того, слiд зазначити, що fh(θx) не лежить мiж своїми асимптотами

(зокрема, вона знаходиться значно вище асимптоти Резерфорда).

М’яка компонента. Далi оцiнимо м’яку компоненту, яка визначає-

ться iнтегралом (2.63). Цей iнтеграл близький до гауссової форми, тому

його найшвидша залежнiсть вiд θx випливає зi значення експоненти в кiн-

цевiй точцi:

e
− θxχc ν0+

ν20
2 ln 2χc

iχ′aν0 ≃ e−
θx
2χc

ν0,

де ми використали рiвняння сiдлової точки (2.58) в межах точностi, з якою

було знехтувано ln i в рiвняннi (2.60). Для врахування решти залежностi

вiд θx найпростiше можна було б замiнити в представленнi

fs(θx, l) = e−
θx
2χc

ν0(θx,l)g(θx, l) (2.66)

вiдносно повiльно змiнний коефiцiєнт g(θx, l) його значенням при θx = 0:

g(0, l) = f(0, l) =
1

πχc

∫ ∼χc/χ′
a

0

dκe
−κ

2

2 ln 2χc
χ′aκ . (2.67)

Але ширина g становить θx ∼ χc ln
2χ2

c

χ′
aθx

, тодi як для fs вона становить

θx ∼ χc

√
ln 2χ2

c

χ′
aθx

, що є асимптотично меншою, але все ж практично су-

мiрною величиною. Тому варто також врахувати нахил g(θx, l) у початку

координат. Вiн може бути введений до структури головної експоненти в

рiвняннi (2.66) шляхом апроксимацiї

g(θx, l)→ g(0, l)e
− θ2x lnC

2χ2c ln2
2χ2c
χ′aθx , (2.68)
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з C ≈ 2.2. Поєднуючи (2.66), (2.59) i (2.68), отримуємо квазiгауссову стру-

ктуру [5]

fs(θx, l) ≈ f(0, l)e

− θ2x

2χ2c ln

[
2χ2c

Cχ′aθx
ln

2χ2c
χ′aθx

]
. (2.69)

Це нагадує наближення нульового порядку f (0)(θ/χc
√
B) розкладення Мо-

льєра (у застосуваннi до проектованого кутового розподiлу), але має то-

чнiше нормування (2.67), i до того ж θx з’являється пiд знаком логарифма

у знаменнику показника. Через це залежнiсть (2.69) є вужчою, нiж f (0)

Мольєра при θx > χc, тобто фактично при типових кутах. Таке звуження

дiйсно спостерiгалось експериментально [170]. Крiм того, iнтеграл вiд (2.69)

за всiма θx, на вiдмiну вiд iнтеграла вiд нульової компоненти розкладення

Мольєра, є дещо меншим вiд одиницi, залишаючи частину ймовiрностi для

fh.
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Рис. 2.5. Вiдноснi внески ресумованої жорсткої [штрихова крива,

Рiвн. (2.62), (2.59)] та м’якої [штрих-пунктирна крива, Рiвн. (2.69)] ком-

понент до сумарного розподiлу по проектованому куту розсiяння [суцiльна

крива, Рiвн. (2.57)], для χc/χ′a = 102. Сума обчислених таким чином двох

компонент практично не вiдрiзняється вiд суцiльної кривої. Точкова крива

показує асимптотику Резерфорда (2.48).

Сукупний розподiл. Оскiльки компоненти (2.62), (2.63) у розкла-

деннi (2.61) досягають максимумiв при рiзних θx, виникає питання, чи не

призводить це до появи вторинного сплеску в сукупному розподiлi. Щоб
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з’ясувати це, спочатку оцiнимо масштаб кутiв, де fs(θx) i fh(θx) стають су-

мiрними. Для великих χc/χ′a це трапляється при вiдносно великих θx, що

дозволяє, дуже спрощено, використати асимптотику Резерфорда для fh i

прирiвняти її до апроксимацiї Гаусса для fs. Розв’язок такого рiвняння в

головному логарифмiчному наближеннi дає θx ∼ χc
√

2 ln 2χc
χ′
a
, що вiдповiд-

ає куту порядку χc
√
B, при якому fh(θx) досягає свого максимуму. Тому

навколо свого максимуму fh(θx) є спiвмiрною з fs(θx), а отже, сума (2.61)

не має утворювати додаткового пiку. Саме так i вiдбувається на практи-

цi, що природно з фiзичного погляду, оскiльки дифузiйний процес повинен

згладжувати всi особливостi розподiлу ймовiрностей. (Проте, для добутку

θ3xf(θx), як вiдзначалося в роздiлi 2.2.3, такий зплеск iснує [168,170].)

Рис. 2.5 iлюструє форму сукупного розподiлу, а також внески до ньо-

го вiд рiзних механiзмiв при χc/χ
′
a = 102. Як видно з рисунку, сукупний

розподiл (суцiльна крива) значно перевищує суму м’якої i чисто резер-

фордiвської компонент (штрих-пунктирна та пунктирна кривi, вiдповiдно).

Щоб врахувати це перевищення, потрiбно використовувати повну ресумо-

вану жорстку компоненту (штрихову криву), а не лише внесок одноразових

розсiянь. Отже, ресумовування кратних жорстких внескiв до розсiяння є

необхiдним на практицi. Воно призводить до уповiльнення переходу вiд

режиму Гаусса до режиму Резерфорда, внаслiдок чого у iстотному куто-

вому iнтервалi може iмiтуватися закон, промiжний мiж гауссiвським та

резерфордiвським, такий як розподiл Стьюдента [411], або простий експо-

ненцiйний закон [385], або ступiнний закон з показником, бiльшим, нiж для

найнижчого борнiвського наближення, як це вiдбувається, наприклад, для

жорсткого розсiювання адронiв (що є багаточастинковими об’єктами, якi

складаються з кваркiв, а також глюонiв) [412].

Iмовiрнiсна iнтерпретацiя. Позитивнiсть обох функцiй fs(θx) i

fh(θx) у поєднаннi з умовою нормування
∫∞
−∞ dθxfs +

∫∞
−∞ dθxfh = 1 спону-

кає до тлумачення їх як часткових розподiлiв iмовiрностi. А саме, оскiльки

fh(θx) враховує всi ступiннi внески, її можна iнтерпретувати як розподiл
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iмовiрностi (напiв)жорстко розсiяних частинок, а fs(θx), оскiльки вона є

майже гауссовою, слiд розглядати як розподiл iмовiрностей м’яко розсi-

яних частинок. Це породжує деякий елемент сваволi, оскiльки не iснує

абсолютно чiткої фiзичної межi мiж м’яко та жорстко розсiяними частин-

ками (хоча iснує математична, в комплекснiй площинi прицiльних пара-

метрiв). Крiм того, iснують дiлянки при доволi великих θx, де визначена

рiвнянням (2.63) функцiя fs(θx) стає трохи негативною (хоча це майже не-

помiтно на практицi). З цих причин коректнiше iнтерпретувати такi фун-

кцiї як псевдо-ймовiрнiснi розподiли. Зазначене свавiлля проявляється як

залишкова незначна свобода вибору мiсця розташування кута шляху iнте-

грування (при застосуваннi наближень).

100 1000 104
Χc�Χa

¢

0.02

0.04

0.06
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wh-x

Рис. 2.6. Загальний вiдсоток напiвжорстко розсiяних частинок у проектова-

ному кутовому розподiлi, розрахований за рiвняннями (2.70), (2.62) (чорна

суцiльна крива) i за рiвняннями (2.70), (2.62), (2.59) (штрих-пунктирна су-

цiльна крива). Штрихова крива – наближення (2.71b).

Приймаючи iнтерпретацiю (псевдо-)ймовiрностi, оцiнимо вiдповiдну

повну ймовiрнiсть того, що частинка належить до проектованої напiвжорс-

ткої компоненти:

wh-x(l) = 2

∫ ∞
0

dθxfh(θx, l). (2.70)

При великому χc/χ′a пiдстановка (2.62) в (2.70) та змiна порядку iнтегру-
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вання дають

wh-x =
2

πχc

∫ ∞
0

dν sin
πν2

4
e
ν2

2 ln 2χc
χ′aν

∫ ∞
νχc ln

2χc
νχ′a

dθxe
− θxχc ν

≃
χc≫χ′

a

1

2

∫ ∼χc/χ′
a

0

dννe
− ν

2

2 ln 2χc
χ′aν . (2.71a)

Останнiй одноразовий iнтеграл можна приблизно обчислити шляхом роз-

кладення e
ν2

2 ln ν
2 ≃ 1 + ν2

2 ln ν
2 , почленного iнтегрування, i наступного пред-

ставлення результату у виглядi єдиного дробу в межах прийнятої точно-

стi [5]:

wh-x ≃
χc≫χ′

a

1

ln
(
χ2
c

χ′2
a
ln χ2

c

χ′2
a

)
− ψ(2)

. (2.71b)

Це фактично означає, що wh-x ≃ 1/B. Формула (2.71b) свiдчить, що час-

тка напiвжорстко розсiяних частинок зменшується зi збiльшенням товщи-

ни мiшенi обернено пропорцiйно до її логарифму. Фiзична причина цього

полягає в тому, що межа, за якою частинки слiд розглядати як жорстко

розсiянi, рухається назовнi зi збiльшенням товщини мiшенi завдяки розши-

ренню гауссової компоненти. Натомiсть, в розкладеннi Мольєра тотожнiсть

(2.45) не дозволяє безпосередньо оцiнити кiлькiсть частинок у негауссовiй

компонентi.

Точна поведiнка wh як функцiї χc/χ′a показана на Рис. 2.6 суцiльною

кривою разом з наближенням (2.71b), показаним штриховою кривою. Оче-

видно, що рiвняння (2.71b) дає хороше наближення для wh при χc/χ′a & 102.

Можна також вiдзначити, що надлишок загальної ймовiрностi ws-x+wh-x−1
для ws-x = 2

∫∞
0 dθxfs(θx) i fs(θx), обчисленої у наближеннi (2.69), (2.67), з

C = 2.2, є позитивним, але малим у порiвняннi з whard:

ws-x + wh-x − 1 ∼ 2× 10−3.

Це пiдтверджує самоузгодженiсть наших наближень.

Для розподiлу по повному куту θ вiдповiдна процедура деформування

контуру iнтегрування та вiддiлення компонент була проведена в [5].



116

Напiвжорстко розсiянi частинки можуть проявлятися не лише в кутово-

му розподiлi розсiяння, але i в кутовому розподiлi iонiзацiйних втрат енер-

гiї. Наприклад, в [413, 414] було експериментально виявлено, що для кутiв

вiдхилення, бiльших за типовi, середнi iонiзацiйнi втрати енергiї зростають

на декiлька вiдсоткiв. Тому можна очiкувати, що напiвжорстко розсiянi

частинки втрачають дещо бiльше енергiї, нiж м’яко розсiянi. Однак при

цьому може знадобитися аналiз в термiнах двох комплексних змiнних –

спряжених як до кута розсiяння, так i до втрати енергiї, а опис процедури

деформування поверхнi iнтегрування в просторi двох комплексних змiнних

є значно складнiшим.

Кiнетичнi рiвняння та методи їх розв’язку за допомогою контур-

них iнтегралiв застосовувалися також у теорiї багатофотонних ефектiв

при випромiненнi ультра-релятивiстських електронiв в товстих мiшенях

[6,8, 9, 29,32,35,36].

2.3. Просторово-кутовий розподiл частинок, розсiяних в

аморфному середовищi

Для рiзних застосувань буває необхiдно знати, як пучок частинок пе-

рерозподiляється не лише по кутах, але й у просторi (див. зокрема Розд.

1). Флуктуацiї просторових координат спричиняються флуктуацiями ку-

тiв вiдхилення, тому щоб вирахувати їх, потрiбно розв’язати рiвняння для

об’єднаної функцiї розподiлу f(v⃗⊥, r⃗, t).

Як найпростiший приклад, просторова еволюцiя пружного багаторазо-

вого розсiяння пучкiв швидких заряджених частинок у однорiдному амор-

фному середовищi може бути описана за допомогою транспортного рiвня-

ння
∂f

∂t
+ v⃗ · ∂f

∂r⃗
= Icoll{f} (2.72)

для функцiї розподiлу ймовiрностей f(v⃗⊥, r⃗, t), де vz =
√
v2 − v2⊥ i r⃗ =

(r⃗⊥, z). Тут v⃗ · ∂f∂r⃗ – конвективний член, а в правiй частинi (2.72) знаходи-
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ться iнтеграл зiткнень, який є лiнiйним функцiоналом f та пропорцiйним

щiльностi мiшенi. Початкова умова для Рiвн. (2.72) має вигляд

f(v⃗⊥, r⃗, 0) = δ(v⃗⊥)δ(r⃗). (2.73)

При значнiй товщинi мiшенi часто можна записати iнтеграл зiткнень у

дифузiйному наближеннi як

Icoll{f} = D
∂2

∂v⃗2⊥
f, (2.74)

де D – коефiцiєнт дифузiї.

Суто кутовий розподiл f(v⃗⊥, t) =
∫
f(v⃗⊥, r⃗, t)d

3r задовольняє замкне-

ному рiвнянню
∂f

∂t
= D

∂2f

∂v⃗2⊥
, (2.75)

яке витiкає з (2.72), (2.74) пiсля iнтегрування за r⃗. Вiдповiдний початковий

стан можна отримати з Рiвн. (2.73) як f(v⃗⊥, 0) = δ(v⃗⊥). Розв’язок такої

задачi Кошi, як вiдомо, є розподiлом Гаусса [415]:

f(v⃗⊥, t) =
1

4πDt
e−

v⃗2⊥
4Dt . (2.76)

2.3.1. Поперечний розподiл. Якщо проiнтегрувати f за поздов-

жньою координатою, не цiкавлячись невеликими вiдхиленнями вiд рiвно-

мiрного поздовжнього руху, для функцiї розподiлу по кутах та поперечних

координатах f(v⃗⊥, r⃗⊥, t) =
∫∞
−∞ dzf(v⃗⊥, r⃗, t) отримаємо транспортне рiвня-

ння
∂f

∂t
+ v⃗⊥ ·

∂f

∂r⃗⊥
= D

∂2f

∂v⃗2⊥
(2.77)

з початковою умовою

f(v⃗⊥, r⃗⊥, 0) = δ(v⃗⊥)δ(r⃗⊥). (2.78)

Ключовою властивiстю диференцiального рiвняння в часткових похi-

дних (2.77) та початкової умови (2.78), а значить, i всього розв’язку, є сепа-

рабельнiсть поперечних змiнних в будь-якiй декартовiй системi координат:

f(v⃗⊥, r⃗⊥, t) = f(vx, x, t)f(vy, y, t),
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де f(vx, x, t) задовольняє проектованому транспортному рiвнянню

∂f

∂t
+ vx

∂f

∂x
= D

∂2f

∂v2x
, f(vx, x, 0) = δ(vx)δ(x).

Остання властивiсть означає, що розв’язок повинен мати багатовимiрну

гауссiвську форму:

f(v⃗⊥, r⃗⊥, t) =
1

π
A(t)e−c1(t)v⃗

2
⊥−c2(t)v⃗⊥·r⃗⊥−c3(t)r⃗2⊥. (2.79)

Коефiцiєнти A та cj можна знайти, прямо пiдставивши форму (2.79) до

Рiвн. (2.77), але процедуру можна спростити (зменшити кiлькiсть зв’язкiв

мiж коефiцiєнтами), якщо попередньо виконати перетворення Фур’є по r⃗⊥:

f(v⃗⊥, r⃗⊥, t) =
1

(2π)2

∫
d2q⊥e

iq⃗⊥·r⃗⊥f̃(v⃗⊥, q⃗⊥, t). (2.80)

Тодi Рiвн. (2.77) приймає вигляд

∂f̃

∂t
+ iq⃗⊥ · v⃗⊥f̃ = D

∂2f̃

∂v⃗2⊥
. (2.81)

З тiєї самої причини роздiльностi декартових координат, розв’язок повинен

бути гауссiвським, тобто мати структуру

f̃(v⃗⊥, q⃗⊥, t) =
1

π
A(t)e−λ1(t)v⃗

2
⊥−iλ2(t)q⃗⊥·v⃗⊥−λ3(t)q⃗2⊥. (2.82)

Пiдстановка цього виразу до Рiвн. (2.81) приводить до

1

A

∂A

∂t
−∂λ1
∂t

v⃗2⊥−i
∂λ2
∂t

q⃗⊥·v⃗⊥−
∂λ3
∂t

q⃗2⊥+iq⃗⊥·v⃗⊥ = D
[
−4λ1 + (2λ1v⃗⊥ + iλ2q⃗⊥)

2
]
,

звiдки витiкає система звичайних диференцiальних рiвнянь для коефiцiєн-

тiв:

dλ1
dt

= −4Dλ21, (2.83)

dλ2
dt

= 1− 4Dλ1λ2, (2.84)

dλ3
dt

= Dλ22, (2.85)

dA

dt
= −4Dλ1A. (2.86)
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Ця система є нелiнiйною, але на щастя, вона не сильно зв’язана, i її легко

розв’язати, починаючи iз замкненого рiвняння для λ1. Початкова умова

(2.78) означає, що в лiмiтi t→ 0 Фур’є образ f̃ повинен стати незалежним

вiд q⃗⊥ i розбiжним при v⃗⊥ → 0, звiдки

λ2, λ3 →
t→0

0, λ1 →
t→0
∞. (2.87)

З урахуванням цього, рiвняння (2.83)–(2.86) розв’язуються наступним чи-

ном:

λ1 =
1

4Dt
, (2.88)

λ2 =
t

2
, (2.89)

λ3 =
Dt3

12
, (2.90)

A ∝ 1

t
. (2.91)

Для нормування повної ймовiрностi на одиницю,∫
d2r⊥d

2v⊥f(v⃗⊥, r⃗⊥, t) =

∫
d2v⊥f̃(v⃗⊥, 0, t) =

A

λ1
= 1,

потрiбно, щоб A = λ1 =
1

4Dt . Пiсля пiдстановки знайдених коефiцiєнтiв до

Рiвн. (2.80) i подальшого iнтегрування отримуємо розв’язок Фермi [182]:

f =
3

4π2D2t4
exp

[
− 3

Dt3

(
r⃗⊥ −

v⃗⊥t

2

)2

− 1

4Dt
v⃗2⊥

]
(2.92a)

=
3

4π2D2t4
exp

[
− 1

Dt

(
θ⃗2 − 3θ⃗ · r⃗⊥

t
+ 3

r⃗2⊥
t2

)]
, (2.92b)

який є гауссiвським, як i очiкувалось в (2.79).13

Розв’язок (2.92a) може бути записаний також як

f =
3

4π2D2t4
exp

− 3

Dt

(
r⃗⊥
t
− θ⃗ + θ⃗0

2

)2

− 1

4Dt
(θ⃗ − θ⃗0)2

 , (2.93)

13Його можна також обчислити за межами дифузiйного наближення (див. [416]), але тут ми не

будемо вдаватися до такого узагальнення.
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що виражає фiзичну симетрiю вiдносно перестановки θ⃗ ↔ θ⃗0. Середнє зна-

чення r⃗⊥/t дорiвнює середньому арифметичному θ⃗ та θ⃗0. Ще однiєю примi-

тною властивiстю є вiдсутнiсть кореляцiй мiж r⃗⊥
t −

θ⃗+θ⃗0
2 та θ⃗− θ⃗0. 12-разова

вiдмiннiсть коефiцiєнтiв при квадратах доданкiв в показнику експоненти

показує, що кореляцiя r⃗⊥/t з θ⃗, θ⃗0 є сильнiшою нiж взаємна кореляцiя. Це

зрозумiло, оскiльки вiдношення r⃗⊥/t тiснiше пов’язане з серединним iнтер-

валом траєкторiї, тодi як θ⃗ та θ⃗0 переважно спiввiдносяться з його кiнцями.

Знання функцiї розподiлу по поперечних координатах стає необхiдним

на практицi в задачах з поперечно неоднорiдною мiшенню. Такi задачi бу-

дуть розглядатися в наступних роздiлах, а розв’язок (2.82) буде для них

референтним.

2.3.2. Розподiл по v⃗⊥ та поздовжнiй координатi. Переходячи

до розподiлу по поздовжнiй координатi, почнемо з редукованої функцiї

розподiлу f(v⃗⊥, z, t) =
∫
d2r⊥f(v⃗⊥, r⃗⊥, z, t). Вона пiдкоряється рiвнянню,

яке витiкає з (2.72) пiсля iнтегрування за r⃗⊥ та застосування наближення

малих кутiв вiдхилення (високої енергiї) vz ≈ v − v⃗2⊥
2v :

∂f

∂t
+

(
v − v⃗2⊥

2v

)
∂f

∂z
= D

∂2f

∂v⃗2⊥
. (2.94)

Перетворення Фур’є по z,

f(v⃗⊥, z, t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dqze
iqz(z−vt)f̃(v⃗⊥, qz, t), (2.95)

приводить (2.94) до рiвняння

∂f̃

∂t
− iqz

2v
v⃗2⊥f̃ = D

∂2f̃

∂v⃗2⊥
. (2.96)

Формально воно аналогiчне рiвнянню Шредiнгера для гармонiчного осци-

лятора, але з уявною частотою [183].14 На вiдмiну вiд рiвняння (2.96), це

рiвняння не може бути розв’язане звичайним перетворенням Фур’є по v⃗⊥.
14Також воно подiбне до транспортного рiвняння, яке виникає в теорiї ефекту ЛПМ (див. [124]), але

на вiдмiну вiд останнього, не мiстить частоти фотона.
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Але, на щастя, воно належить до класу рiвнянь, якi допускають розв’язок

у виглядi гауссiану.

Щоб продемонструвати це, шукаємо розв’язок Рiвн. (2.96) у формi

f̃(v⃗⊥, qz, t) =
1

π
A(qz, t)e

−λ1(qz,t)v⃗2⊥, (2.97)

пiдстановка якої приводить до рiвняння

1

A

∂A

∂t
− ∂λ1

∂t
v⃗2⊥ −

iqz
2v
v⃗2⊥ = D

(
−4λ1 + 4λ21v⃗

2
⊥
)
.

Прирiвнюючи нулю коефiцiєнти при рiзних ступенях v⊥, отримуємо систе-

му рiвнянь:
∂λ1
∂t

= −4Dλ21 −
iqz
2v
, (2.98)

∂A

∂t
= −4Dλ1A. (2.99)

Аналогiчно ситуацiї з анзацем (2.82), початковою умовою для параметрiв

є

λ1, A →
t→0
∞.

Знову, оскiльки рiвняння (2.98) для λ1 є замкнутим, його можна прямо

проiнтегрувати, хоча тепер це приводить до складнiшого результату:

t =

∫ ∞
λ1

dλ1

4Dλ21 +
iqz
2v

=
1

4D
√
− iqz

8Dv

arcoth
λ1√
− iqz

8Dv

.

Звiдси можна явно виразити λ1:

λ1 =

√
− iqz
8Dv

coth 4Dt

√
− iqz
8Dv

. (2.100)

У свою чергу,

A = exp

(
−4D

∫
dtλ1

)
= exp

(
−4D

∫
dλ1

dt

dλ1
λ1

)

= exp

(∫
dλ1λ1

λ21 +
iqz
8Dv

)
∝
√
λ21 +

iqz
8Dv

=

√
− iqz

8Dv

sinh 4Dt
√
− iqz

8Dv

.
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Знов, умова нормування∫
dzd2v⊥f(v⃗⊥, z, t) =

∫
d2v⊥f̃(v⃗⊥, 0, t) = 1

вимагає, щоб A →
qz→0

λ1 → 1
4Dt . Отже,

A =

√
− iqz

8Dv

sinh 4Dt
√
− iqz

8Dv

. (2.101)

Пiдставляючи знайденi коефiцiєнти до Рiвн. (2.97), отримуємо розв’я-

зок рiвняння переносу (2.94) у виглядi одноразового iнтеграла:

f(v⃗⊥, z, t) =
1

2π2

∫ ∞
−∞

dqze
iqz(z−vt)

√
− iqz

8Dv

sinh 4Dt
√
− iqz

8Dv

× exp

[
−v2⊥

√
− iqz
8Dv

coth 4Dt

√
− iqz
8Dv

]
. (2.102)

Iнтегруючи за v⃗⊥, отримуємо розподiл лише по поздовжнiй координатi:

f(z, t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dqze
iqz(z−vt) 1

cosh 4Dt
√
− iqz

8Dv

. (2.103)

Вiн не є гауссiвським, але все ж є масштабно-iнварiантним, оскiльки може

бути виражений як функцiя однiєї змiнної:

f(z, t) =
v

2Dt2
Φz

[
v(vt− z)
2Dt2

]
(2.104)

з

Φz(s) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dQze
iQzs

1

cosh
√
iQz

=
π

2

∂

∂u
ϑ1
(
u, e−π

2s
)∣∣∣∣
u=0

, (2.105)

де ϑ1 – одна з елiптичних тета-функцiй [417,418].

Розподiли (2.102), (2.103) є дiйсними, оскiльки i входить до них скрiзь в

добутку з qz, а комплексне спряження iнтеграла в цiлому еквiвалентно змiнi

знаку змiнної iнтегрування. При z > vt цi розподiли тотожньо дорiвнюють

нулю. Математично це зумовлено можливiстю вивести шлях iнтегруван-

ня на нескiнченнiсть у верхнiй напiвплощинi комплексного qz (або нижнiй
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пiвплощинi Qz), де пiдiнтегральний вираз експоненцiйно прямує до нуля.

Але фiзична причина, очевидно, полягає в тому, що частинка, що рухає-

ться вздовж кривої траєкторiї з постiйною швидкiстю, не може випередити

частинку, яка рухається прямолiнiйно з тiєю ж швидкiстю.

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2
s

1

2

3

4
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6

7

F

Fr

Fz

Рис. 2.7. Червона суцiльна крива, Рiвн. (2.105). Червона штрихова кри-

ва, асимптотика (2.106). Червоний пунктир, Рiвн. (2.107). Синя суцiльна

крива, Рiвн. (2.126). Синя штрихова крива, Рiвн. (2.127). Синя пунктирна

крива, Рiвн. (2.128).

При великих s розподiл (2.103) має асимптотику

Φz(s) ≃
s→+∞

πe−
π2

4 s, (2.106)

що визначається найближчим до дiйсної осi полюсом пiдiнтегрального ви-

разу у Рiвн. (2.103) у верхнiй напiвплощинi Qz (коли cosh
√
iQz →

Qz→iπ2/4
0).

При малих s

Φz(s) ≃
s→+0

1√
πs3/2

e−
1
4s , (2.107)

що визначається сiдловою точкою в нижнiй напiвплощинi. Загальна пове-

дiнка функцiї (2.105) показана на Рис. 2.7 червоною суцiльною кривою,

тодi як наближення (2.106) та (2.107) показанi штриховою та пунктирною

кривими вiдповiдно. З рисунку видно, що фактично цi наближення пере-

криваються, i (2.107) охоплює максимум точного розподiлу, який, таким

чином, знаходиться при s ≈ 1/6.



124

Отриманий розподiл можна також iнтерпретувати як розподiл по флу-

ктуацiях довжини шляху vt для частинки, яка проходить крiзь мiшень

товщини z. У такому контекстi дана проблема розглядалася Янгом [183].

Розв’язок, запропонований у [183], є еквiвалентним (2.102), (2.103), хоча вiн

виражається в термiнах нескiнченного ряду пiд iнтегралом Фур’є. Пiдiнте-

гральний вираз (2.102) є замкнутою формою, до якої цей ряд пiдсумовує-

ться при значеннi параметра p = 0 (тобто в iнтегралi функцiї розподiлу за

r⃗⊥). Детальнiше обговорення властивостей функцiї (2.103) можна знайти

в [419].

З практичного погляду найважливiше те, що

⟨z⟩ (t) =
∫ ∞
−∞

dzzf(z, t) = vt− 2Dt2

v

∫ ∞
−∞

dssΦz(s) = vt− Dt2

v
, (2.108)

а отже, в мiшенi фiксованої товщини z пробiг частинок (до якого пропор-

цiйна кiлькiсть непружних процесiв – наприклад, середня втрата енергiї на

iонiзацiю) залежить вiд z не зовсiм лiнiйно [420]:

⟨vt⟩ (z) = z

(
1 +

Dz

v3

)
. (2.109)

Якщо ж на виходi з мiшенi вимiрювати кут вiдхилення v⊥/v, то при його

фiксованому значеннi

⟨z⟩ (v⊥, t) =

∫∞
−∞ dzzf(v⃗⊥, z, t)∫∞
−∞ dzf(v⃗⊥, z, t)

= vt+
2Dt2

v

∂

∂iQz

√
iQz

sinh
√
iQz

e
v2⊥
4Dt (1−

√
iQz coth

√
iQz)

∣∣∣∣
Qz=0

= vt− Dt2

3v

(
1 +

v2⊥
2Dt

)
, (2.110)

звiдки

⟨vt⟩ (v⊥, z) = z

(
1 +

v2⊥
6v2

+
Dz

3v3

)
. (2.111)

Другий член в дужках тут не залежить вiд мiшенi (нi вiд D, нi вiд z).

Однак, його залежнiсть вiд v⊥/v є квадратичною, в той час як в експе-

риментах [413, 414] (при нерелятивiстських енергiях) спостерiгалась зале-

жнiсть, ближча до лiнiйної.



125

2.3.3. 3-вимiрний координатний розподiл. Тепер ми можемо

розрахувати найбiльш детальний розподiл, залежний вiд трьох просторо-

вих координат та двох поперечних компонент кута вiдхилення. Цей розпо-

дiл задовольняє рiвнянню переносу

∂f

∂t
+ v⃗⊥ ·

∂f

∂r⃗⊥
+

(
v − v⃗2⊥

2v

)
∂f

∂z
= D

∂2f

∂v⃗2⊥
. (2.112)

Щоб скористатися перевагами всiх методiв, розвинутих у попереднiх пiд-

роздiлах, виконаємо перетворення Фур’є по всiх трьох просторових компо-

нентах функцiї розподiлу:

f(v⃗⊥, r⃗, t) =
1

(2π)3

∫
d3qeiqz(z−vt)+iq⃗⊥·r⃗⊥f̃(v⃗⊥, q⃗, t). (2.113)

Це приводить рiвняння (2.112) до форми

∂f̃

∂t
+ iq⃗⊥ · v⃗⊥f̃ −

iqz
2v
v⃗2⊥f̃ = D

∂2f̃

∂v⃗2⊥
. (2.114)

Розв’язок останнього рiвняння знову шукається у виглядi гауссiану:

f̃(v⃗⊥, q⃗, t) =
1

π
A(t)e−λ1(t)v⃗

2
⊥−iλ2(t)q⃗⊥·v⃗⊥−λ3(t)q⃗2⊥. (2.115)

Його пiдстановка до Рiвн. (2.114) дає систему рiвнянь для коефiцiєнтiв:

∂λ1
∂t

= −4Dλ21 −
iqz
2v
, (2.116)

∂λ2
∂t

= 1− 4Dλ1λ2, (2.117)

∂λ3
∂t

= Dλ22, (2.118)

∂A

∂t
= −4Dλ1A. (2.119)

Ця система вiдрiзняється вiд (2.83)–(2.86) лише одним доданком у правiй

частинi Рiвн. (2.116), який приводить рiвняння до форми (2.98). Грани-

чними умовами залишаються рiвняння (2.87). Тому розв’язком є тi самi

вирази (2.100), (2.101), а також

λ2 =

∫ t

0

dt′e4D
∫ t′
t
dt′′λ1(t

′′)
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=
1

sinh 4Dt
√
− iqz

8Dv

∫ t

0

dt′ sinh 4Dt′
√
− iqz
8Dv

=
1

4D
√
− iqz

8Dv

tanh 2Dt

√
− iqz
8Dv

, (2.120)

λ3 = D

∫ t

0

dt′λ22

=
iv

2qz

t− 1

2D
√
− iqz

8Dv

tanh 2Dt

√
− iqz
8Dv


≡ iv

qz

(
t

2
− λ2

)
. (2.121)

Просторовий розподiл. Використовуючи отриманi коефiцiєнти,

спочатку знайдемо суто просторовий 3-вимiрний розподiл f(r⃗, t). Вiн по-

требує обчислення iнтеграла∫
d2v⊥d

2q⊥e
−λ1(t)v⃗2⊥−iλ2(t)q⃗⊥·v⃗⊥−λ3(t)q⃗2⊥+iq⃗⊥·r⃗⊥ =

π2

λ1λ3 + λ22/4
e
− r2⊥

4λ3+λ
2
2/λ1

=
4π2qz

iv(2tλ1 − 1
2D)

e

iqzr
2
⊥

v(2t− 1
2Dλ1

) , (2.122)

де в останньому рядку була використана тотожнiсть

4λ1λ3 + λ22 =
iv

qz

(
2tλ1 −

1

2D

)
. (2.123)

Пiдставляючи (2.122) до Рiвн. (2.113), отримуємо

f(r⃗, t) =
1

2π2iv

∫ ∞
−∞

dqz
qzA(qz, t)

2tλ1(qz, t)− 1
2D

e
iqz

{
z−vt+ r2⊥

v[2t− 1
2Dλ1(qz,t)

]

}

=
iv

16π2D2t5

∫ ∞
−∞

dQzQz

cosh
√
iQz − sinh

√
iQz√

iQz

× exp

iQz

v(vt− z)
2Dt2

− r2⊥

4Dt3
(
1− tanh

√
iQz√

iQz

)
 . (2.124)

Аналогiчно (2.103), цей розподiл зникає при z − vt +
r2⊥
2vt ≃ r − vt > 0, в

силу причинностi, як пояснювалося ранiше.
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Зображення розподiлу (2.124) в площинi z, |r⃗⊥| (див. Рис. 2.8а) показує,

що вiн має чашоподiбну форму. Це означає, що радiальний розподiл

f(r, t) =

∫
dzd2r⊥δ

(
z +

r2⊥
2vt
− r
)
f(r⃗, t) =

v

2Dt2
Φr

[
v(vt− r)
2Dt2

]
, (2.125)

Φr(s) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dQze
iQzs

√
iQz

sinh
√
iQz

=
∂

∂s
ϑ4
(
0, e−π

2s
)

(2.126)

буде значно вужчим, нiж розподiл Φz(s). Це пiдтверджується Рис. 2.7 (си-

ня суцiльна крива). Щоб зробити порiвняння бiльш кiлькiсним, наведемо

асимптотику Φr(s) при великих s:

Φr(s) ≃
s→+∞

2π2e−π
2s, (2.127)

i малих s:

Φr(s) ≃
s→+0

1

2
√
πs5/2

e−
1
4s . (2.128)

Очевидно, що обидвi цi асимптотики є крутiшими, нiж їхнi аналоги (2.106)

та (2.107).
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Рис. 2.8. а). 3-вимiрний просторовий розподiл багаторазово розсiяних ча-

стинок, виражений рiвнянням (2.124). б). Сумiсний розподiл багаторазово

розсiяних частинок по r − vt i v⃗2⊥, виражений Рiвн. (2.133).
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Повний розподiл. Для деяких застосувань (зокрема, до задач ви-

промiнювання) потрiбно знати повну функцiю розподiлу f(v⃗⊥, r⃗, t). Пiд-

становка отриманої форми (2.115) до рiвняння (2.113) приводить до

f(v⃗⊥, r⃗, t) =
1

(2π)3π

∫
d3qA(qz, t) exp

[
iqz(z − vt) + iq⃗⊥ · r⃗⊥ −

ivt

2qz
q⃗2⊥

−iλ2(qz, t)q⃗⊥ · v⃗⊥ +
iv

qz
λ2(qz, t)q⃗

2
⊥ − λ1(qz, t)v⃗2⊥

]
, (2.129)

де λ3 було виключено на користь λ2 за допомогою (2.121). Якщо ми вира-

зимо тут z через r =
√
z2 + r⃗2⊥ ≈ z +

r⃗2⊥
2vt , то доданки − iqz

2vt r⃗
2
⊥, iq⃗⊥ · r⃗⊥ та

− ivt
2qz
q⃗2⊥ об’єднуються у повний квадрат. Крiм того, члени −iλ2(qz, t)q⃗⊥ · v⃗⊥

та iv
qz
λ2(qz, t)q⃗

2
⊥ можна доповнити до повного квадрату. Це дає

f(v⃗⊥, r⃗, t) =
1

(2π)3π

∫
d3qA(qz, t) exp

[
iqz (r − vt)

−iqzvt
2

(
q⃗⊥
qz
− r⃗⊥
vt

)2

+ ivqzλ2

(
q⃗⊥
qz
− v⃗⊥

2v

)2

−
(
λ1 +

iqz
4v
λ2

)
v⃗2⊥

]
. (2.130)

Тут показник експоненти є симетричним вiдносно перестановки θ⃗ ↔ θ⃗0, що

можна зробити явним, переписавши v⃗2⊥ = (θ⃗ − θ⃗0)
2, q⃗⊥

qz
− v⃗⊥

2v = q⃗⊥
qz
− θ⃗+θ⃗0

2v .

Якщо крiм тог, зсунути змiнну iнтегрування q⃗⊥,

f(v⃗⊥, r⃗, t) =
1

(2π)3π

∫
d3qA(qz, t) exp

[
iqz (r − vt)

−iqzvt
2

(
q⃗⊥
qz

)2

+ ivqzλ2

(
q⃗⊥
qz

+
r⃗⊥
vt
− v⃗⊥

2v

)2

−
(
λ1 +

iqz
4v
λ2

)
v⃗2⊥

]
, (2.131)

бачимо, що результат залежить лише вiд рiзницi r⃗⊥/t− v⃗⊥/2. Запис (2.131)

робить очевидним той факт, що розподiл f(v⃗⊥, r⃗, t) прямує до нуля при

r > vt, оскiльки серед доданкiв у показнику експоненти в пiдiнтегрально-

му виразi, iqz (r − vt) має найбiльшу швидкiсть зростання в комплекснiй

площинi qz [λ2 = O(q−1/2z )]. Iнтегрування за q⃗⊥ тепер може бути викона-

не без втрати будь-якої корисної симетрiї, i приводить до представлення

повної функцiї розподiлу як одноразового iнтеграла:

f(v⃗⊥, r⃗, t) =
1

(2π)3λ3

∫ ∞
−∞

dqzA(qz, t)



129

× exp

[
iqz (r − vt)−

tλ2
2λ3

(
r⃗⊥
t
− v⃗⊥

2

)2

−
(
λ1 +

iqz
4v
λ2

)
v⃗2⊥

]
.(2.132)

В подальшому, для задач випромiнювання, нас буде фактично цiкавити

розподiл за v⃗⊥ та модулем r⃗:

f(v⃗⊥, r, t) =

∫
dzd2r⊥δ

(
z +

r2⊥
2vt
− r
)
f(v⃗⊥, r⃗, t)

=
π

(2π)3

∫ ∞
−∞

dqz
2tA

λ2
exp

[
iqz (r − vt)−

(
λ1 +

iqz
4v
λ2

)
v⃗2⊥

]
≡ −it

16π2v

∫ ∞
−∞

dqz
qz

sinh2 2Dt
√
− iqz

8Dv

× exp

[
iqz (r − vt)−

v⃗2⊥
2

√
− iqz
8Dv

coth 2Dt

√
− iqz
8Dv

]
≡ iv

64π2D2t3

∫ ∞
−∞

dQz
Qz

sinh2 1
2

√
iQz

× exp

[
iQz

v (vt− r)
2Dt2

− v⃗2⊥
8Dt

√
iQz coth

√
iQz

2

]
. (2.133)

Вiн зображений на Рис. 2.8б.

2.4. Висновки до Роздiлу 2

В цьому Роздiлi ми бачили, що навiть теорiя багаторазового розсiюва-

ння швидких частинок у найпростiшому – аморфному середовищi виявля-

ється не настiльки очевидною як може здатися на перший погляд. А саме:

— В теорiї розсiяння на окремому атомi виявляється, що серед чи-

малої кiлькостi наявних модельних атомних потенцiалiв жоден не

може вважатися цiлком прийнятним для опису слабко екрановано-

го кулонiвського розсiювання. Актуальною є проблема точнiшого

експериментального та теоретичного визначення параметрiв потен-

цiалiв, якi були введенi в Роздiлi 2.1.

— В теорiї багаторазового розсiювання (Розд. 2.2) не можна предста-

вити кутовий розподiл як суму гауссового розподiлу, який вiдповiд-
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ає м’якому розсiюванню, та внеску жорстких одноразових, резер-

фордiвських розсiянь, оскiльки в не надто тонкiй мiшенi жорсткi

розсiяння теж стають багаторазовими, хоча цей ефект потрiбно вiд-

рiзняти вiд м’якого кратного розсiяння (plural scattering) в тонких

мiшенях. Може здатися (див. зноску 10), що чiткої межi мiж м’яко

та жорстко розсiяними частинками не iснує, але вона, тим не менш,

може бути визначена, хоча i в комплекснiй площинi (Рис. 2.4).

— Що стосується просторового розподiлу багаторазово розсiяних ча-

стинок (Розд. 2.3), потрiбно враховувати, що його фронт є викривле-

ним (Рис. 2.8а), i тому в цьому розподiлi присутнi рiзнi просторовi

масштаби (Рис. 2.7). При цьому на практицi можуть знадобитися

розподiли по недекартовим змiнним, таким як |r⃗| (див. Розд. 4).

Втiм, проходження частинок крiзь аморфне середовище дiйсно є про-

цесом, найпростiшим для опису, i допускає найповнiше трактування.
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РОЗДIЛ 3

РОЗСIЮВАННЯ В КРИСТАЛАХ

Проходження швидких заряджених частинок крiзь кристали незрiвнян-

но рiзноманiтнiше i складнiше, нiж крiзь аморфну речовину. В розподiлах

частинок, що пройшли крiзь кристал, iснують значнi орiєнтацiйнi ефекти,

для пояснення яких потрiбно враховувати, що при достатньо малому кутi

руху частинки вiдносно будь-якого з головних кристалографiчних напрям-

кiв електричнi поля атомiв починають дiяти на частинку узгоджено, фор-

муючи усереднений, так званий «неперервний» потенцiал (див. Розд. 1.5.2).

Iснують також вищi гармонiки потенцiалу, а також некогерентне багатора-

зове розсiювання на окремих атомах та електронах, але їх вiдносна вели-

чина зменшується зi зростанням енергiї швидкої частинки. Тим не менш,

їх теж буває необхiдно враховувати навiть при високих енергiях, оскiльки

вони викликають переходи мiж станами, яких не iснувало б у суто непе-

рервному потенцiалi (наприклад, мiж станами з визначеною поперечною

енергiєю).

У зв’язку з цим, дослiдження з перших принципiв з’ясовують, чи мо-

жна вважати некогерентне розсiювання таким, що викликається окремими

атомними корами, i якщо так, то який у них радiус екранування, а якщо

нi, то в чому полягають залишковi орiєнтацiйнi ефекти, i чи можна вза-

галi описувати некогерентне розсiювання пертурбативно, враховуючи що

рух у неперервному потенцiалi описується класичною механiкою. Феноме-

нологiчнi ж пiдходи не чекають на розв’язок всiх цих питань, а вводять

некогерентне розсiювання евристичним чином, пiдганяючи параметри пiд

згоду з експериментами.

Навiть при спрощеному врахуваннi некогерентного розсiювання (на-

приклад, у наближеннi Фоккера-Планка з деяким коефiцiєнтом дифузiї)
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розв’язок рiвнянь переносу є складнiшим, нiж у однорiднiй аморфнiй речо-

винi. Порушується трансляцiйна iнварiантнiсть по тим чи iншим ступеням

свободи, i водночас зростає роль конвекцiї. Оскiльки конвекцiя фiзично

викликається дифузiєю, зрозумiло, що цi процеси не можуть описуватися

окремо. В найпростiших випадках, таких як донат-розсiювання, їх можна

звести до єдиного звичайного диференцiального рiвняння 2-го порядку, яке

дозволяє детальний аналiз.

Конвекцiя може мати навiть критичний характер, як в задачi про пло-

щинне деканалювання позитивно заряджених частинок, коли частинка, до-

сягши достатньо великої амплiтуди коливань в каналi, пiдходить близько

до областi концентрацiї атомних ядер, де вибивається з каналу. У цьому

випадку дифузiйно-конвекцiйна задача є крайовою, i має нетривiальнi аспе-

кти як вдалечинi вiд, так i поблизу границь.

З сучасної точки зору, вже не можна обiйти увагою проходження крiзь

зiгнутi кристали. Зрозумiло, що опис таких процесiв має бути ще складнi-

шим i рiзноманiтнiшим, нiж у прямому кристалi. Тому тут ми обмежи-

мося площинною орiєнтацiєю. За цих умов, до мiжплощинного потенцiалу

додається вiдцентровий потенцiал, причому при високiй енергiї вiн здатен

конкурувати з мiжплощинним. Поєднання двох рiзнопланових потенцiалiв,

навiть у режимi без зiткнень, може давати цiкавi ефекти, такi як об’ємне

вiдбиття, якому ми придiлимо основну увагу.

3.1. Взаємодiя швидких частинок з атомним ланцюжком та

атомною площиною. Роздiлення внескiв неперервного

потенцiалу та некогерентного кулонiвського розсiювання

Оскiльки опис процесiв проходження заряджених частинок крiзь кри-

стали – це багатогранна проблема, її розгляд доцiльно почати з найпро-

стiшої задачi – розсiяння швидкої зарядженої частинки на окремому атом-

ному ланцюжку. У цьому випадку орiєнтацiйнi ефекти залежать лише вiд

одного параметра – кута мiж iмпульсом частинки та напрямком ланцюжка.
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Навiть якщо взаємодiю швидкої зарядженої частинки з окремим ато-

мом ланцюжка припустимо трактувати по теорiї збурень, при малому кутi

падiння на ланцюжок частинка проходить крiзь багато атомiв, i тому її

рух вимагає непертурбативного опису. За таких обставин загалом виправ-

дано застосування класичної механiки, як це робилося в пiонерськiй роботi

Лiндхарда [299], де було розвинуто поняття неперервного, або усередне-

ного потенцiалу ланцюжка. Але використання самого лише неперервного

потенцiалу призводить до нехтування внеском некогерентного багаторазо-

вого розсiювання на окремих атомах при близьких зiткненнях з ними, яке

може теж вiдiгравати суттєву роль на практицi. Фiрсов [421] розглядав

флуктуацiю поперечної енергiї при плавному наближеннi класичної заря-

дженої частинки до ланцюжка, складеного з атомiв, але змiг лише довести,

що вона експоненцiйно убуває зi збiльшенням мiнiмальної вiдстанi набли-

ження до ланцюжка.

Квантовi непертурбативнi аспекти даної задачi дослiджувалися в [422]

з використанням ейконального наближення для iдеального випадку руху

швидкої зарядженої частинки точно вздовж ланцюжка. В цiй геометрiї лан-

цюжок ефективно виступає як єдиний гiперзаряджений атом, що дозволяє

розв’язувати задачу в дусi Роздiлу 2.1. Але для макроскопiчного ланцюж-

ка, який в реальному кристалi мiстить мiльйони атомiв, точна орiєнтацiя є

надто рiдкiсною, i подiбний розгляд не дозволяє адекватно описати ефекти

багаторазового некогерентного розсiювання.

В комп’ютерних програмах для моделювання проходження швидких за-

ряджених частинок крiзь орiєнтованi кристали, в яких для пришвидшення

обчислення використовують неперервнi потенцiали (див. Розд. 1.6), вне-

сок некогерентного розсiювання зазвичай просто додають до розсiювання

у полi неперервного потенцiалу, припускаючи локальну подiбнiсть некоге-

рентного процесу в кристалi до розсiювання в однорiднiй аморфнiй речови-

нi [423]. Однак, подiбний евристичний пiдхiд iгнорує ту обставину, що коли

проекцiя вiдстанi мiж сусiднiми ядрами на площину прицiльних параметрiв
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стає значно меншою вiд радiусу екранування атома, вона може перейняти

на себе роль радiусу екранування. Крiм того, некогерентна складова роз-

сiяння в полi орiєнтованого ланцюжка не повинна апрiорi бути однаковою

в обох поперечних напрямках. Тут ми розглянемо цей комплекс питань,

аналiзуючи вiдмiнностi точного диференцiального перерiзу розсiяння вiд

внеску до нього неперервного потенцiалу. При цьому суттєвими виявляю-

ться квантовi ефекти, в той час як вiдхилення у неперервному потенцiалi

зазвичай дiйсно можна описувати класичною механiкою.

Аналогiчним чином ми розглянемо i проблему взаємодiї частинок з

атомною площиною, яка складається з перiодичної послiдовностi ланцюж-

кiв (конфiгурацiя «струни струн» [299]). У цьому випадку орiєнтацiйнi ефе-

кти залежать вiд двох кутiв. Важливе значення має лiмiт так званої пло-

щинної орiєнтацiї, коли внеском розсiювання на окремих атомних ланцюж-

ках можна знехтувати, а сукупний площинний неперервний потенцiал стає

вiдносно однорiдним у обох поперечних напрямках (квазi-аморфна орiєн-

тацiя кристалiчної площини). Однак, як зазначалося ще Лiндхардом [299],

умови застосування неперервного потенцiалу для площини є менш три-

вiальними, нiж для струни. Нещодавно в чисельному моделюваннi [385]

(див. також [424]) були знайденi залишковi вiдмiнностi мiж середньоква-

дратичними кутами багаторазового розсiяння в кристалi в «аморфнiй» орi-

єнтацiї та вiдповiдними значеннями у справжнiй аморфнiй мiшенi з того

ж самого матерiалу i тiєї ж щiльностi. Ми пояснимо фiзичне походження

цього ефекту.

3.1.1. Розсiяння на одному атомному ланцюжку. Роздiлення

внескiв неперервного потенцiалу та некогерентного розсiяння. У

цьому пiдроздiлi ми розглянемо розсiяння зарядженої частинки на iдеаль-

ному прямому ланцюжку перiодично розташованих атомiв, нехтуючи їхнi-

ми тепловими коливаннями та квантовими флуктуацiями (тобто в стати-

чному наближеннi, вважаючи атоми нескiнченно важкими). Ми також зне-
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Рис. 3.1. Схематичне зображення вигляду атомного ланцюжка з боку пу-

чка частинок, скерованого на ланцюжок пiд невеликим кутом. В цих умо-

вах кулонiвськi поля окремих атомiв ефективно «екрануються» шляхом

взаємного скорочення на вiдстанях ∼ d⊥/2, тодi як на бiльших вiдстанях

потенцiали атомiв об’єднуються в єдиний неперервний потенцiал.

хтуємо перебудовою атомних оболонок, якi перекриваються в ланцюжку.

Тодi потенцiал ланцюжка представляється сумою потенцiалiв сферично-

симетричних атомiв:

Vs(r⃗) =
∞∑

n=−∞
V
(
r⃗ − nd⃗

)
,

де d – мiжатомна вiдстань. Для простоти будемо також вважати частинку

достатньо швидкою щоб знехтувати як її вiдхиленням в областi взаємодiї

з ланцюжком, так i неоднорiднiстю розподiлу по прицiльних параметрах.

Це є виправданим, оскiльки ми розглядаємо високо-надбар’єрний рух, а

не каналювання. Таким чином, наша постановка задачi властива для на-

дбар’єрного руху, i суттєво вiдрiзняється вiд процедури видiлення внеску

некогерентних процесiв при каналюваннi [299, 319]. Вона також є iстотно

простiшою.

Класична передача iмпульсу частинцi виражається у цьому випадку як

сума передач iмпульсiв вiд окремих атомiв, кожен з яких характеризується

прицiльним параметром b⃗, що задає близьку до прямої траєкторiю швидкої

частинки:

q⃗(⃗b) = −1
v
∇⊥
∫ ∞
−∞

dzVs(r⃗) = ∇⊥
∞∑

n=−∞
χ0

(⃗
b− nd⃗⊥

)
, (3.1)
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де

χ0(⃗b) = −
1

v

∫ ∞
−∞

dzV (r⃗). (3.2)

Якщо потенцiал одного атома представити у виглядi

V (r⃗) = Ze2
e−r/a

r
(3.3)

(у випадку розсiювання електронiв загальний знак має бути змiнений), пiд-

ставляючи його до (3.2), отримуємо

χ0(⃗b) = −2
Ze2

v
K0(b/a). (3.4)

У квантовiй механiцi локальний зв’язок (3.1) порушується, але кванто-

вий диференцiальний перерiз розсiяння в ейкональному наближеннi

dσ

d2q
=

∣∣∣∣ 1

2π~

∫
d2be

i
~ q⃗·⃗b
[
1− e

i
~
∑
χ0

]∣∣∣∣2 , (3.5)

мiстить таку ж суму
∑
χ0. Тому в будь-якому випадку нам потрiбно спо-

чатку обчислити цю суму.

Щоб пiдсумувати ряд з доданками (3.4), зручно застосувати перетво-

рення Фур’є для загального члена χ0(⃗b) уздовж напрямку ланцюжка (Ox,

див. Рис. 3.1):

K0

(√
x2 + y2/a

)
=

1

2

∫ ∞
−∞

dξ
eixξ−|y|

√
a−2+ξ2√

a−2 + ξ2
, (3.6)

i, пiдставляючи його до Рiвн. (3.1), змiнити порядок пiдсумовування та

iнтегрування, з використанням тотожностi Пуассона
∞∑

n=−∞
ei(x−nd⊥)ξ = eixξ

∞∑
n=−∞

δ

(
d⊥ξ

2π
− n

)
. (3.7)

Подальше iнтегрування виникаючих дельта-функцiй за ξ дає

∞∑
n=−∞

χ0

(⃗
b− nd⃗⊥

)
= −Ze

2

v

∞∑
n=−∞

e2πinx/d⊥
e−|y|
√
a−2+(2πn/d⊥)2√

(d⊥/2πa)2 + n2
. (3.8)

Таким чином, ми трансформували одну суму в iншу, але простiшу для

аналiзу.
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Рис. 3.2. а). Ейкональна функцiя
∑∞

n=−∞ χ0(x − nd⊥, y) для статичного

атомного ланцюжка з однаковими вiдстанями мiж атомами [Рiвн. (3.8),

для a/d⊥ = 5]. б). Жорстка компонента ейкональної функцiї, χ(h)
0 (⃗b)

[Рiвн. (3.12)].

Як видно з Рiвн. (3.8), умова малостi кутiв орiєнтацiї ланцюжка бiльш

точно означає, що

(d⊥/2πa)
2 ≪ 1, (3.9)

i завдяки присутностi множника (2π)−2, ця нерiвнiсть фактично виконує-

ться навiть при d⊥ ∼ a. За цiєї умови, якщо в сумi (3.8) вiдокремити дода-

нок n = 0, який вiдповiдає неперервному потенцiалу, то в iнших доданках,

що описують розсiювання на безструктурних атомних ядрах, можна по-

класти
√
(d⊥/2πa)2 + n2 ≈

n>1
n. Це приводить до бажаного роздiлення:

∞∑
n=−∞

χ0

(⃗
b− nd⃗⊥

)
≃ χ

(c)
0 (y) + χ

(h)
0 (⃗b), (3.10)

де перша компонента

χ
(c)
0 (y) = −2πZe

2a

vd⊥
e−|y|/a (3.11)

вiдповiдає дiї неперервного потенцiалу, а друга компонента – жорсткому
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розсiянню (незалежному вiд радiусу екранування). Остання компонента

може бути виражена також у замкненiй формi:

χ
(h)
0 (⃗b) = −2Ze

2

v
Re

∞∑
n=1

1

n
e−2πn(|y|+ix)/d⊥ (3.12a)

=
2Ze2

v
ln
∣∣∣1− e−2π(|y|+ix)/d⊥∣∣∣ (3.12b)

≡ 2Ze2

v

(
ln

∣∣∣∣2 sin π(x− i|y|)d⊥

∣∣∣∣− π |y|d⊥
)

(3.12c)

(див. Рис. 3.2б).

Порiвнюючи двi компоненти у рiвняннi (3.10), вiдзначимо, що завдяки

коефiцiєнту a/d⊥ ≫ 1, компонента χ(c)
0 є набагато бiльшою, нiж χ

(h)
0 , але

натомiсть, вона змiнюється повiльнiше [тодi як (3.1) є градiєнтом χ0]. За-

лишається ще й певна взаємоузгодженiсть мiж χ
(c)
0 та χ(h)

0 : їх внески O(|y|)
до суми (3.10) повиннi скорочуватися, щоб функцiя (3.10) була гладкою

при y = 0 для будь-якого x (як це мало мiсце для початкової суми гладких

функцiй).

Тепер зауважимо, що кулонiвський потенцiал iз довiльною функцiєю

екранування може бути представлений у виглядi суперпозицiї експонен-

цiйних екранувань з рiзними a, тобто у виглядi iнтеграла Лапласа (2.33).

Оскiльки компонента χ
(h)
0 є лiнiйною по потенцiалу, i не залежить вiд a,

вона залишиться такою самою для будь-якої функцiї екранування, в той

час як компонента χ(c)
0 дещо модифiкується.

При достатньо малих d⊥/a, коли d⊥
2πa ≪

Ze2

~v , дiя неперервного потенцiалу

повинна стати квазiкласичною. χ(h)
0 же вiдповiдає швидкому, але слабшо-

му розсiянню. Отже, коли ми переходимо вiд проблем взаємодiї частинки

з ланцюжком до її взаємодiї з кристалом, когерентний внесок слiд опису-

вати динамiчно, в той час як некогерентний можна описувати кiнетично.

Насправдi опис цих внескiв можна роздiлити вже в рамках поточної про-

блеми розсiяння на одному ланцюжку. Нижче ми розглянемо цю задачу

в рамках класичної механiки,1 а потiм з позицiй бiльш точної квантової
1Це може вiдповiдати використанню у якостi падаючих частинок ядер з великим Z.
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теорiї.

3.1.1.1. Класичне розсiювання. З рiвнянь (3.10)–(3.12) легко мо-

жна вивести iндiкатрису q⃗(⃗b), а з неї – класичний диференцiальний перерiз

розсiяння dσ/d2q. На значення компоненти qx не впливає неперервний по-

тенцiал, який залежить лише вiд y. Тому

qx =
∂

∂x

∑
χ0 =

2Ze2

v
Re

∂

∂x
ln

[
2 sin

π(x− i|y|)
d⊥

]
=

2πZe2

vd⊥
Re cot

π(x− i|y|)
d⊥

. (3.13)

Для qy, якщо ми обмежимося областю |y| . d⊥, де домiнує жорстке розсi-

ювання, неперервний потенцiал дає лише внесок типу sgn(y), який скоро-

чується з похiдною вiд останнього члену в Рiвн. (3.12c). Таким чином,

qy =
∂

∂y

∑
χ0 ≃

2Ze2

v
Re

∂

∂y
ln

[
2 sin

π(x− i|y|)
d⊥

]
=

2πZe2

vd⊥
sgn(y)Im cot

π(x− i|y|)
d⊥

. (3.14)

Отже, qx та qysgn(y) – це дiйсна та уявна частини єдиної комплексної фун-

кцiї

Q =
2πZe2

vd⊥
cot

π(x− i|y|)
d⊥

, (3.15)

тобто

qx = ReQ, qy sgn(y) = ImQ. (3.16)

Щоб з виразу для q⃗(⃗b) отримати диференцiальний перерiз розсiяння,

потрiбно перевиразити x та y явно через qx та qy, що найлегше зробити,

iнвертуючи комплексну функцiю:

x− i|y|
d⊥

=
1

π
arccot

vd⊥Q

2πZe2
. (3.17)

Тут x/d⊥ в лiвiй частинi, як i 1
πRe arccot в правiй частинi, визначаються

по модулю 1. Залежнiсть вiд a випала, i видно, що екранування фактично

здiйснюється на масштабi ∼ d⊥, як i передбачалося на початку пiдроздiлу

3.1.
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Рис. 3.3. Класичний диференцiальний перерiз некогерентного розсiяння,

Рiвн. (3.20).

Щоб далi вивести з (3.17) диференцiальний перерiз розсiяння, достатньо

обчислити якобiан:2

dσ1
d2q

=

∣∣∣∣ dbdQ
∣∣∣∣2 = (2Ze2v

)2
1∣∣∣∣(2πZe2

vd⊥

)2
+Q2

∣∣∣∣2
. (3.18)

Цей вираз зовнi схожий на перше борнiвське наближення, але тут Q є ком-

плексним числом. Щоб обчислити квадрат модуля знаменника, спершу фа-

кторизуємо його:(
2πZe2

vd⊥

)2

+Q2 =

(
Q+ i

2πZe2

vd⊥

)(
Q− i2πZe

2

vd⊥

)
=

[
qx + i

(
qy +

2πZe2

vd⊥

)][
qx + i

(
qy −

2πZe2

vd⊥

)]
. (3.19)

Тепер видно, що

dσ1
d2q

=

(
2Ze2

v

)2
1[

q2x +
(
qy − 2πZe2

vd⊥

)2] [
q2x +

(
qy +

2πZe2

vd⊥

)2] . (3.20)

2Перше з рiвнянь (3.18), де b = x + iy, можливе лише коли iснує голоморфне представлення для

iндикатриси розсiяння, i є вираженням умов Кошi-Рiмана для його iснування.
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На вiдмiну вiд диференцiального перерiзу розсiяння на корi окремого

атома, це далеко не аксiально-симетрична функцiя при помiрних q⃗ (див.

Рис. 3.3). До того ж вона залежить вiд Z нелiнiйним чином, а отже, дифе-

ренцiальний перерiз некогерентного розсiяння не зводиться до видiлення

вищих гармонiк потенцiалу i борнiвського розсiювання на них. Але фiзична

вада полягає в тому, що (3.20) має полюси в точках (qx = 0, qy = ±2πZe2

vd⊥
),

внаслiдок чого повний перерiз розбiгається. З погляду Рiвн. (3.17), це вiд-

повiдає y → ±∞. Втiм, як ми бачили в Розд. 2 та Додатку А на прикладi

розсiяння на одному атомi, подiбнi розбiгання є лише артефактами вiд-

хилення частинок будь-яким плавно убуваючим потенцiалом в класичнiй

механiцi. Вони повиннi зникати у квантовомеханiчному пiдходi, що буде

продемонстровано в наступному пiдроздiлi.

Рiвн. (3.20) вiдповiдає потраплянню частинки на певну комiрку. Щоб

вивести звiдси перерiз розсiяння широкого пучка, потрiбно або помножити

(3.20) на кiлькiсть атомiв в ланцюжку, dσ = Ndσ1, або, якщо початковий

пучок є меншим за Nd⊥, використовувати вiдношення

1

d⊥

dσ1
d2q

=
dλy
d2q

, (3.21)

яке має значення перерiзу розсiяння за координатою y, але iмовiрностi

розсiяння за координатою x.

3.1.1.2. Квантовий опис. Наявнiсть сингулярностей у рiвнян-

нi (3.20) вказує на те, що цей внесок, взагалi кажучи, потребує кванто-

вомеханiчного розгляду. Щодо застосовностi ейкональної формули (3.5) до

даної конфiгурацiї, коли ланцюжок має велику поздовзжню протяжнiсть,

звернемо увагу, що площина iнтегрування в наближеннi ейконала може

бути вибрана в 3-вимiрному просторi паралельною ланцюжку, який нахи-

лений пiд малим кутом вiдносно напрямку пучка [425]. Це виправдовує

використання представлення прицiльних параметрiв (3.5).

З урахуванням перiодичностi залежностi χ0(x, y) вiд x, залежнiсть

квантовомеханiчного перерiзу розсiяних частинок вiд qx виявляється дис-
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кретною:

dσ

d2q
=

∣∣∣∣ 1

2π~

∫
dx

∫
dye

i
~ (qxx+qyy)

[
1− e

i
~
∑
χ0

]∣∣∣∣2
=

∣∣∣∣∣∑
n

δ

(
qxd⊥
2π~

− n
)

× 1

2π~

∫ d⊥

0

dx

∫ ∞
−∞

dyei(2πnx/d⊥+qyy/~)
[
1− e

i
~
∑
χ0(⃗b)

] ∣∣∣∣∣
2

=
∑
n

∣∣∣∣δ(qx − 2π~n
d⊥

)∣∣∣∣2
×
∣∣∣∣ 1d⊥

∫ d⊥

0

dx

∫ ∞
−∞

dyei(2πnx/d⊥+qyy/~)
[
1− e

i
~
∑
χ0(⃗b)

]∣∣∣∣2
=

Nd⊥
2π~

∑
n

δ

(
qx −

2π~n
d⊥

)

×
∣∣∣∣ 1d⊥

∫ d⊥

0

dx

∫ ∞
−∞

dyei(2πnx/d⊥+qyy/~)
[
1− e

i
~
∑
χ0(⃗b)

]∣∣∣∣2 , (3.22)

де N =
∑

n 1≫ 1 – кiлькiсть атомiв у ланцюжку. Тому вiдповiднi фiзичнi

спостережуванi визначаються формулою (3.21):

dλyn
dqy

=
1

Nd⊥

dσ

dqy

=
1

2π~

∣∣∣∣ 1d⊥
∫ d⊥

0

dx

∫ ∞
−∞

dyei(2πnx/d⊥+qyy/~)
[
1− e

i
~
∑
χ0(⃗b)

]∣∣∣∣2, (3.23)

з n = 0,±1,±2, . . ., що вiдповiдає qx = 2π~
d⊥
n. Пiдставляючи сюди (3.10),

(3.11), (3.12b), отримуємо

dλyn
dqy

=
1

2π~

∣∣∣∣∣
∫ ∞
−∞

dye
i
~qyy

×

[
δn0 − e

i
~χ

(c)
0 (y) 1

d⊥

∫ d⊥

0

dxe2πinx/d⊥
∣∣∣1− e−2π(|y|+ix)/d⊥∣∣∣ 2iZe2~v

] ∣∣∣∣∣
2

=
1

2π~

∣∣∣∣∣
∫ ∞
−∞

dye
i
~qyy

[
δn0

−e
i
~χ

(c)
0 (y) 1

π

∫ π

0

dξ cosnξ
(
1 + e−4π|y|/d⊥ − 2e−2π|y|/d⊥ cos ξ

) iZe2

~v
]∣∣∣∣∣

2

. (3.24)



143

Iнтеграл за ξ тут є одним зi стандартних виразiв для приєднаної функцiї

Лежандра [426], тому

dλyn
dqy

=
1

2π~

∣∣∣∣∣
∫ ∞
−∞

dye
i
~qyy

×
[
δn0 − e

i
~χ

(c)
0 (y)

(
1− e−2π|y|/d⊥

) iZe2
~v(

1 + iZe2

~v
)
n

P n
iZe2

~v

(
1 + e−4π|y|/d⊥

1− e−2π|y|/d⊥

)]∣∣∣∣∣
2

. (3.25)

Однак, iнтеграл за y, який залишається, є доволi складним.

Iнтеграли можна значно спростити за припущення, що некогерентна

частина розсiяння дозволяє пертурбативне обчислення. Пiсля розкладення

e
i
~χ0(⃗b) ≈ e

i
~χ

(c)
0 (y)

[
1 +

i

~
χ
(h)
0 (⃗b)

] (
Ze2

~v
≪ 1

)
, (3.26)

амплiтуда розсiяння приймає вигляд

1

d⊥

∫ d⊥

0

dx

∫ ∞
−∞

dyei(2πnx/d⊥+qyy/~)
[
1− e

i
~χ0(⃗b)

]
=

∫ ∞
−∞

dyeiqyy/~

[(
1− e

i
~χ

(c)
0 (y)

)
δn0 − e

i
~χ

(c)
0 (y) i

~
1

d⊥

∫ d⊥

0

dxe2πinx/d⊥χ
(h)
0 (⃗b)

]
.

(3.27)

Пiдстановка сюди (3.12a) приводить до

1

d⊥

∫ d⊥

0

dxe2πinx/d⊥χ
(h)
0 (⃗b) = −Ze

2

v
Re

∞∑
m=1

1

m

1

d⊥

∫ d⊥

0

dxe2πinx/d⊥−2πm(|y|+ix)/d⊥

= −Ze
2

vn
e−2πn|y|/d⊥ (3.28)

для n > 0, i дає нуль при n = 0.

Зникнення другого доданку в правiй частинi рiвняння (3.27) при n =

0 означає, що вiн не iнтерферує з першим доданком, який є вiдмiнним

вiд нуля лише для n = 0. З фiзичного погляду це природно, оскiльки

неперервний потенцiал повинен включати в себе всi усередненi ефекти.

Зрештою, (3.23) зводиться до

dλyn
dqy

=
dλ

(c)
y

dqy
δn0 +

dλ
(h)
ny

dqy
, (3.29)
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з диференцiальним перерiзом некогерентного розсiяння

dλ
(h)
ny

dqy
=

1− δn0
2π~

(
Ze2

~vn

)2 ∣∣∣∣∫ ∞
−∞

dyeiqyy/~e
i
~χ

(c)
0 (y)e−2πn|y|/d⊥

∣∣∣∣2 . (3.30)

Враховуючи, що останнiй iнтеграл по y збiгається при |y| . d⊥, повiльно

змiнна фаза χ(c)
0 (y) може бути лiнеаризована в цiй областi:

χ
(c)
0 (y) ≃ const +

2πiZe2

vd⊥
|y|,

даючи

dλ
(h)
ny

dqy
=

1− δn0
2π~

(
Ze2

~vn

)2 ∣∣∣∣∫ ∞
−∞

dye
i
~qyy+

2πiZe2

~vd⊥
|y|−2πn|y|/d⊥

∣∣∣∣2
=

2π~
d2⊥

(
2Ze2

v

)2
1− δn0∣∣∣iqy − 2πiZe2

vd⊥
+ 2π~

d⊥
n
∣∣∣2 ∣∣∣−iqy − 2πiZe2

vd⊥
+ 2π~

d⊥
n
∣∣∣2 .
(3.31)

Iдентифiкуючи 2π~
d⊥
n = qx та 2π~

d⊥
= ∆qx, видно, що структура (3.31) в основ-

ному збiгається зi своїм класичним аналогом (3.20). Однак, суттєва вiдмiн-

нiсть полягає в тому, що передача iмпульсу вздовж ланцюжка квантується,

тодi як серед можливих значень для некогерентного багаторазового розсiю-

вання вiдсутнiй доданок n = 0, який повнiстю поглинається внеском непе-

рервного потенцiалу. Це усуває сингулярнiсть в рiвняннi (3.20) для qx → 0,

qy → ±2πZe2

vd⊥
.

Рiвняння (3.31) було отримане за припущення Ze2/~v ≪ 1. Тим не

менш, оскiльки при Ze2/~v ≫ 1 вiн збiгається з класичним результатом,

для якiсних оцiнок ми будемо використовувати його для всiх Ze2/~v.

Для порiвняння з дiєю неперервного потенцiалу (див. Рис. 3.4), вiдзна-

чимо, що з боку останнього вiдсутня передача iмпульсу qx. Щоб порiвняти

внески qy, достатньо розглянути вiдношення3 dλ
(h)
1y /dqy

dλ
(c)
y /dqy

в точцi qy = ±2πZe2

vd⊥
,

де диференцiальний перерiз розсiяння на неперервному потенцiалi,

dλ
(c)
y

dqy
=

a

|qy|
ϑ (qymax − |qy|) , qymax =

2πZe2

vd⊥
, (3.32)

3Доданки з n > 2 завжди є субдомiнантними. Можна також виконати пiдсумовування за n, але

сума поводить себе практично як головний член n = 1.
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Рис. 3.4. Кольоровi кривi – квантовий диференцiальний перерiз для компо-

ненти некогерентного розсiяння в Рiвн. (3.31). Червонi кривi вiдповiдають

Ze2/~v = 0.2; синi, Ze2/~v = 5. Суцiльнi кольоровi кривi вiдповiдають

n = 1; штриховi, n = 2; штрих-пунктирнi, n = 3. Чорна крива показує ди-

ференцiальний перерiз розсiяння на неперервному потенцiалi [Рiвн. (3.32)],

для Ze2/~v = 5 та a = d⊥.

є мiнiмальним, але ненульовим:

dλ
(h)
1y /dqy

dλ
(c)
y /dqy

∣∣∣∣∣
qy=± 2πZe2

vd⊥

=
d⊥

(2π)2a

Ze2

~v

1 +
( ~v
Ze2

)2 . (3.33)

Оскiльки тут d⊥
(2π)2a ≪ 1, вiдношення (3.33) може досягати порядку одиницi

лише для достатньо великих Ze2/~v (наприклад, для пучка атомних ядер,

коли Z → Z1Z2).

3.1.2. Розсiяння на атомнiй площинi (геометрiя «струни

струн»). Тепер ми готовi проаналiзувати взаємодiю частинок зi скла-

днiшим об’єктом – атомною площиною, нахиленою до пучка заряджених

частинок пiд невеликим кутом. Не обмежуючи загальностi, таку площину

можна розглядати як перiодичну послiдовнiсть атомних ланцюжкiв («стру-

ну струн» [299]). Особливе значення має орiєнтацiя, за якої осьовi ефекти в

площинi є незначними, завдяки чому площину можна розглядати як пра-
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ктично рiвномiрно заповнену атомами. Саме таку орiєнтацiєю називають

площинною.

3.1.2.1. Орiєнтацiя «струни струн» та «аморфна» орiєнтацiя

площини. Щоб скласти уявлення про орiєнтацiйнi ефекти у розсiюваннi

частинок при проходженнi крiзь атомну площину, зауважимо, що в низь-

коiндекснiй площинi завжди можна вибрати елементарну комiрку з обома

сторонами сумiрного розмiру. При цьому високоенергетичне пружне роз-

сiювання визначається розподiлом атомiв у площинi, перпендикулярнiй до

вектора швидкостi частинки (розподiлом по прицiльних параметрах). У

площинi прицiльних параметрiв атоми розташованi набагато щiльнiше, нiж

у непроектованiй площинi, тому вiдстань мiж найближчими проектовани-

ми сусiдами є набагато меншою. Разом з тим, розташування проектованих

атомiв залишається перiодичним, тому в площинi прицiльних параметрiв

атоми теж утворюють ґратку. Її рiзними способами можна розбити на перi-

одичну послiдовнiсть паралельних ланцюжкiв, i кожен проектований атом

належить до певного ланцюжка цього сiмейства. Фiзична релевантнiсть

ланцюжка залежить вiд щiльностi атомiв в ньому порiвняно зi щiльнiстю

атомiв по iнших напрямках.

Осьовi ефекти можна мiнiмiзувати за допомогою спецiального вибору

напрямку нахилу площини. Якщо a⃗1 та a⃗2 – найменшi незалежнi векто-

ри ґратки у непроектованiй атомнiй площинi, виберемо вiсь z у площинi

вздовж Na⃗1 + a⃗2, де N ≫ 1. Ця вiсь вiдхиляється вiд напрямку a⃗1 на

кут φ = a2⊥/Na1 ≪ 1. Рiзниця мiж прицiльними параметрами атомiв у

кожному ланцюжку дорiвнює

dx = φa1,

де вiсь Ox ⊥ Oz теж мiститься в атомнiй площинi. Далi оберемо iмпульс

налiтаючої частинки в площинi, що мiстить Oz та напрямок Oy, ортого-

нальний до атомної площини, з кутом нахилу ψ ≪ 1 до осi z. В площинi

прицiльних параметрiв вiдносно напрямку руху такої частинки ми отри-
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муємо сiмейство проектованих ланцюжкiв з вiдстанями прицiльних пара-

метрiв мiж ланцюжками

dy = ψNa1,

Вiдстанi dx та dy будуть одного порядку, якщо

ψ ∼ φ

N
∼ φ2. (3.34)

Лише тодi будь-якi осьовi ефекти в площинi будуть вiдносно малими. Спiв-

вiдношення (3.34) можна розглядати як теоретичну (на вiдмiну вiд зазви-

чай використовуваної емпiричної [286,306]) умову для визначення площин-

ної орiєнтацiї (див. Рис. 3.5). Однак, залишається ще довести, що розподiл

атомiв у площинi може розглядатися як рiвномiрний, а точнiсть, з якою

площину можна вважати «аморфною», повинна бути оцiнена кiлькiсно.

(а)

(б)

(в)

Рис. 3.5. Вигляд однiєї площини кубiчної ґратки з напрямку (вiдносно го-

ловних осей) φ = 1/10 та а). ψ = 1/40; б). ψ = 1/100; в). ψ = 1/300. У

випадку (а) у проектованiй площинi проявляються горизонтальнi ланцюж-

ки, у випадку (в) – вертикальнi, а у випадку (б) проектована площина стає

рiвномiрно упакованою.

3.1.2.2. Розсiювання на «струнi струн». Для загального опису

розсiяння швидких заряджених частинок на орiєнтованiй атомнiй площинi

її можна розглядати як перiодичну послiдовнiсть ланцюжкiв (див. Розд.

1.6).
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Тепер буде зручно спрямувати вiсь x у площинi прицiльних параметрiв

уздовж найщiльнiше упакованої проекцiї ланцюжкiв (цей напрямок не по-

винен збiгатися з напрямком нахилу атомної площини, щоб орiєнтацiя не

стала осьовою). При цьому

∑
m,n

χ0 =
∞∑

m=−∞
χ
(c)
0 (y −mdy) +

∞∑
m=−∞

χ
(h)
0 (x, y −mdy), (3.35)

де χ(c)
0 та χ(h)

0 задаються рiвняннями (3.11), (3.12). Пiдсумовування здiй-

снюються за допомогою формули4

∞∑
m=−∞

e−|y−mdy|/a =
cosh

dy
a

(
1
2 −

{
y
dy

})
sinh

dy
2a

(3.36)

для суми внескiв неперервного потенцiалу ланцюжкiв, а також аналогiчно

для суми некогерентних внескiв багаторазового розсiювання. Це дає

∑
m,n

χ0 = −2πZe
2a

vdx

cosh
dy
a

(
1
2 −

{
y
dy

})
sinh

dy
2a

−2Ze
2

v
Re

∞∑
n=1

1

n
e−2πinx/dx

cosh
πndy
dx

(
1− 2

{
y
dy

})
sinh

πndy
dx

. (3.37)

У другому рядку, внаслiдок спiввiдношення dx < dy (забезпечуючого, що

найбiльш щiльно упакованi ланцюжки орiєнтованi вздовж x, а не вздовж

y), гiперболiчний косинус та синус можуть бути замiненi експонентами, що

дає можливiсть завершити пiдсумовування:

∑
m,n

χ0 = −2πZe
2a

vdx

cosh
dy
a

(
1
2 −

{
y
dy

})
sinh

dy
2a

− 2Ze2

v
Re

∞∑
n=1

1

n
e−2πinx/dx exp

[
πndy
dx

(∣∣∣∣1− 2

{
y

dy

}∣∣∣∣− 1

)]

= −2πZe
2a

vdx

cosh
dy
a

(
1
2 −

{
y
dy

})
sinh

dy
2a

4Тут {q} означає дробову частину числа q, яка належить до iнтервалу 0 6 {q} < 1.
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+
2Ze2

v
ln

∣∣∣∣1− e−2πix/dx exp [πdydx
(∣∣∣∣1− 2

{
y

dy

}∣∣∣∣− 1

)]∣∣∣∣ . (3.38)

Тут другий рядок, що представляє внесок вiд некогерентного багатора-

зового розсiяння, є фактично таким самим, як i для окремих ланцюжкiв

[порiвн. Рiвн. (3.12b)]. Це природно, оскiльки їхнi областi жорсткого розсiю-

вання iстотно не перекриваються. Перший член в рiвняннi (3.38) представ-

ляє внесок вiд суми неперервних потенцiалiв ланцюжкiв, який, зрештою,

прямує до неперервного потенцiалу рiвномiрної площини. Дослiдимо його

ретельнiше.

Розсiювання на сукупному неперервному потенцiалi ланцюжка може

бути описано класичною механiкою. Обчислюючи iндикатрису

qy =
∂

∂y

∑
χ0 ≃ −

2πZe2

vdx

sinh
dy
a

({
y
dy

}
− 1

2

)
sinh

dy
2a

, (3.39)

яка обертається як

y =
dy
2
− a arsinh

(
vdx

2πZe2
qy sinh

dy
2a

)
0 < qy < 0,

отримуємо диференцiальний перерiз розсiяння при проходженнi частинки

крiзь одну елементарну комiрку:∣∣∣∣ dydqy
∣∣∣∣ = a√(

vdx
2πZe2 sinh

dy
2a

)−2
+ q2y

ϑ (qymax − |qy|)

→
dy/2a→0

dy
2qymax

ϑ (qymax − |qy|) . (3.40)

Тут qy змiнюється в обмеженому iнтервалi −qymax < qy < qymax, з

qymax = qy|y=0 =
2πZe2

vdx
(3.41)

(бачимо вiдсутнiсть залежностi вiд a та dy через те, що внески вiд симе-

трично розташованих ланцюжкiв скорочуються). Повний перерiз розсiян-

ня, звичайно, дорiвнює вiдстанi мiж ланцюжками в площинi прицiльних

параметрiв:∫ qymax

−qymax

dqy

∣∣∣∣ dydqy
∣∣∣∣ = 2a

∫ qymax

0

dqy√(
vdx

2πZe2 sinh
dy
2a

)−2
+ q2y



150

= 2a arsinh
(
vdxqymax

2πZe2
sinh

dy
2a

)
= dy, (3.42)

оскiльки класичне розсiяння вiдбувається з iмовiрнiстю 1 для будь-якого

y.

Середньоквадратичний переданий iмпульс, що вiдповiдає рiвнян-

ню (3.40), дорiвнює

1

dy

∫ qymax

−qymax

dqyq
2
y

∣∣∣∣ dydqy
∣∣∣∣ = 2a

dy

∫ qymax

0

dqyq
2
y√(

vdx
2πZe2 sinh

dy
2a

)−2
+ q2y

=
q2ymax

2

(
2a

dy
coth

dy
2a
− 1

sinh2
dy
2a

)
→

dy/2a→0

q2ymax

3
. (3.43)

Це потрiбно порiвняти з вiдповiдною величиною для жорсткої компоненти,

яка була обчислена в роздiлi 3.1.1.2:

1

dy

∫
dqyq

2
y

∣∣∣∣dλ(h)dqy

∣∣∣∣ = 1

dy

π

2dx

(
2Ze2

v

)2

∼ πdx
dy

q2ymax log ∼
4π3Z2e4

dxdy
. (3.44)

Зазвичай dy & dx, але за рахунок коефiцiєнта 3π log, некогерентний внесок

(3.44) може домiнувати над (3.43).

Тому площинна орiєнтацiя вимагає не тiльки щiльної упаковки лан-

цюжкiв .y/2a ≪ 1, але i щоб dx не було занадто малим порiвняно з dy

[що вiдповiдає умовi (3.34)], iнакше iстотними стають осьовi ефекти. При

детальнiшому розглядi, з урахуванням рiвняння (3.41), бачимо, що (3.43)

є обернено пропорцiйним квадрату кута нахилу площини. Тому в розсiю-

ваннi на атомнiй площинi завжди може залишатися помiтний когерентний

ефект, отже, площинний неперервний потенцiал нiколи не буває iдеально

однорiдним в обох напрямках.

На завершення, зазначимо, що отриманий критерiй оптимальної пло-

щинної орiєнтацiї (3.34) може бути корисним також i для каналювання,

якщо прийняти до уваги, що траєкторiя в останньому процесi є не пря-

мою, а коливається, з ψ ∼ θc. Тодi оптимальний кут нахилу пучка до

осi у вибранiй площинi має бути порядку φ ∼
√
θc. Якщо ця умова не

виконується, в процесi каналювання можуть проявлятися ефекти струн,
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приводячи до посиленого деканалювання (наприклад, резонансне декана-

лювання [427,428]).

3.2. Донат-розсiювання (дифузiйна теорiя)

Коли швидка заряджена частинка рухається у кристалi вздовж напрям-

ку, близького до однiєї з головних кристалографiчних осей, рух частинки

залежить переважно вiд неперервного потенцiалу вiдповiдних атомних лан-

цюжкiв, тодi як некогерентне багаторазове розсiювання залишається субдо-

мiнантним. Як зазначалося в Розд. 1.5.5, якщо частинка при цьому не захо-

плена до режиму каналювання (як це зазвичай буває у випадку позитивно

заряджених частинок, якi вiдштовхуються вiд атомних ядер), її взаємодiя з

ланцюжками вiдбувається в режимi багаторазового розсiювання, але вна-

слiдок осьової симетрiї ланцюжкiв, поперечна енергiя частинки вiдносно

напрямку ланцюжкiв зберiгається достатньо добре, тому розсiювання змi-

нює в першу чергу азимутальний розподiл – виникає «донат-розсiювання»

(вiд англ. doughnut – бублик). Практичне значення цього ефекту полягає

в тому, що навiть без виконання умов каналювання рух швидких зарядже-

них частинок тiсно корелює з напрямком ланцюжкiв, а отже, може бути

використаний для ефективного вiдхилення пучка за допомогою зiгнутого

кристала (див. Розд. 1.5.7.3).

Теорiя проходження частинок крiзь кристали в режимi донат-

розсiювання зазвичай зосереджується на обчисленнi кутових розподiлiв ча-

стинок на виходi з кристала [346]. Цього часто може бути достатньо для

практики, оскiльки пучок, падаючий на кристал, завжди має макроскопi-

чний поперечний розмiр тодi як набутий поперечний просторовий розподiл

при розсiюваннi на атомних ланцюжках є мiкроскопiчним в межах кри-

стала.5 Але для оцiнки супутнiх когерентних процесiв, таких як випромi-

нювання, або для вiдхилення частинок за допомогою зiгнутих кристалiв,

може знадобитися i знання координатного розподiлу в кристалi. На вiдмiну
5Проте, вiн, звичайно, розширюється пiсля виходу з кристала – див., наприклад, [429].
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вiд кутового розподiлу заряджених частинок, який азимутально iзотропi-

зується через скiнченний час, пiсля чого вже практично не еволюцiонує,

дифузiя частинок в поперечних просторових напрямках триває необмеже-

но. Щоб знайти вiдповiдний розподiл, потрiбно розв’язати рiвняння конве-

ктивного руху для спiльного розподiлу швидкостей та координат.

Опис донат-розсiювання значно спрощується, якщо вважати поперечнi

координати розташування ланцюжкiв випадковими та рiвномiрно розпо-

дiленими. Це дозволяє описувати його статистично, за допомогою транс-

портного рiвняння. Крiм того, для опису поведiнки функцiї розподiлу

f(ϕ, r⃗⊥, t) =
∫∞
−∞ dzf(ϕ, r⃗, t) на великих промiжках часу можна викори-

стати наближення Фоккера-Планка

∂f

∂t
+ v⃗⊥ ·

∂f

∂r⃗⊥
= D

∂2f

∂ϕ2
, (3.45)

де D = nd
2 v⊥

∫∞
−∞ dbϕ

2(b) – кутова швидкiсть дифузiї, пропорцiйна щiль-

ностi ланцюжкiв nd, куту падiння на ланцюжок v⊥ та середньоквадрати-

чному азимутальному куту розсiяння на кожному з них [145]. Вiдповiдна

початкова умова виражається як

f(ϕ, r⃗⊥, 0) = δ(ϕ)δ(r⃗⊥). (3.46)

У декартових координатах Рiвн. (3.45) набуває вигляду6

∂f

∂t
+ v⊥ cosϕ

∂f

∂x
+ v⊥ sinϕ

∂f

∂y
= D

∂2f

∂ϕ2
, (3.47)

де x – координата, яка є поперечною до ланцюжкiв та лежить у площинi,

що мiстить вектор початкової швидкостi частинки, а y – координата, попе-

речна як до ланцюжкiв, так i до початкової швидкостi частинки. Рiвняння,

аналогiчне (3.47), ранiше розглядалося у задачi про пропускання сигналу

оптичного лазера з фазовим шумом крiзь полосовий частотний фiльтр, i

його формальний розв’язок був даний у роботi [430]. Тут ми застосуємо
6Корисним є також аналiз Рiвн. (3.45) у цилiндричних та у голоморфних координатах, але у поєд-

наннi з початковою умовою (3.46) зручнiше використовувати декартовi координати.
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його до донат-розсiювання. При цьому основну увагу буде придiлено про-

сторовiй частинi розподiлу на великих часових iнтервалах. Для розвитку

фiзичної iнтуїцiї, втiм, ми спершу викладемо простiший пiдхiд, де розра-

ховується еволюцiя лише найнижчих моментiв кутових та координатних

змiнних.

3.2.1. Кутовий розподiл. Якщо не цiкавитися координатним роз-

подiлом частинок, Рiвн. (3.45) може бути проiнтегровано за r⃗⊥, що при-

водить до замкнутого рiвняння в часткових похiдних для чисто кутового

розподiлу:
∂f

∂t
= D

∂2f

∂ϕ2
. (3.48)

Найнижчi моменти вiдповiдної функцiї розподiлу можна знайти безпосере-

дньо: спочатку помножимо Рiвн. (3.48) на cosϕ та проiнтегруємо за всiма

ϕ. Для ⟨cosϕ⟩ ≡
∫ π
−π dϕ cosϕf(ϕ, z) отримуємо замкнене рiвняння

∂

∂t
⟨cosϕ⟩ = −D ⟨cosϕ⟩ . (3.49a)

Те ж саме зробимо з рiвнянням (3.46), отримуючи початкову умову

⟨cosϕ⟩ |t=0 = cos 0 = 1. (3.49b)

Витiкаюча задача Кошi для ⟨cosϕ⟩ розв’язується як

⟨cosϕ⟩ = e−Dt. (3.50)

Це означає, що

⟨
[v⃗⊥(t)− v⃗⊥(0)]2

⟩
= 2v2⊥ ⟨1− cosϕ⟩ = 2v2⊥(1− e−Dt) (3.51)

прямує до граничного значення 2v2⊥. Зокрема, видно, що 1/D вiдiграє роль

середнього часу кутової iзотропiзацiї.

Вищi моменти cosϕ розпадаються швидше:

⟨cos 2ϕ⟩ = e−4Dt, (3.52)
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⟨
cos2 ϕ

⟩
=

1

2

(
1 + e−4Dt

)
, (3.53)

i т. д.

Неважко виразити i повний розв’язок рiвняння (3.48), який задовольняє

початковiй умовi та вимозi перiодичностi:

f(ϕ, t) =
1

2π

∞∑
n=−∞

einϕ−Dtn
2

=
1

2π
ϑ3(ϕ/2, e

−Dt), (3.54)

де ϑ3 – одна з елiптичних тета-функцiй [417,418].

При малихDt головний внесок вносять великi n, а вимога перiодичностi

ще не є важливою. Тодi, замiнивши пiдсумовування за n iнтегруванням, ми

знаходимо, що f(ϕ) апроксимується простим гауссiаном:

f(ϕ, t) ≃
Dt→0

1

2π

∫ ∞
−∞

dneinϕ−Dtn
2

=
1

2
√
πDt

e−
ϕ2

4Dt ,

тодi як вираз (3.51) є близьким до лiнiйного закону.

-Π -Π�2 Π�2 Π
Φ
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Рис. 3.6. Еволюцiя кутового розподiлу донат-розсiяних частинок, вiдповiд-

но до рiвняння (3.54). Найвужчий розподiл вiдповiдає Dt = 0.1, наступнi:

0.3, 1, 3. В останньому випадку розподiл вже майже повнiстю iзотропний.

У протилежному випадку великихDt доданки з |n| > 1 у сумi (3.54) екс-

поненцiйно убувають, тому розподiл наближається до рiвномiрного (див.

Рис. 3.6). З урахуванням найповiльнiшої експоненцiйної поправки, можна
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записати

f(ϕ, t) =
1

2π
+

1

π
e−Dt cosϕ+O(e−4Dt).

Зазначимо, що така асимптотика з деяким декрементом D може iснувати

навiть для розв’язку кiнетичного рiвняння за межами дифузiйного набли-

ження, хоча у вищих порядках значення показникiв можуть дещо вiдрi-

знятися (див. [300,428]).

3.2.2. Розподiл по x. Переходячи до вивчення просторових розподi-

лiв, розглянемо спершу розподiл лише по x: f(ϕ, x, t) =
∫∞
−∞ dzdyf(ϕ, r⃗, t).

Вiн задовольняє замкнутому транспортному рiвнянню

∂f

∂t
+ v⊥ cosϕ

∂f

∂x
= D

∂2f

∂ϕ2
(3.55)

i початковiй умовi

f(ϕ, x, 0) = δ(ϕ)δ(x), (3.56)

яка отримується iнтегруванням рiвнянь (3.46), (3.47) за y.

3.2.2.1. Моменти. Щоб отримати уявлення про поведiнку розв’язку

рiвнянь (3.55), (3.56), дослiдимо еволюцiю його найнижчих моментiв. По-

множивши рiвняння (3.55) на x та iнтегруючи по всiй осi x та по повному

iнтервалу ϕ, приводимо його до

∂

∂t
⟨x⟩ = v⊥ ⟨cosϕ⟩ , ⟨x⟩ |t=0 = 0.

Використовуючи тут вiдому часову залежнiсть (3.50) для ⟨cosϕ⟩, отриму-

ємо замкнуте звичайне диференцiальне рiвняння, яке тривiально iнтегру-

ється:

⟨x⟩ = v⊥
D

(1− e−Dt). (3.57)

Далi розглянемо корелятор ⟨x cosϕ⟩, що описується рiвняннями

∂

∂t
⟨x cosϕ⟩ = v⊥

⟨
cos2 ϕ

⟩
−D ⟨x cosϕ⟩ , ⟨x cosϕ⟩ |t=0 = 0.
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Пiдставляючи сюди
⟨
cos2 ϕ

⟩
з Рiвн. (3.53), отримуємо замкнуте рiвняння

для ⟨x cosϕ⟩, яке має розв’язок

⟨x cosϕ⟩ = v⊥
2

∫ t

0

dt′eD(t′−t)
(
1 + e−4Dt

′
)
=
v⊥
2D

(
1− 2

3
e−Dt − 1

3
e−4Dt

)
.

(3.58)

Нарештi, знайдемо
⟨
x2
⟩

з

∂

∂t

⟨
x2
⟩
= 2v⊥ ⟨x cosϕ⟩ ,

⟨
x2
⟩ ∣∣

t=0
= 0.

Пiдстановка сюди ⟨x cosϕ⟩ з Рiвн. (3.58) та iнтегрування за часом дають

⟨
x2
⟩
= 2v⊥

∫ t

0

dt′ ⟨x cosϕ⟩ = v2⊥
D2

(
Dt− 3

4
+

2

3
e−Dt +

1

12
e−4Dt

)
. (3.59)

При малих t звiдси отримуємо
⟨
x2
⟩
= v2⊥t

2 + O(t3), що вiдповiдає балi-

стичному руху вздовж поперечного напрямку падiння на ланцюжки. При

великих t дисперсiя
⟨
x2
⟩

зростає лише лiнiйно, що характерно для нор-

мального дифузiйного процесу. Проте, суттєвим є вiд’ємний зсув у цьому

лiнiйному законi: ⟨
x2
⟩
≃

Dt≫1

v2⊥
D

(
t− 3

4D

)
.

Вiн означає затримку початку просторового дифузiйного режиму. Вiдпо-

вiдна центральна дисперсiя при малих t починається з порядку t4:

⟨
(x− ⟨x⟩)2

⟩
=
⟨
x2
⟩
− ⟨x⟩2 = 1

3
v2⊥D

2t4 +O
(
v2⊥D

3t5
)
.

Може бути повчальним також обчислити
⟨
x3
⟩
, що завжди є позитивною

величиною.

3.2.2.2. Повний розв’язок. Враховуючи трансляцiйну iнварiан-

тнiсть по x, повний розв’язок рiвняння (3.55) можна представити у виглядi

Фур’є-iнтеграла

f(ϕ, x, t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dqxe
iqxx

∞∑
n=0

e−λn(qx)tf̃n(ϕ, qx), (3.60)
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в пiдiнтегральному виразi якого коефiцiєнтнi функцiї f̃n(ϕ, qx) задовольня-

ють незалежним звичайним диференцiальним рiвнянням

−λn
D
f̃n + i

v⊥qx
D

cosϕf̃n =
∂2f̃n
∂ϕ2

. (3.61)

Замiною ϕ = 2s цi рiвняння приводяться до рiвняння Матьє7 [417,431,432]

d2f

ds2
+ (a− 2q cos 2s)f = 0

з уявним параметром q = 2iv⊥qx/D. Тому парнi [для вiдповiдностi парному

початковому стану (3.56)] перiодичнi розв’язки є функцiями Матьє типу

f̃n = Ance2n
(
ϕ

2
,
2iv⊥qx
D

)
, (3.62)

в той час як λn може приймати лише послiдовнiсть дискретних значень:

λn =
D

4
a2n

(
2iv⊥qx
D

)
, (3.63)

де a2n – характеристичнi значення рiвняння Матьє. Зауважимо, що хара-

ктеристичнi значення з уявним аргументом самi є комплексними числами,

i виявляють доволi складну поведiнку. Вони мають точки розгалуження

при 2v⊥qx
D = ±1.47, ±16.47, ... (див., наприклад, графiки в [433]).

Коефiцiєнти An в Рiвн. (3.62) можна визначити з початкової умови

(3.56) шляхом перетворення Фур’є:
∞∑
n=0

Ance2n
(
ϕ

2
,
2iv⊥qx
D

)
= δ(ϕ). (3.64)

Для цього використовується ортогональнiсть функцiй ce2n:∫ π

−π
dϕce2m

(
ϕ

2
,
2iv⊥qx
D

)
ce2n

(
ϕ

2
,
2iv⊥qx
D

)
= 0 for m ̸= n, (3.65)

яка витiкає з диференцiального рiвняння другого порядку (3.61). Ор-

тогональнiсть (3.65) виконується також i для функцiй Матьє з компле-

ксним параметром, в той час як комплексно-спряженi функцiї ce2m та
7Рiвняння Матьє у фiзицi проходження швидких заряджених частинок крiзь кристали викори-

стовувалось також iншими авторами, у застосуваннi до iнших задач, таких як квантове площинне

каналювання електронiв [206] та резонансне деканалювання на «струнах струн» [427, 428]. Проте, у

згаданих випадках, на вiдмiну вiд нашого, параметр q у рiвняннi Матьє був дiйсним.
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ce∗2n, взагалi кажучи, не є взаємно ортогональними. Отже, тут ми маємо

справу з комплексною нормалiзацiєю базисних функцiй, в якiй множник∫ π
−π dϕce22n

(
ϕ
2 ,

2iv⊥qx
D

)
може бути комплексним числом (залежним вiд qx).

Хоча вiн за визначенням мiг би бути встановленим рiвним незалежнiй вiд

qx константi, це не є загально прийнятим. Таким чином, загальний розв’я-

зок рiвняння (3.64) записується як

An =
ce2n

(
0, 2iv⊥qxD

)∫ π
−π dϕce22n

(
ϕ
2 ,

2iv⊥qx
D

) .
Пiдставляючи це та (3.63) до Рiвн. (3.60), отримуємо

f(ϕ, x, t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dqxe
iqxx

∞∑
n=0

e−
Dt
4 a2n(

2iv⊥qx
D )

ce2n
(
0, 2iv⊥qxD

)
ce2n

(
ϕ
2 ,

2iv⊥qx
D

)
∫ π
−π dϕ

′ce22n
(
ϕ′

2 ,
2iv⊥qx
D

) .

(3.66)

Можна перевiрити, що iнтегрування цього виразу за x (тобто взяття пiдiн-

тегрального виразу iнтеграла Фур’є при qx = 0) приводить до спрощень

a2n(0) ≡ 4n2, ce2n
(
ϕ
2 , 0
)
≡ cosnϕ, пiсля чого ми повертаємося до рiвнян-

ня (3.54).

Суто просторовий розподiл отримується iнтегруванням формули (3.66)

за всiма азимутами ϕ, що дає

f(x, t) =
D

4πv⊥

∫ ∞
−∞
dQxe

iQx
Dx
2v⊥

∞∑
n=0

e−
Dt
4 a2n(iQx)

∫ π
−π dϕce2n

(
ϕ
2 , iQx

)
∫ π
−π dϕce22n

(
ϕ
2 , iQx

)ce2n (0, iQx).

(3.67)

Окремi доданки пiд iнтегралом в (3.67) є сингулярними функцiями Qx, але

їх сума є регулярною. Наприклад, сингулярностi при Qx = ±1.47 скорочу-

ються мiж доданками з n = 0 та n = 1, оскiльки сума a0(iQx) + a2(iQx) є

регулярною поблизу Qx = ±1.47, тощо.

З мiркувань причинностi можна очiкувати, що обидва вирази (3.66) та

(3.67) обертаються в нуль при |x| > v⊥t. Це дiйсно так, i завдяки цьому

в iнтервалi −v⊥t < x < v⊥t вони можуть бути розкладенi в ряд Фур’є, а

отже, iнтеграл Qx зводиться до суми по дискретних значеннях [430]. Але
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ми не будемо тут застосовувати цей штучний, хоча i чисельно ефективний

пiдхiд.

З отриманого загального розв’язку видно, що, на вiдмiну вiд ба-

гаторазового розсiяння на малi кути в аморфному середовищi, при

донат-розсiяннi просторовий розподiл, взагалi кажучи, не зводиться до

масштабно-iнварiантної функцiї, оскiльки тут наявний певний масштаб –

час iзотропiзацiї. Втiм, просторовий розв’язок повинен бути масштабно iн-

варiантним задовго до, а також через великий час пiсля кутової iзотропi-

зацiї.

Для малих Dt в представленнi (3.66) домiнують великi n та Qx, завдяки

чому базиснi функцiї набувають форми наближення ВКБ:

ce2n
(
ϕ

2
, iQx

)
≃ ce2n (0, iQx) cos

∫ ϕ/2

0

ds
√
4n2 − 2iQx cos 2s

≡ ce2n (0, iQx) cos

[√
4n2 − 2iQxE

(
ϕ

2
,

1√
1/2 + in2/Qx

)]
,

де E – елiптичнй iнтеграл 2-го роду [417]. Оскiльки функцiя розподiлу

сконцентрована в областi малих ϕ, в рiвняннi (3.47) можна застосувати на-

ближення sinϕ ≈ ϕ, cosϕ ≈ 1 − ϕ2/2. При цьому ми отримуємо вузький

розподiл, подiбний до розподiлу Янга в аморфному середовищi, розгляну-

тому в Роздiлi 2.3.2.

Для промiжнихDt аналiтичне обчислення суми (3.67) є найскладнiшим,

тому може бути простiше обчислити найнижчi моменти, як було зроблено

в Роздiлi 3.2.2.1.

3.2.2.3. Гауссiвський лiмiт просторової еволюцiї. Формальний

розв’язок (3.66) дозволяє дослiдити особливо цiкавий з практичного по-

гляду лiмiт Dt → ∞. Оскiльки числа Rea2n є позитивними i швидко зро-

стають з n, при Dt/4 & 1 лише перший доданок суми є iстотним. Бiльше

того, типовими Qx є тi, для яких Rea0 є найменшим. Це околиця точки

Qx = 0, де

a0(iQx) ≃
Qx→0

Q2
x

2
+O(Q4

x).
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Рис. 3.7. Розподiл по x частинок пiд час донат-розсiяння: a). для Dt =

5; б). для Dt = 10. Суцiльнi кривi обчисленi вiдповiдно до Рiвн. (3.67).

Штрихова крива – апроксимацiя гауссiаном (3.69). Розподiл по y є схожим,

але парним.

Нульова функцiя Матьє в цьому наближеннi спрощується до

ce0
(
ϕ

2
, iQx

)
≃

Qx→0
const

[
1− iQx

2
cosϕ+O(Q2

x)

]
,

пiдстановка чого до Рiвн. (3.66) дає

f(ϕ, x, t) ≃
Dt→∞

D

8π2v⊥

∫ ∞
−∞

dQxe
iQx

Dx
2v⊥ e−

DtQ2
x

8

[
1− iQx

2
(1 + cosϕ)

]
=

D

8π2v⊥

[
1− (1 + cosϕ)

v⊥
D

∂

∂x

]∫ ∞
−∞

dQxe
iQx

Dx
2v⊥ e−

DtQ2
x

8

≈
Dt→∞

1

(2π)3/2v⊥

√
D

t
e
−D2t

(
x
v⊥
−1+cosϕ

D

)2
. (3.68)

Це – гауссiан, змiщений вперед по x (на величину, меншу вiд своєї ширини).

Вiдповiдний суто координатний розподiл має вигляд (див. Рис. 3.7)

f(x, t) ≃
Dt→∞

D

4πv⊥

∫ ∞
−∞

dQxe
iQx

Dx
2v⊥ e−

DtQ2
x

8

(
1− iQx

2

)
=

(
1− v⊥

D

∂

∂x

)
D

4πv⊥

∫ ∞
−∞

dQxe
iQx

Dx
2v⊥ e−

DtQ2
x

8

≈ 1

v⊥

√
D

2πt
e
−D2t

(
x
v⊥
− 1
D

)2
. (3.69)
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Невеликий «релiктовий» зсув ⟨x⟩ = v⊥/D, отриманий ранiше в рiвняннi

(3.57) при Dt→∞ – це середня вiдстань, пройдена пучком вздовж попере-

чного напрямку падiння до повної iзотропiзацiї. Для f(ϕ, x, t) зсув зникає

при ϕ = π.

Iншою особливiстю Рiвн. (3.69) є те, що D з’являється в чисельнику

показника. Отже, для заданого t, чим бiльшим є D, тим вужчим є просто-

ровий розподiл, завдяки тому, що балiстичне розширення сильнiше пригнi-

чується. Це нагадує квантовий парадокс Зенона [434], в якому чим частiше

проводиться вимiрювання положення квантової частинки, тим повiльнiше

розширюється її хвильовий пакет. Нарештi, слiд вiдзначити, що розподiл

координат розширюється з часом пропорцiйно до t1/2, а не t3/2, як при бага-

торазовому розсiюваннi в аморфнiй речовинi. Таким чином, кутова дифузiя

затримує просторову дифузiю. Ця властивiсть є пiдґрунтям стохастичного

механiзму повороту пучкiв зiгнутим кристалом (див. Розд. 1.5.7.3).

Форми точних розподiлiв (3.67) та їх порiвняння з гауссовим розподi-

лом (3.69) представленi на Рис. 3.7. Можна вiдзначити, що апроксимацiя

гауссiаном стає справедливою лише пiсля iзотропiзацiї кутового розподi-

лу (яка досягається при Dt ∼ 1). Це природно, оскiльки для досягнення

гауссової форми пiсля iзотропiзацiї повинно пройти кiлька повних азиму-

тальних обертiв. Вiдповiдна просторова дифузiя може розглядатися також

як аналог блукання Пiрсона [435].

3.3. Площинне каналювання та деканалювання

У випадку площинної орiєнтацiї кристала високоенергетична зарядже-

на частинка, що падає на кристал, може або послiдовно перетинати ба-

гато атомних площин, або коливатися мiж двома сусiднiми площинами,

якщо кут падiння частинки настiльки малий, що частинка не може прони-

кнути крiзь площинний потенцiальний бар’єр. Подiбний коливальний рух

називається каналюванням [306]. Вiн не зводиться до задач розсiяння, роз-

глянутих у попереднiх роздiлах, хоча поняття домiнуючого неперервного
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потенцiалу є цiлком придатним i тут.

В достатньо товстому кристалi каналювання руйнується дiєю некоге-

рентного багаторазового розсiювання всерединi кристала. Проте, останнє

слабшає зi зростанням енергiї частинки, тому каналювання може трива-

ти доволi довго. Це особливо стосується позитивно заряджених частинок

(протонiв або позитронiв), оскiльки вiдштовхуючись вiд ядер атомiв, якi

знаходяться поблизу кристалiчних площин, вони можуть рухатися, не на-

ближаючись до них надто близько i взаємодiючи переважно з усередне-

ним неперервним потенцiалом. У цьому випадку деканалювання протiкає

як поступове статистичне збiльшення амплiтуди коливань внаслiдок неко-

герентного багаторазового розсiювання на мiжплощинних валентних еле-

ктронах, i, врештi решт, досягнення її критичного значення, де частинка

вибивається (див. Розд. 1.5.3). Що ж стосується негативно заряджених ча-

стинок, то вони завжди iнтенсивно розсiюються на атомних ядрах, розта-

шованих у центрi потенцiальної ями неперервного потенцiалу, тому дека-

налювання для них проходить набагато швидше (див. Рис. 1.13). У цьому

роздiлi ми обмежимося розглядом процесу каналювання та деканалювання

позитивно заряджених частинок.

Оскiльки деканалювання є рiзновидом процесiв розпаду зв’язаного ста-

ну, для нього необхiдно знати початковий розподiл канальованих частинок.

Вiн залежить вiд умов падiння частинок на кристал, для яких можна видi-

лити три основних варiанти (див. Рис. 3.8). Випадок А є характерним для

надвисоких енергiй, коли колiмацiя початкового пучка до кутiв, значно

менших за критичний кут каналювання [325]

θc =

√
2V0
E

є проблематичною i не вимагається. Випадок B бiльше властивий для по-

мiрно високих енергiй, коли критичний кут каналювання є достатньо зна-

чним, i пучок цiлком можливо колiмувати до набагато менших кутiв роз-

ходження. Випадок C є типовим для дослiджень поверхонь кристалiв за
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допомогою пучкiв заряджених частинок, i, як правило, практикується з

нерелятивiстськими електронами або iонами [206, 349]. Ми зосередимося

на розглядi геометрiй високої енергiї A i B. При цьому частинки з початко-

вого пучка вiдразу потрапляють до каналу, але в залежностi вiд поперечної

енергiї можуть бути як пiд-, так i надбар’єрними. На щастя, їх можна роз-

рiзнити. На виходi з кристала канальованi частинки можуть давати пiки в

кутових розподiлах частинок, або аномальнi пробiги, тощо. Їх також можна

спостерiгати безпосередньо за допомогою детекторiв втрат енергiї [316], або

шляхом кутової розгортки в зiгнутих кристалах, з якої можна визначити

час вибування частинки з режиму каналювання [320, 323, 324] (див. Розд.

1.5.3). Таким чином, пiдбар’єрнi частинки можна вiддiлити вiд надбар’єр-

них i дослiджувати окремо.

Початковий розподiл частинок, захоплених до режиму каналювання в

певному каналi з мiжплощинним неперервним потенцiалом8 V (x), можна

описати дещо iдеалiзованим виразом:

dNch

dx0dv⊥0
= n0(v⊥0)ϑ (d/2− |x0|)ϑ [V (d/2)− E⊥0] , (3.70)

де ϑ – функцiя Хевiсайда, i

E⊥0 = Ev20⊥/2 + V (x0).

Параметр d (границя областi акцептансу в стан каналювання, яка для спро-

щення вибирається рiзкою) ефективно може бути дещо меншим вiд мiж-

площинної вiдстанi, враховуючи ненульову ширину областi ядерного роз-

сiювання. Остання залежить вiд температури кристала, але вiдмiнна вiд

нуля навiть при нульовiй температурi, внаслiдок нульових коливань (див.

Додаток Б).9

Внаслiдок деканалювання, кiлькiсть частинок, що задовольняють умо-

вам каналювання E⊥ < V (x0), монотонно зменшується. Тому природно
8Параметризацiї мiжплощинних потенцiалiв, в тому числi з урахуванням залежностi вiд темпера-

тури кристала, див. в [109,292,306] та в Додатку Б.
9Втiм, залежнiсть деканалювання вiд температури кристала для площинної орiєнтацiї є значно

меншою, нiж для аксiальної [306].
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(A)

(B)

(C)

Рис. 3.8. Типи початкових пучкiв, якi застосовуються в експериментах з

каналювання. (A) Слабко колiмований початковий пучок (з кутом колiма-

цiї бiльшим за критичний кут каналювання), який спрямовується в торець

кристала. (B) Iдеально колiмований початковий пучок, що падає в торець

кристала точно вздовж атомних площин. (C) Початковий пучок, який па-

дає пiд невеликим кутом до бокової поверхнi площинно орiєнтованого кри-

стала.
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характеризувати її диференцiальним розподiлом ймовiрностi залишатися

в каналi, початкове значення якого дорiвнює

f(x0, v⊥0, 0) =
dwch

dx0dv⊥0
=

1

Nch

dNch

dx0dv⊥0
, (3.71)

де

Nch =

∫ d/2

−d/2
dx0

∫ ∞
−∞

dv⊥0
dNch

dx0dv⊥0
.

З причин, якi стануть зрозумiлими нижче, часто достатньо звести розподiл

(3.71) до початкового розподiлу по поперечнiй енергiї:

f(E⊥0, 0) =
dwch

dE⊥0

=

∫ d/2

−d/2
dx0

∫ ∞
−∞

dv⊥0
dwch

dx0dv⊥0
δ

[
E⊥0 −

Ev2⊥0
2
− V (x0)

]
(3.72a)

=

∫ √2E⊥0/E

−
√

2E⊥0/E

dv⊥0
2n0(v⊥0)

Nch|V ′(x0)|V (x0)=E⊥0−Ev2⊥0/2

. (3.72b)

У випадку A, пiдставляючи в (3.72b) n0(v⊥0) =const, отримуємо

f(E⊥, 0) =
n0
Nch

∫ x0max(E⊥0)

−x0max(E⊥0)

dx0

√
2

E [E⊥0 − V (x0)]

=
T (E⊥0)∫ V (d/2)

0 dE ′⊥0T (E
′
⊥0)

. (3.73)

Природно, що чим довшим є перiод каналювання T (E⊥0) =∫ x0max

−x0max
dx0
√

2E/ [E⊥0 − V (x0)], де ±x0max(E⊥0) – точки повороту в

мiжплощинному промiжку, для яких V (x0) = E⊥0, тим бiльше частинок

захоплюється вздовж вiдповiдної траєкторiї у фазовому просторi, якщо

початковий розподiл частинок в цьому просторi був однорiдним.

У випадку B, пiдставляючи в (3.72b) n0(v⊥0) ∝ δ(v⊥0), отримуємо [292]

f(E⊥, 0) =
2const

Nch |V ′[x0max(E⊥0)]|
=

1

d |V ′[x0max(E⊥0)]|
. (3.74)

Промiжнi мiж А i В випадки можна описати, беручи n0(v⊥0), напри-

клад, у формi гауссiану зi скiнченною шириною.
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Подальший аналiз еволюцiї функцiї розподiлу ймовiрностi розподiлу

частинок вимагає розв’язку доволi складних транспортних рiвнянь. Ана-

лiз теорiї деканалювання з рiзних позицiй можна знайти у монографi-

ях [109, 206, 292, 336, 428]. Проте, в нiй все ще залишається низка невирi-

шених принципових питань, яким ми придiлимо головну увагу.

3.3.1. Рiвняння Фоккера-Планка для деканалювання. В умо-

вах домiнування неперервного потенцiалу V (x), некогерентне багаторазове

розсiювання можна врахувати, додавши до правої частини рiвняння кон-

вективного транспорту (Лiувiлля) дифузiйний член по поперечних швид-

костях частинки:

∂f

∂l
+ v⊥

∂f

∂x
− 1

E

∂V

∂x

∂f

∂v⊥
= D(x)

∂2f

∂v2⊥
, (3.75)

з коефiцiєнтом D(x) > 0, який залежить вiд локальної щiльностi електро-

нiв та атомних ядер. За припущення, що розсiювання на атомних ядрах

є набагато сильнiшим, нiж на електронах, для опису каналювання пози-

тивно заряджених частинок можна спрощенно покласти D||x|<d/2 = De ∝
neα

2E−2 log = const всерединi мiжплощинного iнтервалу, позбавленого

ядер (розсiювання на електронах, рiвномiрно розподiлених зi щiльнiстю

ne), i D|x=±d/2 = ∞ (миттєве деканалювання на кордонi областi ядерного

розсiювання).

Для пучкiв, що вiдносяться до типу C, задача насправдi може розгля-

датися як стацiонарна, з ∂f/∂l = 0 в рiвняннi (3.75). У цьому випадку

початковi умови взагалi вiдсутнi, i параметри початкового пучка мають

натомiсть входити до граничної умови. Крiм того, переходячи до змiнної

x′ =

∫
dxD(x),

можна описати навiть суттєво неоднорiдний розподiл ядер атомiв, по флу-

ктуюючим положенням. Одночасний опис надбар’єрних та канальованих

частинок може бути застосований для дослiдження процесу захоплення в

стан деканалювання, але це питання виходить за межi даного роздiлу.
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3.3.1.1. Наближення статистичної рiвноваги. У наближеннi вiд-

сутностi зiткнень, коли D → 0, загальний розв’язок рiвняння (3.75) мо-

жна записати як f = f
(
E⊥,

∫ x dx′

v⊥(E⊥,x′)
− l
)
. Цей клас, зокрема, вклю-

чає в себе розподiли f = f(E⊥), що залежать лише вiд поперечної енергiї

E⊥ = Ev2⊥/2 + V (x), яка є iнтегралом руху. Оскiльки початкова умова

потрапляння частинки до каналу може виявитися залежною лише вiд E⊥,

як це має мiсце для геометрiї A, або, зрештою, наближатися до такого

розподiлу [випадок B, див. Роздiл 3.3.4.3], привабливо шукати розв’язок

транспортного рiвняння (3.75) як функцiю лише E⊥. Однак, при D ̸= 0,

в умовах одночасної присутностi дифузiйного члена по швидкостi та за-

лежного вiд координати потенцiалу, подiбний розв’язок можна побудувати

лише приблизно.

Щоб розв’язати непросте диференцiальне рiвняння другого порядку в

частинних похiдних з коефiцiєнтами, залежними вiд швидкостi та коорди-

нат, та швидкiстно-селективними граничними умовами (див. нижче Роздiл

3.3.4), можна скористатися тим фактом, що розсiювання на електронах

набагато слабше вiд взаємодiї з неперервним потенцiалом. За цих умов ча-

стинка встигає зробити багато коливань в каналi, перш нiж її поперечна

енергiя помiтно змiниться. У найпростiшому випадку, коли мiжплощинний

потенцiал є близьким до параболiчного, V (x) = Eω2x2/2, можна викори-

стати симетрiю гармонiчного осцилятора у фазовому просторi, записавши

∂2

∂v2⊥
→ 1

2

(
∂2

∂v2⊥
+

1

ω2

∂2

∂x2

)
→ E

2
∆√2E⊥

√
2E⊥

, (3.76)

де останнiй оператор (радiальна компонента лапласiана) дiє лише на попе-

речну енергiю. Це наближення часто називається «статистичною рiвнова-

гою» [299], або адiабатичною апроксимацiєю [109].10 У теорiї стохастичних

диференцiальних рiвнянь воно називається також усередненням за перiо-
10Її не слiд розумiти в термодинамiчному сенсi, оскiльки середня поперечна енергiя монотонно зро-

стає з l, i до того ж кiлькiсть частинок у режимi каналювання не зберiгається строго. Тому це наближе-

ння точнiше було б назвати квазiрiвноважним, але термiн «статистична рiвновага» в даному випадку

став загально прийнятим.
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дом [432,436,437]. Проте, воно потребує обґрунтування, що буде предметом

аналiзу в даному пiдроздiлi.

Оператор у правiй частинi рiвняння (3.76) може бути явно записаний

як

∆√2E⊥
√
2E⊥

=
1

2
√
E⊥

∂

∂
√
E⊥

√
E⊥

∂

∂
√
E⊥

(3.77a)

≡ 2
∂

∂E⊥
E⊥

∂

∂E⊥
, (3.77b)

пiсля чого диференцiальне рiвняння набуває вигляду:11

∂f

∂l
= ED

∂

∂E⊥
E⊥

∂

∂E⊥
f. (3.79)

Рiвняння (3.79) в необмеженому iнтервалi E⊥ має рiвноважний «термалi-

зований» розв’язок

f(E⊥, l) =
1

EDl
e−

E⊥
EDl , (3.80)

з EDl, що вiдiграє роль поперечної температури, i кiлькiстю частинок, яка

зберiгається, тобто вiдсутнiм деканалюванням.

Бiльш послiдовне обґрунтування замiни (3.76) спирається на наступнi

аргументи.

Вiрiальна теорема. Якщо припустити, що f = f(E⊥), пiдстановка

такої форми в праву частину рiвняння (3.75) дає

∂2f

∂v2⊥
=

∂

∂v⊥

∂E⊥
∂v⊥

∂

∂E⊥
f = E

∂

∂v⊥
v⊥

∂

∂E⊥
f = E

(
∂f

∂E⊥
+ Ev2⊥

∂2f

∂E2
⊥

)
.

Взагалi кажучи, за присутностi x-залежної потенцiальної енергiї, Ev2⊥ за-

лежить не лише вiд E⊥. З фiзичного погляду, це (подвоєна) поперечна кi-

нетична енергiя. Але середнє значення останньої за часом, згiдно з вiрiаль-

ною теоремою, може виражатися через повну поперечну енергiю. Зокрема,
11Рiвн. (3.79) у застосуваннi до площинного деканалювання вперше вивчалося Вахо [317], який

отримав його за допомогою емпiричних аргументiв з теорiї [438]. Однак, слiд зазначити, що рiвня-

ння [299,438]
∂f

∂l
=

∂

∂E⊥

[
D(E⊥)

∂f

∂E⊥

]
, (3.78)

з D(E⊥) =
1
2

⟨
∆E2

⊥/∆t
⟩

було виведено для аксiального каналювання, тодi як для площинного каналю-

вання воно є евристичним [206,292]. Див. також [437].
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якщо використати той факт, що неперервний потенцiал кристала кремнiю

в орiєнтацiї (110) близький до параболiчного, а для гармонiчного осциля-

тора вiдомо, що середня кiнетична (поперечна) енергiя дорiвнює половинi

загальної (поперечної) енергiї, то, замiнюючи

Ev2⊥ → E
⟨
v2⊥
⟩
= E⊥, (3.81)

ми повертаємося до рiвняння (3.79). Вiдзначимо, що (3.81) фактично є про-

явом симетрiї гармонiчного осцилятора у фазовому просторi, як i у Рiвн.

(3.76).

Швидке усереднення за часом у загальному випадку. Якщо

неперервний потенцiал є суттєво ангармонiчним, i взагалi не описується нi-

якою однорiдною (тобто чисто ступiнною) функцiєю x, то вiрiальна теоре-

ма не застосовна. У цьому випадку треба спиратися на загальнiший метод

швидкого усереднення за часом, тобто усереднення за перiодом швидких

коливань [432,436,437]. Його застосування в рiвняннi (3.81) дає

⟨
v2⊥
⟩
=

1

T

∫ T

0

v2⊥(l)dl =

∮
dxv⊥(x)∮
dxv−1⊥ (x)

=

(
E

∂

∂E⊥
ln J

)−1
, (3.82)

де J = E
∮
dxv⊥(x) – адiабатичний iнварiант, побудований з укороченої дiї.

У випадку гармонiчного осцилятора маємо J ∝ E⊥, але в загальному

випадку це нелiнiйна функцiя поперечної енергiї. На практицi може бути

достатнiм врахувати поправку наступного порядку: E
⟨
v2⊥
⟩
= E⊥ + κE2

⊥.

Тодi замiсть оператора Бесселя виникає гiпергеометричний диференцiаль-

ний оператор.

3.3.2. Деканалювання в наближеннi статистичної рiвноваги.

Для дослiдження процесу деканалювання потрiбно доповнити рiвняння в

часткових похiдних (3.79) вiдповiдними початковими та крайовими умо-

вами. Початковий стан (3.72b) або (3.73) задається в елементарнiй ко-

мiрцi. Що стосується крайової умови, найпростiше її можна змоделювати



170

як12 [439]

f(E⊥, l)|E⊥=V0 = 0. (3.83)

Подiбний тип крайових умов часто використовується в аналiтичних до-

слiдженнях процесiв виходу з потенцiальної ями (див., наприклад, [440]).

Проаналiзуємо тепер наслiдки Рiвн. (3.79) у поєднаннi зi спрощеною кра-

йовою умовою (3.83).

Загальний розв’язок можна виразити як розкладення за повним набо-

ром базисних функцiй, якi повиннi бути пропорцiйними функцiям Бесселя

нульового порядку, оскiльки (3.77) є радiальною частиною двовимiрного

лапласiана:

f(E⊥, l) =
∞∑
n=1

anJ0

(
j0,n
√
E⊥/V0

)
e−j

2
0,nEDl/4V0. (3.84)

[Експоненцiйний множник походить з рiвняння (3.79).] Щоб задовольнити

умовi (3.83), j0,n має бути n-им нулем функцiї J0, значення якого приблизно

дорiвнює13

j0,n ≈ −
π

4
+ πn, n = 1, 2, . . . .

Константи an повиннi визначатися iз вiдповiдностi з початковим станом

f(E⊥, 0) =
∞∑
n=1

anJ0

(
j0,n
√
E⊥/V0

)
.

Застосовуючи спiввiдношення ортогональностi для цилiндричних стоячих

хвиль ∫ 1

0

dϵJ0(j0,m
√
ϵ)J0(j0,n

√
ϵ) = δmnJ

2
1 (j0,n),

отримуємо

an =
1

J2
1 (j0,n)V0

∫ V0

0

dE⊥f(E⊥, 0)J0

(
j0,n
√
E⊥/V0

)
. (3.85)

12Тут V0, взагалi кажучи, залежить вiд температури. Припущенням про рiзку межу областi декана-

лювання ми замiнюємо в цьому пiдроздiлi детальнi розрахунки некогерентного розсiювання на атомних

ядрах, подiбнi до тих, що проводилися в Розд. 3.1.
13Точнiша формула j0,n ≈ −π4 + πn+ 1

π(4n−1) свiдчить, що поправка 1
π(4n−1) є малою для всiх n > 1.
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Найважливiшою для практики буває повна кiлькiсть частинок, якi ли-

шаються в каналi. Її можна отримати, iнтегруючи вираз (3.84) по допусти-

мому фазовому простору:

wch(l) =

∫ V0

0

dE⊥f(E⊥, l) =
∞∑
n=1

an
2V0J1(j0,n)

j0,n
e−j

2
0,nEDl/4V0. (3.86)

Похiдна вiд цiєї величини (швидкiсть деканалювання) теж є важливою

величиною, яка може бути отримана диференцiюванням рiвняння (3.86)

по l, або безпосередньо з Рiвн. (3.79):

dwch

dl
= ED

∫ V0

0

dE⊥
∂

∂E⊥
E⊥

∂

∂E⊥
f = EDV0

∂f

∂E⊥

∣∣∣∣
E⊥=V0

(3.87a)

= −ED
2

∞∑
n=1

anj0,nJ1(j0,n)e
−j20,nEDl/4V0. (3.87b)

Подiбно до закону Фiка, вона пропорцiйна градiєнту функцiї розподiлу на

границi, з тiєю вiдмiннiстю, що градiєнт береться по фазових змiнних (по

E⊥). Звернемо увагу, що в рiвняннях (3.86) i (3.87b) множники J1(j0,n)

мають рiзнi знаки.

При EDl/V0 ≫ 1 (насправдi вже для EDl/V0 > 0.4 – див. Рис. 3.10

нижче), сума (3.86) визначається своїм першим доданком:

wch(l) ≃
EDl/V0≫1

an
2V0J1(j0,n)

j0,n
e−j

2
0,1EDl/4V0 ∝ e−l/ld. (3.88)

Звiдси робимо висновок, що довжина деканалювання дорiвнює14

ld =
4V0

j20,1ED
≈ 0.7

V0
ED

. (3.89)

Як зазначалося у Роздiлi 1, експоненцiйний закон деканалювання в цiлому

узгоджується з експериментальними даними. Вiдзначимо ще, що оскiльки

ED ∼ E−2, довжина ld є пропорцiйною до енергiї частинки, що теж якi-

сно узгоджується з експериментами [320, 321, 323]. Втiм, числове значення
14Також iснують альтернативнi визначення довжини деканалювання, не пов’язанi прямо з експо-

ненцiйним законом виходу з режиму каналювання (3.88), якi з цiєї причини вiдрiзняються вiд нашого

числовим множником.
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коефiцiєнта може бути недооцiнено рiвнянням (3.89), як буде показано в

пiдроздiлi 3.3.4.2.

Слiд пам’ятати також про наявнiсть експоненцiйно згасаючих внескiв

вищого порядку, кожен з яких характеризується своєю власною довжиною

деканалювання. Найважливiшою з них є друга довжина ld2, коротша вiд ld
на множник

ld/ld2 = (j0,2/j0,1)
2 ≈ (7/3)2 ≈ 5.

Тепер проiлюструємо поведiнку розв’язкiв для двох конкретних типiв

початкового стану: A i B.

3.3.2.1. Початковий пучок зi значним кутовим розходженням.

Якщо канальованi частинки при вльотi до кристала рiвномiрно заповнюють

у фазовому просторi диск, що вiдповiдає площинному каналюванню, то за-

дача про еволюцiю такого розподiлу вiдповiдно до параболiчного диферен-

цiального рiвняння (3.79) та однорiдної крайової умови (3.83) аналогiчна

задачi про охолоджування рiвномiрно нагрiтого цилiндра iз замороженими

краями [415].

Початковий поперечний розподiл по енергiї для цього випадку легко

отримати iз загального рiвняння (3.73). Оскiльки для гармонiчного осци-

лятора рух є iзохронним, перiод каналювання T не залежить вiд E⊥0, тому

f(E⊥, 0) =
1

V0
Θ(V0 − E⊥). (3.90)

Пiдставляючи це до Рiвн. (3.85), отримуємо

an =
1

J2
1 (j0,n)V0

∫ 1

0

dϵJ0(j0,n
√
ϵ) =

2

j0,nJ1(j0,n)V0
. (3.91)

Зауважимо, що знаки an чергуються завдяки множнику J−11 (j0,n). Еволю-

цiя вiдповiдного розподiлу по поперечнiй енергiї з глибиною проникнення

показана на Рис. 3.9a.

З рiвняння (3.86) отримуємо iмовiрнiсть каналювання

wch(l) =
∞∑
n=1

4

j20,n
e−j

2
0,nEDl/4V0, (3.92)
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Рис. 3.9. а). Еволюцiя функцiї розподiлу канальованих частинок по попере-

чнiй енергiї з глибиною проникнення, для початкового стану (3.90). Зверху

вниз: EDl/V0 = 0.01, 0.1, 0.5, 1. б). Те саме для початкового стану (3.95).

а з Рiвн. (3.87b) – швидкiсть деканалювання:

−dwch

dl
=
ED

V0

∞∑
n=1

e−j
2
0,nEDl/4V0. (3.93)

При EDl/V0 ∼ l/ld → 0 швидкiсть (3.93) розбiгається. Щоб визначити

закон розбiжностi, зазначимо, що при невеликих EDl/V0 сума в (3.93) ви-

значається великими n, а доданки змiнюються з n повiльно. Це дозволяє

замiнити суму iнтегралом, який легко обчислюється:

−dwch

dl
≃

l/ld→0

ED

V0

∫ ∞
0

dne−π
2n2EDl/4V0 =

√
ED

πV0l
. (3.94)

Звiдси видно, що в даному наближеннi розподiл канальованих частинок на

початковiй стадiї має розбiжнiсть типу квадратного кореня, тобто початок

виходу з режиму каналювання є швидшим вiд будь-якої експоненти (див.

Рис. 3.10) – порiвн. з [323].

3.3.2.2. Iдеально колiмований та орiєнтований початковий пу-

чок. Розглянемо тепер канальованi частинки, захопленi з пучка типу B.

Їх початковий розподiл по поперечних енергiях для випадку гармонiчного

потенцiалу легко визначити: В рiвняннi (3.72b) маємо V ∝ x2 ∝ E⊥0, а
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отже, V ′ ∝ x ∝
√
E⊥0. Таким чином,

f(E⊥, 0) =
1

2
√
V0E⊥

Θ(V0 − E⊥). (3.95)

Пiдставляючи це до рiвняння (3.85), знаходимо коефiцiєнти розкладення:

an =
1

J2
1 (j0,n)V0

∫ 1

0

d
√
ϵJ0(j0,n

√
ϵ) =

π

2V0

H0(j0,n)

J1(j0,n)
> 0, (3.96)

де H0(z) = 1
π

∫ 1

0
dt√
1−t2 sin zt – функцiя Струве [417]. Пiдставляючи далi

(3.96) до (3.86), (3.87b), отримуємо

wch(l) = π

∞∑
n=1

H0(j0,n)

j0,n
e−j

2
0,nDl/4V0, (3.97)

i

−dwch

dl
=
πED

4V0

∞∑
n=1

j0,nH0(j0,n)e
−j20,nEDl/4V0. (3.98)

При EDl/V0 → 0 сума (3.98) розбiгається, але оскiльки вона визначається

великими n, її можна замiнити iнтегралом. При цьому

zH0(z) ≃
z→∞

−
√

2z

π
cos (z + π/4) +

2

π
, (3.99)

i практично для всiх n > 1,

cos (j0,n + π/4) ≃ (−1)n.

Використовуючи це у Рiвн. (3.98), знаходимо, що внесок першого члену

(3.99) є скiнченним, оскiльки
∑∞

n=1

√
n(−1)n−1e−Tn2 при T → 0 прямує до

скiнченної межi
(
1− 2

√
2
)
ζ(−1/2), де ζ – функцiя Рiмана (незважаючи на

те, що сума
∑N

n=1

√
n(−1)n−1 є необмеженою при N →∞). Що стосується

внеску другого доданку, то вiн подiбний до (3.94), але вдвiчi менший:

−dwch

dl
≃

l/ld→0

1

2

√
ED

πV0l
. (3.100)

Коефiцiєнт 1/2 походить вiд дворазової рiзницi мiж граничними значення-

ми (3.90) та (3.95) при E⊥ = V0 − 0.
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Рис. 3.10. a). Залежнiсть iмовiрностi виживання для канальованих части-

нок вiд глибини проникнення. Верхнi кривi – для початкового стану (3.95).

Нижнi – для початкового стану (3.90). Суцiльнi кривi – точнi. Пунктирнi

– апроксимацiї великого часу. б). Те саме для швидкостi деканалювання.

При великих l/ld залежнiсть wch(l) зводиться до найповiльнiшої експо-

ненти в рiвняннi (3.97), conste−l/ld, але наближається до неї знизу, оскiльки

член, наступний за головним, є вiд’ємним: H0(j0,2) < 0. В цiлому, на рисун-

ку 3.10б помiтна «друга хвиля» деканалювання, походження якої можна

зрозумiти з Рис. 3.9б. На початковому етапi еволюцiї iснують швидко дека-

налюючi частинки з E⊥, близькою до V0. Частинки, спочатку зосередженi

при E⊥ ≪ V0, поступово збiльшують свої поперечнi енергiї, i коли вони

досягають V0, швидкiсть деканалювання частково вiдновлюється.

3.3.3. Броунiвський рух гармонiчного осцилятора. Спробуємо

тепер вийти за рамки квазiрiвноважного наближення. Спершу ми розгляне-

мо рiвняння Фоккера-Планка для гармонiчного осцилятора з потенцiалом

V (x) = Eω2x2/2, де ω2 ∝ E−1, без крайових умов:

∂f

∂l
+ v⊥

∂f

∂x
− ω2x

∂f

∂v⊥
= D

∂2f

∂v2⊥
. (3.101)

Ця проблема має довгу iсторiю [435,441]. Нами буде дослiджений її загаль-

ний розв’язок i виведена повна функцiя Грiна разом iз власними функцiями
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еволюцiї. Цi iнгредiєнти будуть використанi в Роздiлi 3.3.4 для наближено-

го розв’язку крайової задачi.

3.3.3.1. Загальний розв’язок. Незважаючи на вiдсутнiсть транс-

ляцiйної iнварiантностi по x та v⊥, загальний розв’язок Рiвн. (3.101) можна

шукати за допомогою перетворення Фур’є:

f =
1

(2π)2

∫ ∞
−∞

dq

∫ ∞
−∞

dξeiqx+iξv⊥f(q, ξ, l),

оскiльки воно знижує порядок рiвняння:

∂f

∂l
− q∂f

∂ξ
+ ω2ξ

∂f

∂q
= −Dξ2f. (3.102)

Останнє рiвняння – лише 1-го порядку в часткових похiдних. Щоб проiн-

тегрувати його, зручно спершу роздiлити змiннi в його лiвiй частинi, пере-

ходячи вiд q, ξ до голоморфних динамiчних змiнних

η = q + iωξ, η̄ = q − iωξ.

Це перетворює його на

1

ω

∂ ln f

∂l
−iη∂ ln f

∂η
+iη̄

∂ ln f

∂η̄
=

D

4ω3
(η − η̄)2 = D

4ω3

(
η2 − 2ηη̄ + η̄2

)
. (3.103)

Тепер можна виразити загальний розв’язок неоднорiдного рiвняння як су-

му очевидного загального розв’язку однорiдного рiвняння,

ln f0 = ln g
(
ηeiωl, η̄e−iωl

)
з довiльною функцiєю g, та будь-якого розв’язку неоднорiдного рiвняння,

наприклад,

ln f1 =
D

4ω3

(
i

∫
dηη − 2ωlηη̄ − i

∫
dη̄η̄

)
+ const

= − D

2ω2
qξ − Dl

2ω2

(
q2 + ω2ξ2

)
+ const. (3.104)

Комбiнуючи їх, отримуємо

f(q, ξ, l) = eln f0+ln f1 = g
(
ηeiωl, η̄e−iωl

)
e−

D
2ω2

qξ− Dl
2ω2

(q2+ω2ξ2).
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Здiйснюючи зворотний поворот у площинi параметрiв q, ωξ на кут ωl,

тобто переходячи до нових змiнних

η′ = ηeiωl = q′ + iξ′, η̄′ = η̄e−iωl = q′ − iξ′,

що вiдповiдає

q = q′ cosωl + ωξ′ sinωl, ξ = ξ′ cosωl − q′

ω
sinωl,

можна позбутися ще й залежностi вiд l в аргументах g:

f =
1

(2π)2

∫∫
dqdξeiqx+iξvg

(
ηeiωl, η̄e−iωl

)
e−

D
2 qξ−

Dl
2 (q2+ω2ξ2)

=
1

(2π)2

∫∫
dq′dξ′e

i(q′ cosωl+ωξ′ sinωl)x+i
(
ξ′ cosωl− q

′
ω sinωl

)
v⊥

×g (q′, ξ′) e−
D

2ω2
(q′ cosωl+ωξ′ sinωl)

(
ξ′ cosωl− q

′
ω sinωl

)
− Dl

2ω2
(q′2+ω2ξ′2). (3.105)

Таким чином, ми виразили f як фiксовану суперпозицiю парцiальних пла-

ских хвиль. [Легко перевiрити, що пiдiнтегральний вираз у Рiвн. (3.105)

задовольняє диференцiальному рiвнянню (3.101) без необхiдностi iнтегру-

вання по частинах.] Зi зростанням l, цi хвилi обертаються по колу навколо

початку координат i згасають. Швидкiсть загасання пропорцiйна квадрату

хвильового вектора, але iснує й залежнiсть вiд його напрямку ψ.

Нарештi, переходячи до цилiндричних координат

ωx =

√
2E⊥
E

cosφ, v⊥ =

√
2E⊥
E

sinφ, (3.106)

q′ = σ cosψ, ωξ′ = σ sinψ,

можна придати розв’язку простiший вигляд:

f =
1

(2π)2ω

∫ ∞
0

dσσ

∫ π

−π
dψg(σ, ψ)ei

√
2E⊥
E

σ
ω cos(ψ−φ−ωl)−Dσ

2

2ω2
[l+ sin 2(ψ−ωl)

2ω ]. (3.107)

Щоб зрозумiти властивостi еволюцiї при зростаннi l, розглянемо два

граничних випадки.

При ωl ≪ 1 розкладаємо залежну вiд l експоненту в (3.105) в ряд за

ступенями ωl:

1

ω2
(q′ cosωl + ωξ′ sinωl)

(
ξ′ cosωl − q′

ω
sinωl

)
+

l

ω2

(
q′2 + ω2ξ′2

)
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=
q′ξ′

ω2
− 2 sin2 ωl

ω2
q′ξ′ +

q′2

ω2

(
l − sin 2ωl

2ω

)
+ ξ′2

(
l +

sin 2ωl

2ω

)
(3.108a)

=
q′ξ′

ω2
+ 2ξ′2l − 2q′ξ′l2 +

2

3
q′2l3 +O(ω2l2). (3.108b)

Тут ξ′2l−q′ξ′l2+ 1
3q
′2l3 = 1

3q′ξ
′3− 1

3q′ (ξ
′ − q′l)3, що також може бути отрима-

но шляхом безпосереднього iнтегрування рiвняння (3.102). Якщо покласти

e−
D

2ω2
q′ξ′g(q′, ξ′) = const, з наближення (3.108b) отримаємо розв’язок Фермi

з Роздiлу 2.3.1.

В протилежному випадку Dl → ∞ коефiцiєнт e−
Dl
2ω2

(q′2+ω2ξ′2) в пiдiнте-

гральнiй функцiї (3.105) має рiзкий максимум в точцi q′ = 0, ξ′ = 0. Отже,

можна зробити вiдповiдну замiну в пiдiнтегральнiй функцiї всюди, окрiм

множника пласкої хвилi, який може швидко змiнюватися при великих x та

v⊥. При цьому

f ≃ g(0, 0)

(2π)2

∫∫
dq′dξ′e

i(q′ cosωl+ωξ′ sinωl)x+i
(
ξ′ cosωl− q

′
ω sinωl

)
v
e−

Dl
2ω2

(q′2+ω2ξ′2)

=
g(0, 0)

(2π)2

∫∫
dq′dξ′eiq

′x+iξ′ve−
Dl
2ω2

(q′2+ω2ξ′2) ∝ e−E⊥/EDl, (3.109)

де g(0, 0) дорiвнює збережнiй повнiй iмовiрностi

g(0, 0) =

∫∫
dxdv⊥f(x, v⊥, l).

Це вiдповiдає встановленню квазiрiвноваги (3.80) (з середньою поперечною

енергiєю, лiнiйно зростаючою з l, i сталою кiлькiстю частинок).

3.3.3.2. Задача Кошi. Зв’язок довiльної функцiї g (q′, ξ′) з поча-

тковим станом f(x0, v⊥0, 0) можна встановити, якщо покласти l = 0 в

Рiвн. (3.105):

f(x0, v⊥0, 0) =
1

(2π)2

∫∫
dq′dξ′eiq

′x0+iξ
′v⊥0− D

2ω2
q′ξ′g (q′, ξ′) .

Це є звичайним перетворенням Фур’є, яке можна обернути:

g (q′, ξ′) = e
D
2 q

′ξ′
∫∫

dx0dv⊥0e
−iq′x0−iξ′v⊥0f(x0, v⊥0, 0). (3.110)

Представляючи сюди f(x0, v⊥0, 0) у виглядi довiльного дельта-розподiлу

G(x0, v⊥0, x, v⊥,+0) = δ(x− x0)δ(v⊥ − v⊥0)
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(у цьому випадку позначаємо f як G), можна обчислити iнтеграли (3.110),

(3.105), i отримати функцiю Грiна:15

G(x0, v⊥0, x, v⊥, l) =
ω2

2πD
√
ω2l2 − sin2 ωl

×e−
ω[ω(x−x0) cos ωl2 −(v⊥+v⊥0) sin

ωl
2 ]

2

2D(ωl−sinωl) −
ω[ω(x+x0) sin ωl2 +(v⊥−v⊥0) cos

ωl
2 ]

2

2D(ωl+sinωl) . (3.111)

У цилiндричних координатах (3.106) вона має вигляд

G

(
E⊥0
E

,φ0,
E⊥
E
,φ, l

)
=

ω2

2πD
√
ω2l2 − sin2 ωl

×e−
ω

[√
2E⊥
E

cos(φ+ωl2 )−
√

2E⊥0
E

cos(φ0−ωl2 )
]2

2D(ωl−sinωl) −
ω

[√
2E⊥
E

sin(φ+ωl2 )−
√

2E⊥0
E

sin(φ0−ωl2 )
]2

2D(ωl+sinωl) . (3.112)

Цей вираз є симетричним вiдносно перестановки E⊥ ↔ E⊥0, φ↔ −φ0, так

само як (3.111) симетрично вiдносно x↔ x0, v⊥ ↔ −v⊥0.

3.3.3.3. Власнi функцiї. Навiть якщо початкова функцiя розподiлу

була цилiндрично симетричною, ця симетрiя порушується в процесi ево-

люцiї через наявнiсть коефiцiєнта e−
D

2ω2
qξ у iнтегралi Фур’є. Але завдяки

тому, що транспортне рiвняння прямо не залежить вiд l, iснують певнi

власнi функцiї еволюцiї, якi загасають з l чисто експоненцiйно. Такi власнi

функцiї можна знайти наступним чином.

Якщо в рiвняннi покласти (3.107) g ∝ δ(σ−σ0)eimψ (цилiндрична симе-

трiя в Фур’є-спряжених змiнних), залежностi вiд просторових змiнних та l

роздiляються:

f ∝ 1

2π

∫ π

−π
dψeimψei

√
2E⊥
E

σ0
ω cos(ψ−φ−ωl)−Dσ

2
0

2ω2
[l+ sin 2(ψ−ωl)

2ω ]

= Φm

(
Dσ2

0

2ω3
,

√
2E⊥
E

σ0
ω
, φ

)
e−

Dσ20
2ω2

l+imωl, (3.113)

15В додатку до статтi [442] вiдповiдна формула була отримана за умови ωl≫ 1, коли у знаменниках

показникiв експоненти можна покласти ωl ± sinωl ≈ ωl, та в дещо iншому записi, iснуючому у цьому

наближеннi, коли в чисельниках показникiв експоненти фiгурують синуси та косинуси ωl, а не ωl/2.

З друкарськими помилками ця формула також була опублiкована в оглядi [300]. Чисто координатний

розподiл
∫∞
−∞ dv⊥G(x0, v⊥0, x, v⊥, l) був ранiше отриманий Чандрасекаром [435], який враховував також

загасання осцилятора. Обчислення моментiв та якiсну поведiнку функцiї (3.111) можна знайти в [441].
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де

Φm

(
Dσ20
2ω3

, ρ, φ

)
=

1

2π

∫ π

−π
dψeimψ+iρ cos(ψ−φ)−

Dσ20
4ω3

sin 2ψ. (3.114)

Останнi функцiї не є аксiально симетричними,16 i навiть не мають симетрiї

нi по x, нi по v⊥. Однак, вони є симетричними функцiями дiйсних змiшу-

вань ωx± v⊥ (або вiдносно дiагональних напрямкiв φ = ±π/4 у фазовому

просторi). При D → 0 функцiї Φm прямують до виразiв imJm (ρ) eimφ, най-

нижчий представник яких, J0 (ρ), є базисною функцiєю в квазiрiвноважнiй

апроксимацiї Роздiлу 3.3.3. З урахуванням найнижчої поправки, залежної

вiд азимуту, ця основна функцiя має вигляд

Φ0

(
Dσ20
2ω3

, ρ, φ

)
≃

Dσ20
2ω3
≪1

J0 (ρ) +
Dσ2

0

4ω3
J2 (ρ) sin 2φ. (3.115)

Слiд вiдзначити, що вiдношення функцiй J2(ρ) та J0(ρ) прямує до −1 при

ρ≫ 1; але, з iншого боку, як наслiдок, нулi цих функцiй спiвпадають при

великих ρ, тому елiптичнiсть функцiї Φ0 вiзуально є сильнiшою при ρ . 1

(див. Рис. 3.11a).
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Рис. 3.11. Власнi функцiї рiвняння Фоккера-Планка для гармонiчного осци-

лятора у фазовому просторi, для Dσ20/ω3 = 1: a). Φ0

(
Dσ2

0

2ω3 , ρ cosφ, ρ sinφ
)
,

б). ReΦ2

(
Dσ2

0

2ω3 , ρ cosφ, ρ sinφ
)
, в). ImΦ2.

16На вiдмiну вiд рiвняння (3.109), вони не набувають осьової симетрiї навiть при l → ∞, оскiльки

для них g(0, 0) = 0.
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Аналогiчно, функцiя Φ2 при малих Dσ2
0

2ω3 окрiм −J2 (ρ) e2iφ включає до-

мiшку компоненти J0 (ρ) (див. Рис. 3.11б,в).

Для функцiй Φm можна далi встановити спiввiдношення ортогональ-

ностi, i розкласти по них будь-яку початкову умову. Проте, їх практична

зручнiсть залежить вiд простоти їхнього зв’язку з крайовими умовами.

Функцiя Грiна є сильнiше локалiзованою, особливо для малих ωl, тому во-

на повинна бути менш чутливою до крайових умов. Отже, працювати з

нею може бути зручнiше. З iншого боку, коса форма власних функцiй ево-

люцiї є корисною для розумiння косої форми розв’язкiв в крайовiй задачi

на великих часах еволюцiї (див. наступний пiдроздiл).

3.3.4. Крайова задача. Тепер ми готовi дослiдити проблему дека-

налювання, коли рiвняння (3.101) доповнюється реалiстичнiшою крайовою

умовою, згiдно з якою частинки не потрапляють iззовнi до мiжплощинного

iнтервалу −d/2 < x < d/2 (полоси, а не кола аксептансу каналювання).

Ця крайова умова ставиться наступним чином:17

f(d/2, v⊥, l) = f(−d/2,−v⊥, l) = 0 для v⊥ < 0. (3.116)

Альтернативно, можна поставити вимогу, щоб

для |x| > d/2 D(x) = 0, ω(x) = 0, f(x, v⊥, 0) = 0. (3.117)

Розв’язок цiєї задачi при |x| < d/2 повинен збiгатися з (3.116). Дiйсно, для

|x| > d/2,

f ≃ 1

(2π)2

∫∫
dq′dξ′eiq

′(x−v⊥l)+iξ′vg (q′, ξ′) = f0(x− v⊥l, v), (3.118)

тобто якщо для x > d/2 i v⊥ < 0 (або x < −d/2 та v⊥ > 0) функцiя

f(x, v⊥, 0) дорiвнювала нулю при l = 0, вона залишиться нульовою в цих

квадрантах фазової площини i при всiх l > 0.
17Тут ефективна ширина мiжплощинного iнтервалу, у якому частинки можуть стабiльно каналю-

вати, є дещо меншою вiд вiдстанi мiж центрами площин, i також трохи зменшується зi збiльшенням

температури кристала.
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Задача еволюцiї (3.101), (3.117) допускає пряме комп’ютерне моделюва-

ння, але аналiзувати його нелегко (навiть при ω = 0, що вiдповiдає амор-

фнiй мiшенi [214]). Тому ми не будемо ставити на метi отримати повний

розв’язок, обмежившись асимптотичним аналiзом та якiсними зауважен-

нями.

3.3.4.1. Початковий етап деканалювання. Опис швидкостi дека-

налювання спрощується для малих l, коли ще не проявляється кореляцiя

мiж двома кордонами мiжплощинного iнтервалу. Тодi задача може роз-

глядатися так, начебто iснує лише один з кордонiв. Швидкiсть виходу з

мiжплощинного iнтервалу −d/2 < x < d/2 може бути виражена як потiк

через кордон:

−dwch

dl
= 2

∫ ∞
0

dv⊥v⊥
dwch

dxdv⊥

∣∣∣∣
x=d/2

(3.119)

(з коефiцiєнтом 2, що враховує наявнiсть двох однакових кордонiв). В

(3.119) функцiя розподiлу може бути отримана з початкового розподiлу
dw

dx0dv⊥0
як

dwch

dxdv⊥
=

∫ ∞
−∞

dx0

∫ ∞
−∞

dv⊥0
dwch

dx0dv⊥0
G (x0, v⊥0, x, v⊥, l) , (3.120)

де функцiя Грiна (3.111) в головному порядку по ωl → 0 може бути апро-

ксимована розподiлом Фермi (2.92a)

G ≃
ωl→0

√
3

2πDl2
e−

3[x−x0−(v⊥+v⊥0)l/2]
2

Dl3
− (v⊥−v⊥0)

2

4Dl (3.121)

(вона не залежить вiд ω, оскiльки на початковiй стадiї дифузiя є швидшою

за будь-який регулярний рух, зокрема коливання).

Застосуємо це наближення до двох конкретних прикладiв – початкових

пучкiв типiв A та B.

Для пучка типу А дископодiбний початковий розподiл канальованих

частинок поблизу межi x = d/2 можна апроксимувати як

dwch

dx0dv⊥0
=

4

πωd2
ϑ

[(
d

2

)2

− x20 −
v2⊥0
ω2

]
≃ 4

πωd2
ϑ

(
d

2
− v2⊥0
ω2d
− x0

)
. (3.122)
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Параметр ω входить сюди через кривизну краю початкового розподiлу, але

скоротиться в кiнцевому результатi.

Пiдставляючи (3.122) до рiвнянь (3.120), (3.119), обчислюємо iнтеграл

−dwch

dl
≃
l→0

4
√
3

π2ωd2Dl2

∫ ∞
0

dv⊥v⊥

∫ ∞
−∞
dv⊥0

×
∫ d

2−
v2⊥0
ω2d

−∞
dx0e

− 3[d/2−x0−(v⊥+v⊥0)l/2]
2

Dl3
− (v⊥−v⊥0)

2

4Dl (3.123)

наступним чином. Iнтегрування за x0 дає

−dwch

dl
≃ 2

π3/2ωd2
√
Dl

∫ ∞
0

dv⊥v⊥

∫ ∞
−∞

dv⊥0e
− (v⊥−v⊥0)

2

4Dl

×erfc

[√
3

Dl

(
v2⊥0
ω2dl

− v⊥ + v⊥0
2

)]
. (3.124)

Тут v⊥, v⊥0 .
√
Dl, отже, множник

√
3
Dl

v2⊥0

ω2dl в аргументi додаткової фун-

кцiї помилок є позитивним i великим. При таких аргументах функцiя erfc

швидко прямує до нуля, тому внесок v⊥0 є навiть меншим, нiж ∼
√
Dl, що

дозволяє знехтувати v⊥0 порiвняно з v⊥:

−dwch

dl
≃ 2

π3/2ωd2
√
Dl

∫ ∞
0

dv⊥v⊥e
− v2⊥

4Dl

∫ ∞
−∞

dv⊥0erfc

[√
3

Dl

(
v2⊥0
ω2dl

− v⊥
2

)]
.

(3.125)

Замiни v⊥ = 2
√
Dlu, v⊥0 = ω

√
dl(Dl)1/4w приводять до ступiнного закону

−dwch

dl
≃
l→0

C
D3/4

d3/2
l5/4, (3.126)

з коефiцiєнтом

C =
8

π3/2

∫ ∞
−∞

dw

∫ ∞
0

duue−u
2

erfc
[√

3
(
w2 − u

)]
=

31/4
√
2πΓ

(
1
4

)
+ 3−1/42Γ

(
3
4

) [
4 + 3

√
2 2F1

(
1
2 ,

3
4 ;

3
2 ;−3

)]
π2

≈ 2.5. (3.127)

Таким чином, замiсть ld початковий етап деканалювання характеризується

шкалою часу

li ∼ d2/3D−1/3 ∝ E2/3. (3.128)
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При цьому вiдношення li/ld ∝ E−1/3 зменшується з енергiєю.

Порiвняння асимптотик (3.126) з числовим моделюванням ймовiрностi

залишитися в каналi показане на Рис. 3.12.

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
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Рис. 3.12. Логарифмiчний графiк еволюцiї ймовiрностi залишитися в каналi

для частинок, захоплених з пучка типу A, при ED
2V0ω

= 0.1. Суцiльна крива

– числове моделювання на основi умови (3.117). Штрихова: 1 +
∫ l
0 dl

dwch
dl , з

dwch
dl , обчисленим згiдно до рiвняння (3.126). При великих ωl закон виходу

з режиму каналювання є подiбним до експоненцiйного (пряма лiнiя).

Для випадку B, коли початковий пучок є майже паралельним,

dwch

dx0dv⊥0
=

1

d
ϑ

(
d

2
− |x0|

)
δ(v⊥0) (3.129a)

≃ 1

d
ϑ

(
d

2
− x0

)
δ(v⊥0), (3.129b)

використовуючи те саме наближення (3.121) для функцiї Грiна, отримуємо

−dwch

dl
=

√
3

πDdl2

∫ ∞
0

dv⊥v⊥

∫ d/2

−∞
dx0e

−3[d/2−x0−v⊥l/2]
2

Dl3
− v2⊥

4Dl

=
1

2d
√
πDl

∫ ∞
0

dv⊥v⊥e
− v2⊥

4Dlerfc

(
−
√

3

Dl

v⊥
2

)

=

(
1 +
√
3/2
)√

Dl
√
πd

. (3.130)

Типовий часовий масштаб тут дорiвнює li, але показник ступеня є ниж-

чим. Iнакше кажучи, частинки деканалюють швидше, хоча їхнiй початко-
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вий розподiл був краще колiмованим. Так вiдбувається тому, що вони були

дужче сконцентрованими поблизу межi x = ±d/2, v⊥ = 0. Втiм, це зроста-

ння швидко припиняється, як тiльки початковий розподiл повертається на

помiтний кут у фазовому просторi (див. Рис. 3.14 нижче).

У порiвняннi зi ступiнною поведiнкою (3.94), (3.100), отриманою в рам-

ках квазiрiвноважного наближення, поведiнка (3.126), (3.130) не є розбi-

жною при l → 0, але справедлива в коротшому iнтервалi часу. Тому на

малих довжинах (l ≪ ω−1) наближення статистичної рiвноваги не прида-

тне.

3.3.4.2. O(
√
D)-поправка до довжини деканалювання. Якiсний

аналiз все ж можливий при D/ω → 0. Приклад еволюцiї функцiї розподiлу

зображений на Рис. 3.13. Вiн демонструє, що для ωl ≫ 1 розподiл прямує

до арко-подiбної форми, яка нагадує J0 або Φ0 всерединi кола аксептан-

су E⊥ 6 V0 (одиничне пунктирне коло на Рис. 3.13), але поблизу цього

кола поводить себе складнiше. В околицi кола ширина розподiлу зростає

зi зростанням φ вiд −π до 0 i вiд 0 до π, i саме ця ширина визначає фа-

ктичну швидкiсть деканалювання. Тому ми знову повиннi обчислити потiк

частинок через границю за допомогою рiвняння (3.119).

Цього разу ми повиннi поєднати початковий розподiл бiля межi x =

−d/2
dwch

dx0dv⊥0
≃ Aϑ

(
x0 +

d

2
− v2⊥0
ω2d

)
(3.131)

[порiвн. з Рiвн. (3.122)] з граничною умовою при x = d/2. Це приблизно

досягається за допомогою функцiї Грiна на половинi перiоду l = π/ω:

G
(
x0, v⊥0, x, v⊥,

π

ω

)
=

ω2

2π2D
e−

ω
2πD [ω2(x+x0)

2+(v⊥+v⊥0)
2], (3.132)

i дає

dwch

dxdv⊥

∣∣∣∣
x=d/2

= A ω2

2π2D

∫ ∞
−∞

dv⊥0e
− ω

2πD (v⊥+v⊥0)
2

∫ ∞
−d/2+

v2⊥0
ω2d

dx0e
− ω3

2πD (d/2+x0)
2

=

√
ω

2D

A
2π

∫ ∞
−∞

dv⊥0e
− ω

2πD (v⊥+v⊥0)
2

erfc
(√

ω

2πD

v2⊥0
ωd

)
. (3.133)
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Рис. 3.13. Еволюцiйнi стадiї фазово-просторового розподiлу ймовiрностi ча-

стинок у площинному каналi для початкового пучка типу А та сили дифузiї
ED
2V0ω

= 0.1. Злiва направо, ωl = 0.1, 0.3, 1, 1.5, 2. В подальшому розподiл

вже не змiнюється за формою зi збiльшенням ωl, вiдповiдаючи квазiрiвно-

важному стану, який загасає по експонентi (див. Рис. 3.12).

Пiдставляючи цей вираз до формули (3.119), обчислюємо швидкiсть дека-

налювання для малих D:

−dwch

dl
=

√
ω

2D

A
π

∫ ∞
−∞

dv⊥0 erfc
(√

ω

2πD

v2⊥0
ωd

)∫ ∞
0

dv⊥v⊥e
− ω

2πD (v⊥+v⊥0)
2

=
A√
π

2πD

ω

∫ ∞
−∞

dw erfc

(√
2πD

ω

w2

ωd

)(
1

2
e−w

2 − w
√
π

2
erfcw

)
. (3.134)

При малих D головний внесок походить вiд великих w, тому

−dwch

dl
≃ A2πD

ω

∫ 0

−∞
dw (−w) erfc

(√
2πD

ω

w2

ωd

)
= d

√
ωD

2
A. (3.135)

Останнiй результат вказує, що швидкiсть деканалювання можна пов’я-

зати зi стрибком функцiї розподiлу, який в адiабатичному наближеннi вва-

жався нульовим. Якщо ж натомiсть ми виразимо стрибок A двовимiрної

функцiї розподiлу за допомогою функцiї розподiлу по поперечнiй енергiї,

∆f =
2π

ωE
A,

i прирiвняємо його до (3.87a), то отримаємо точнiшу граничну умову:

∆f |E⊥=V0 = −
2πV0
ωd

√
2D

ω

∂f

∂E⊥

∣∣∣∣
E⊥=V0−0

. (3.136)



187

Оскiльки D/ω3 ∼ E−1/2 → 0, права частина, а також ∆f , прямують до ну-

ля у вiдповiдностi до Рiвн. (3.83), але доволi повiльно: ∼
√
D/ω3 ∼ E−1/4.

На практицi права частина може бути значною, тому точнiшою граничною

умовою в наближеннi статистичної рiвноваги є (3.136). Аргументи базисних

функцiй тодi дещо вiдрiзняються вiд j0,n
√
E⊥/V0.

Зокрема, замiнивши в (3.136)

f ∝ J0

[
j0,1(1− δ1)

√
E⊥/V0

]
(3.137)

i лiнiарiзуючи лiву частину за δ1 та нехтуючи вiдповiдною поправкою у

правiй частинi, яка вже є пропорцiйною
√
D, отримуємо

δ1 =
π

ωd

√
2D

ω
. (3.138)

При цьому довжина деканалювання дорiвнює

ld =
4V0

EDj20,1(1− 2δ1)
, (3.139)

де

2δ1 = π

√
ED

V0ω
.

На практицi ця поправка може бути суттєвою, а отже, навiть в умовах вiд-

носно невеликих ED/V0ω, довжину деканалювання не можна обчислювати

за допомогою простої формули (3.89).

3.3.4.3. Осциляцiї деканалювання. Якщо початковий стан зале-

жить не тiльки вiд E⊥, але й вiд φ, як це має мiсце у випадку B, його

еволюцiя буде включати також iстотнi компоненти Φm з m ̸= 0. Якщо, як

це зазвичай буває, початкова умова є парною як по x, так i по v⊥, непарнi

m випадають, i залишаються лише m = 0, 2, 4, . . .. При малих D функцiї

Φm є близькими до imJm(ρ)eimφ, якi мають нулi уздовж концентричних кiл

у фазовому просторi. Отже, довжина деканалювання для кожної з таких

компонент приблизно визначається коренем вiдповiдної функцiї Бесселя

Jm:

jm,n ≈ −
π

4
+
πm

2
+ πn,
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i дорiвнює

l
(m)
d =

4V0
j2m,1

ED.

Цi вищi компоненти деканалюють швидше, нiж головний член m = 0.

Важливiшим є те, що вiдповiдна швидкiсть монотонного експоненцiй-

ного розпаду не спiвпадає з фiзичною швидкiстю деканалювання. Остання

фiзично пов’язана зi значеннями функцiї розподiлу на кордонах x = ±d/2,
якi при малих D пов’язанi з функцiєю розподiлу при φ ≈ 0 mod π. Через

те, що значення Φm з m ̸= 0 при фiксованих значеннях φ залежать вiд l,

вони викликають значнi коливання швидкостi деканалювання, з перiодом

π/ω.
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Рис. 3.14. Швидкiсть деканалювання для сили дифузiї ED
2V0ω

= 0.1 та поча-

ткового розподiлу dwch
dx0dv⊥0

∝ erfc
[
500

(
(2x/d)2 − 1

)]
e−100(2v⊥0/ωd)

2, моделюю-

чого δ-розподiл (3.129a) (тип пучка B).

Точнiше, iснує послiдовнiсть перiодичних пiкiв при

ωl = πk − φk, k = 1, 2, . . . ,

з 0 < φk < φk+1 < π/2. Вони розширюються зi збiльшенням Dl, i навпа-

ки, стають вужчими та бiльш численними при зменшеннi D. Висоти пiкiв

зменшуються як e−l/l
(2)
d , де

l
(2)
d ≈ ld2 ≈ ld/5.
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Приклад показано на Рис. 3.14. Коливання такого роду були виявленi екс-

периментально [318, 443, 444] та в чисельному моделюваннi [445]. У цьо-

му випадку, наближення статистичної рiвноваги порушується не лише при

ωl . 1, але i при l . l
(2)
d . Але ми не будемо далеко заглиблюватися в це

питання.

3.4. Проходження заряджених частинок крiзь зiгнутi

кристали. Об’ємне вiдбиття

Окрiм звичайних, прямих монокристалiв, у фiзицi високих енергiй за-

стосовуються також зiгнутi (див. Розд. 1.5.7). Якщо кристал достатньо тон-

кий (не товщий декiлькох мiлiметрiв), але при цьому ширший вiд пучка,

його можна зiгнути на невеликий кут, i частинки, що проходять крiзь кри-

стал, за певних умов будуть вiдхилятися на цей кут. Завдяки тому, що

кут вiдхидення є фiксованим, для високоенергетичних частинок вiн все ж

набагато перевищує кути, на якi можна вiдхилити пучок за допомогою ла-

бораторних магнiтiв. До того ж поворот здiйснюється у набагато меншому

просторi.

Як i у випадку з прямими кристалами, можливi рiзнi орiєнтацiї кри-

стала вiдносно пучка, i рiзнi масштаби малих кутiв падiння, тому iснують

рiзнi механiзми вiдхилення пучкiв зiгнутими кристалами. При площиннiй

орiєнтацiї та за найменших кутiв падiння реалiзується каналювання, яке

виводить пучок захоплених частинок зiгнутими каналами. Теорiя каналю-

вання в умовах згину кристала [321,353] є подiбною до тiєї, що й без згину,

з головною вiдмiннiстю, що деканалювання виникає переважно на однiй з

двох обмежуючих площин (для позитивно заряджених частинок), а глиби-

на потенцiальної ями зменшується. (Також суттєвим може виявитися пе-

резахоплення частинок.) Iсторiя розвитку даного пiдходу була окреслена у

Розд. 1.5.7.1.

При площиннiй орiєнтацiї та бiльших, надбар’єрних кутах падiння, в

якiйсь точцi всерединi зiгнутого кристала кут руху вiдносно атомних пло-
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щин все ж може стати порядку критичного (див. Рис. 3.15). Тодi замiсть

захоплення частинки площиною виникає, навпаки, вiдбиття в бiк протиле-

жний згину, що називається об’ємним вiдбиттям [356] (див. Розд. 1.5.7.2).

Хоча вiдповiдний кут вiдхилення є спiвмiрним з критичним кутом кана-

лювання, i тому зменшується зi зростанням енергiї частинки як E−1/2, але

на цей однаковий кут вiдхиляються практично всi частинки пучка (повний

акцептанс), тому можливо використовувати послiдовно декiлька таких вiд-

биттiв.

Нарештi, при осьовiй орiєнтацiї каналювання є нестiйким на значних

товщинах кристалiв, якi представляють практичний iнтерес, тому вико-

ристовується механiзм багаторазового розсiяння на ланцюжках (донат-

розсiювання – див. Розд. 1.5.5). Завдяки тому, що, як було продемонстро-

вано в Розд. 3.2, в донат-розсiюваннi просторова дифузiя пригнiчується

порiвняно з аморфним середовищем, при згинi такий кристал також може

вiдводити пучок надбар’єрних частинок, подiбно до каналювання. Але при

цьому пучок набуває бiльшого розходження. Розрахунок кiнетики за таких

умов сьогоднi переважно проводиться за допомогою чисельного моделюва-

ння [364,446].

Не намагаючись охопити всi можливi механiзми повороту, в цьому роз-

дiлi ми розглянемо об’ємне вiдбиття, яке є цiкавим також iз загального

погляду класичної механiки.

3.4.1. Опис викривлення кристалiв. Розглянемо частинку, що па-

дає на зiгнутий кристал пiд невеликим кутом θ0 до осi Oz, яка є орто-

гональною великим граням кристала (будемо вважати, що цi гранi роз-

ташовуються при z ≈ −L/2 та z ≈ L/2). Припустимо, що кристал має

площинну орiєнтацiю, тобто всерединi кристала мiститься набiр атомних

площин, орiєнтованих також приблизно, хоча i не строго вздовж Oz (див.

Рис. 3.15). Для простоти будемо вважати, що частинка взаємодiє лише з

неперервним потенцiалом площин, який не залежить вiд координати y, i
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знехтуємо некогерентним розсiюванням (як вiдзначалося в попереднiх пiд-

роздiлах, точнiсть такого наближення покращується зi збiльшенням енергiї

частинки).

Вiдстань мiж зiгнутими площинами практично не змiнюється при мало-

му значеннi кривизни кристала, i рiвняння, яке визначає кожну площину,

має вигляд

xn(z) = Cn + ξ(z). (3.140)

Константи Cn = C0 + nd є рiвновiддаленими, з iнтервалом, який дорiвнює

вiдстанi d мiж еквiвалентними площинами.

-L�2 L�2t0

Θ0b<
z»t

x

Рис. 3.15. Схематичне зображення проходження частинок високої енергiї

крiзь тонкий зiгнутий кристал. Вiдхилення частинки вiдбувається в околи-

цi точки t0, де кут руху частинки вiдносно зiгнутих атомних площин стає

малим.

Якщо в прямому кристалi неперервний мiжплощинний потенцiал до-

рiвнював перiодичнiй функцiї V (x) (з перiодом d) i викликав силу F (x) =

−∂V
∂x , дiючу на частинку, пiсля невеликого згинання кристала сила набуває

вигляду

Fbent(x, z) = F [x− ξ(z)], (3.141)

але все ще може розглядатися як спрямована вздовж x.

3.4.2. Об’ємне вiдбиття. Загальне рiвняння, яке описує рух частин-

ки в неперервному потенцiалi площинно орiєнтованого зiгнутого кристала,

має вигляд

Eẍ = − ∂

∂x
V [x− ξ(t)] (3.142)
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(кожна крапка над лiтерами означає d/dt). Перехiд до змiнної

r(t) = x(t)− ξ(t) (3.143)

(тобто, фактично, до неiнерцiальної системи вiдлiку, яка слiдує за виги-

ном кристала), дозволяє роздiлити залежностi вiд r та t у правiй частинi

рiвняння (3.142):

r̈ = − 1

E
V ′(r)− ξ̈(t). (3.144)

Останнiй доданок тут має значення локального вiдцентрового прискорення.

На жаль, в загальному випадку, тобто для довiльних функцiй V (r) та

ξ(t), рiвняння (3.144) все одно неможливо розв’язати точно (нелiнiйний

та неавтономний рух [432, 447], який, взагалi кажучи, є хаотичним [448,

449]). Тому ми обмежимося випадком кристала постiйної кривизни, який

найчастiше використовується на практицi:

ξ̈(t) = − 1

R
= const, (3.145)

де R = const – радiус згину кристала. Тодi вiдцентрова сила може розгля-

датися як викликана статичним вiдцентровим потенцiалом −Er/R, зале-

жним вiд координати r (див. Рис. 3.16). При цьому рiвняння (3.144) має

стандартний iнтеграл руху в центрально-симетричному полi:

E⊥ = E
ṙ2

2
+ V (r)− E r

R
(3.146)

– поперечну енергiю. Для вiдомого з початкової умови значення E⊥ =

Eṙ2(0)/2 + V [r(0)]− Er(0)/R траєкторiя частинки виражається як

t = ±
∫

dr√
2E⊥−V (r)

E + 2 rR

. (3.147)

Знак тут визначається напрямком радiального руху частинки. Пiсля дося-

гнення радiальної точки повороту, де пiдкорiнний вираз рiвняння (3.147)

обертається в нуль, ṙ змiнює свiй знак.
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Рис. 3.16. Ефективний потенцiал зiгнутого кристала кремнiю в орiєнтацiї

(110), для R/Rc = 10. а). Для позитивно зарядженої частинки. б). Для не-

гативно зарядженої частинки. Частинка з поперечною енергiєю E⊥ прихо-

дить з боку великих r, вiдбивається в точцi, де E⊥ = Veff(r), i повертається

до великих r.

Для визначення кута вiдхилення при проходженнi частинок крiзь весь

зiгнутий кристал слiд обчислити рiзницю

θ = ẋ(L)− ẋ(0) = ṙ(L)− ṙ(0) + ξ̇(L)− ξ̇(0) = ṙ(L)− ṙ(0)− L/R, (3.148)

де L – товщина кристала, а L/R – кут згину кристала. Для достатньо

товстого кристала iснує лiмiт

θV R = lim
L→∞

{ṙ(L)− ṙ(0)− L/R} , (3.149)

на обчисленнi якого ми зосередимося.

3.4.3. Кут об’ємного вiдбиття в товстому кристалi. Пiдставля-

ючи до рiвняння (3.149) ṙ(0) та ṙ(L) з iнтеграла руху [з урахуванням того,

що ṙ(0) < 0, тодi як ṙ(L) > 0] i виражаючи L =
∫
dt =

∫
dr/ṙ, перетворю-

ємо (3.149) в лiмiт по змiннiй r:

θV R = lim
r(L)→∞


√

2
E⊥ − V [r(L)]

E
+ 2

r(L)

R
− 1

R

∫ r(L)

rmin(E⊥)

dr√
2E⊥−V (r)

E + 2 rR


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+ lim
r(0)→∞


√

2
E⊥ − V [r(0)]

E
+ 2

r(0)

R
− 1

R

∫ r(0)

rmin(E⊥)

dr√
2E⊥−V (r)

E + 2 rR


= 2 lim

r→∞


√
2
r

R
− 1

R

∫ r

rmin(E⊥)

dr√
2E⊥−V (r)

E + 2 rR

 . (3.150)

Тепер використаємо той факт, що потенцiал V (r) є перiодичним. Для

цього розiб’ємо iнтеграл в (3.150) на суму iнтегралiв по окремим мiжпло-

щинним iнтервалам:∫ r

rmin(E⊥)

dr√
2E⊥−V (r)

E + 2 rR

=

∫ d

rmin(E⊥)

dr√
2E⊥−V (r)

E + 2 rR

+

⌊r/d⌋∑
n=1

∫ d

0

dr√
2E⊥−V (r)

E + 2r+ndR

(3.151)

[за припущення, що E⊥ змiнюється в таких межах, i початок координати

r вибраний так, що rmin(E⊥) належить до iнтервалу 0 < rmin(E⊥) < d].18

Перший iнтеграл у правiй частинi рiвняння (3.151) також може бути роз-

повсюджений на той самий iнтервал 0 < r 6 d, що i для решти iнтегралiв,

якщо взяти лише його дiйсну частину:∫ d

rmin(E⊥)

dr√
2E⊥−V (r)

E + 2 rR

= Re

∫ d

0

dr√
2E⊥−V (r)

E + 2 rR

.

Таким чином, отримуємо

θV R = 2 lim
r→∞

{√
2
r

R
− 1√

2Rd
Re

⌊r/d⌋∑
n=0

∫ d

0

dr√
R
d
E⊥−V (r)

E + r
d + n

}
, (3.153)

18Тобто, для заданого R потрiбно знайти один з локальних максимумiв функцiї Veff(r) = V (r)−Er/R,

вибрати вiдповiдне r рiвним 0, i розглядати E⊥ в iнтервалi вiд цього максимуму до наступного нижчого

максимуму. Якщо всi локальнi максимуми Veff(r) є еквiвалентними, це вiдповiдає iнтервалу

Veff(d) = Veff(0)− Ed/R < E⊥ < Veff(0). (3.152)

Якщо ж ями мiжплощинного iнтервалу є нееквiвалентними, як це має мiсце для кремнiю в орiєнтацiї

(111), необхiдно розрiзняти випадки коли кожна з цих ям є останньою в послiдовностi.
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де ⌊r/d⌋ означає цiлу частину числа r/d, округлену в менший бiк. В доста-

тньо товстому кристалi поверхневим ефектом, що виражається рiзницею

r − d⌊r/d⌋, можна знехтувати (див., однак, [16]).

Змiна порядку сумування та iнтегрування дозволяє виконати в (3.153)

пiдсумовування за n у замкнутому виглядi, беручи до уваги, що лiмiт

lim
nmax→∞

(
nmax∑
n=0

1√
s+ n

− 2
√
nmax

)
= ζ

(
1

2
, s

)
, (3.154)

представляє узагальнену дзета-функцiю Рiмана (див. Додаток В) з пара-

метром 1/2. В результатi, для потенцiалу загального вигляду V (r) та до-

вiльного вiдношення R/Rc, граничний кут об’ємного вiдбиття як функцiя

R та E⊥ виражається формулою

θV R(R,E⊥) = −
√

2

Rd
Re

∫ d

0

drζ

(
1

2
,
R

d

E⊥ − V (r)

E
+
r

d

)
. (3.155)

Аргумент функцiї ζ в пiдiнтегральному виразi змiнюється вiд R
d
E⊥−Veff(0)

E =

R
d
E⊥−Veff(d)−Ed/R

E ∈ [−1; 0] [оскiльки E⊥ знаходиться в iнтервалi (3.152)] до
R
d
E⊥−Veff(d)

E = R
d
E⊥−Veff(0)+Ed/R

E ∈ [0; 1], але промiжнi значення при прохо-

дженнi дна потенцiальної ями, взагалi кажучи, можуть бути бiльшими вiд

1.

Для всiх s > −1 функцiя (3.154) з точнiстю ∼ 0.02 може бути апрокси-

мована як19

ζ

(
1

2
, s

)
≈ 1√

s
+

1√
s+ 1

+
1

2
√
s+ 2

− 2
√
s+ 2, (3.156)

що отримується шляхом замiни суми в (3.154) (пiсля видiлення перших

двох сингулярних членiв) на iнтеграл за допомогою формули Ейлера-

Маклорена [417,426]. Крiм того, при s > 1, коли ζ
(
1
2 , s
)
≃ −2

√
s+1/2

√
s+

O(s−3/2), цей вираз допускає ще простiше асимптотичне представлення:

ζ

(
1

2
, s

)
≃ −2

√
s− 1

2
+O(s−3/2) (3.157)

(див. Рис. 3.17).
19Похибка в (3.156) приблизно складає 1

24(s+2)3/2
, i при s > −1 єю можна знехтувати.
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Рис. 3.17. Суцiльна крива – поведiнка дiйсної частини узагальненої дзета-

функцiї ζ
(
1
2 , s
)
, визначеної Рiвн. (3.154). Штрих-пунктирна крива (що пра-

ктично не вiдрiзняється вiд суцiльної) – її наближення (3.156). Штрихова

крива – наближення (3.157), яке стає хорошим при s > 1.

Як видно з Рiвн. (3.155), (3.157), кути об’ємного вiдбиття типово є пози-

тивними, тобто частинка вiдхиляється в бiк, протилежний згину кристала.

Корисно дати якiсне пояснення фiзичної причини цього. З погляду неi-

нерцiйної системи вiдлiку, пов’язаної iз зiгнутим кристалом, присутнiсть

ям, накладених на слабко i рiвномiрно нахилений вiдцентровий потенцiал,

пришвидшує проходження частинкою радiальної складової її шляху, а зна-

чить, вiдповiдає вiдбиттю в бiк, протилежний згину.20 (Якщо б, навпаки,

часова затримка була позитивною, очевидно, що згин кристала захоплю-

вав би частинку за собою, i тодi вiдхилення вiдбувалося б у бiк згину.) З

погляду iнерцiйної лабораторної системи вiдлiку, iнтерпретацiя була дана

в [14].

Граничний кут вiдхилення при R ≫ Rc. Для застосувань об’-

ємного вiдбиття найпривабливiшим є випадок, коли R значно перевищує

критичний радiус Rc = E/|Fmax| ∼ Ed/V0. Тодi головний внесок в фор-

20В цьому аспектi можна вбачати аналогiю об’ємного вiдбиття iз задачею Якова Бернуллi про бра-

хiстохрону. Але на вiдмiну вiд останньої, поперечний рух в об’ємному вiдбиттi не є двовимiрним, кон-

куренцiя мiж глибиною прискорюючого потенцiалу та довжиною шляху вiдсутня, i тому чим глибший

мiжплощинний потенцiал, тим швидшим є поперечний рух, i тим бiльшим є кут об’ємного вiдбиття.
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мулi (3.155) дають великi аргументи ζ-функцiї, а отже, можна застосувати

асимптотичне наближення (3.157) для дзета-функцiї, i знехтувати членами

r/d ∼ 1 i −1/2 в аргументi. Це веде в головному порядку до загального

виразу

lim
R→Rc

θV R = θV R∞ =

√
2

E

2

d

∫ d

0

dr
√
maxV − V (r), (3.158)

який не залежить нi вiд E⊥ (тобто вiд прицiльних параметрiв), нi вiд R, i

може бути представлений як

θV R∞ = 2 ⟨θc(r)⟩r , (3.159)

де θc(r) =
√

2 [maxV − V (r)] /E – «локальний» критичний кут, який спри-

ймає надбарьерна частинка пiдчас проходження крiзь мiжплощинний iн-

тервал, а ⟨...⟩r = 1
d

∫ d
0 dr... означає усереднення по перiоду неперервного

потенцiалу. Таким чином, кутовий розподiл у цьому наближеннi стискає-

ться до δ-функцiї:
dw

dθV R
≃

R≫Rc
δ (θV R − θV R∞) .

В iнтегралi по перiоду (3.158) початок координат вже може вибиратися

будь-де. З (3.158) також очевидно, що θV R 6 2θc (рiвнiсть досягається для

прямокутної потенцiальної ями – до такої форми поступово прямує непе-

рервний потенцiал кристалiв важких елементiв, хоча навiть для вольфраму

потенцiальна яма ще далека вiд прямокутної).

Середнiй кут вiдхилення для довiльного R/Rc. Представлення

(3.155), навiть без наближення (3.156), дозволяє отримати точну формулу

для характеристики, найважливiшої на практицi – середнього кута об’єм-

ного вiдбиття. Припускаючи статистичну рiвновагу, тобто вважаючи по-

чатковий розподiл частинок рiвномiрним по E⊥ в масштабах вiдносно не-

великого перiоду по поперечнiй енергiї ∆E⊥ = Ed
R [450], середнє по пучку

значення кута об’ємного вiдбиття отримується усередненням представлен-

ня (3.155) по E⊥ в iнтервалi [−∆E⊥, 0]. Використовуючи тотожнiсть (В.12)∫ s

s−1
ds′ζ

(
1

2
, s′
)

= −2
√
s− 1,
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пiсля iнтегрування по повному iнтервалу E⊥ ми позбавляємося вiд ζ-

функцiї i отримуємо

θV R(R) =
1

∆E⊥

∫ 0

−∆E⊥

dE⊥θV R(R,E⊥) =
2
√
2

d
Re

∫ d

0

dr

√
−V (r)

E
+
r − d
R

.

(3.160)

Ця формула справедлива лише для орiєнтацiї кристала, в якiй всi потенцi-

альнi ями є еквiвалентними [такої як у кремнiї в орiєнтацiї (110)]. Проте,

її можна переписати у виглядi√
E

2

d

2
θ̄V R(E,R) = Re

∫ d

0

dr
√
max
r′>r

Veff(r′)− Veff(r), (3.161)

в якому вона виявляється справедливою i для батоямного мiжплощинно-

го потенцiалу [наприклад, як у кремнiї в орiєнтацiї (111) для позитивно

заряджених частинок].

Iнтеграл (3.160) обчислюється точно у випадку гармонiчного мiжпло-

щинного потенцiалу:

θV R
θc

=
π

2

(
1− Rc

R

)2

(pos. ch. particles), (3.162)

θV R
θc

= 1− Rc

R

(
1 + ln

R

Rc

)
(neg. ch. particles), (3.163)

де V0 – глибина потенцiальної ями, θc =
√
2V0/E, Rc =

Ed
4V0

. Вiдзначимо,

що при R → Rc обидва вирази (3.162), (3.163) обертаються в нуль, причо-

му квадратично. Цi формули добре узгоджуються з експериментальними

даними щодо об’ємного вiдбиття в кристалах кремнiю з орiєнтацiєю (110)

(див. Рис. 1.18б i [451]), i в асимптотичнiй формi при R ≫ Rc викори-

стовуються в Монте-Карло програмi FLUKA, розробленiй в ЦЕРН [380].

Поведiнка цих функцiй зображена на Рис. 3.18.

Кутовий розподiл. В межах поточного аналiтичного розгляду, ба-

зуючись на формулах (3.155), (3.156), та використовуючи реалiстичнi мiж-

площиннi потенцiали з урахуванням залежностi вiд температури, були та-

кож розрахованi кутовi розподiли позитивно та негативно заряджених ча-
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Рис. 3.18. Залежнiсть середнього кута об’ємного вiдбиття вiд радiусу згину

кристала: а). для кремнiю в орiєнтацiї (110); б). для вольфраму в тiй же

орiєнтацiї. Суцiльнi кривi – обчислення з реалiстичним потенцiалом [292]

для позитивно зарядженої частинки; штриховi кривi – для негативно заря-

дженої частинки. Для порiвняння, штрих-пунктирнi та точковi кривi пока-

зують вiдповiднi залежностi для гармонiчного мiжплощинного потенцiалу

тiєї ж глибини, Рiвн. (3.162) та (3.163).
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Рис. 3.19. Кутовий розподiл об’ємно вiдбитих частинок в реалiстичному

неперервному потенцiалi кристала кремнiю в орiєнтацiї (110). Синi кривi

– для R = 4Rc; червонi – для R = 16Rc. Суцiльнi кривi – кiмнатна тем-

пература. Точковi – для потенцiалу статичної гратки (без коливань атомiв

вiдносно положень рiвноваги).
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стинок при об’ємному вiдбиттi21 (див. Рис. 3.19). Було також знайдено рi-

зницю мiж кiлькiстю ядерних непружних або пружних некогерентних роз-

сiянь для об’ємно-вiдбитих частинок та частинок у вiдповiдному прямому

кристалi або аморфнiй речовинi [10,11]:

∆P = natσA∆L; ∆L = ±RθV R.

Нахиленi перiодичнi потенцiали, подiбнi до ефективного потенцiалу зi-

гнутого кристала, також зустрiчаються в iнших областях фiзики – див.,

наприклад, [315,452–454] i посилання в них.

3.5. Висновки до Роздiлу 3

На вiдмiну вiд попереднього Роздiлу, де роль елементарного акту вiдi-

гравало розсiяння на окремому атомi, в проблемах проходження швидких

частинок крiзь кристали базовим є поняття неперервного потенцiалу. Але

в той час як сама по собi важливiсть потенцiалу кристала, усередненого

вздовж кристалографiчного напрямку, близького до напрямку руху ча-

стинки, не викликає сумнiву, не так очевидно, чим саме при цьому нехтує-

ться, i що саме залишається в якостi компоненти некогерентного розсiяння.

У послiдовному пiдходi (Розд. 3.1), поняття неперервного потенцiалу вияв-

ляється нерозривно пов’язаним з процедурою виокремлення некогерентної

компоненти. Це автоматично дає також роздiлення вiдповiдних просторо-

вих масштабiв.

Для взаємодiї швидкої частинки з атомною площиною (Розд. 3.1.2) си-

туацiя виявляється ще складнiшою, анiж з ланцюжком. «Аморфної» орi-

єнтацiї площини, строго кажучи, взагалi не iснує, але можна знайти опти-

мальну орiєнтацiю. Складнiшим виявляється поняття компоненти некоге-

рентного розсiяння, але виникають i залишковi когерентнi ефекти, що не

зводяться до дiї неперервного потенцiалу. З урахуванням всiх цих ефе-
21У чисельному моделюваннi, але нехтуючи некогерентним багаторазовим розсiюванням, вони до-

слiджувалися в [450].
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ктiв, поняття неперервного потенцiалу атомної площини з iнтуїтивного стає

строго обгрунтованим.

Коли ми застосовуємо поняття неперервного потенцiалу, з’являються

якiсно новi фiзичнi явища – розсiювання на атомних ланцюжках та кана-

лювання. Послiдовна взаємодiя з атомними ланцюжками може протiкати

як багаторазове розсiювання, зi своєрiдним диференцiальним перерiзом, i

без кулонiвських ускладнень (Розд. 3.2). Але азимутальний характер цьо-

го розсiювання приводить до того, що просторова дифузiя виявляється

пов’язаною з дифузiєю по швидкостях нетривiальним чином, i в цiлому є

пригнiченою (Рiвн. 3.69).

В задачi каналювання (Розд. 3.3) теж присутнiй замкнений характер

руху частинки в фазовому просторi, i теж виникає роздiлення часових

масштабiв. Окрiм цього, в умовах коли потенцiал має скiнченну глибину,

задача додатково ускладнюється. Реалiстичний опис деканалювання вима-

гає розв’язку крайової задачi для диференцiального рiвняння в часткових

похiдних (Розд. 3.3.4). Подiбнi задачi (такi як задача Крамерса [452,453]) є

традицiйними для молекулярної фiзики. Тут же ми зустрiчаємося з ними

в галузi фiзики високих енергiй, де вони мають свою специфiку.

Нарештi, в зiгнутому кристалi радiус згину задає ще один масштаб, з

яким конкурує критичний радiус каналювання, пропорцiйний енергiї ча-

стинки. Тому нетривiальнi ефекти виникають тут навiть без некогерентно-

го розсiювання. Цiкаво, що явище об’ємного вiдбиття (Розд. 3.4), хоча i

iснує завдяки згину кристала, стає чiтко вираженим за умови R≫ Rc.

Даний Роздiл може слугувати iлюстрацiєю того, що навiть в задачах

про взаємодiю заряджених частинок з кристалами теоретичний опис є цiл-

ком можливим, а складнiсть, в свою чергу, дарує велике рiзноманiття та

додає цiкавостi.
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РОЗДIЛ 4

ВИПРОМIНЮВАННЯ ЕЛЕКТРОНIВ ВИСОКИХ ЕНЕРГIЙ

Вiдхилення заряджених частинок, особливо найлегших – електронiв та

позитронiв, супроводжується також електромагнiтним випромiнюванням.

Хоча мала величина заряду електрона часто може виправдати нехтування

випромiненням1 вiд нього (як це робилося в попереднiх роздiлах), але коли

випромiнення все ж випускається i виходить з мiшенi, воно може детекту-

ватися на значних вiдстанях вiд неї, i надавати певну iнформацiю про рух

електрона в оточоючому середовищi, або, якщо воно достатньо iнтенсивне,

його можна використовувати для прикладних цiлей.

У класичнiй електродинамiцi випромiнювання розглядається як детер-

мiнованi розбiжнi хвилi в електромагнiтному полi навколо електрона, опи-

суванi рiвняннями Максвелла. У квантовiй електродинамiцi реальнi еле-

ктромагнiтнi кванти можуть мати лише позитивнi частоти (пропорцiйнi

до їх енергiй) та випромiнюються статистично – певний фотон може бути

або випромiненим, або нi, з причин, невiдомих для сучасної теорiї. Втiм,

iснують чiткi правила для обчислення iмовiрностей випромiнення, що ви-

водяться з квантової гамiльтонової динамiки, i квантова електродинамiка,

побудована за цими принципами, узгоджується з усiма наявними на сього-

днi експериментальними даними.

На найдетальнiшому рiвнi електромагнiтне випромiнення описується

спектральним та кутовим розподiлами, а також поляризацiєю. Поляриза-

цiя – це асиметрiя (найiмовiрнiший напрямок та вiдсоткове перевищення)

потоку фотонiв по своїй внутрiшнiй векторнiй змiннiй, оскiльки фотони,

як i класичнi електромагнiтнi хвилi, описуються векторним полем, що вка-

зує напрямок сили, з якою вони дiяли б на статичний електричний заряд.

1Див. виноску 1 до Розд. 2.
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Завдяки калiбрувальнiй iнварiантностi рiвнянь Максвелла, реальнi фотони

можуть мати лише поляризацiю, поперечну до напрямку їх руху.

Кутовий розподiл випромiнення вiд ультра-релятивiстського електро-

на зазвичай є сильно сконцентрованим навколо iмпульсу електрона: типовi

кути випромiнення мають порядок γ−1, де γ = (1− v2)−1/2 ≫ 1 – Лоренц-

фактор електрона.2 При γ . 103 ÷ 104 такi кути ще можуть бути роз-

рiзненими за допомогою звичайних детекторiв. Це iнодi використовується,

наприклад, для видiлення областей з високою поляризацiєю, оскiльки вона

корелює з кутами вильоту фотонiв. Але для вищих γ, при яких проводя-

ться експерименти на сучасних прискорювачах електронiв, вимiрювання

кутових розподiлiв випромiнення є технiчно вибагливим i зазвичай не про-

водиться.

Таким чином, головною спостережуваною характеристикою потоку

гама-квантiв вiд високоенергетичних електронiв є спектр. Зазвичай вiн ви-

мiрюється за допомогою електромагнiтних калориметрiв на основi явища

фотон-електрон-позитронних злив. Такi детектори мають низьку просторо-

ву, а отже i кутову роздiльну здатнiсть, i нечутливi до поляризацiї. Iснують

спецiально розробленi пiдходи для безпосереднього обчислення спектрiв ви-

промiнення (див. Розд. 4.2, 4.3.4), але ми почнемо з найдетальнiшої хара-

ктеристики випромiнення – спектрально-кутового розподiлу з урахуванням

поляризацiї.

4.1. Елементарний процес гальмiвного випромiнення.

Спектральний, кутовий та поляризацiйний розподiли

Розглядаючи взаємодiю електронiв з речовиною, ми будемо в першу

чергу цiкавитися процесами випромiнювання гальмiвного типу, коли зовнi-

шнє поле дiє на електрон на обмеженiй просторовiй дiлянцi. При високих

енергiях характерною рисою радiацiйних процесiв є те, що вони можуть

розпочинатися задовго до i продовжуватися довго пiсля взаємодiї електро-
2В цьому Роздiлi ми будемо працювати в системi одиниць c = ~ = 1.
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на з мiшенню. Наприклад, пiдчас проходження крiзь мiшень i розсiювання

на атомах, електрон накопичує переданий iмпульс, який пiдiймає його над

масовою поверхнею. Потiм вiртуальний електрон може розпастися, випро-

мiнюючи реальний фотон. Альтернативно, реальний електрон може спо-

чатку випромiнити фотон i тим самим спуститися пiд масову поверхню,

але потiм повернутися на неї шляхом поглинання поздовжнього (разом з

деяким поперечним) iмпульсу вiд мiшенi, якого йому бракує. Нарештi, в

достатньо протяжному та iнтенсивному полi iснує й можливiсть випромi-

нення в промiжку мiж розсiяннями (вiдхиленнями).

Iншою специфiкою ультра-релятивiстського радiацiйного процесу є те,

що якщо електрон з вiртуальнiстю порядку своєї маси m випромiнює фо-

тон, енергiя якого в системi спокою вiртуального електрона теж становить

∼ m, то в лабораторнiй системi, де електрон рухається з енергiєю E ≫ m,

енергiя фотона, вiдповiдно, досягатиме величини ω ∼ E. Вiртуальнiсть

порядку маси для високоенергетичного електрона досягається шляхом по-

глинання навiть крихiтного поздовжнього iмпульсу, тому такi процеси в

зiткненнях з окремими атомами є типовими. Таким чином, для належно-

го опису процесу гальмiвного випромiнювання необхiдно враховувати мо-

жливiсть для випромiненого фотона мати енергiю ω ∼ E. В цьому полягає

головна вiдмiннiсть короткохвильових (тобто квазiкласичних) радiацiйних

процесiв при високiй енергiї вiд класичної електродинамiки.

Окрiм цього, оскiльки кулонiвське поле атомного ядра є сингуляр-

ним, воно в принципi здатне передавати електрону поперечнi iмпульси до

q⊥ ∼ m. Це додає кiнематичних ускладнень, але перерiзи, iнтегральнi за

q⃗⊥, можуть обчислюватися методами, аналогiчними викладеним в Розд.

2.1, 2.2.

У наступному пiдроздiлi ми детально розглянемо елементарний процес

гальмiвного випромiнювання, коли фотон випромiнюється або до, або пiсля

розсiяння, i за дипольних умов, тобто наближення еквiвалентних фотонiв

q⊥ ≪ m. В подальшому, у пiдроздiлi 4.1.4, ми узагальнимо опис на неди-
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польнi умови q⊥ ∼ m. Решта цього Роздiлу буде присвячена випромiню-

ванню в протяжних полях, де ступiнь недипольностi залежить вiд частоти.

4.1.1. Кiнематика. Розглянемо елементарний процес гальмiвного

випромiнювання, коли релятивiстський електрон з початковим 4-iмпульсом

p = (E, p⃗) розсiюється на компактному атомному кластерi (не обов’язко-

во сферично-симетричному) i випромiнює одиничний γ-квант у напрямку,

близькому до p⃗. Якщо q – це 4-iмпульс, переданий електрону вiд атомно-

го кластера,3 p′ = (E ′, p⃗′) – кiнцевий 4-iмпульс електрона, а q′ = (ω, k⃗)

– 4-iмпульс випромiненого фотона, то кiнематичнi вектори задовольняють

закону збереження енергiї-iмпульсу:

p+ q = p′ + q′,

та умовам масових поверхонь

p2 = p′2 = m2, q′2 = 0.

Ми будемо також слiдкувати за кiнцевою поляризацiєю фотона, але зав-

жди усереднювати за спiнами електрона, зазвичай не спостережуваними на

практицi. Поляризацiя фотонiв, якими електрон обмiнюється з мiшенню,

є важливою в будь-якому випадку. Атомна мiшень може розглядатися як

статичне джерело вiртуальних фотонiв з однаковими поляризацiями, що

описуються часоподiбним вектором eµ, таким, що в калiбровцi Лоренца

e · q = 0, e2 = 1. (4.1)

У лабораторнiй системi (системi спокою мiшенi) вектор поляризацiї вiрту-

альних фотонiв виглядає особливо просто:

e = (1, 0⃗)

q = (0,−q⃗)
(lab frame). (4.2)

3Щоб мати змогу розглянути процес подiбно до комптонiвського розсiяння, ми приписуємо 4-iмпульс

q до початкового стану. Але для подальшого застосування його до гальмiвного випромiнювання в

речовинi, ми будемо позначати просторовi компоненти цього 4-вектора як −q⃗, так що q⃗ – кiнцевий

iмпульс вiддачi атома [див. Рiвн. (4.2)].
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Поляризацiя випромiненого фотона e′µ у будь-якiй калiбровцi задовольняє

умовам

e′ · q′ = 0, e′2 = −1.

Ми будемо також вважати, що енергiї початкового та кiнцевого електро-

нiв, так само як i випромiненого фотона, в лабораторнiй системi є велики-

ми порiвняно з масою електрона (ультрарелятивiстський лiмiт). Лоренц-

iнварiантно це виражається спiввiдношенням e · p ∼ e · p′ ≫ m. При цьому

типовi значення 4-iмпульсу фотона є такими, що промiжний електрон не

набуває надмiрної вiртуальностi: p · q ∼ p · q′ . m2.

В подальшому зручно буде користуватися також перемасштабованими

кутами вильоту фотонiв вiдносно iмпульсу електрона як у початковому,

так i у кiнцевому станах:

Θ⃗ =
E

m

(
k⃗

ω
− p⃗

E

)
, Θ⃗′ =

E ′

m

(
k⃗

ω
− p⃗′

E ′

)
. (4.3)

Цi поперечнi вектори є iнварiантами як вiдносно невеликих евклiдових по-

воротiв, так i вiдносно поздовжнiх лоренцiвських бустiв.

4.1.2. Факторизацiя iмовiрностей розсiяння та випромiнення.

У найпростiшому випадку пертурбативного розсiяння, а саме однофотон-

ного обмiну мiж електроном та мiшенню, згiдно з правилами Фейнмана,

амплiтуда всього процесу (а отже, i її квадрат, до якого пропорцiйний ди-

ференцiальний перерiз) складається з двох множникiв, один з яких описує

взаємодiю з мiшенню, а iнший – випромiнення реального фотона при визна-

ченiй передачi iмпульсу. Ця факторизацiя насправдi залишається дiйсною

i поза рамками теорiї збурень по взаємодiї з мiшенню, завдяки рiзнови-

ду iмпульсного наближення при високiй енергiї [455–458]. Нагадаємо, як

властивiсть непертурбативної факторизацiї виникає формально в рiзних

популярних пiдходах.
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Просторово-часовi мiркування. У лабораторнiй системi довжина

формування фотона [124]

l0 = q−1z ∼
γ(1− xω)
xωm

(4.4)

[де

xω =
ω

E
< 1, (4.5)

а qz – поздовжня компонента типового q у процесi, детальнiше – див. рiв-

няння (4.36) нижче] релятивiстськи розтягується (принаймнi у Лоренц-

фактор γ разiв). Натомiсть, атомне поле зосереджене у областi обмеже-

ного розмiру ∼ ra. Завдяки цьому для ультра-релятивiстських електронiв

досягається умова

ra ≪ lform, i. e., qzra ≪ 1, (4.6)

яка забезпечує можливiсть факторизацiї пiдпроцесiв розсiяння та фрагмен-

тацiї (випромiнювання фотона). Даний тип факторизацiї, не потребуючи

малостi xω, пов’язаний з приблизною колiнеарнiстю 4-векторiв p, p′ i q′ в

лабораторнiй системi (завдяки чому компонента qz стає малою). Тому тут

факторизацiя належить до колiнеарного типу [459], i, на вiдмiну вiд суто

iнфрачервоної факторизацiї, може бути справедливою i при великих енер-

гiях фотона.

Той самий висновок можна зробити i в системi, де електрон не є ультра-

релятивiстським. Тут вiн еволюцiонує разом зi своїм власним електрома-

гнiтним полем протягом часу ∼ m−1, але релятивiстський атом мiшенi стає

Лоренц-стиснутим у поздовжньому напрямку до розмiру ∼ ra/γ, i дiє на

випромiнюючий електрон як коротке збурення, приводячи до тiєї ж умови

(4.6).

Однак, цi якiснi мiркування не розкривають ще один аспект електро-

динамiки, важливий при високiй енергiї – її векторний характер. Вiн може

бути виявлений в аналiзi дiаграм Фейнмана в iмпульсному представленнi.

Факторизацiя з погляду iмпульсного представлення. В дiагра-

мах Фейнмана одноразовi передачi поздовжнього iмпульсу вiд мiшенi q(i)z
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мають величину порядку r−1a (хоча
∑

i q
(i)
z = qz має бути≪ r−1a ), тому вони

роблять знаменники електронних пропагаторiв релятивiстськи великими.

Достатня компенсацiя, втiм, надходить вiд великих, пропорцiйних до енер-

гiї чисельникiв, характерних для теорiй iз векторним зв’язком. Це та сама

причина, що забезпечує скiнченнi значення будь-яких малокутових високо-

енергетичних перерiзiв у калiбрувальних теорiях – див., наприклад, [460].

Зокрема, випромiнений реальний фотон типово змiнює вiртуальнiсть

електрона (квадрат його 4-iмпульсу у вiртуальному станi) на величину

. m2. Однак, якщо реальний фотон випромiнюється мiж обмiнами iмпуль-

сом з мiшенню, вiн розщеплює електронний пропагатор на два великих

множники у знаменнику без повної компенсацiї у чисельнику. Тому голов-

ний внесок дають дiаграми Фейнмана, в яких реальний фотон є першим

або останнiм у послiдовностi – див. Рис. 4.1. Це дозволяє факторизува-

ти амплiтуду всього процесу на амплiтуду розсiяння (майже на масовiй

поверхнi) та непертурбативну амплiтуду випромiнення при одноразовому

розсiяннi [253,257,455–457].

p
k
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+

p
k

p¢

=â

n

1 2 n

e×Γ e×Γ e×Γ
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diffr
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Рис. 4.1. Факторизацiя амплiтуди випромiнення фотона при розсiяннi еле-

ктрона на статичному джерелi електричного поля. Товщина лiнiї вiдобра-

жає вiртуальнiсть електрона або швидкiсть процесу: найтоншi лiнiї пред-

ставляють реальнi електрони, лiнiї середньої товщини – розповсюдження

мiж розсiянням та випромiненням фотона, товстi лiнiї – розповсюдження

мiж розсiяннями.
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Дiракiвська матрична структура самої амплiтуди розсiяння на малi ку-

ти виявляється дуже простою. У кожному внеску до амплiтуди вiд розпо-

всюдження електрона мiж розсiяннями (скажiмо, на початковому кiнцi)

e · γp · γ −
∑
q(i) · γ +m

(p−
∑
q(i))2 −m2

e · γ

спiновий чисельник може бути переписаний як

e · γ
(
p · γ −

∑
q(i) · γ +m

)
e · γ = 2e · pe · γ+

(
−p · γ +

∑
q(i) · γ +m

)
e2.

(4.7)

З e · p/m = γ (Лоренц-фактор) та ū′e · γu/ū′u ∼ γ, другий член в пра-

вiй частинi Рiвн. (4.7), як правило, має порядок малостi O
(
γ−2
)

вiдносно

першого, i ним можна знехтувати в межах точностi наближення факто-

ризацiї (4.6). Пiсля проведення такої процедури в усiх порядках матрична

амплiтуда розсiяння набуває вигляду e ·γAdiffr
scat(q⊥), де Adiffr

scat(q⊥) – це незале-

жна вiд спiну амплiтуда розсiяння на малi кути, що включає всi порядки

теорiї збурень [460]. З фiзичного погляду, вона може iнтерпретуватися як

дифракцiйна (потенцiальна, пружна), тому її незалежнiсть вiд спiну є не

дивною.

В пiдсумку, факторизацiйна теорема [143,257] для процесу гальмiвного

випромiнювання вiд викокоенергетичного електрона може бути записана

як

dσrad =
1

2E
|Tfi|2

d2q⊥
(2π)22E ′

d3k

(2π)32ω

≈ dσdiffr
scat (q⃗⊥) dWrad (q⃗⊥, q

′) . (4.8)

Тут

dσdiffr
scat =

∣∣Adiffr
scat

∣∣2 d2q⊥
(2π)2

(4.9)

є дифракцiйним [13,20,46,460] (для малих кутiв) диференцiальним перерi-

зом розсiяння, який не залежить вiд спiну електрона, а

dWrad =
πα

EE ′
|Mrad|2 dΓk (4.10)
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позначає диференцiальну ймовiрнiсть випромiнення одиничного фотона в

елемент Лоренц-iнварiантного об’єму фазового простору

dΓk =
d3k

(2π)32ω
. (4.11)

Mrad – це iнварiантний матричний елемент (його спiнова частина), стру-

ктура якого визначається правилами Фейнмана:

Mrad = ū′
[
e′∗ · γ(p · γ + q · γ +m)e · γ

2p · q + q2
− e · γ(p · γ − q′ · γ +m)e′∗ · γ

2p · q′

]
u.

(4.12)

Вiн охоплює всi ефекти, пов’язанi зi спiном електрона, i є калiбрувально

iнварiантним, тобто не змiнюється при замiнi e→ e+ cq, e′∗ → e′∗ + c′q′ за

умови, що бiспiнори u та ū′ = u†γ0 задовольняють рiвнянням Дiрака для

вiльних електронiв:

(p · γ −m)u = 0, ū′(p′ · γ −m) = 0.

Залежнiсть блоку (4.12) вiд спiну електрона стає iстотною, коли енергiя

випромiненого фотона за порядком величини дорiвнює початковiй енергiї

електрона. У граничному випадку м’яких фотонiв ω → 0 така залежнiсть

зникає:

M soft
rad =

(
p′

p′ · q′
− p

p · q′

)
· e′∗ū′e · γu. (4.13)

Для порiвняння, у безспiновому випадку [461]

M spin0
rad ∝ E

p′ · e′

p′ · q′
− E ′p · e

′

p · q′
− e′0. (4.14)

4.1.3. Дипольне наближення (наближення еквiвалентних фо-

тонiв). Подальшого кiнематичного спрощення можна досягти для випро-

мiнення при розсiяннi на атомах, або в складенiй з атомiв речовинi, оскiль-

ки в цьому випадку типовi передачi iмпульсу є вiдносно малими:

∣∣q2∣∣ ∼ r−2a ≪ m2. (4.15)
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Хоча тут q2 ̸= 0, ця вiртуальнiсть є значно меншою вiд iнших кiнематичних

iнварiантiв у данiй задачi: p · q ∼ p′ · q ∼ m2. Нехтування q2 порiвняно з m2

приводить до наближення еквiвалентних фотонiв [198,229]:

Mrad ≈MCompt. (4.16)

Використовуючи калiбрувальну iнварiантнiсть, квадрат амплiтуди реаль-

ного комптонiвського розсiяння MCompt, усереднений за початковими та

просумований за кiнцевими спiновими станами електрона,4 можна вирази-

ти у виглядi⟨
|MCompt|2

⟩
el. spin

= 4(ep · e′p)2 + e2pe
′2
p

(p · q − p · q′)2

p · qp · q′
, (4.17)

що є доволi простим у порiвняннi з початковою структурою амплiтуди

(4.12). Тут ep та e′p позначають 4-вектори поляризацiї фотонiв у калiбров-

цi, в якiй вони є ортогональними до початкового 4-iмпульсу електрона p

(тобто мають лише просторовi компоненти в системi спокою початкового

електрона):

ep = e− qe · p
p · q

, (4.18)

e′p = e′ − q′e
′ · p
p · q′

. (4.19)

Квадрат вектора поляризацiї кiнцевого фотона дорiвнює −1 в будь-якiй

калiбровцi, але квадрат (4.18) при q2 ̸= 0 є вiдмiнним вiд одиницi, i навiть

необмеженим, якщо e · p → ∞. В ненормованостi вектора ep (i Лоренц-

iнварiантному запису) полягає єдина вiдмiннiсть формули (4.17) вiд вi-

домих формул для Комптон-ефекту з лiнiйно поляризованими фотона-

ми [144, 158, 257, 462]. Величина квадрата ep визначає потiк еквiвалентних

фотонiв вiд атома до електрона.

Завдяки тому, що вектори поляризацiї ep та e′p входять до Рiвн. (4.17)

лише у виглядi взаємного скалярного добутку, поляризацiйнi властивостi

гальмiвного випромiнення виражаються через них найпростiше. Але саме
4Ефекти поляризацiї фермiонiв дослiджувалися в [13,21,22,42,47].
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по собi iснування настiльки простого виразу є нетривiальним, адже iснують

й iншi кiнематичнi вектори, з яких можна утворити скалярнi добутки. Звi-

сно,
⟨
|MCompt|2

⟩
el. spin

можна аналогiчно виразити i через змiннi в системi

спокою електрона у кiнцевому станi, але це було б менш зручно, оскiльки

зазвичай кiнцевий електрон не реєструється,5 тобто за його станами про-

водиться iнтегрування.

Варто також зауважити, що у класичному лiмiтi q, q′ → 0 комптонiв-

ського розсiяння другий, незалежний вiд поляризацiї фотона доданок у

(4.17), який мiстить квадрат p · q− p · q′ = q · q′ у чисельнику, зникає. Пер-

ший доданок, що мiстить добуток векторiв поляризацiї фотона, тодi описує

томсонiвське розсiяння. У квантовому випадку корелятор поляризацiй не

змiнюється, але вступає в гру член, незалежний вiд поляризацiї фотона,

завдячуючий ефектам, пов’язаним зi спiном електрона та вiддачею при

випромiнюваннi, що загалом знижує ступiнь поляризацiї.6

4.1.3.1. Iнтерпретацiя у системi спокою початкового електро-

на. Стереографiчна проекцiя. Визначимо тепер кутовий розподiл по-

ляризованого випромiнення в системi спокою початкового електрона. В нiй

p = (m, 0⃗), (4.20)

а вектор q прямує до скiнченного 4-вектора, який належить до свiтлового

фронту:

q ≃
q⊥≪m

(p · q
m

,−p · q
m

, q⃗⊥

)
,

p · q
m
∼ m, q2 = −q⃗2⊥. (4.21)

Що стосується поляризацiї початкового фотона, в початковiй калiбровцi

(4.2) 4-вектор e є ортогональним до 4-вектора q, i у високоенергетичному

лiмiтi e · p/m→∞ в IERF вiн стає майже свiтлоподiбним:

e ≃ 1

m
(e · p,−e · p, 0⃗⊥). (4.22)

5Див., однак, [251,252].
6Для комптонiвського розсiяння на скалярнiй зарядженiй частинцi, в калiбровцi (4.18), (4.19) ам-

плiтуда процесу пропорцiйна лише до ep · e′p [461].
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Але в калiбровцi (4.18), натомiсть, вiн є переважно поперечним:

ep ≃
(
0, 0,−q⃗⊥

e · p
p · q

)
, (4.23)

i не зовсiм ортогональним до q (ep · q ̸= 0). Нарештi, у iмпульса кiнцевого

фотона в системi спокою початкового електрона всi компоненти є сумiрни-

ми:

q′ =
(
Ω, Kz, K⃗⊥

)
, K⃗⊥ = k⃗⊥, Kz = ΩcosΨ, (4.24)

а e′p є одиничним просторовим вектором, ортогональним до K⃗:

e′p = (0, e⃗′p), e⃗′p · K⃗ = 0, |e⃗′p| = 1. (4.25)

Скалярний добуток (4.23) та (4.25), що входить до рiвняння (4.17), до-

рiвнює

ep · e′p ≈ −
q⃗⊥
qz
· e⃗′p (IERF), (4.26)

[де використано e · p/p · q ≈ 1/qz, з урахуванням визначення компонент

q рiвнянням (4.2)]. Ця структура свiдчить, що поляризацiя e⃗′p в системi

спокою початкового електрона розподiляється вздовж меридiанiв сфери

напрямкiв випромiнення, з полярною вiссю, спрямованою вздовж вектора

q⃗⊥.

Все, що нам потрiбно тепер – це пов’язати e⃗′p з e⃗′ в лабораторнiй системi.

Для цього можна формально застосувати зворотне калiбрувальне перетво-

рення (4.19) разом з вiдповiдним лоренцiвським бустом. Але iснує бiльш

корисна геометрична iнтерпретацiя [18], яка полягає в наступному.

Оскiльки e⃗′p i e⃗′ є векторами поляризацiї одного й того ж фотона в рiзних

калiбровках та системах вiдлiку, вони мають однакову компоненту, попе-

речну до площини (K⃗, Oz), яка не змiнюється анi бустом вздовж Oz, анi

калiбрувальним перетворенням, яке є зсувом вздовж 4-вектора K⃗. Оскiль-

ки, до того ж, завдяки тотожностi |e⃗′p| = |e⃗′| = 1, компоненти у площинi

(K⃗, Oz) мають однаковi модулi, вони повиннi бути пов’язанi чистим пово-

ротом [18]. Значення вiдповiдного кута повороту є очевидним: оскiльки e⃗′
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є майже ортогональним до Oz, тодi як e⃗′p є ортогональним до K⃗, цей кут

повороту дорiвнює просто куту Ψ⃗ мiж Oz та K⃗:

e⃗′p = RΨ⃗(Θ⃗)e⃗
′. (4.27)

(RΨ⃗(Θ⃗) є добутком оператора калiбрувального перетворення та оператора

буста.) З урахуванням цього, рiвняння (4.26) може бути представлене як

ep · e′p = −
q⃗⊥
qz
Ge⃗′ (IERF), (4.28)

де

G = P⊥RΨ⃗P⊥ (4.29a)

=
(
P⊥ − Pk⃗⊥

)
+ cosΨPk⃗⊥

≡ P⊥ − (1− cosΨ)Pk⃗⊥, (4.29b)

P⊥ – оператор проекцiї на площину, ортогональну до Oz (вiн стоїть по

обидва боки вiд RΨ⃗, оскiльки як q⃗⊥, так i e⃗′ належать до цiєї площини), а

Pk⃗⊥ – проектор на напрямок k⃗⊥ (при цьому P⊥ − Pk⃗⊥ не змiнюється дiєю

оператора RΨ⃗).

Щоб виразити G через Θ⃗, залишається явним чином пов’язати Ψ з Θ.

За визначенням,

Θ⃗ = γ
k⃗⊥
ω

= γθ⃗, (4.30)

де ω – енергiя фотона в лабораторнiй системi. Вона пов’язана з енергiєю та

компонентами iмпульсу в системi спокою початкового електрона формулою

релятивiстського ефекту Доплера:

ω = γ (Ω +Kz) . (4.31)

Рiвняння (4.30) та (4.31) разом дають:

Θ⃗(K⃗) =
k⃗⊥

Ω +Kz
(light aberration rule). (4.32)

Чисельник та знаменник в Рiвн. (4.32) можна розглядати як сторони

прямокутного трикутника, гострi кути якого лежать на сферi напрямкiв
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випромiнення фотона на Рис. 4.2. Тому

Θ = tan
Ψ

2
. (4.33)

Якщо в рiвняннi (4.29b) записати 1− cosΨ = 2 sin2 Ψ
2 =

2 tan2 Ψ
2

1+tan2 Ψ
2

i виразити

його добуток з проектором Pk⃗⊥ через Θ⃗ як

(1− cosΨ)Pk⃗⊥ =
2

1 + Θ2
Θ⃗⊗ Θ⃗, (4.34)

то отримуємо явне представлення для G в термiнах кута випромiнення у

лабораторнiй системi:

Gim(Θ⃗) = δim −
2

1 + Θ2
ΘiΘm (4.35a)

= (1 + Θ2)
∂

∂Θi

Θm

1 + Θ2
. (4.35b)

З (4.35a) видно, що це оператор, який змiнює в площинi Θ⃗ радiальнi ком-

поненти векторiв, але не змiнює азимутальних.

YY�2

k¦

KzW

2WQ

ep, q
¦

e¢ p=RY e¢
e¢

stereogr. projection

¦
pl

an
e

Рис. 4.2. Вiдповiднiсть мiж кутами випромiнення та поляризацiєю фотона

в системi спокою початкового електрона (Ψ⃗, e⃗′p) i в поперечнiй («високо-

енергетичнiй») площинi (Θ⃗, e⃗′). Iншi позначення див. у текстi. Вектори,

видiленi жирним шрифтом, мають також компоненти, перпендикулярнi до

площини рисунку. Штрихова лiнiя вiдображає стереографiчну проекцiю,

що визначається спiввiдношенням (4.32).
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Таким чином, виявляється, що Рiвн. (4.33), отримане з правил спецiаль-

ної теорiї вiдносностi у 4-вимiрному псевдоевклiдовому просторi допускає

просту геометричну iнтерпретацiю у звичайному евклiдовому 3-вимiрному

просторi [18]. А саме, якщо прямокутний трикутник, обидва гострi кути

якого лежать на сферi, розширити до площини, що є дотичною до сфери

у її переднiй точцi (див. Рис. 4.2), його вертикальна сторона буде дорiвню-

вати 2Ω tan Ψ
2 (де 2Ω – дiаметр сфери), тобто 2ΩΘ. Для фiксованого радi-

усу сфери Ω це пропорцiйно до Θ. Тому кут випромiнення в лабораторнiй

системi можна отримати з кута в системi спокою початкового електрона

шляхом проектування сфери кутiв випромiнення з екваторiальної точки

на задньому кiнцi осi z на площину, дотичну до сфери у переднiй точцi осi

z. У математицi таке вiдображення називається стереографiчною проекцi-

єю. Ця дещо формально виведена, але насправдi дуже проста геометрична

конструкцiя визначає топологiю розподiлу поляризацiї в цiлому, як буде

показано нижче.

4.1.3.2. Визначення кутового розподiлу за напрямками поля-

ризацiї для певного напрямку переданого iмпульсу. Пiдставляючи

всi складовi (4.28), (4.35a) до Рiвн. (4.17), а його, в свою чергу, до рiвняння

(4.10), та беручи до уваги рiвностi

qz =
mxω

(
1 + Θ⃗2

)
2γ(1− xω)

(4.36)

та

dΓk =
dω

2ω

ω2dok⃗
(2π)3

≃ dxω
xω

m2x2ω
16π3

d2Θ, (4.37)

зрештою отримуємо компактний вираз для диференцiальної ймовiрностi

гальмiвного випромiнення в лабораторнiй системi:

xω
dWdip

dxωd2Θ
=

m2x2ω
16π3

4πα

4EE ′

⟨
(MCompt)

2
⟩

el. spin

=
α

4π2
q⃗2⊥

m2 (1 + Θ2)2

{
4(1− xω) (Gimq̂m⊥e

′
i)
2
+ x2ω

}
, (4.38)
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де

ˆ⃗q⊥ =
q⃗⊥
|q⃗⊥|

.

Стосовно iнтерпретацiї рiвняння (4.38) [а також (4.42) нижче] з пози-

цiй методу еквiвалентних фотонiв, варто зауважити, що окрiм загальної

пропорцiйностi до q⃗2⊥ i, таким чином, до потоку еквiвалентних фотонiв, як

dWdip/dΓk, так i dWunpol/dΓk, все ще залежать вiд напрямку ˆ⃗q⊥, а значить,

i вiд q⃗⊥ в цiлому, попри умову q⃗2⊥ ≪ m2. Вплив залишкових азимутальних

кореляцiй на реакцiї, викликанi еквiвалентними фотонами, в принципi, вi-

домий для iнших задач [463]. Його не слiд розглядати як суттєве порушення

факторизацiї (оскiльки фiзичнi умови для неї задовольняються) – радше,

це модифiкацiя внаслiдок поляризацiї, яку несе потiк еквiвалентних фото-

нiв. Ця поляризацiя визначається вектором ˆ⃗q⊥. Вiдзначений ефект зникає,

якщо проiнтегрувати dWdip/dΓk за азимутальними напрямками вектора Θ⃗ i

просумувати за незалежними станами e⃗′ (як це зазвичай робиться у випад-

ку iнклюзивного утворення периферичних частинок [464], або втрат енергiї

швидких заряджених частинок у речовинi, до яких застосовувалося поча-

ткове формулювання методу еквiвалентних фотонiв [199]).

Оскiльки поляризацiя є векторною величиною, її можна виражати по-

рiзному. Популярним є вираження її через параметри Стокса – проекцiї по-

ляризацiї на фiксованi декартовi осi. Проте, для практики важливiше знати

абсолютну величину та напрямок поляризацiї, тому кориснiше представля-

ти розподiл напрямкiв поляризацiї за допомогою кривих, тангенцiйних в

кожнiй точцi до вектора поляризацiї (кривi напрямку). Їх побудова вимагає

розв’язку певного диференцiального рiвняння, який неважко отримати для

фундаментального випадку, коли iмпульс, переданий мiшенi, є визначеним.

Кривi напрямкiв поляризацiї для випадку фiксованого напрямку q⃗⊥ ви-

значаються диференцiальним рiвнянням

dΘ⃗ ∥ Gq⃗⊥. (4.39a)
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Якщо вибрати напрямок q⃗⊥ вздовж осi y, рiвняння (4.39a) запишеться як

dΘy

dΘx
=
Gyy (Θx,Θy)

Gxy (Θx,Θy)
= −

1 + Θ2
x −Θ2

y

2ΘxΘy
, (4.39b)

що може бути переписано як Θx
dΘ⃗2

dΘx
= Θ⃗2 − 1, i має загальний розв’язок

Θ⃗2 + const[q⃗⊥ × Θ⃗]z = 1, (4.40)

де [q⃗⊥×Θ⃗]z ∝ Θx. Це – сiмейство кiл, якi проходять через двi вузловi точки

Θ⃗ = ±ˆ⃗q⊥ (4.41)

(див. Рис. 4.3) [18]. У знайдених вузлах поляризацiя випромiнення має обер-

татися в нуль. Це також узгоджується зi зникненням Gˆ⃗q⊥ ≈
Θ⃗→±ˆ⃗q⊥

ˆ⃗q⊥ ∓ Θ⃗ у

рiвняннi (4.38).

-1.5-1.0-0.5 0.5 1.0 1.5
Qx
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Рис. 4.3. Напрямки поляризацiї фотонiв у площинi вектора Θ⃗ (в лабора-

торнiй системi). Вiсь y обрано вздовж напрямку q⃗⊥. Кривi напрямкiв по-

ляризацiї представляють собою математичнi кола. Ступiнь поляризацiї є

функцiєю xω.

Розподiл поляризацiї фотонiв вздовж iдеальних кiл природнiше поясню-

ється за допомогою поняття стереографiчної проекцiї, введеного в пiдроз-

дiлi 4.1.3.1. Як було зазначено вище, в системi спокою початкового електро-
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на7 поляризацiя дипольного випромiнення розподiляється по сферi напрям-

кiв випромiнення фотонiв вздовж меридiональних кiл з полюсами в Θ⃗± ˆ⃗q⊥.

З теорiї стереографiчної проекцiї [465] вiдомо, що така проекцiя вiдбиває

будь-яке коло на сферi у коло на тангенцiйнiй площинi. Тому меридiональ-

нi кола на сферi вiдбиваються на площинi у сiмейство кiл, що проходять

через пару точок (4.41), якi є проекцiями полюсiв сфери. Це й зумовлює

форму розполiлу на Рис. 4.3. Таким чином, iснування вузлiв поляризацiї,

що може виглядати дивним з погляду диференцiального рiвняння, доволi

тривiально передбачається стереографiчною проекцiєю.

У застосуваннях особливе значення має коло з центром у початку коор-

динат, оскiльки воно є iнварiантним вiдносно поворотiв переданого iмпуль-

су. Його iснування випливає з осьової симетрiї стереографiчної проекцiї для

даної кривої напрямкiв на сферi вiдносно осi z. З рiвняння (4.29b) також

очевидно, що при Ψ = π/2, що вiдповiдає |Θ⃗| = 1, оператор G = P⊥ − Pk⃗⊥
стає проектором на напрямок, ортогональний до площини випромiнення,

тобто до вектора Θ⃗ [це випливає також з представлення (4.35a)].8 Вислов-

люючись бiльш фiзично, при K⃗ ⊥ Oz компонента вектора поляризацiї, яка

належить до площини випромiнення, має бути спрямована вздовж Oz, але

вiдповiдна проекцiя на поперечну площину, що мiстить ˆ⃗q⊥, зникає.

4.1.3.3. Iнтенсивнiсть неполяризованого випромiнення та сту-

пiнь поляризацiї. Iмовiрнiсть неполяризованого випромiнення можна

отримати пiдсумовуванням рiвняння (4.38) за незалежними напрямками

вектора e⃗′:

xω
dWunpol

dxωd2Θ
=
∑
e⃗′

xω
dWdip

dxωd2Θ

7Нагадаємо, що кiнцевий електрон в цiй системi, взагалi кажучи, є релятивiстським (xω ∼ 1), i його

система спокою є суттєво нееквiвалентною системi спокою початкового електрона. Втiм, це не порушує

дипольного характеру випромiнювання.
8Завдячуючи цьому, напрямок поляризацiї стає незалежним вiд q⃗⊥, що стабiлiзує ступiнь поляри-

зацiї (див. Роздiл 4.1.3.4).
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=
α

2π2
q⃗2⊥

m2 (1 + Θ2)2

{
2(1− xω)

(
Gˆ⃗q⊥

)2
+ x2ω

}
. (4.42)

Корисними є два представлення (Gˆ⃗q⊥)
2:

(Gˆ⃗q⊥)
2 = 1− 4

(1 + Θ2)2

(
Θ⃗ · ˆ⃗q⊥

)2
(4.43a)

≡

(
Θ⃗ + ˆ⃗q⊥

)2 (
Θ⃗− ˆ⃗q⊥

)2
(1 + Θ2)2

, (4.43b)

перше з яких свiдчить, що (Gˆ⃗q⊥)
2 має верхню межу 1 (яка досягається на

«екваторiальнiй» лiнiї Θ⃗ ⊥ q⃗⊥), в той час як друге представлення демон-

струє можливiсть обернення (Gˆ⃗q⊥)
2 в нуль у полюсах Θ⃗ = ±ˆ⃗q⊥. В загаль-

ному випадку,

0 6 (Gˆ⃗q⊥)
2 6 1.

Кутовий розподiл величини (4.42) представлений на Рис. 4.4.
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Рис. 4.4. Кутовий розподiл iнтенсивностi неполяризованого гальмiвного ви-

промiнення, що визначається виразом (4.42). а). xω = 0.2; б). xω = 0.8.

Напрямок вектора q⃗⊥ вибрано вздовж осi y.

При великих Θ iнтенсивнiсть випромiнення (4.38) спадає як Θ−4, тобто

слiдує тому ж закону, що i диференцiальний перерiз розсiяння Резерфорда.

Це – загальний наслiдок пропорцiйностi амплiтуди одному домiнуючому

пропагатору, в даному випадку – електронному, а не фотонному.
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Рис. 4.5. Кутовий розподiл ступеня поляризацiї дипольного випромiнення

при передачi iмпульсу вздовж осi y, рiвняння (4.43). а). xω = 0.2; б). xω =

0.8. Локальнi напрямки поляризацiї показанi на Рис. 4.3.

Ступiнь поляризацiї випромiнення, що вiдповiдає рiвнянню (4.38), до-

рiвнює [18]

P =
max dWdip −min dWdip

max dWdip +min dWdip

=

1 +
x2ω

2(1− xω)

(
1 + Θ2

)2(
Θ⃗ + ˆ⃗q⊥

)2 (
Θ⃗− ˆ⃗q⊥

)2

−1

. (4.44)

Її кутовий розподiл зображений на Рис. 4.5.

4.1.3.4. Кутовий розподiл поляризацiї випромiнення в iзотро-

пнiй мiшенi. При розсiюваннi на окремих атомах (або в аморфнiй мiше-

нi товщиною dz) всi напрямки вектора q⃗⊥ є рiвноймовiрними. Усереднення

рiвняння (4.38) за ними, тобто замiна q̂⊥iq̂⊥j → 1
2δij, приводить до резуль-
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татiв класичних робiт9 [231,466,467]:

xω
dWisotr

dxωd2Θdz
=
d⟨q⃗2⊥⟩
dz

α

4π2m2 (1 + Θ2)2

{
(1− xω)

[
1− 4(Θ⃗ · e⃗′)2

(1 + Θ2)2

]
+ x2ω

}
.

(4.45)

Звiдси випливає, що випромiнення поляризовано перпендикулярно до Θ⃗

(азимутально), зi ступенем [231]

Pisotr(Θ, xω) =
dWisotr(e⃗

′ ⊥ Θ⃗)− dWisotr(e⃗
′ ∥ Θ⃗)

dWisotr(e⃗′ ⊥ Θ⃗) + dWisotr(e⃗′ ∥ Θ⃗)

=
2Θ2

1 + Θ4 + x2ω
2(1−xω) (1 + Θ2)2

. (4.46)

Поведiнку Pisotr(Θ) зображено на Рис. 4.6 для декiлькох значень xω. Стовiд-

соткова поляризацiя при Θ = 1 i xω → 0 вiдповiдає iнварiантному вiдносно

поворотiв одиничному колу напрямкiв поляризацiї на Рис. 4.3. При цьому

iнтенсивнiсть неполяризованого випромiнення дорiвнює

xω
∑
e⃗′

dWisotr

dxωd2Θdz
=
d⟨q⃗2⊥⟩
dz

α

2π2m2 (1 + Θ2)2

{
2(1− xω)

1 + Θ4

(1 + Θ2)2
+ x2ω

}
.

(4.47)
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Рис. 4.6. Кутовий розподiл ступеня поляризацiї дипольного випромiнення

в iзотропнiй мiшенi для долей енергiї фотона xω = 0, 13 i 2
3 (зверху вниз).

Вектор поляризацiї спрямований перпендикулярно до Θ⃗.
9Тут ми вважаємо, що факторизацiя залишається справедливою навiть для макроскопiчної мiше-

нi. Це рiвносильно розгляду мiшенi як тонкої, тобто нехтуванню, наприклад, ефектами пригнiчення

випромiнювання, такими як ЛПМ при низьких ω, якi будуть розглянутi нижче.
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Функцiя
1

2
GimGim =

1 + Θ4

(1 + Θ2)2
≡ 1− 2Θ2

(1 + Θ2)2
, (4.48)

що визначає при малих xω праву частину рiвняння (4.47), має мiнiмум при

Θ = 1, саме там, де розташованi провали неусередненого dWdip/dΓk (див.

Рис. 4.4). Проте, у кутовому розподiлi азимутально усередненого випромi-

нення насправдi не виникає нiякого мiнiмуму чи «плеча» поблизу цiєї то-

чки (див. Рис. 4.7а, 1.8б), оскiльки ще є множник 1/(1+Θ2)2, який спадає

швидше, нiж (4.48) зростає пiсля мiнiмуму. Тим не менш, певний вiдбиток

функцiї (4.48) у поведiнцi кутового розподiлу випромiнення Бете-Гайтлера

можна побачити, побудувавши логарифм кутового розподiлу як функцiю

логарифму Θ.
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Рис. 4.7. а). Кутовий розподiл дипольного гальмiвного випромiнення в iзо-

тропнiй мiшенi, нормований на значення при Θ = 0 [рiвняння (4.47)]. Ни-

жня (суцiльна) крива – iнфрачервоний лiмiт xω → 0. Верхня (штрихова)

крива – лiмiт великої вiддачi xω → 1, що дорiвнює коефiцiєнту 1/(1+Θ2)2

у диференцiальнiй iнтенсивностi. б). Те саме в логарифмiчному масштабi

по обох осях. На останньому графiку кутовий розподiл м’якого випромiне-

ння має два «колiна»: при Θ ≈ 1
2 i Θ ≈ 2 (порiвн. з Рис. 4.4а), в той час як

жорстке випромiнення має лише одне – при Θ ≈ 1.

На подiбному графiку (див. Рис. 4.7б) лiнiйна поведiнка вiдповiдає

убуванню за ступiнним законом. У порiвняннi з поведiнкою множника
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1/(1 + Θ2)2, що має на двiчi логарифмiчному графiку лише одне «колiно»

при Θ ≈ 1, кутовий розподiл випромiнення в iзотропнiй мiшенi при xω ≪ 1

вiзуально має два колiна: приблизно при Θ1 ≈ 0.5 i при Θ2 ≈ 2. Мiж цими

двома колiнами поведiнка близька до ∼ Θ−2. Вище Θ2 ступiнь спадання

стає∼ Θ−4 (що нагадує закон Резерфорда). Цю двоколiнну форму кутового

розподiлу випромiнення [18] може бути необхiдним враховувати при вимi-

рюваннях з малою статистикою, адже на другому колiнi диференцiальний

поперечний перерiз зменшується майже в 102 разiв. Але зi збiльшенням xω,

розподiл наближається до одноколiнного граничного вигляду.

4.1.3.5. Спектр, iнтегральний по кутах, i середня поляризацiя.

Якщо кутовий розподiл випромiнення не вимiрюється в експериментi (як

це буває при γ > 104), i використовується лише природна колiмацiя ви-

промiнення вiд ультрарелятивiстської частинки, необхiдно проiнтегрувати

рiвняння (4.38) за малими кутами випромiнення, тобто по всiй площинi

вектора Θ⃗ (оскiльки iнтеграли за θ⃗ достатньо швидко збiгаються). Це iн-

тегрування проводиться елементарно за допомогою∫
dϕΘ⃗ΘiΘj = πδijΘ

2,∫
dϕΘ⃗ΘiΘjΘlΘm =

π

4
(δijδlm + δilδjm + δimδjl)Θ

4, (4.49)∫ ∞
0

dΘ2(Θ2)m

(1 + Θ2)2+n
=
m!(n−m)!

(n+ 1)!
, (4.50)

i приводить до

xω
dWdip

dxω
= π

∫ ∞
0

dΘ2

∫
dϕΘ⃗xω

dWdip

dxωd2Θ

=
αq⃗2⊥
4πm2

{
2

3
(1− xω)

[
1 + 2(ˆ⃗q⊥ · e⃗′)2

]
+ x2ω

}
. (4.51)

Енергетичний спектр неполяризованого випромiнення [який також мо-

же бути легко отриманий шляхом iнтегрування рiвняння (4.47)] має вигляд

dIBH
dω

(xω) = xω
∑
e⃗′

dWdip

dxω
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=
2αq⃗2⊥
3πm2

(
1− xω +

3

4
x2ω

)
(4.52a)

≡ αq⃗2⊥
2πm2

E ′

E

(
E ′

E
+
E

E ′
− 2

3

)
. (4.52b)

Вiн вiдомий як спектр Бете-Гайтлера (точнiше, його високоенергетична ме-

жа), i представлений на Рис. 4.8 суцiльною кривою (порiвн. з експеримен-

тальним Рис. 1.8а).
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Рис. 4.8. Спектр гальмiвного випромiнення при фiксованому модулi пере-

дачi iмпульсу. Суцiльна крива, q⊥/m→ 0, Рiвн. (4.52a) – порiвн. з Рис. 1.8.

Штрихова крива, q⊥/m→∞ [Рiвн. (4.76) з (4.73c), (4.74c)].
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Рис. 4.9. Спектральний розподiл поляризацiї спектра гальмiвного випромi-

нення при фiксованому векторi передачi iмпульсу. Напрямок поляризацiї

є паралельним до q⃗⊥. Суцiльна крива, q⊥/m → 0, Рiвн. (4.53). Штрихова

крива, q⊥/m = 10, Рiвн. (4.78).



226

Нарештi, середня поляризацiя конуса випромiнення, як випливає з рiв-

няння (4.51), спрямована паралельно до q⃗⊥, а її ступiнь дорiвнює [18]

Pnet =
dWdip(e⃗

′ ∥ q⃗⊥)− dWdip(e⃗
′ ⊥ q⃗⊥)

dWdip(e⃗′ ∥ q⃗⊥) + dWdip(e⃗′ ⊥ q⃗⊥)

=
1

2 + 3x2ω
2(1−xω)

. (4.53)

Iнфрачервона межа (xω → 0) рiвняння (4.53) збiгається з поляризацiєю

50% дипольного випромiнення класичної зарядженої частинки у плоскому

ондуляторi [292]. Залежний вiд xω доданок у знаменнику описує зменшення

поляризацiї, зумовлене вiддачею фотона. Поведiнка функцiї Pnet(xω) для

даного, дипольного випадку показана на Рис. 4.9 суцiльною кривою.

Значна середня поляризацiя конуса випромiнення може використовува-

тися для отримання поляризованих пучкiв гама-випромiнення без побудови

надвузької колiмацiйної системи [285]. Недолiком некогерентного гальмiв-

ного випромiнення є його неперервний спектр, але цю властивiсть можна

покращити, використовуючи мiшенi, в яких електрон рухається перiоди-

чно.

4.1.4. Недипольне випромiнювання. Як зазначалося вище, куло-

нiвськi поля атомних ядер, в принципi, здатнi передавати електрону iм-

пульси до q⊥ ∼ m. Iснують також когерентнi, хоча i протяжнi, дефлекто-

ри високоенергетичних заряджених частинок на кути & γ−1. При цьому,

незважаючи на гладкiсть повороту, при малих ω спектр випромiнення за-

лежить лише вiд повного кута вiдхилення електрона. Тому вартий уваги

також загальний випадок, коли q⊥ & m. Можна вiдзначити, що випадок

q⊥ ≫ m певною мiрою є подiбним до опису глюонного гальмiвного випро-

мiнювання при жорсткому розсiяннi кваркiв у квантовiй хромодинамiцi

(КХД) [468], для яких маси та ефекти сильного зв’язку в адронах є погано

вiдомими, i тому в першому наближеннi ними цiлковито нехтується.

Для диференцiального перерiзу недипольного поляризованого гальмiв-

ного випромiнення в кулонiвському полi в борнiвському наближеннi Глюк-
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стерн, Халл та Брейт [466] отримали формулу, яка пiсля видiлення домi-

нуючих членiв та певного перегрупування може бути виражена у факто-

ризованому виглядi (4.8), з [див. також [252], Рiвн. (8.2)]

dWrad

dΓq′
=

πα

EE ′

{(
2E

p⃗′ · e⃗′

p′ · q′
− 2E ′

p⃗ · e⃗′

p · q′

)2

+
q⃗2ω2

p′ · q′p · q′

}{
1 +O

(
γ−2
)}
.

(4.54)

Блок

2E
p⃗′ · e⃗′

p′ · q′
− 2E ′

p⃗ · e⃗′

p · q′
(4.55)

у рiвняннi (4.54) часто iнтерпретується як точна амплiтуда гальмiвного

випромiнення безспiновою зарядженою частинкою на статичному потенцi-

алi [порiвн. з Рiвн. (4.14) в калiбровцi e′0 = 0]. Останнiй же член у (4.54)

пов’язується з ефектами електронного спiну.

4.1.4.1. Система спокою початкового електрона та стереогра-

фiчна проекцiя [38]. Залежний вiд поляризацiї блок навiть у недиполь-

ному випадку може бути представлений в термiнах корелятора векторiв

поляризацiї фотона в системi спокою початкового електрона (IERF):

E
p⃗′ · e⃗′

p′ · q′
− E ′ p⃗ · e⃗

′

p · q′
= ẽ · e′p, (4.56)

якщо ввести 4-вектор

ẽ = e− q p · e
p′ · q′

≡ e− q p · e
p · q + q2/2

, (4.57)

який зводиться до ep [Рiвн. (4.18)] за дипольних умов, коли q2/m2 → 0. У

компонентах,

ẽ =
p · e

p · q − q⃗2⊥
2

(
− q⃗

2
⊥

2m
,
q⃗2⊥
2m

, q⃗⊥

)
(IERF) , (4.58)

тому при q⊥ ∼ m цей вектор не є поперечним, а належить до свiтлового

фронту.

Кутовий розподiл поляризацiї в системi спокою початкового електрона

має вiсь уздовж вектора (
q⃗2⊥
2m

, q⃗⊥

)
, (4.59)
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нахиленого до q⃗⊥ пiд кутом

α = arctan
q⊥
2m

. (4.60)

Стереографiчна проекцiя проектує цi напрямки на вузли

Θ⃗∗± =
q⃗⊥
|q⃗⊥|

tan
(
±π
4
− α

2

)
. (4.61)

Деякi якiснi риси дипольного наближення, такi як iснування провалiв

iнтенсивностi та орiєнтацiя поляризацiї вздовж системи кiл, що перетина-

ються в двох точках, зберiгаються також i в недипольному випадку. Щоб

продемонструвати це, перепишемо блок (4.55) в термiнах кутiв випромiне-

ння вiдносно напрямкiв p⃗ i p⃗′:

θ⃗ =
k⃗

ω
− p⃗

E
, (4.62)

θ⃗′ =
k⃗

ω
− p⃗′

E ′

≡ Eθ⃗ + q⃗⊥
E ′

. (4.63)

Тодi маємо

2E
p⃗′ · e⃗′

p′ · q′
− 2E ′

p⃗ · e⃗′

p · q′
=

4EE ′

mω

(
γ−1θ⃗

γ−2 + θ2
− γ′−1θ⃗′

γ′−2 + θ′2

)
· e⃗′. (4.64)

Використання тут в дужках рiвняння (4.63) та θ⃗ = γ−1Θ⃗ перетворює його

на
γ−1θ⃗

γ−2 + θ2
− γ′−1θ⃗′

γ′−2 + θ′2
=

Θ⃗

1 + Θ2
−

Θ⃗ + q⃗⊥
m

1 +
(
Θ⃗ + q⃗⊥

m

)2 . (4.65)

Остання векторна рiзниця має нулi при

Θ⃗∗± =
q⃗

2m

(
±

√
1 +

4m2

q⃗2⊥
− 1

) (
Θ⃗∗+ · Θ⃗∗− = −1

)
, (4.66)

що в дипольному граничному випадку q⊥ ≪ m узгоджується з Рiвн. (4.41).

В точках (4.66) знаходяться нулi поляризацiї.
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Що стосується розподiлу напрямкiв поляризацiї, потрiбно зазначити,

що форма (4.65) при довiльному q⊥/m може бути представлена у виглядi

Θ⃗

1 + Θ2
−

Θ⃗ + q⃗⊥
m

1 +
(
Θ⃗ + q⃗⊥

m

)2 = C(q⃗⊥, Θ⃗)

[
Θ⃗− Θ⃗∗−

(Θ⃗− Θ⃗∗−)2
− Θ⃗− Θ⃗∗+

(Θ⃗− Θ⃗∗+)2

]
, (4.67)

зi скалярною ваговою функцiєю

C(q⃗⊥, Θ⃗) =

(
Θ⃗− Θ⃗∗−

)2 (
Θ⃗− Θ⃗∗+

)2
(
1 + Θ⃗2

)[
1 +

(
Θ⃗ + q⃗⊥

m

)2]√
1 + 4m2

q⃗2⊥

. (4.68)

Векторна функцiя в дужках у правiй частинi Рiвн. (4.67) має вигляд 2d-

диполя скiнченного розмiру. Для останнього загальновiдомо (наприклад,

з теорiї функцiй комплексної змiнної), що його силовi лiнiї є сiмейством

кiл, якi проходять через локацiї точкових джерел. Цi точки збiгаються з

провалами iнтенсивностi (4.66). Проте, розподiл по колах у недипольному

випадку не має настiльки важливих практичних наслiдкiв як у дипольному

випадку (див. Роздiл 4.1.3.4), оскiльки центри Θ⃗centr цих кiл лежать на лiнiї(
Θ⃗centr −

Θ⃗+ + Θ⃗−
2

)
·
(
Θ⃗+ + Θ⃗−

)
= 0

(
Θ⃗+ + Θ⃗−

2
= − q⃗⊥

2m

)
,

i при q⊥/2m ∼ 1 змiщення всiх центрiв вiд початку координат не є малими

порiвняно з радiусами кiл.

4.1.4.2. Спектр, проiнтегрований за кутами. Спектр поляризо-

ваного випромiнення можна отримати шляхом iнтегрування (4.54) по всьо-

му конусу кутiв випромiнення фотонiв, тобто, ефективно, по всiй площинi

Θ⃗, оскiльки iнтеграл достатньо швидко збiгається:

xω
dWrad

dxω
=

α

4π2

∫
d2Θ

{
4(1− xω)

[(
Θ⃗

1 + Θ2
−

Θ⃗ + q⃗⊥
m

1 +
(
Θ⃗ + q⃗⊥

m

)2
)
· e⃗′
]2

+
q⃗2⊥x

2
ω

m2(1 + Θ2)
[
1 +

(
Θ⃗ + q⃗⊥

m

)2]
}
. (4.69)
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Використовуючи значення iнтегралiв∫
d2Θ

(1 + Θ2)

[
1 +

(
Θ⃗ + q⃗⊥

m

)2] =
2πm

|q⃗⊥|
√

1 +
q⃗2⊥
4m2

arsh
|q⃗⊥|
2m

(4.70)

та

∫
d2Θ


 Θ⃗

1 + Θ2
−

Θ⃗ + q⃗⊥
m

1 +
(
Θ⃗ + q⃗⊥

m

)2
 · e⃗′


2

= 2π

[
2m

|q⃗⊥|

√
1+

q⃗2⊥
4m2

arsh
|q⃗⊥|
2m
−1+(q⃗⊥ · e⃗′)2

q⃗2⊥

(
1− 2m

|q⃗⊥|
√

1+
q⃗2⊥
4m2

arsh
|q⃗⊥|
2m

)]
,

(4.71)

отримуємо

xω
dWrad

dxω
=
α

π

{
(1− xω)

[
F1 +

(
2
(q⃗⊥ · e⃗′)2

q⃗2⊥
− 1

)
F3

]
+ x2ωF2

}
, (4.72)

де «радiацiйнi формфактори» електрона мають структуру

F1(|q⃗⊥|/m) =
2m
(
1 + 2

q⃗2⊥
4m2

)
|q⃗⊥|
√

1 +
q⃗2⊥
4m2

arsh
|q⃗⊥|
2m
− 1 (4.73a)

≡ −
∞∑
n=1

(n− 1)!(n+ 1)!

(2n+ 1)!

(
− q⃗

2
⊥
m2

)n
(4.73b)

≃
|q⃗⊥|/m→∞

2 ln
|q⃗⊥|
m
− 1 +

2m2

q⃗2⊥
+O

(
m4

q4⊥

)
, (4.73c)

F2(|q⃗⊥|/m) =
|q⃗⊥|

2m

√
1 +

q⃗2⊥
4m2

arsh
|q⃗⊥|
2m

(4.74a)

≡ −1
2

∞∑
n=1

(n− 1)!n!

(2n)!

(
− q⃗

2
⊥
m2

)n
(4.74b)

≃
|q⃗⊥|/m→∞

ln
|q⃗⊥|
m
− 2 ln |q⃗⊥|/m− 1

q⃗2⊥/m
2

+O
(
m4

q4⊥

)
, (4.74c)

F3(|q⃗⊥|/m) = 1− 2m

|q⃗⊥|
√

1 +
q⃗2⊥
4m2

arsh
|q⃗⊥|
2m

(4.75a)
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≡ −
∞∑
n=1

(n!)2

(2n+ 1)!

(
− q⃗

2
⊥
m2

)n
(4.75b)

≃
|q⃗⊥|/m→∞

1− 4m2

q⃗2⊥
ln
|q⃗⊥|
m

+O
(
m4

q4⊥

)
, (4.75c)

i лише два з них є лiнiйно незалежними: F2 = F1+F3

2 . На вiдмiну вiд пру-

жних формфакторiв складених частинок, зi збiльшенням |q⃗⊥|/m цi форм-

фактори (що визначають «кiлькiсть фотонiв в електронi») не убувають, а

навпаки, зростають. Разом зi ступенями xω в правiй частинi Рiвн. (4.72),

вони утворюють структурну функцiю електрона.10

2 4 6 8 10
q¦�m

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5
F1

F2

F3

Рис. 4.10. Функцiї, що входять до спектра, проiнтегрованого за ку-

тами (4.72). Суцiльна крива, F1 [Рiвн. (4.73a)]. Штрих-пунктирна, F2

[Рiвн. (4.74a)]. Штрихова, F3 [Рiвн. (4.75a)].

Логарифми в рiвняннях (4.73c), (4.74c) фiзично виникають через те,

що хоча при розсiяннi на великий кут конуси випромiнення (струменi) вiд

початкового та кiнцевого напрямкiв руху електрона є добре роздiленими,

область безпосередньо мiж ними заповнена посиленим iнтерференцiйним
10При |q⃗⊥|/m → ∞ в головному логарифмiчному наближеннi, коли F3 можна знехтувати, а F2 ≈

F1/2 = ln |q⃗⊥|/m, Рiвн. (4.72) набуває вигляду

dWrad

dxω
≃

|q⃗⊥|/m→∞

α

2π
P (0)
γe (xω) ln

q⃗2⊥
m2

,

де P
(0)
γe (xω) = 1+(1−xω)2

xω
– функцiя розщеплення електрона на електрон та фотон, яка входить до

рiвняння еволюцiї для структурних функцiй [469] (в КХД вiдомого як ДГЛАП [178,468]). Рiвн. (4.73c),

(4.74c), (4.75c) дають також асимптотичнi доданки, незалежнi вiд |q⃗⊥|/m та «вищi твiсти» (ступiннi

поправки).
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випромiненням, загальна кiлькiсть якого значно бiльша, нiж у струменях.

Iнтегрування за цiєю промiжною областю дає великий логарифм.

Спектр неполяризованого випромiнення∑
e⃗′

xω
dWrad

dxω
=

2α

π

{
(1− xω)F1 + x2ωF2

}
(4.76)

збiгається з вiдомим результатом [257], а середня поляризацiя (спрямована

вздовж ˆ⃗q⊥) дорiвнює

Pnet(|q⃗⊥|/m, xω) =
dWrad(e⃗

′ ∥ q⃗⊥)− dWrad(e⃗
′ ⊥ q⃗⊥)

dWrad(e⃗′ ∥ q⃗⊥) + dWrad(e⃗′ ⊥ q⃗⊥)

=
F3

F1 +
x2ω

1−xωF2

. (4.77)

Остання функцiя монотонно зменшується зi збiльшенням q⊥/m, а також

xω. Зменшення внаслiдок збiльшення q⊥/m (недипольнi ефекти) є повiль-

нiшим – лише логарифмiчним (див. Рис. 4.9):

Pnet ≃
|q⃗⊥|/m≫1

1(
2 + x2ω

1−xω

)
ln |q⃗⊥|m − 1

. (4.78)

4.1.5. Гальмiвне випромiнювання при розсiяннi на атомi. Зв’я-

зок мiж радiацiйною довжиною в аморфному середовищi та ку-

том екранування Мольєра. При проходженнi електрона крiзь тонкий

шар аморфної речовини можна вважати гальмiвне випромiнювання в ньо-

му некогерентною сумою внескiв вiд випромiнень при розсiяннях на окре-

мих атомах. Умови факторизацiї тодi добре виконуються, але потрiбно ще

згорнути вiдомий нам спектр з диференцiальним перерiзом розсiяння на

атомi:
dκrad

dω
=

∫
dσ(q)ω

dWrad

dω
. (4.79)

Останнiй залежить вiд функцiї екранування, але як i у Розд. 2, ми можемо

врахувати її феноменологiчно.

Щоб досягти в iнтегралi (4.79) точностi, наступної за головною логари-

фмiчною, для його обчислення можна вибрати значення q1, яке розбиває
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область iнтегрування так, що r−1B = me2 ≪ q1 ≪ m:

dκrad

dω
= 2π

∫ q1

0

dqq
dσ

d2q
ω
dWrad

dω
+ 2π

∫ ∞
q1

dqq
dσ

d2q
ω
dWrad

dω
. (4.80)

Тодi можна застосувати у першому iнтегралi дипольне наближення для

ω dWrad
dω [тобто зберегти першi члени у рядах (4.73b), (4.74b), (4.75b)], а в

другому – використати резерфордiвську асимптотику (2.4) для dσ/d2q:

dσ

d2q
≃

q→∞

4Z2e4

q4
.

Перший iнтеграл в (4.80) обчислюється як∫ q1

0

dqq3
dσ

d2q
=

∫ q1

0

d ln qq4
dσ

d2q

= ln q1 lim
q→∞

q4
dσ

d2q
−
∫ ∞
0

ln qd

(
q4
dσ

d2q

)
= 4Z2e4

(
ln

q1
Eχ′a

+ γE − 1

)
, (4.81)

де в останньому рядку ми використали визначення (2.42) для мольєрiвсько-

го кута екранування:

lnEχ′a =

∫ ∞
0

ln qd

(
dσ

dσRuth

)
+ γE − 1. (4.82)

Таким чином,

2π

∫ q1

0

dqq
dσ

d2q
ω
dWrad

dω
=

8Z2e6

3m2

(
1− xω +

3

4
x2ω

)(
ln

q1
Eχ′a

+ γE − 1

)
.

(4.83)

Другий iнтеграл в (4.80) спрощується до∫ ∞
q1

dqq
dσ

d2q
ω
dWrad

dω
≃ 4Z2e6

π

∫ ∞
q1

dq

q3

[
(1− xω)F1

( q
m

)
+ x2ωF2

( q
m

)]
,

(4.84)

де формфактори F1 та F2 визначаються рiвняннями (4.73a), (4.74a), а F3

випадає пiсля усереднення по напрямках q⃗⊥ внаслiдок сферичної симетрiї

атома. Беручи iнтеграли∫ ∞
ξ1

dξ

ξ3
F1(ξ) =

(
1 + ξ21

)√
4 + ξ21arsh (ξ1/2)− ξ1

3ξ31
−1
3
ln ξ1 ≃

ξ1≪1

1

3

(
13

12
− ln ξ1

)
,

(4.85)
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∫ ∞
ξ1

dξ

ξ3
F2(ξ) =

√
4 + ξ21arsh (ξ1/2)

4ξ1
− 1

4
ln ξ1 ≃

ξ1≪1

1

4
(1− ln ξ1) , (4.86)

отримуємо

2π

∫ ∞
q1

dqq
dσ

d2q
ω
dWrad

dω
=

8Z2e6

3m2

[
(1− xω)

(
13

12
− ln

q1
m

)
+

3

4
x2ω

(
1− ln

q1
m

)]
.

(4.87)

Об’єднуючи частини (4.83) та (4.87) i скорочуючи допомiжний параметр

q1, виражаємо релятивiстський гальмiвний спектр через Z та незалежний

вiд енергiї добуток γχ′a, який вичерпно характеризує атом в тому, що сто-

сується гальмiвного випромiнювання на ньому:

dκrad

dω
=

8Z2e6

3m2

[
(1− xω)

(
ln

1

γχ′a
+ γE +

1

12

)
+

3

4
x2ω

(
ln

1

γχ′a
+ γE

)]
.

(4.88)

Завдяки доданку 1
12 у першому членi та його вiдсутностi у другому, фор-

ма недипольного спектра випромiнення дещо вiдрiзняється вiд форми ди-

польного спектра (4.51) у наближеннi, наступному за головним логарифмi-

чним.11

Вiдповiдна радiацiйна довжина дорiвнює

X0 =
E

n
∑

e⃗′

∫ E
0 dω dκrad

dω

=
m2

4nZ2e6
(
ln 1

γχ′
a
+ γE + 1

18

) ≡ m2

4nZ2e6
(
ln 1

γχa
+ 5

9

) ,
(4.89)

де n – щiльнiсть атомiв у речовинi мiшенi. Цим рiвнянням визначається

зв’язок мiж радiацiйною довжиною та мольєрiвським кутом екранування.

4.1.6. Поправка O(xω) у факторизованому спектрi. Теорема

Лоу. Спектрально-кутовi розподiли (4.38) i (4.54) виявляють ту власти-

вiсть, що у граничному випадку м’яких фотонiв xω → 0 вони наближаю-

11Якщо приблизно замiнити ln 1
γχ′

a
+ γE → ln 183Z−1/3 − f(Zα), де f(Zα) визначається формулою

(1.12), то вираз (4.88) зводиться до вiдомої формули, отриманої Бете i Гайтлером у моделi Томаса-Фермi

для функцiї екранування [155, 217, 230, 278, 279]. Але на вiдмiну вiд (4.88), формула Бете i Гайтлера

є неточною для легких елементiв, i не враховує непружного розсiяння. Слiд також мати на увазi,

що теорiя Бете-Гайтлера гальмiвного випромiнювання при одноразовому розсiяннi була побудована

ранiше, нiж теорiя багаторазового розсiяння Мольєра.
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ться до результату класичної електродинамiки з точнiстю до O(xω) вклю-

чно:
dI

dωd2Θ
= (1− xω)

dI

dωd2Θ

∣∣∣∣
xω=0

+O(x2ω), (4.90)

тодi як у порядку O(x2ω) (вищих порядкiв не iснує) кутовi розподiли все ж

вiдрiзняються (порiвн. Рис. 4.4а i 4.4б). Змiст спiввiдношення (4.90) може

розглядатися як аналогiчний загальнiй теоремi Лоу [470] в застосуваннi до

ультрарелятивiстського випадку.

Нагадаємо, що структура (4.90) походить вiд блоку(
E ′

pµ

p · k
− E p′µ

p′ · k

)
· e′∗µ (4.91)

у рiвняннi (4.54), який виникає також в амплiтудi випромiнення безспiнової

зарядженої частинки (в калiбровцi e′ · e = 0, у якiй внесок дiаграми типу

«чайки» вiдсутнiй). Такий блок вiдповiдає припущенню теореми Лоу про

те, що властивiсть факторизацiї не порушується негайно зi збiльшенням k.

В ультрарелятивiстському випадку процедура розкладання спрощується,

оскiльки амплiтуда розсiяння є практично пропорцiйною до енергiї частин-

ки, тому енергетичнi множники у рiвняннi (4.91) фактично представляють

амплiтуди розсiяння. Оскiльки амплiтуда випромiнення є пропорцiйною до

(1 − xω), в диференцiальнiй iмовiрностi випромiнення вона дає множник

∝ (1−xω)2, але вiн ще помножується на Лоренц-iнварiантний елемент фа-

зового простору, який мiстить фактор, обернено пропорцiйний до E ′. Це

призводить до скорочення одного ступеня величини 1− xω.
Результат (4.90) досягається, коли ми розкладаємо складовi блоку (4.91)

вiдповiдно до рiвняння (4.64), з урахуванням умови, що кiнцевий електрон

повинен належати до масової поверхнi. У теоремi Лоу [144, 257, 470] прин-

цип розкладання дещо вiдрiзняється, спираючись на аргументи калiбру-

вальної iнварiантностi замiсть умови масової поверхнi для електрона.12 Як

наслiдок, ця теорема не виключає змiни кутового розподiлу випромiнення
12Наслiдки, що виникають для теореми Лоу при послiдовному врахуваннi належностi електрона до

масової поверхнi, аналiзувалися в [471].
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в порядку O(xω). Втiм, загальною рисою таких розкладень є те, що вони

мають кiнематичний характер i зберiгають калiбрувальну iнварiантнiсть,

тому результат (4.90) може розглядатися як такий, що є в дусi теореми

Лоу. В подальшому, в Роздiлi 4.5.1, ми покажемо як отримати поправку

O(xω) до спектра випромiнення в просторово протяжному полi, поза рам-

ками теореми факторизацiї.

4.2. Вихiд за межi припущення факторизацiї у квантовому

дипольному наближеннi

Поширеним ускладненням при застосуваннi теорiї гальмiвного випромi-

нювання до проходження заряджених частинок крiзь речовину є порушен-

ня умови факторизацiї розсiяння (4.6) внаслiдок значної товщини мiшенi.

На щастя, iснує можливiсть послабити цю умову [253], водночас значною

мiрою зберiгаючи дiракiвську матричну структуру матричного елемента

випромiнення. При цьому добуток переданого iмпульсу q⃗⊥ та амплiтуди

розсiяння Ascat замiнюється перекриттям хвильових функцiй початкового

та кiнцевого електрона, яке включає iнтегрування за поздовжнiми коорди-

натами.13

Точне представлення матричного елемента в термiнах перекриття хви-

льових функцiй початкового та кiнцевого електрона у статичному полi мi-

шенi має вигляд [144,257,472]:

T =
√
4πie

∫
d3re−ik⃗·r⃗ψ̄′(r⃗)e⃗′∗ · γ⃗ψ(r⃗), (4.92)

де ψ̄γ⃗ψ є збережним струмом переходу,14 якщо хвильовi функцiї ψ(r⃗) та

ψ̄′(r⃗) задовольняють точним рiвнянням Дiрака у атомному потенцiалi мi-

шенi: {
γ0[E − V (r⃗)] + iγ⃗ · ∇ −m

}
ψ = 0, (4.93)

13Єдина умова полягає в тому, що кути вiдхилення в мiшенi не повиннi за порядком величини дося-

гати γ−1 в межах довжини формування фотона (4.4).
14Це автоматично гарантує калiбрувальну iнварiантнiсть амплiтуди випромiнення.
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ψ̄′
{
γ0[E − V (r⃗)]− iγ⃗ ·

←−
∇ −m

}
= 0. (4.94)

Цi хвильовi функцiї мiстять всю iнформацiю про динамiку електрона, у

тому числi електроннi пропагатори та вершини фотонного обмiну з мi-

шенню, якi фiгурували в явному виглядi в пертурбативному матричному

елементi (4.12). Спробуємо тепер вивести таку структуру безпосередньо з

рiвнянь для хвильових функцiй, утримуючись вiд надмiрних спрощень по-

здовжньої динамiки.

4.2.1. Високоенергетичнi хвильовi функцiї. Оскiльки при висо-

ких енергiях електрон вiдхиляється в гладкому потенцiальному полi на ма-

лi кути, його хвильова функцiя є вiдносно повiльною модуляцiєю швидко

осцилюючої початкової пласкої хвилi eip⃗·r⃗. Замiна функцiї ψ(r⃗) = eip⃗·r⃗Φ(r⃗)

у рiвняннi (4.93) приводить його до вигляду

{
γ0[E − V (r⃗)]− p⃗ · γ⃗ + iγ⃗ · ∇ −m

}
Φ = 0, (4.95)

де головнi доданки (Eγ0 − p⃗ · γ⃗ − m)Φ ≃ 0 забезпечують те, що спiнова

частина Φ близька до початкового бiспiнора та описується вiльним рiвня-

нням Дiрака (p · γ − m)up = 0, зберiгаючи певнi масовi ефекти навiть в

ультрарелятивiстському випадку v → 1:

Φ ∝ up.

Враховуючи, що E та p є великими, може бути зручно використовувати

представлення для матриць Дiрака, в якому γ0γ3 стає дiагональною, як

наприклад, кiральне представлення. Але ми не будемо вдаватися до фiкса-

цiї представлення матриць.

Для дослiдження високоенергетичного лiмiту багатокомпонентного рiв-
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няння (4.95) його часто трансформують у квадроване рiвняння15{
γ0[E −V (r⃗)]− p⃗ · γ⃗ + iγ⃗ ·∇+m

}{
γ0[E −V (r⃗)]− p⃗ · γ⃗ + iγ⃗ ·∇ −m

}
Φ

=
{
2E [iv⃗ · ∇ − V ] + V 2 +∆+ iγ0γ⃗ · ∇V

}
Φ = 0. (4.96)

З (4.96) очевидно, що у головному наближеннi за енергiєю еволюцiя хви-

льової функцiї визначається тим самим рiвнянням ейконала

[iv⃗ · ∇ − V (r⃗)] Φ = 0, (4.97)

що i для безспiнової зарядженої частинки [див. Рiвн. (2.13)]. З урахуванням

початкової умови для дiракiвського електрона, його розв’язком є

Φ ≃ φ(r⃗)up, (4.98)

зi скалярним модулюючим множником

φ(r⃗) = eiχ0(r⃗), χ0(z, r⃗⊥) = −
1

v

∫ z

−∞
dz′V (z′, r⃗⊥),

де вiсь z для φ спрямована вздовж p⃗.

У застосуваннi до випромiнювання, однак, наближення (4.98) є недо-

статньо точним. Оскiльки випромiнення суттєво залежить вiд кутiв вiдхи-

лення електрона, воно може залежати й вiд супровiдного руху спiну. Тому

необхiдно врахувати i спiнову поправку порядку O(E−1) до (4.98):

Φ(r⃗) ≃
(
1− iγ0γ⃗

2E
· ∇
)
φ(r⃗)up. (4.99)

Останнє наближення, отримане в [253] як узагальнення наближення Фаррi-

Зоммерфельда-Мауе [240,241] для руху дiракiвського електрона в кулонiв-

ському полi, враховує повертання спiну електрона пiдчас його вiдхилення

у зовнiшньому полi.16 Дiйсно, розглядаючи

q⃗(r⃗) = ∇χ0(z, r⃗⊥)

15Єдина некратна одиничнiй матриця γ0γ⃗ у другому рядку Рiвн. (4.96) може бути зроблена блоково-

дiагональною в кiральному представленнi, у якому (4.96) розпадається на пару двокомпонентних не-

залежних диференцiальних рiвнянь другого порядку для лiвої та правої компонент бiспiнора. Тому

масовi ефекти (взаємодiя контактного типу мiж компонентами бiспiнора) не переплiтаються з нетри-

вiальною динамiкою в зовнiшньому електромагнiтному полi.
16Знову вiдзначимо, що воно не змiшує лiву та праву компоненти бiспiнора.
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як класичний (в лiмiтi χ0 ≫ 1) iмпульс, переданий електрону вздовж тра-

єкторiї, яка характеризується прицiльним параметром r⃗⊥, можна предста-

вити спiнорну структуру в (4.99) як(
1− iγ0γ⃗

2E
· ∇
)
φup = (p · γ + q · γ +m)

γ0

2E
upφ. (4.100)

Якщо (p + q)2 = m2, як це було б для справжнього класичного руху, мно-

жник p · γ + q · γ +m в (4.100) гарантує, що

(p · γ + q · γ −m)ψ = 0.

Таким чином, структура (4.99) з фiзичного погляду є достатньо приро-

дною. Її справедливiсть пiдтверджується безпосередньою пiдстановкою до

рiвняння Дiрака (4.95) в головному наближеннi:

[
p · γ − γ0V (r⃗) + iγ⃗ · ∇ −m

]
(p · γ − γ⃗ · ∇χ0 +m)φ

γ0

2E
up

≃
E→∞

[
−p · γγ⃗ · ∇χ0 +

(
iγ⃗ · ∇ − γ0V

)
p · γ

]
φ
γ0

2E
up

≃
[
−{p · γ, γ⃗ · ∇χ0}+ − γ

0V (r⃗)p · γ
] γ0
2E

upφ

≃ [v⃗ · ∇χ0 − V ] γ0upφ = 0. (4.101)

З iншого боку, матрична структура правого боку рiвняння (4.100) є та-

кою самою, як i у теорiї збурень. Це теж не дивно, оскiльки ми врахували

еволюцiю спiну пертурбативним чином, i неважливо – за оберненими сту-

пенями високої енергiї чи за малою константою зв’язку з полем.

4.2.2. Матричний елемент випромiнення. Пiдставляючи (4.99)

та вiдповiдне наближення для хвильової функцiї електрона в кiнцевому

станi до матричного елемента (4.92), отримуємо

Tu.-r. =
√
4πie

∫
d3reiq⃗·r⃗ū′

{
e⃗′∗ · γ⃗φ′∗φ

+
i

2E
φ′∗e⃗′∗ · γ⃗∇⊥ · γ⃗γ0φ−

i

2E ′
γ0∇⊥φ′∗ · γ⃗e⃗′∗ · γ⃗φ

}
u. (4.102)
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Як незабаром буде видно, всi доданки тут мають однаковий порядок вели-

чини.

На перший погляд, рiвняння (4.102) включає рiзнi види перекриттiв мiж

скалярними частинами хвильових функцiй, але в дипольному наближеннi

всi вони виявляються взаємопов’язаними. Справдi,∫
d3reiq⃗·r⃗ [∇⊥φ′∗(r⃗)]φ(r⃗) = −

∫
d3reiq⃗·r⃗φ′∗∇⊥φ− iq⃗⊥

∫
d3reiq⃗·r⃗φ′∗φ

≈
[
−1 + q⃗⊥

qz
(v⃗′ − v⃗) ·

] ∫
d3reiq⃗·r⃗φ′∗∇⊥φ

= −
∫
d3reiq⃗·r⃗φ′∗∇⊥φ

{
1 +O

(q⊥
m

)}
. (4.103)

В скалярному перекриттi [перший член у фiгурних дужках в (4.102)] може

здатися спокусливим покласти v⃗′ ∥ v⃗, але тодi добуток φ′∗φ буде незале-

жним вiд z, даючи
∫
dzeiqzz... = 0. Тому, щоб отримати ненульовий внесок,

потрiбно врахувати рiзницю мiж v⃗ та v⃗′. Щоб видiлити її, проiнтегруємо

по частинах за поздовжньою координатою:∫
d3reiq⃗·r⃗φ′∗(r⃗)φ(r⃗) ≈ i

qz

∫
d3reiq⃗·r⃗(v⃗′ · ∇) [φ′∗(r⃗)φ(r⃗)]

≡ i

qz

∫
d3reiq⃗·r⃗φ′∗(r⃗) (v⃗′ − v⃗) · ∇φ(r⃗)

+
i

qz

∫
d3reiq⃗·r⃗ [(v⃗′ · ∇φ′∗)φ+ φ′∗v⃗ · ∇φ]

=
i

qz

∫
d3reiq⃗·r⃗

{
φ′∗ (v⃗′ − v⃗)·∇φ+O

(
q2 + V 2

E ′
φ′∗φ

)}
(4.104a)

=
i

qz
(v⃗′ − v⃗)·

∫
d3reiq⃗·r⃗φ′∗∇⊥φ

{
1 +O

(
q⊥
xωm

)}
, (4.104b)

де при переходi до Рiвн. (4.104a) ми використали хвильове рiвняння (4.97)

для φ та вiдповiдне рiвняння для φ′, а при переходi до рiвняння (4.104b) –

оцiнку |v⃗′ − v⃗| ∼ xωm
E′ ∼ qz

m [порiвн. з Рiвн. (4.109)].

Проведений аналiз приводить до висновку [257], що повне перекриття

(4.102) може бути представлене в термiнах векторного перекриття всього

одного, векторного типу

I⃗⊥ (qz, q⃗⊥) = qz

∫
d3reiqzz+iq⃗⊥·r⃗⊥φ′∗(r⃗)∇⊥φ(r⃗) (4.105)
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мiж скалярними частинами хвильових функцiй:

Tdip =
√
4πe

1

qz
ū′
{

1

qz
(v⃗ − v⃗′) · I⃗⊥e⃗′∗ · γ⃗−

1

2E
e⃗′∗ · γ⃗I⃗⊥ · γ⃗γ0−

1

2E ′
γ0I⃗⊥ · γ⃗e⃗′∗ · γ⃗

}
u.

(4.106)

Цей матричний елемент не факторизується, якщо, попри умову qz ≪ q⊥, в

експонентi неприпустимо нехтувати компонентою qz, оскiльки на масштабi

характерних поздовжнiх вiдстаней Lcorr може бути qzLcorr ∼ 1.

Щоб пересвiдчитися, що вираз (4.106) узгоджується з вiдомим резуль-

татом у факторизацiйному лiмiтi, експоненту eiqzz слiд покласти рiвною

одиницi (пiсля попереднього iнтегрування за z по частинах, щоб забезпе-

чити обернення в нуль пiдiнтегральної функцiї на нескiнченностi). Це дає:

I⃗⊥ = i

∫
d2r⊥e

iq⃗⊥·r⃗⊥
∫
dzeiqzz

∂

∂z
[φ′∗(r⃗) (∇⊥)φ(r⃗)]

qzLcorr≪1→ i

∫
d2r⊥e

iq⃗⊥·r⃗⊥1(∇⊥)φ(r⃗⊥, z ≫ Lcorr)

= q⃗⊥

∫
d2r⊥e

iq⃗⊥·r⃗⊥φ(r⃗⊥, z ≫ Lcorr). (4.107)

Згiдно з принципом Гюйгенса для квантового розсiяння електронiв (див.,

наприклад, [166,425]), останнiй iнтеграл дорiвнює амплiтудi пружного роз-

сiяння, якщо його вибрати його нормування як у Роздiлi 2, Рiвн. (2.12).

Тому

I⃗⊥
qzLcorr≪1→ q⃗⊥A

diffr
scat(q⃗⊥). (4.108)

Порiвнюючи це з

Mrad = ū′
{(

E

p′ · k
− E ′

p · k

)
e′∗ · γ +

e′∗ · γq · γγ0

2p′ · k
+
γ0q · γe′∗ · γ

2p · k

}
u, (4.109)

слiд зауважити, що в рiзницi E
p′·k−

E′

p·k не можна просто замiнити p′ ·k ≈ Eqz,

p · k ≈ E ′qz, оскiльки це призвело б до повного скорочення. Таким чином,

як i у рiвняннi (4.104), слiд врахувати ще й кут мiж v⃗ та v⃗′. Тодi

E

p′ · k
− E ′

p · k
≈ Ep′ · q − E ′p · q

EE ′q2z
≈ 1

q2z
(v⃗′ − v⃗) · q⃗⊥. (4.110)
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Можна також приблизно покласти q · γ ≈ q⃗⊥ · γ⃗⊥ у другому рядку (4.109),

оскiльки qz ≪ q⊥:

Mrad
dip
≈ 1

qz
ū′
{
1

qz
(v⃗ − v⃗′) · q⃗⊥e⃗′∗ · γ⃗ −

e⃗′∗ · γ⃗q⃗⊥ · γ⃗γ0

2E
− γ0q⃗⊥ · γ⃗e⃗′∗ · γ⃗

2E ′

}
u.

(4.111)

Останнiй вираз, вочевидь, має таку ж дiракiвську матричну структуру, як

i (4.106), але скрiзь з q⃗⊥ замiсть I⃗⊥.

Зворотньо, можна розумiти правило (4.108) як рецепт для виходу за

межi наближення факторизацiї: потрiбно зробити у факторизованому ма-

тричному елементi

Tfact =
√
4πeAdiffr

scat(q⃗⊥)Mrad,

де Mrad визначається рiвнянням (4.111), замiну

q⃗⊥A
diffr
scat (q⃗⊥)

qzLcorr∼1→ I⃗⊥ (qz, q⃗⊥) , (4.112)

де qz = qz
(
ω, Θ⃗

)
визначається рiвнянням (4.36). Тут множник eiqzz хара-

ктеризує ефекти чутливостi до поздовжньої когерентностi. Окрiм цього,

формула (4.105) описує ще й поперечну когерентнiсть, хоча остання мо-

же зникнути при iнтегруваннi за кiнцевими станами електрона, як буде

показано у наступному пiдроздiлi.

Подальше обчислення iмовiрностi, усередненої за спiнами, може бути

проведене будь-якими методами, але оскiльки вiдповiдна диференцiальна

ймовiрнiсть є бiлiнiйною формою як по e⃗′, так i по q⃗⊥, вiдповiдь вже вi-

дома – це подiбна до комптонiвського перерiзу форма (4.38). Зробивши в

останнiй замiну (4.112), запишемо результат:

dσrad =
α

4π2
1

m2 (1 + Θ2)2

{
4(1− xω)

∣∣∣e⃗′GI⃗⊥∣∣∣2 + x2ω |⃗I⊥|2
}
d2q⊥
(2π)2

dxω
xω

d2Θ.

(4.113)

Тут слiд зазначити, що, на вiдмiну вiд q⃗⊥, в принципi, I⃗⊥ може бути ком-

плексним вектором (який не приводиться до дiйсного шляхом видiлення

в усiх компонентах спiльного комплексного множника). В такому випадку
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поляризацiя випромiнення матиме кругову компоненту. Подiбна можли-

вiсть вiдкривається при проходженнi електронiв крiзь кристали.

4.2.3. Iнтегрування за кiнцевими станами електрона. Попе-

речна декогерентнiсть. При обчисленнi I⃗⊥ вже можна знехтувати в

(4.105), у головному наближеннi за високою енергiєю, кутом мiж v⃗ i v⃗′.

Пiдставляючи

φ(r⃗) ≈ e−i
∫ z
−∞ dz′V (z′,r⃗⊥), (4.114a)

φ′∗(r⃗) ≈ e−i
∫∞
z
dz′V (z′,r⃗⊥) (4.114b)

до Рiвн. (4.105), отримуємо [292]

I⃗⊥ = −iqz
∫
d3reiq⃗·r⃗+iχ0(∞,r⃗⊥)∇⊥

∫ z

−∞
dz′V (z′, r⃗⊥)

=

∫
d2r⊥e

iq⃗⊥·r⃗⊥+iχ0(∞,r⃗⊥)∇⊥
∫ ∞
−∞

dzeiqzzV (z, r⃗⊥) (4.115)

(у другому рядку ми проiнтегрували за z по частинах). Для iнтеграла вiд

форми, бiлiнiйної по I⃗⊥(q⃗⊥), можна отримати доволi просту структуру:∫
d2q⊥
(2π)2

ImI
∗
n =

∫
d2r⊥FmF

∗
n , (4.116)

де

F⃗⊥(qz, r⃗⊥) = −∇⊥
∫ ∞
−∞

dzeiqzzV (z, r⃗⊥). (4.117)

Завдяки тому, що початкова та кiнцева ейкональнi фази об’єдналися i да-

ють незалежний вiд z вираз
∫∞
−∞ dzV , який випав з поздовжнього iнте-

грала (4.117) i скоротився в поперечному iнтегралi (4.116), результат стає

зрештою еквiвалентним першому борнiвському наближенню:∫
d2q⊥|⃗Ix,y|2 =

∫
d2q⊥q⃗

2
x,y

∣∣∣∣∫ d3reiq⃗·r⃗V (r⃗)

∣∣∣∣2 . (4.118)

Водночас, вираз (4.116) допускає квазiкласичну iнтерпретацiю: вiн є сере-

днiм за прицiльними параметрами значенням квадрату iнтеграла вздовж

майже прямих траєкторiй частинок з фiксованим прицiльним параметром.

Тому на вiдмiну вiд поперечної когерентностi, яка повнiстю руйнується
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iнтегруванням за кiнцевими станами електрона, поздовжня когерентнiсть

при цьому залишається.

Використовуючи Рiвн. (4.116) у (4.113), отримуємо∫
d2q⊥

dσrad

d2q⊥
=

∫
d2r⊥

α

4π2
1

m2 (1 + Θ2)2

×
{
4(1− xω)

∣∣∣e⃗′GF⃗⊥∣∣∣2 + x2ω|F⃗⊥|2
}
dxω
xω

d2Θ. (4.119)

Таким чином, ми приходимо до представлення

dWrad(r⃗⊥) =

∫
d2q⊥

dσrad

d2q⊥d2r⊥

=
α

4π2
1

m2(1+Θ2)2

{
4(1−xω)

∣∣∣e⃗′GF⃗⊥(qz,r⃗⊥)∣∣∣2+ x2ω|F⃗⊥(qz,r⃗⊥)|2
}
dxω
xω

d2Θ,

(4.120)

або, пiсля пiдсумовування за поляризацiями фотона,

dWrad(r⃗⊥) =
α

2π2
1

m2 (1 + Θ2)2

×
{
2(1− xω)

∣∣∣GF⃗⊥(qz, r⃗⊥)∣∣∣2 + x2ω|F⃗⊥(qz, r⃗⊥)|2
}
dxω
xω

d2Θ. (4.121)

Це схоже на результат класичної електродинамiки, але враховує вiддачу

при випромiнюваннi фотона завдяки явнiй залежностi вiд xω. Наголосимо

також, що тут F⃗⊥ залежить вiд ω i θ через qz [див. Рiвн. (??)].

4.2.4. Спектр, проiнтегрований за кутами. Щоб обчислити вiд-

повiдний спектр, проiнтегрований за кутами, може бути доцiльним позба-

витися вiд множникiв (1 + Θ2)−n шляхом iнтегрування по частинах:

F⃗⊥(qz, r⃗⊥)

m(1 + Θ2)
=

xω
2γ(1− xω)

1

qz

∫ ∞
−∞

dzeiqzz(−∇⊥V )

= − ixω
2γ(1− xω)

∫ ∞
−∞

dzeiqzz
∫ z

−∞
dz′(−∇⊥V )

≡ − ixω
2γ(1− xω)

∫ ∞
−∞

dzeiqzz q⃗⊥(z), (4.122)

∣∣∣Θ⃗ · F⃗⊥(qz, r⃗⊥)∣∣∣2
m2(1 + Θ2)4

=
1

(1 + Θ2)2

∣∣∣∣ xω
2γ(1− xω)

Θ⃗ ·
∫ ∞
−∞

dzeiqzz q⃗⊥(z)

∣∣∣∣2



245

=

[
xω

2γ(1− xω)

]2 ∫∫ ∞
−∞

dz1dz2e
iqz(z2−z1) Θ⃗ · q⃗⊥(z1)

(1 + Θ2)2
Θ⃗ · d

dz2

∫ z2

z1

dzq⃗⊥(z)

= −im
[

xω
2γ(1− xω)

]3 ∫∫ ∞
−∞

dz1dz2e
iqz(z2−z1) Θ⃗ · q⃗⊥(z1)

1 + Θ2
Θ⃗ ·
∫ z2

z1

dzq⃗⊥(z)

=
im

2

[
xω

2γ(1− xω)

]3
×
∫∫ ∞
−∞

dz1dz2e
iqz(z2−z1) 1

1 + Θ2

d

dz1

(
Θ⃗ ·
∫ z2

z1

dzq⃗⊥(z)

)2

= −m
2

2

[
xω

2γ(1− xω)

]4 ∫∫ ∞
−∞

dz1dz2e
iqz(z2−z1)

(
Θ⃗ ·
∫ z2

z1

dzq⃗⊥(z)

)2

. (4.123)

Пiсля цього iнтегрування за Θ⃗ вже не становить труднощiв:

xω
dWrad

dxω
(r⃗⊥) =

α

2π2

∫
d2Θ

[
(2− 2xω + x2ω)

∣∣∣∣∣ F⃗⊥(qz, r⃗⊥)m (1 + Θ2)

∣∣∣∣∣
2

−8(1− xω)
|Θ⃗ · F⃗⊥|2

m2 (1 + Θ2)4

]

=
α

2π2

[
xω

2γ(1− xω)

]2 ∫∫ ∞
−∞

dz1dz2e
i mxω
2γ(1−xω) (z2−z1)

×
∫
d2Θe−

mω
2iγ(1−xω)Θ

2(z2−z1)

[ [
1− (1− xω)2

]
q⃗⊥(z1) · q⃗⊥(z2)

+4(1− xω)m2

[
xω

2γ(1− xω)

]2(
Θ⃗ ·
∫ z2

z1

dz′q⃗⊥(z
′)

)2
]

= ω
iα

π

∫∫ ∞
−∞

dt1dt2
t2 − t1

e
imxω

2γ(1−xω) (t2−t1)

[
1− (1− xω)2

4(1− xω)
χ⃗(t1) · χ⃗(t2)

+
imxω

2γ(1− xω)
1

2(t2 − t1)

(∫ t2

t1

dtχ⃗(t)

)2
]
, (4.124a)

де χ⃗ = q⃗/E. В дiйснiй формi,

ω
dWrad

dω
(r⃗⊥) = − ωα

π(1− xω)

∫ ∞
−∞

dt2

∫ t2

−∞
dt1

×

[
1− (1− xω)2

2

χ⃗(t1) · χ⃗(t2)
t2 − t1

sin
mxω(t2 − t1)
2γ(1− xω)

+
ω

2γ2

(
1

t2 − t1

∫ t2

t1

dtχ⃗(t)

)2

cos
mxω(t2 − t1)
2γ(1− xω)

]
. (4.124b)
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Це представлення може застосовуватися для обчислення будь-яких ди-

польних спектрiв гальмiвного випромiнення. Але слiд враховувати, що пi-

дiнтегральна функцiя в ньому, взагалi кажучи, не прямує до нуля при

t1, t2 → ±∞, що сповiльнює збiжнiсть iнтеграла. Для покращення збiжно-

стi можна додати в квадратних дужках (4.124a) доданки, що залежать ли-

ше вiд t1 або t2, оскiльки вони зникають при iнтегруваннi за iншою змiнною,

завдяки осцилюючому множнику ei
mxω

2γ(1−xω) (t2−t1). Зокрема, можна зробити в

(4.124a) замiни

χ⃗(t2) · χ⃗(t1)→ −
1

2
[χ⃗(t2)− χ⃗(t1)]2 ,

1

t2 − t1

[∫ t2

t1

dtχ⃗(t)

]2
→ 1

t2 − t1

[∫ t2

t1

dtχ⃗(t)

]2
−
∫ t2

t1

dtχ⃗2(t), (4.125)

та скомбiнувати

1

2v

{∫ t2

t1

dtχ⃗2(t)− 1

t2 − t1

[∫ t2

t1

dtχ⃗(t)

]2}
≃ vτ − |r⃗(t2)− r⃗(t1)|. (4.126)

Однак, навiть пiсля цього вираз у квадратних дужках ще не зникає, коли

одночасно t1 → −∞ та t2 → +∞. Важливiше те, що пiсля таких перетво-

рень вiдкривається можливiсть виходити за межi дипольного наближення

шляхом експоненцiювання доданка (4.126) [див. Рiвн. (4.144) нижче].

Формули, якi враховують вiддачу фотона, знаходять яскравi застосува-

ння для процесiв випромiнення, що протiкають при проходженнi електронiв

та позитронiв крiзь кристали [14–16].

4.3. Випромiнювання у класичному випадку

Якщо типовi енергiї випромiнених фотонiв є малими порiвняно з енергi-

єю електрона (xω ≪ 1), процес випромiнювання можна описувати в рамках

класичної електродинамiки. Електрон у цьому випадку описується як кла-

сичний точкоподiбний заряд e, що рухається вздовж певної траєкторiї r⃗(t)

зi швидкiстю v⃗(t) = dr⃗/dt, залежною вiд часу t, а фотон – як розбiжна

класична електромагнiтна хвиля.
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Втiм, слiд пам’ятати, що в чисто класичнiй електродинамiцi зворо-

тний вплив випромiнювання на траєкторiю зарядженої частинки (радiацiй-

не тертя) не може бути врахований повнiстю послiдовним чином, оскiль-

ки неперервний обмiн енергiєю мiж неперервно розподiленим полем у 3-

вимiрному просторi та точкоподiбною частинкою неможливий. Дiйсно, для

нескiнченно короткого промiжку часу dt енергiя електромагнiтного поля,

яка може бути причинно пов’язана з точковою частинкою, мiститься у сфе-

рi радiусу dt, i тому є пропорцiйною до (dt)3, але це є нескiнченно малою

величиною порiвняно зi змiною кiнетичної енергiї частинки, яка повинна

бути ∼ dt. В подальшому, в цьому роздiлi зворотним впливом класичного

випромiнювання ми будемо просто нехтувати.

4.3.1. Спектрально-кутовий розподiл. У класичнiй електродина-

мiцi спектрально-кутовий розподiл енергiї випромiнення (якщо напрямок

випромiнення фотонiв позначати одиничним вектором n⃗) виражається че-

рез траєкторiю зарядженої частинки r⃗(t), v⃗(t) = dr⃗/dt добре вiдомим чи-

ном [108]:17

dI

dωd2n
=

∣∣∣∣eω2π
∫ ∞
−∞

dteiω[t−n⃗·r⃗(t)]n⃗× v⃗(t)
∣∣∣∣2 (4.127a)

=

∣∣∣∣ e2π
∫ ∞
−∞

dteiω[t−n⃗·r⃗(t)]
d

dt

n⃗× v⃗(t)
1− n⃗ · v⃗(t)

∣∣∣∣2 . (4.127b)

(Для простоти, в подальшому ми не будемо торкатися питань поляризацiї.)

Очевидно, що вираз (4.127) не залежить вiд вибору початку вiдлiку t

або r⃗: зсув t → t + t0, r⃗ → r⃗ + r⃗0 призводить лише до появи додаткового

незалежного вiд t фазового множника eiωt0−ik⃗·r⃗0 в пiдiнтегральному виразi,

який скорочується пiсля взяття квадрата модуля iнтеграла.

17Нагадаємо, що в класичнiй електродинамiцi, на вiдмiну вiд квантової, вiд’ємнi частоти електрома-

гнiтних хвиль не забороненi енергетично, але їх внесок дорiвнює внеску вiд позитивних частот (оскiль-

ки класичне електромагнiтне поле є дiйсним). Тому, за визначенням, в Рiвн. (4.127) проведене пiдсу-

мовування по знакам частоти.
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4.3.2. Правило сум для енергiї. Локальнiсть класичного ви-

промiнювання електромагнiтної енергiї. Припускаючи, що класи-

чний вираз (4.127) є справедливим практично для всiх ω (що вимагає доста-

тньої гладкостi траєкторiї частинки, для того щоб типовi ω були набагато

меншими вiд E/~), пiсля прямого iнтегрування за ω в (4.127b) отримуємо:

dI

d2n
=

∫ ∞
0

dω
dI

dωd2n
=

1

2

∫ ∞
−∞
dω

dI

dωd2n
=
e2

4π

∫ ∞
−∞

dt

1−n⃗ · v⃗(t)

[
d

dt

n⃗× v⃗(t)
1−n⃗ · v⃗(t)

]2
.

Звiдси видно, що енергiя, яка випромiнюється в одиницю тiлесного кута за

одиницю часу:

dI

d2ndt
=

e2

4π

1

1− n⃗ · v⃗(t)

[
d

dt

n⃗× v⃗(t)
1− n⃗ · v⃗(t)

]2
=

e2

4π

1

(1− n⃗ · v⃗)3

[
n⃗× ˙⃗v +

n⃗× v⃗
1− n⃗ · v⃗

n⃗ · ˙⃗v
]2
. (4.128)

Розкриття квадрату останнього векторного виразу дає вiдому формулу

(яка виводиться в пiдручниках з потенцiалу Лiенара-Вiхерта [64,108]):

dI

d2ndt
=
e2

4π

{
˙⃗v2

(1− n⃗ · v⃗)3
+ 2

(n⃗ · ˙⃗v)(v⃗ · ˙⃗v)
(1− n⃗ · v⃗)4

− (1− v2) (n⃗ · ˙⃗v)2

(1− n⃗ · v⃗)5

}
. (4.129)

Слiд зауважити, що (4.128) також можна переписати як

dI

d2ndt
=

e2

4π

1

(1− n⃗ · v⃗)3

(
˙⃗v − (n⃗− v⃗)

1− n⃗ · v⃗
n⃗ · ˙⃗v

)2

=
e2

4π

1

(1− n⃗ · v⃗)3
(
G ˙⃗v
)2
, (4.130)

де G – той самий дипольний тензор (4.35a), що i в Розд. 4.1, 4.2, оскiль-

ки локально (без перетворення Фур’є) класичне випромiнювання є завжди

дипольним. Порiвняно з повним виходом випромiнення в актi розсiяння

[Рiвн. (4.42) при xω → 0], у iнтенсивностi випромiнення за одиницю часу

(4.130) присутнiй додатковий множник (1− n⃗ · v⃗)−1. Iнтегрування (4.130)

за (типово малими) кутами випромiнення дає

dI

dt
= 2e2γ4 ˙⃗v2

∫ ∞
0

dΘ2 1 + Θ4

(1 + Θ2)5
=

2

3
e2γ4 ˙⃗v2, (4.131)
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що також вiдповiдає локально дипольному виразу.

У фiзичних задачах часто доводиться мати справу з випадками, в яких

електрон зазнає рiзких вiдхилень, коли прискорення ˙⃗v(t) формально має

особливiсть типу дельта-функцiї. Iнтеграл за часом у (4.131) у таких то-

чках формально розбiгається. Проте, з фiзичного погляду, у спектральних

розподiлах присутнiсть рiзких вiдхилень проявляє себе лише як плато, що

простягається до великих ω, але в кiнцевому пiдсумку обрiзається кванто-

вою умовою збереження енергiї.

Щоб уникнути нескiнченностi радiацiйних втрат енергiї в рамках кла-

сичної електродинамiки, можна працювати з рiзницями iнтенсивностей ви-

промiнення вiд рiзних траєкторiй електрона. Наприклад, розглянемо рi-

зницю радiацiйних втрат енергiї при дворазовому розсiяннi та суму втрат

енергiї при двох таких самих одноразових розсiяннях. Якщо цi розсiяння не

перекриваються у часi, очевидно, що дана рiзниця дорiвнює нулю, оскiльки
˙⃗v212(t)− ˙⃗v21(t)− ˙⃗v22(t) ≡ 0. Але цю тотожнiсть можна представити i як менш

тривiальне правило сум для спектрiв випромiнення:∫ ∞
0

dω

(
dI12
dω
− dI1
dω
− dI2
dω

)
= 0. (4.132)

Тут dI1
dω , dI2

dω не залежать вiд ω, тодi як dI12
dω наближається до їх суми при

ω →∞. Отже, iнтеграли вiд окремих доданкiв у (4.132) розбiгаються, але

iнтеграл вiд їх рiзницi збiгається. Рiзниця у пiдiнтегральному виразi описує

ефект iнтерференцiї мiж розсiяннями (див., наприклад, Рис. 1.5б).

На практицi, однак, може статися, що класичний iнтеграл (4.132) на-

справдi збiгається лише за межами квантового краю спектра, якщо послi-

довнi розсiяння вiдбуваються занадто близько одне вiд одного (наприклад,

на атомному масштабi). Це може призвести до порушення фiзичного пра-

вила сум
∫ E
0 dω

(
dI12
dω −

dI1
dω −

dI2
dω

)
= 0 i спричинити нескомпенсованi ефекти

зменшення втрат енергiї (якi будуть обговорюватись нижче в пiдроздiлi

4.4.2; див. також Рис. 1.5а). Такi ефекти можуть iнтерпретуватися як нело-

кальнiсть випромiнювання електромагнiтної енергiї у квантовому випадку.



250

4.3.3. Ультрарелятивiстське представлення малих кутiв (свi-

тлового фронту). Перехiд у Рiвн. (4.127a) до наближення малих кутiв

n⃗× v⃗(t) = −n⃗× (n⃗− v⃗(t)), n⃗− v⃗(t) = θ⃗ − χ⃗(t),

n⃗ · r⃗(t) =
∫ t

0

dt′vn(t
′) =

∫ t

0

dt′
(
v − v2⊥n

2v

)
= vt− 1

2v

∫ t

0

dt′
[
θ⃗ − χ⃗(t′)

]2
,

(приймаючи, що r⃗(0) = 0) приводить його до вигляду

dI

dωd2θ
=

∣∣∣∣eω2π
∫ ∞
−∞

dt
[
θ⃗ − χ⃗(t)

]
e
iω2

{
γ−2t+

∫ t
0
dt′[θ⃗−χ⃗(t′)]

2
}∣∣∣∣2 . (4.133)

Перевагою останньої формули є її гауссова залежнiсть вiд θ⃗ та χ⃗. Це значно

полегшує подальшi процедури iнтегрування та усереднення.

4.3.4. Спектр випромiнення: представлення у виглядi подвiй-

ного iнтеграла за часом. Коли експериментальна iнформацiя щодо ви-

ходу випромiнення вiд ультрарелятивiстських електронiв обмежується спе-

ктром фотонiв, випромiнюваних у вузький конус навколо напрямку вперед,

Рiвн. (4.133) слiд проiнтегрувати по площинi ефективних θ⃗. Вiдзначимо,

що пiсля зведення iнтеграла за t в (4.133) у квадрат, його залежнiсть вiд

θ⃗ залишається гауссовою, i тому iнтегрування за θ⃗ може бути проведене в

загальному виглядi.

Для досягнення цiєї мети, порядок iнтегралiв за часом та кутом в (4.133)

має бути змiнений:

dI

dω
=
(eω
2π

)2
2Re

∫ ∞
−∞

dt2

∫ t2

−∞
dt1

×
∫
d2θ
[
θ⃗ − χ⃗(t1)

]
·
[
θ⃗ − χ⃗(t2)

]
e
−iω2

{
γ−2(t2−t1)+

∫ t2
t1
dt′[θ⃗−χ⃗(t′)]

2
}
. (4.134)

Iнтегрування за θ⃗ приводить до виразу, сингулярного при t2 → t1. Щоб

зменшити ступiнь сингулярностi, вигiдно спершу застосувати калiбруваль-

не перетворення для зниження ступеня θ у передекспоненцiйному множни-

ку. А саме, можна додати до нього члени, пропорцiйнi до d
dt1

[t1 − n⃗ · r⃗(t1)] =

1− n⃗ · v⃗(t1) ≃ 1
2γ2 +

1
2

[
θ⃗ − χ⃗(t1)

]2
та 1− n⃗ · v⃗(t2).
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Зокрема, вiднiмання[
θ⃗ − χ⃗(t1)

]
·
[
θ⃗ − χ⃗(t2)

]
− 1

2γ2
− 1

2

[
θ⃗ − χ⃗(t1)

]2
− 1

2γ2
− 1

2

[
θ⃗ − χ⃗(t2)

]2
= −γ−2 − 1

2
[χ⃗(t2)− χ⃗(t1)]2 (4.135)

усуває не лише другi, але й першi ступенi θ, пiсля чого передекспоненцiйний

фактор стає повнiстю незалежним вiд θ. Це вiдповiдає калiбровцi Фейнма-

на для випромiненого фотона замiсть початкової радiацiйної калiбровки,

оскiльки

γ−2 +
1

2
[χ⃗(t2)− χ⃗(t1)]2 = 1− v⃗(t1) · v⃗(t2) = γ−2gµνuµuν, (4.136)

де gµν = diag(1,−1,−1,−1) – метричний тензор в просторi Мiнковського,

uµ = drµ/ds = γ(1, v⃗) – 4-вектор швидкостi, а ds =
√
dt2 − dr⃗2 = dt/γ

– диференцiал власного часу електрона. Точний зв’язок мiж калiбровкою

Фейнмана та радiацiйною калiбровкою має вигляд

drad
µν = gµν −

bµkν + bνkµ
b · k

+
b2kµkν
(b · k)2

, (4.137)

де b = (1, 0⃗), але останнiй член в (4.137) при згортаннi з uµ(t1)uν(t2) дає

внесок 4-го порядку малостi по кутах, яким ми нехтуємо в даному набли-

женнi.

Iнтегрування залежної вiд θ⃗ експоненти

e
−iω2

∫ t2
t1
dt′[θ⃗−χ⃗(t′)]

2

= e
−iω2

{
θ2(t2−t1)−2θ⃗·

∫ t2
t1
dt′χ⃗(t′)+

∫ t2
t1
dt′χ⃗2(t′)

}
(4.138)

все ще дає сингулярну функцiю вiд t1 та t2, поводитися з якою потрiбно обе-

режно. Дiючи послiдовно, зауважимо, що iнтеграл вiд експоненти (4.138) з

чисто уявним показником буде збiгатися абсолютно, якщо зробити замiну

t2− t1 → t2− t1− iϵ, з ϵ > 0. Отже, результат iнтегрування за θ⃗ може бути

представлений у регуляризованому виглядi [292]

dI

dω
= −ωe

2

π

∫ ∞
−∞

dt2

∫ t2

−∞
dt1

{
γ−2 +

1

2
[v⃗(t2)− v⃗(t1)]2

}
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×Im 1

t2 − t1 − iϵ
e
−iω2

{
γ−2(t2−t1)− 1

t2−t1

[∫ t2
t1
dt′χ⃗(t′)

]2
+
∫ t2
t1
dt′χ⃗2(t′)

}
, (4.139)

де пiсля обчислення iнтегралiв за часом слiд покласти ϵ → +0. Комбi-

нацiю, що входить до показника експоненти у (4.139), можна переписати

з використанням рiвностi (4.126), що демонструє iнварiантнiсть вiдносно

евклiдових поворотiв.

Фiзично, рiзниця (4.126) представляє собою часову затримку, тобто вiд-

ставання електрона вiд фронту електромагнiтної хвилi внаслiдок викривле-

ння його траєкторiї всерединi мiшенi. Ця затримка додається до затримки

(1 − v)(t2 − t1) = (t2 − t1)/2γ
2, яка виникає через рiзницю мiж модулем

швидкостi електрона i швидкостю свiтла. Як ми побачимо нижче, дана iн-

терпретацiя вiдiграє суттєву роль в теорiї спектрiв випромiнення, особливо

у недипольному випадку.

З використанням спiввiдношення (4.126), формула (4.139) може бути

записана у виглядi:

dI

dω
= ω

e2

π

∫ ∞
−∞

ds2

∫ s2

−∞
ds1uµ(t1)uν(t2)Ime

−iω(t2−t1)Dµν (ω, |r⃗(t2)− r⃗(t1)|) ,

(4.140)

де

Dµν(ω, r) = −
gµν
r − iϵ

eiωr

– пропагатор фотона в калiбровцi Фейнмана та частотно-координатному

представленнi [144] (належним чином регуляризований при r = 0, що може

бути необов’язковим в квантовiй електродинамiцi, але необхiдно у класи-

чнiй). Рiвн. (4.140) фактично виражає спiввiдношення унiтарностi (порiвн.,

наприклад, з [144]) мiж проiнтегрованою за кутами iмовiрнiстю випромiне-

ння реального фотона 1
~ω

dI
dω та уявною частиною пропагатора вiртуального

фотона, вставленого мiж двома точками на траєкторiї електрона, як це

показано на дiаграмах 4.11. Запис (4.140) є калiбрувально iнварiантним,

тому вiн повинен бути справедливим в будь-якiй калiбровцi для пропага-

тора фотона, але використання калiбровки Фейнмана на практицi зазвичай

є найпростiшим.
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Ù d2n

2

= Im
Ω, n

t1
t2

DΜΝHΩ, r12L e-

Рис. 4.11. Дiаграмна iлюстрацiя представлення (4.140) для спектра випро-

мiнення в термiнах спiввiдношення унiтарностi.

Внесок нескiнченно малого доданка −iϵ в знаменнику Dµν можна ви-

окремити як

−Im 1

t2 − t1 − iϵ
e−iω[t2−t1−|r⃗(t2)−r⃗(t1)|]

→
ϵ→+0

sinω [t2 − t1 − |r⃗(t2)− r⃗(t1)|]
t2 − t1

− πδ(t2 − t1). (4.141)

Точка сингулярностi останньої дельта-функцiї фактично потрапляє на край

промiжку iнтегрування в (4.139). Враховуючи симетрiю мiж t1 i t2, внесок

цiєї дельта-функцiї має розглядатися як половинний. Тодi спектр випромi-

нення при рiвномiрному та прямолiнiйному русi електрона дорiвнює нулю,

як i належить бути.

На практицi може бути зручно замiнити дельта-функцiю (миттєвий

множник) у (4.141) на регулярну функцiю, яка дає еквiвалентний ефект.

Можливим варiантом є

dI

dω
= ω

e2

π

∫ ∞
0

dτ

τ

∫ ∞
−∞
dt2

({
γ−2 +

1

2
[v⃗(t2)− v⃗(t2 − τ)]2

}
× sinω [τ − |r⃗(t2)− r⃗(t2 − τ)|]

−γ−2 sinKτ

)
(4.142)

з K →∞, або (оскiльки
∫∞
0

dτ
τ sinKτ = π

2 не залежить вiд K)

dI

dω
= ω

e2

π

∫ ∞
0

dτ

τ

∫ ∞
−∞

dt2

({
γ−2 +

1

2
[v⃗(t2)− v⃗(t2 − τ)]2

}
× sinω [τ − |r⃗(t2)− r⃗(t2 − τ)|]

−γ−2 sinω(1− v)τ

)
. (4.143)
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Перевага останньої форми полягає в тому, що для заряду, який рухається

рiвномiрно i прямолiнiйно, нулю дорiвнює вся пiдiнтегральна функцiя, а

не лише iнтеграл вiд неї. (До того ж, завдяки тому, що пiдiнтегральний

вираз убуває при |t2| → ∞, з’являється можливiсть змiнювати порядок

iнтегрувань.)

4.3.5. Врахування вiддачi при випромiнюваннi (ω ∼ E). Стру-

ктура виразу (4.143) має багато спiльного з виразом (4.124a) [з урахуван-

ням перетворень (4.125)–(4.126)], отриманим за умов дипольного випромi-

нювання, який водночас враховує ефекти вiддачi фотона (xω ∼ 1). Якщо

вiддача при випромiненнi здатна викликати лише переворот спiну електро-

на, але не сильно змiнює його траєкторiю (наприклад, в полi одного атома,

крiзь який будь-яка високоенергетична частинка проходить практично пря-

молiнiйно, або ж в однорiдному полi чи середовищi, в якому всi напрямки

руху еквiвалентнi), результати Роздiлiв 4.1.4.2 та 4.3.4 можуть бути об’єд-

нанi. Вiдповiдна формула, яку ми тут наведемо для довiдки, має вигляд

dI

dω
= ω

e2

π

∫ ∞
−∞

dt2

∫ t2

−∞

dt1
t2 − t1

×

({
γ−2 +

E2 + E ′2

4EE ′
[χ⃗(t2)− χ⃗(t1)]2

}
sin

ωE

E ′
[t2 − t1 − |r⃗(t2)− r⃗(t1)|]

−γ−2 sin ωE
E ′

(1− v)(t2 − t1)

)
. (4.144)

Вперше вона була виведена (в комплексному представленнi) Байером та

Катковим у [264] за допомогою так званого квазiкласичного операторного

пiдходу [143,292], а згодом отримана i в рамках iнших пiдходiв [269,473,474].

4.3.6. Представлення прицiльних параметрiв. Гауссова форма

(4.133) спектрально-кутового розподiлу випромiнення не лише полегшує

iнтегрування за кутами випромiнення фотонiв, але й дозволяє перейти до

Фур’є-спряженої величини – прицiльного параметра, що може бути вель-

ми корисним у задачах з обмеженими мiшенями (див. нижче Роздiл 4.5).
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Зокрема, виконуючи перетворення Фур’є пiдiнтегрального виразу в (4.133):

eω

2π

[
θ⃗ − χ⃗(t)

]
e
iω2

{
γ−2t+

∫ t
0
dt′[θ⃗−χ⃗(t′)]

2
}
=

1

2π

∫
d2ξe−iθ⃗·ξ⃗f⃗(ξ⃗, ω, t), (4.145)

отримуємо

f⃗(ξ⃗, ω, t) =
eω

(2π)2
e
i ω
2γ2

t

[
−i ∂
∂ξ⃗
− χ⃗(t)

] ∫
d2θeiθ⃗·ξ⃗+i

ω
2

∫ t
0
dt′[θ⃗−χ⃗(t′)]

2

=
ie

2πt
e
i ω
2γ2

t

[
−i ∂
∂ξ⃗
− χ⃗(t)

]
e
iω2

{∫ t
0
dt′χ⃗2(t′)−1

t [
∫ t
0
dt′χ⃗(t′)−ξ⃗/ω]

2
}

≡ ie

2πt2

{∫ t

0

dt′ [χ⃗(t′)− χ⃗(t)]− ξ⃗

ω

}
×ei

ω
2

{
γ−2t+

∫ t
0
dt′χ⃗2(t′)−1

t [
∫ t
0
dt′χ⃗(t′)−ξ⃗/ω]

2
}
. (4.146)

При цьому спектр випромiнення, проiнтегрований за кутами, може бути

виражений безпосередньо через iнтеграл за прицiльними параметрами:

dI

dω
=

∫
d2ξ

∣∣∣∣∫ ∞
−∞

dtf⃗(ξ⃗, ω, t)

∣∣∣∣2 . (4.147)

Варто зазначити, що осцилююча експонента в (4.146) не може мати

стацiонарних точок на дiйснiй осi часу, оскiльки

d

dt

{
γ−2t+

∫ t

0

dt′χ⃗2(t′)− 1

t

[∫ t

0

dt′χ⃗(t′)− ξ⃗/ω
]2}

= γ−2 +
1

t2

{∫ t

0

dt′ [χ⃗(t′)− χ⃗(t)]− ξ⃗

ω

}2

> 0. (4.148)

Враховуючи це, для обчислення iнтеграла
∫∞
−∞ dtf⃗(ξ⃗, ω, t) може бути до-

цiльним виводити шлях iнтегрування в комплексну площину t.

Спiввiдношення (4.148) також дозволяє виконати iнтегрування по ча-

стинах:∫ ∞
−∞

dtf⃗(ξ⃗, ω, t) =
e

πω

∫ ∞
−∞

dte
iω2

{
γ−2t+

∫ t
0
dt′χ⃗2(t′)− 1

t [
∫ t
0
dt′χ⃗(t′)−ξ⃗/ω]

2
}

× d
dt

ξ⃗
ω −

∫ t
0 dt

′ [χ⃗(t′)− χ⃗(t)]

γ−2t2 +
{
ξ⃗
ω −

∫ t
0 dt

′ [χ⃗(t′)− χ⃗(t)]
}2 . (4.149)
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Iнтеграл за часом
∫∞
−∞ dtf⃗(ξ⃗, ω, t) можна обчислити в найпростiших ви-

падках, таких як рiзке одноразове розсiяння, або рух по колу, що ми про-

демонструємо нижче.

4.3.6.1. Випромiнювання при одноразовому розсiяннi [7].

Якщо електрон рухався вiльно всюди, окрiм точки t = 0, таким чином,

що при t < 0 кут руху дорiвнював χ⃗(t) = χ⃗1, а при t > 0 дорiвнював

χ⃗(t) = χ⃗2, iнтеграл за часом точно обчислюється:∫ ∞
−∞

dtf⃗(ξ⃗, ω, t) = − ieξ⃗

2πω

[
eiχ⃗1·ξ⃗

∫ 0

−∞

dt

t2
e
i
2

(
ωt
γ2
− ξ

2

ωt

)
+ eiχ⃗2·ξ⃗

∫ ∞
0

dt

t2
e
i
2

(
ωt
γ2
− ξ

2

ωt

)]

= −ieξ⃗
2π

[
eiχ⃗1·ξ⃗

∫ ∞
0

dt

t2
e
− i

2

(
t
γ2
− ξ

2

t

)
+ eiχ⃗2·ξ⃗

∫ ∞
0

dt

t2
e
i
2

(
t
γ2
− ξ

2

t

)]

=
e

π

ξ⃗

γξ
K1(ξ/γ)

(
eiχ⃗1·ξ⃗ − eiχ⃗2·ξ⃗

)
. (4.150)

Цю формулу можна так само просто отримати i за допомогою перетворення

Фур’є пiсля iнтегрування за часом амплiтуди випромiнення, яка входить

до

dIBH

dω
=

e2

4π2

∫
d2n

(
n⃗× v⃗1

1− n⃗ · v⃗1
− n⃗× v⃗2

1− n⃗ · v⃗2

)2

=
e2

π2

∫
d2θ

[
θ⃗ − χ⃗1

γ−2 + (θ⃗ − χ⃗1)2
− θ⃗ − χ⃗2

γ−2 + (θ⃗ − χ⃗2)2

]2
, (4.151)

Пiдставляючи Фур’є-iнтеграл

θ⃗ − χ⃗
γ−2 + (θ⃗ − χ⃗)2

=
1

2πi

∫
d2ξe−i(θ⃗−χ⃗)·ξ⃗

∂

∂ξ⃗
K0(ξ/γ). (4.152)

до Рiвн. (4.151), або (4.150) до (4.147), приходимо до представлення при-

цiльних параметрiв для спектра гальмiвного випромiнення при одноразо-

вому розсiяннi:

dIBH

dω
=

e2

π2

∫
d2ξ

[
∂

∂ξ⃗
K0(ξ/γ)

]2 ∣∣∣1− ei(v⃗2−v⃗1)·ξ⃗∣∣∣2 (4.153a)

=
4e2

π

∫ ∞
0

dρρK2
1(ρ) [1− J0 (ργχ)] , (4.153b)
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де в (4.153b) змiнна, що описує прицiльний параметр, була перемасшта-

бована як ρ = ξ/γ. Обчислення останнього iнтеграла приводить знову до

явного виразу (4.73a).

Оскiльки ~ω(θ⃗ − χ⃗) – це поперечний iмпульс фотона, його Фур’є-

спряжену величину ξ⃗/ω можна iнтерпретувати як прицiльний параметр

фотона вiдносно початкового електрона. В свою чергу, eπ
∂

∂ξ⃗
K0(ξ/γ) з погля-

ду формалiзму свiтлового конуса [457] можна iнтерпретувати як вiртуальну

електрон-фотонну компоненту фiзичної електронної хвильової функцiї (в

наближеннi малих xω), з векторним iндексом, що описує поляризацiю фо-

тона. Тодi eπ
∂

∂ξ⃗
K0(ξ/γ)

(
1− ei(v⃗2−v⃗1)·ξ⃗

)
– вже реальна вiдповiдна компонента

хвильової функцiї пiсля розсiяння електрона на певний кут. Вона вiдмiнна

вiд нуля лише при v⃗2 ̸= v⃗1. Iнтеграл вiд квадрата її модуля дає повну ймо-

вiрнiсть випромiнення фотона з енергiєю ω пiсля розсiяння, тобто спектр

гальмiвного випромiнення.

4.3.6.2. Синхротронне випромiнювання. Якщо ультрареляти-

вiстський електрон рухається в однорiдному магнiтному полi, його траєкто-

рiя в наближеннi малих кутiв може бути записана як χ⃗(t) = a⃗t з a = 1/R.

Пiдставивши цю залежнiсть до Рiвн. (4.146), отримуємо

f⃗(ξ⃗, ω, t) =
e

2πi

(
ξ⃗

ωt2
+
a⃗

2

)
e
i
2

[
a2ω
12 t

3+t(ωγ−2+a⃗·ξ⃗)− ξ
2

ωt

]
. (4.154)

Iнтеграл за часом вiд подiбної функцiї належить до категорiї функцiй, якi

виникають, наприклад, у теорiї гiдродинамiчної стiйкостi [475]. Якщо пере-

хiд до прицiльних параметрiв застосовувати лише для однiєї з поперечних

координат, результат зводиться до добуткiв функцiй Ейрi [476].

Аналiз iнтеграла вiд функцiї (4.154) спрощується, якщо ξ⃗ ∥ a⃗ (цей ви-

падок може охарактеризувати поведiнку всього розподiлу – див. Рис. 4.12

нижче). Тодi, вибравши a⃗ = (−1/R, 0) (зi знаком, що вiдповiдає доцен-

тровому прискоренню), i маючи на увазi, що в f⃗ залишається лише x -



258

компонента, маємо∫ ∞
−∞

dtfx(ξx, ω, t) =
e

2πi

∫ ∞
−∞

dt

(
ξx
ωt2
− 1

2R

)
e
i
2

[
ωt3

12R2+t(ωγ−2− ξxR )−
ξ2x
ωt

]
. (4.155)

Пiсля перемасштабувань ω = 2γ3

R Ωs, ξx = γΩsΞ, t = sR/γ, цей iнтеграл

приймає вигляд∫ ∞
−∞

dtfx(ξx, ω, t) =
e

4πiγ

∫ ∞
−∞

ds

(
Ξ

s2
− 1

)
e
iΩs

[
s3

12+s(1−
Ξ
2 )−

Ξ2

4s

]
. (4.156)

Його обчислення полегшується пiдняттям шляху iнтегрування до верхньої

пiвплощини комплексного s, де показник експоненти має сiдловi точки, що

задовольняють рiвнянню d
ds

[
s3

12 + s
(
1− Ξ

2

)
− Ξ2

4s

]
= 0, тобто при s = s± =

i±
√
Ξ− 1.

Конфiгурацiя сiдлових точок залежить вiд величини Ξ, i оскiльки ця

залежнiсть має точку розгалуження Ξ = 1, можливi два варiанти.

Якщо Ξ > 1, то шлях iнтегрування за найкрутiшим спуском прохо-

дить через обидвi сiдловi точки, внески яких iнтерферують. Розкладення

показника експоненти в ряд Тейлора в околицях цих точок дає

s3

12
+ s

(
1− Ξ

2

)
− Ξ2

4s
≃ 2

3

[
i∓ (Ξ− 1)3/2

]
+

i
√
Ξ− 1

±i+
√
Ξ− 1

(s− s±)2,

звiдки в межах наближення сiдлових точок отримуємо осциляцiйну пове-

дiнку

4πiγ

e

∫ ∞
−∞

dtfx(ξx, ω, t) =
2i
√
π/Ωs

Ξ1/4 (Ξ− 1)1/4
e−

2Ωs
3

×

{(√
Ξ− 1 + i√
Ξ− 1− i

)1/4
e

2iΩs
3 (Ξ−1)3/2 −

(√
Ξ− 1− i√
Ξ− 1 + i

)1/4

e−
2iΩs
3 (Ξ−1)3/2

}

≡ −
4
√
π/Ωs

Ξ1/4 (Ξ− 1)1/4
e−

2Ωs
3 sin

[
2Ωs

3
(Ξ− 1)3/2 +

1

2
arccot

√
Ξ− 1

]
. (4.157)

Звiдси можна зробити висновок, що при Ωs & 1 типовi Ξ будуть порядку

одиницi, тодi як в iнфрачервоному лiмiтi Ωs ≪ 1 вони стають великими:

Ξ ∼ Ω−2/3s . (4.158)
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Проте, коли Ωs → 0, точнiсть наближення сiдлових точок погiршується:

оскiльки показник експоненти в пiдiнтегральному виразi не має рiзкого

максимуму, двi його сiдловi точки зливаються.

Якщо ж Ξ < 1, то всi сiдловi точки лежать на уявнiй осi, але шлях

найкрутiшого спуску може проходити лише через найвищу з них: s0 =

i
(
1 +
√
1− Ξ

)
. Розкладаючи показник експоненти поблизу неї як

s3

12
+ s

(
1− Ξ

2

)
− Ξ2

4s
≃ 2i

3

[
1 + (1− Ξ)3/2

]
+

i
√
1− Ξ

1 +
√
1− Ξ

(s− s0)2,

i обчислюючи гауссiв iнтеграл за s, отримуємо монотонну залежнiсть:

4πiγ

e

∫ ∞
−∞

dtfx(ξx, ω, t) ≃
(
Ξ

s20
− 1

)
e−

2Ωs
3 [1+(1−Ξ)3/2]

∫ ∞
−∞

dse−Ωs
√
1−Ξ

1+
√
1−Ξ

(s−s0)2

= − 2

(1− Ξ)1/4

√
π

Ωs

(
1 +
√
1− Ξ

)e−2Ωs
3 [1+(1−Ξ)3/2]. (4.159)

Це наближення є справедливим навiть при малих Ωs, якщо 1− Ξ & 1.
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Рис. 4.12. Розподiл синхротронного випромiнювання по прицiльних пара-

метрах [
∣∣∣∫∞−∞ dtf⃗(ξ⃗, ω, t)∣∣∣2, де f⃗ визначається Рiвн. (4.154)]: а). при Ωs =

ωR
2γ3 = 0.01; б). Ωs = 10.

Результат чисельного обчислення виразу (4.154) показано на Рис. 4.12.

Однiєю з його особливiстей є те, що найяскравiша свiтлова пляма зсунута
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вiдносно миттєвого положення електрона. Фiзична причина цього полягає

в тому, що вона вiдповiдає мiсцю зовнi вiд орбiти електрона, де знаходиться

критичний радiус, при якому власне поле електрона зривається i вивiль-

няється як випромiнення [476] (див. Рис. 4.13):

∆bstrip = R/v −R ≃ R/2γ2. (4.160)

Спостерiгач, який дивиться з напрямку уздовж v⃗(0), при типових або вели-

ких ω практично не побачить випромiненого свiтла на прицiльних параме-

трах, менших за (4.160). Це також пояснює iснування точки розгалуження

Ξ = 1, присутньої в Рiвн. (4.157), (4.159). Поперечний масштаб (4.160) [або

бiльш загальнi, залежнi вiд ω масштаби, такi як (4.158)] можуть бути сут-

тєвими в задачах випромiнювання у складнiших, неоднорiдних полях.

Dbstrip=R�2Γ2

e-

Рис. 4.13. Загаяне електромагнiтне поле електрона, який рухається по ор-

бiтi радiусу R зi швидкiстю v = 0.9c. Вiдрив поля випромiнення виникає

на скiнченнiй поперечнiй вiдстанi (4.160) вiдносно точки знаходження еле-

ктрона, коли зовнiшнiй край R/v власного поля електрона рухається зi

швидкiстю свiтла.

4.4. Випромiнювання у квазi-нескiнченному однорiдному

середовищi

Коли електрон проходить крiзь квазiнескiнченне, однорiдне середови-

ще, фотони випромiнення мають достатньо часу щоб повнiстю сформува-
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тися в середовищi, тому пiдiнтегральний вираз у (4.143) стає практично

незалежним вiд t2. У цьому випадку має дослiджуватися спектр випромi-

нення за одиницю часу:

dI

dωdt
= ω

e2

π

∫ ∞
0

dτ

τ

({
γ−2 +

1

2
[v⃗(τ)− v⃗(0)]2

}
sinω [τ − |r⃗(τ)− r⃗(0)|]

−γ−2 sinω(1− v)τ

)
. (4.161)

Вiн мiстить лише одноразовий iнтеграл, тому його аналiз значно спрощу-

ється. Нижче ми розглянемо двi еталоннi задачi, пiсля чого запропонуємо

їх узагальнення.

4.4.1. Синхротронне випромiнювання. Найпростiший приклад

застосування формули (4.161) – це випромiнювання вiд ультрарелятивiст-

ського електрона, який рухається по круговiй орбiтi в однорiдному магнi-

тному полi. Про нього вже йшла мова в пiдроздiлi 4.3.6.2. З фiзичного по-

гляду зауважимо, що синхротронне випромiнення сконцентроване в областi

частот [64]

ω ∼ eHE2

m3
, (4.162)

що є малими порiвняно з енергiєю електрона, якщоH . 1 Тесла (умова, що

виконується для лабораторних магнiтiв), тобто eH
m2 . 2×10−10, та для енер-

гiй електронiв E < 100 Тев, що є досяжними на сьогодняшнiй день. Тому

цю задачу правомiрно розглядати в контекстi класичної електродинамiки.

Якщо радiус орбiти електрона дорiвнює R, то отримуємо

[v⃗(t2)− v⃗(t2 − τ)]2 ≃
τ 2

R2
, (4.163)

а з виразу (4.126)

|r⃗(t2)− r⃗(t2 − τ)| = 2R sin
v

2R
τ ≃
τ6T≪R

vτ − τ 3

24R2
. (4.164)

Пiдставляючи цi iнгредiєнти до спектра (4.161),

dI

dωdt
=
ωe2

πγ2

∫ ∞
0

dτ

τ

{(
1 +

γ2τ 2

2R2

)
sinω

[
(1− v)τ + τ 3

24R2

]
− sinω(1− v)τ

}
,

(4.165)
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перемасштабуванням τ = sR/γ приводимо його до функцiї однiєї змiнної:

dI

dωdt
=

2e2γ

πR
Jsyn(Ωs), (4.166)

де

Ωs =
ωR

2γ3
=

3

4

ω

ωc
(4.167)

та

Jsyn = Ωs

[∫ ∞
0

ds

s

(
1 +

s2

2

)
sinΩs

(
s+

s3

12

)
− π

2

]
= −π(2Ωs)

1/3Ai′
[
(2Ωs)

2/3
]
− πΩs

∫ ∞
(2Ωs)2/3

dαAi(α), (4.168)

а Ai(α) = 1
π

∫∞
0 dz cos

(
αz + 1

3z
3
)

– функцiя Ейрi [417]. Фiзичний змiст змiн-

ної Ωs стає яснiшим, якщо представити її як

Ωs =
1

l0(ω)
dγχ
dt

. (4.169)

Звiдси видно, що вона є вiдношенням довжини, на якiй кут вiдхилення

електрона стає близьким до γ−1, до довжини формування фотона

l0 =
2γ2

ω
. (4.170)

При Ωs → 0 функцiю (4.168) можна розкласти в ступiнний ряд:

Jsyn =
31/6

22/3
Γ(2/3)Ω1/3

s −
π

3
Ωs +O

(
Ω7/3
s

)
, (4.171)

що вiдповiдає розкладенню спектра

dI

dωdt
≃ 31/6Γ(2/3)

e2ω1/3

πR2/3
− e2ω

3γ2
. (4.172)

Головний член в (4.172) не залежить вiд γ, тодi як член наступного поряд-

ку не залежить вiд R. Перша властивiсть є загальною особливiстю сильно

недипольного випромiнювання, коли траєкторiя електрона дiє як суцiльна

антена (див., наприклад, [468]), тобто як довгий «дрiт», який є достатньо

сильно деформованим в межах довжини формування фотона, щоб електри-

чний струм вздовж нього, який представляє собою пролiтаючий електрон,

вже мiг розглядатися як такий, що тече зi швидкiстю свiтла.
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Рис. 4.14. Спектр класичного випромiнення вiд ультрарелятивiстського

електрона в однорiдному магнiтному полi. Суцiльна крива – вираз (4.168).

Пунктирна – асимптотика при низьких ω, визначена формулою (4.171).

Штрихова – асимптотика при високих ω, визначена формулою (4.173).
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Рис. 4.15. а). Спектр випромiнення строго у площинi синхротрона (θ⊥ = 0),

що визначається виразом (4.174). У порiвнянннi зi спектром, проiнтегро-

ваним за кутами, який зображено на Рис. 4.14, вiн є жорсткiшим. б). Ку-

товий розподiл синхротронного випромiнення на рiзних частотах. Штрих-

пунктирна крива, Ωs = 0.1. Суцiльна крива, Ωs = 0.75. Штрихова крива,

Ωs = 2.
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При Ωs →∞ спектр (4.168) убуває експоненцiйно:

Jsyn ≃
√
πΩs

8
e−

4
3Ωs. (4.173)

Такий закон може бути пов’язаний з тим, що зi збiльшенням ω когерентний

внесок дають все меншi дiлянки гладкої траєкторiї, де вона сприймається

як все бiльш прямолiнiйна.

З (4.133) можна також одержати спектрально-кутовий розподiл випро-

мiнення:

dI

dωd2θ
= 4e2γ2

{
Ω2/3
s Ai′2

[
(1 + Θ2

⊥)Ω
2/3
s

]
+Θ2

⊥Ω
4/3
s Ai2

[
(1 + Θ2

⊥)Ω
2/3
s

]}
,

(4.174)

з Θ⊥ = γθ⊥, де θ⊥ – компонента кута випромiнення фотона, перпендику-

лярна до площини руху електрона. Вiдповiднi залежностi побудованi на

Рис. 4.15. Природно, що кутовий розподiл у даному випадку не залежить

вiд θ∥, тому вiн може бути також представлений як

dI

dωd2θ
= R

dI

dωdθ⊥dt
. (4.175)

Слiд вiдзначити, що на вiдмiну вiд (4.175) або (4.166),18 передуючий мно-

жник у (4.174) не мiстить R. Варто також зауважити, що при Ωs ≪ 1,

(4.174) фактично стає функцiєю однiєї змiнної Θ2
⊥Ω

2/3
s = θ2⊥(ωR/2)

2/3, яка

не залежить вiд γ. Це означає перехiд до радiофiзичного режиму.

4.4.2. Випромiнювання в аморфному середовищi. ЛПМ-

ефект. Iнший тип руху електрона виникає при його проходженнi крiзь

квазiбезмежну аморфну речовину, що вiдповiдає фiзично товстiй мiшенi.

Тут спектр випромiнення має ще усереднюватися за випадковими траєкто-

рiями електрона, але якщо вважати, що процес багаторазового розсiювання

є еквiвалентним нормальнiй дифузiї, така процедура не становить принци-

пових труднощiв.
18Рiвн. (4.166), (4.168) можна отримати з (4.174) за допомогою представлення одноразовим iн-

тегралом квадрата функцiї Ейрi Ai2(s) = 1
2π3/2

∫∞
0

dq√
q cos

(
q3

12 + qs+ π
4

)
, а також спiввiдношення

Ai′2(s) =
(

1
2
d2

ds2 − s
)

Ai2(s), що дозволяє аналогiчно виразити квадрат похiдної вiд цiєї функцiї.
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Як вперше зазначили Ландау та Померанчук [140], вплив багаторазо-

вого розсiювання на випромiнювання полягає в тому, що при достатньо

низьких ω, коли задiянi великi поздовжнi масштаби, i недипольнi ефекти

стають визначальними, порушується властивiсть факторизацiї для проце-

су гальмiвного випромiнювання. Тодi при ω → 0 питомий спектр поводить

себе як dI
dωdt ∼

√
ω. Це певною мiрою аналогiчно ситуацiї з синхротрон-

ним випромiнюванням, але показник ступеня вiдрiзняється вiд показника

у виразi (4.171), оскiльки часова затримка для багаторазового розсiяння є

квадратичною, а не кубiчною функцiєю [див. Рiвн. (4.164) та (4.190) ниж-

че].

4.4.2.1. Точне гауссове усереднення. Слiдуючи аналогiї з синхро-

тронним випромiнюванням, на основi виразiв (4.169), (4.170) можна вiдразу

оцiнити характернi частоти, на яких проявляється ЛПМ-ефект:

ωD ∼
2γ2

lscat
, (4.176)

де

lscat =
l

Σ2(l)
∼ α

2π
X0 ∼

1

8πZ2α4
aB (4.177)

– це масштаб довжин, на якому кут багаторазового розсiяння стає близь-

ким до кута випромiнення γ−1. Якщо ωD ≪ E, тобто E ≪ m2lscat(γ
−1) &

100 ГеВ (навiть у мiшенях з Zα ∼ 1), ЛПМ ефект можна описувати кла-

сичною електродинамiкою. Щоправда, при енергiї електронiв E = 200 Гев,

доступнiй на сьогоднiшнiй день у ЦЕРН, квантовi ефекти вiддачi фотона

вже стають помiтними, i можуть бути врахованi за допомогою формули

(4.144). Але для простоти ми продовжимо наше обговорення в контекстi

класичної електродинамiки.

Для акуратного обчислення iнтегрального за кутами спектра випромi-

нення, вираз (4.161) потрiбно усереднити з ваговою функцiєю розподiлу

для електрона в аморфному середовищi. Якщо з цiєю метою використо-

вувати представлення (4.134), для нього потрiбна лише функцiя розподiлу
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по кутах розсiяння, але усереднення тодi повинно виконуватися за iмовiр-

ностями розсiяння у всiх точках мiж t1 та t2, що еквiвалентно обчислен-

ню континуального iнтеграла [477,478]. Простiшим може бути використати

представлення, залежне вiд координат (4.161), i згорнути його з функцi-

єю розподiлу по кутах та координатах, заданою Рiвн. (2.133) Роздiлу 2.

Пiдставляючи її до загальної формули для усередненого спектра⟨
dI

dωdt

⟩
=

∫ ∞
0

dr

∫
d2v⊥f(v⃗⊥, r, τ)

×ωe
2

π

{∫ ∞
0

dτ

τ

(
γ−2 +

1

2
v⃗2⊥

)
sinω(τ − r)− π

2γ2

}
, (4.178)

отримуємо⟨
dI

dωdt

⟩
=
−iωe2

16π2v

∫ ∞
0

dτ

∫ ∞
−∞

dqzqz

sinh2 2Dτ
√
− iqz

8Dv

∫ ∞
−∞
dreiqz(r−vτ)sinω(τ − r)

×
∫ ∞
0

dv2⊥

(
γ−2 +

1

2
v⃗2⊥

)
exp

[
− v⃗2⊥

2

√
− iqz
8Dv

coth 2Dτ

√
− iqz
8Dv

]

−ωe
2

2γ2
. (4.179)

(Iнтегрування за r було розширене до −∞, оскiльки розподiл все одно

практично зникає при r < 0.)

Представлення (4.179) мiстить 4 iнтеграли, але 3 з них обчислюються

тривiально: iнтеграл за dv2⊥ є просто експоненцiйним:∫ ∞
0

dv2⊥

(
γ−2 +

1

2
v⃗2⊥

)
exp

[
− v⃗2⊥

2

√
− iqz
8Dv

coth 2Dτ

√
− iqz
8Dv

]

=
16Dv

−iqz

[
γ−2
√
− iqz
8Dv

tanh 2Dτ

√
− iqz
8Dv

+ tanh2 2Dτ

√
− iqz
8Dv

]
, (4.180)

а iнтегрування за r призводить до появи двох дельта-функцiй:∫ ∞
−∞

dreiqz(r−vτ) sinω(τ − r) = π

i
δ(qz − ω)ei(1−v)ωτ −

π

i
δ(qz + ω)e−i(1−v)ωτ ,

(4.181)

якi у свою чергу беруть iнтеграл за qz. Таким чином, залишається лише
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iнтеграл за τ , що виражає результат у виглядi⟨
dI

dωdt

⟩
=

2ωe2D

π
Im

∫ ∞
0

dτeiω(1−v)τ

×

 2

γ2

√
− iω

8D

sinh 4Dτ
√
− iω

8D

+
1

cosh2 2Dτ
√
− iω

8D

− ωe2

2γ2
. (4.182)

(Ми поклали v → 1 всюди, де це не призводить до повних скорочень).

Âe Τ

ÁmΤ

Âe u

Рис. 4.16. Деформацiя контуру iнтегрування при переходi вiд Рiвн. (4.182)

до (4.183).

Щоб привести iнтеграл (4.182) до дiйсного вигляду, можна перейти в

ньому до змiнної 4Dτ
√
− iω

8Dv = u, або, в оберненому виглядi, τ = u√
−2iωD .

Це вiдповiдає повороту шляху iнтегрування на кут π/4. Однак, слiд мати

на увазi, що пiдiнтегральний вираз є сингулярним у початку координат. То-

му, строго кажучи, потрiбно доповнити шлях iнтегрування дугою навколо

початку координат, як зображено на Рис. 4.16. Виявляється, що коли радi-

ус цiєї дуги прямує до нуля, вiдповiдний внесок не зникає, а наближається

до скiнченного значення ωe2/4γ2. З урахуванням цього, отримуємо⟨
dI

dωdt

⟩
=

2e2γ2D

π
Re

∫ ∞
0

due
i (1−v)u√

− 2iD
ω

×

(
1

γ4
−iω
2D

1

sinh u
+

1

γ2

√
− iω
2D

1

cosh2 u/2

)

+
ωe2

4γ2
− ωe2

2γ2
. (4.183)
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Використовуючи позначення Мигдала s = 1−v
4

√
ω
D ≡

1
8γ2

√
ω
D , можна зре-

штою представити результат у виглядi⟨
dI

dωdt

⟩
=

2e2γ2D

π
Re

∫ ∞
0

due−2us+2ius

×
(
−32is2 1

sinhu
+ 4s
√
−2i 1

cosh2 u/2

)
− ωe2

4γ2

=

⟨
dIBH

dωdt

⟩
ΦM(s). (4.184)

Тут
⟨
dIBH
dωdt

⟩
= 2e2γ2

3π

d⟨χ2⟩
dt = 8e2γ2

3π D, та

ΦM(s) = 24s2
∫ ∞
0

due−2us
sin 2us

sinhu

+3s

∫ ∞
0

due−2us
cos 2us+ sin 2us

cosh2 u/2
− 6πs2 (4.185a)

≡ 24s2
(∫ ∞

0

due−2us sin 2us cosu− π

4

)
(4.185b)

= 6s2
{
4Imψ [(1 + i)s]− 1

s
− π

}
(4.185c)

– функцiя Мигдала, нормована умовою ΦM(s) →
s→∞

1 [в Рiвн. (4.185c)

ψ(z) = Γ′(z)/Γ(z)]. Ця функцiя зображена на Рис. 4.17. Представлення

(4.185a) також можна порiвняти з рiвнянням (19) у Додатку VI в книзi

Тер-Мiкаеляна [124].

Член наступного наближення у виразi

ΦM(s) ≃
s→∞

1− 1

84s4
+O(s−8) (4.186)

в добутку з
⟨
dIBH
dωdt

⟩
є кубiчним по D. Отже, вiн повинен бути пов’язаний з

октупольним внеском до випромiнення (квадрупольний внесок при фiксо-

ваному ω iснує лише в мiшенях скiнченної товщини – див. Роздiл 4.5.2).

У протилежному випадку м’якого випромiнення ω → 0,

ΦM(s) ≃
s→0

6s− 6πs2 +O(s3), (4.187)

звiдки отримуємо ⟨
dI

dωdt

⟩
≃
ω→0

2e2

π

√
ωD − e2ω

4γ2
. (4.188)
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Аналогiчно ситуацiї з виразом (4.172), головний член тут не залежить вiд

γ (що вiдображає радiофiзичний характер цього лiмiту), тодi як член на-

ступного наближення не залежить вiд D.

Отже, згортка загального проiнтегрованого за кутами спектра випромi-

нення (4.178) з функцiєю розподiлу (2.133), яка мiстить розв’язок кiнети-

чної частини задачi, дозволяє доволi просто отримати результат Мигдала.

Бiльш традицiйне виведення формули Мигдала базується на транспортно-

му рiвняннi для функцiї розподiлу, яке включає також фотоннi змiннi [141].

У випадку нормальної дифузiї такий пiдхiд є складнiшим; однак, якщо

ставити на метi врахування аномального характеру кулонiвського багато-

разового розсiювання, метод радiацiйного транспортного рiвняння може

виявитися потужнiшим [149].

2 4 6 8 10 12 14
Wa
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�
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�
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Рис. 4.17. Суцiльна крива – функцiя Мигдала ΦM

(
1
4

√
Ωa
3

)
, з ΦM(s) зада-

ною Рiвн. (4.185c) – порiвн. з Рис. 1.5a. Штрихова крива – Рiвн. (4.193).

Штрих-пунктирна червона лiнiя показує вiдносну рiзницю Φ̃−ΦM
Φ̃+ΦM

.

Щоб визначити область застосовностi даного результату, отриманого

для «товстої» мiшенi, зазначимо, що для формування профiлю пригнiче-

ння ЛПМ товщина мiшенi повинна задовольняти умовi T > lscat, що є

макроскопiчною величиною.

4.4.2.2. Процедура швидкого усереднення. Iснує також спроще-

ний пiдхiд, який походить з роботи [140] та дуже полегшує процедуру усе-
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реднення. У цьому пiдходi спектр випромiнення в аморфному середови-

щi розраховується шляхом замiни у формулi (4.143) [v⃗(t2)− v⃗(t2 − τ)]2 i

|r⃗(t2)− r⃗(t2 − τ)| їхнiми усередненими значеннями. Строго кажучи, такий

пiдхiд може бути виправданим якщо, по-перше, сукупний розподiл ймовiр-

ностi по v2⊥ та r хоча б приблизно факторизується в добуток розподiлiв

окремо по v2⊥ та r, а по-друге, оскiльки залежнiсть вiд r в формулi (4.143)

все одно є нелiнiйною, якщо розподiл iмовiрностi по r є достатньо вузь-

ким. Виконання цих умов можна перевiрити, поглянувши на Рис. 2.8б. На

ньому видно, що розподiл по r є вiдносно вузьким i концентрується при не-

нульових r − vt, тому процедура швидкого усереднення може спрацювати

задовiльним чином. Вона повинна полiпшуватися на малих рiзницях часу,

тобто при високих частотах фотонiв, хоча Ландау i Померанчук, навпа-

ки, пропонували його для складнiшого лiмiту малих ω. Тепер випробуємо

даний пiдхiд, порiвнюючи його з вiдомим точним результатом для даної

задачi.

Обчислюючи необхiднi середнi значення⟨
[v⃗(τ)− v⃗(0)]2

⟩
=

⟨
dχ2

dτ

⟩
τ = 4Dτ (4.189)

та, за допомогою Рiвн. (4.126),

⟨|r⃗(τ)− r⃗(0)|⟩ ≃ vτ − 1

12

⟨
dχ2

dτ

⟩
τ 2 = vτ − 1

3
Dτ 2, (4.190)

i пiдставляючи їх до виразу (4.161), отримуємо19

dI

dωdt
≈ ω

e2

π

∫ ∞
0

dτ

τ

{(
γ−2 + 2Dτ

)
sinω

[
(1− v)τ + 1

3
Dτ 2

]

−γ−2 sinω(1− v)τ

}

=

⟨
dIBH

dωdt

⟩
Φ̃

 3ω

γ4
⟨
dχ2

dτ

⟩
 , (4.191)

19Наступнi формули не були отриманi Ландау та Померанчуком (див. також [479]), але вони в дусi

їх пiдходу. Функцiя Φ̃ також зустрiчається в iнших задачах про випромiнювання, i таким чином, разом

з ΦM вона може розглядатися як еталонна.



271

iз формфактором

Φ̃(Ωa) =
Ωa

2

∫ ∞
0

dz

z

[
(1 + 3z) sinΩa

(
z + z2

)
− sinΩaz

]
. (4.192)

Останнiй iнтеграл обчислюється в замкнутому виглядi [1]:

Φ̃(Ωa) =
9

8
− 1

8

∣∣∣∣∣3−√iπΩae
iΩa/4erfc

√
iΩa

4

∣∣∣∣∣
2

, (4.193)

де erfc z = 2√
π

∫∞
z dte−t

2 – додаткова функцiя помилок [417] (див. Рис. 4.17).

При Ωa → ∞ формфактор наближається до одиницi, оскiльки це вiд-

повiдає дипольному режиму. З урахуванням наступної (октупольної) по-

правки,

Φ̃(Ωa) ≃
Ωa→∞

1− 8

Ω2
a

. (4.194)

З iншого боку, на iнфрачервонiй границi Ωa → 0, Φ̃ ≃ 3
4

√
πΩa
2 . Вiд точної

асимптотики ΦM ≃
√
3Ωa
2 , вiдомої з теорiї Мигдала [див. (4.187), де s =

1
4

√
Ωa
3 ], вона вiдрiзняється коефiцiєнтом

√
3π
8 = 1.085. Проте, на практицi

такою невеликою рiзницею часто можна знехтувати (див. Рис. 4.17).

4.4.2.3. Компенсуючий прирiст при великих ω (дробовий

ефект). З погляду тотожностi (4.132) та її узагальнення на довiльну

кiлькiсть просторово роздiлених розсiювань як
∫∞
0 dω

(
dI
dω −

dIBH
dω

)
= 0, мо-

же здатися дивним, чому точний результат (4.184) мiстить функцiю ΦM ,

яка скрiзь менша за одиницю [480]. Це потребує додаткового роз’яснен-

ня [30].

У [7] було детально вивчено випромiнення при дворазовому розсiяннi

через скiнченний iнтервал часу t21. У цьому випадку спектр випромiнення

виявився пригнiченим при ω → 0, але це пригнiчення було точно скомпен-

соване посиленням при типових ω, обернено пропорцiйних до t21:

ωa ∼
2γ2

t21
.

Для гальмiвного випромiнювання у конденсованiй речовинi можна, таким

чином, очiкувати на появу подiбного посилення при ωa ∼ 2γ2/aB, де мiжа-
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томна вiдстань оцiнюється як така, що за порядком величини дорiвнює ра-

дiусу Бора aB. Оскiльки останнiй є мiкроскопiчною величиною, вiдповiднi

ω є набагато жорсткiшими, нiж типова частота ωD, визначена формулою

(4.176), i тому можуть вже виходити за межi квантової границi спектра

ω = E. А саме, ця границя досягається вже при γ ∼ ω
Ee
meaB & 1/e2 ∼ 102,

i у бiльшостi експериментiв з генерацiї гальмiвного випромiнення остання

умова виконується.

Вищезгадане посилення, звiсно, присутнє i при помiрних ω, але вiдносна

величина посилення оцiнюється як⟨
dI

dωdt

⟩
≈

ωa≪ω≪E

⟨
dIBH

dωdt

⟩
(1 + ∆)

з

∆ ∼ ωD
ωa
∼ aB

lscat
∼ 8πZ2α4 ≪ 1.

Таким чином, фактична непомiтнiсть анти-ЛПМ, або дробового ефекту

у фiзичних твердих мiшенях обумовлюється не лише раннiм квантовим

кiнцем спектра, але i малою величиною широко розподiленого дробового

внеску. Натомiсть, в атомних ядрах, де розсiяння окремими констiтуентами

є значно сильнiшим, цей ефект може бути помiтним [481].

4.4.3. Масштабна iнварiантнiсть в однорiдних середовищах.

IЧ та УФ асимптотики у першому та другому наближеннях.

Асимптотичну поведiнку спектрiв випромiнення при ω → 0 i ω → ∞ мо-

жна пов’язати з поведiнкою вiдповiдно при τ → ∞ i τ → 0 корелятора

[v⃗(τ)− v⃗(0)]2 та затримки vτ − |r⃗(τ)− r⃗(0)|. Проаналiзуємо цей зв’язок у

загальному випадку [1], припустивши наступну властивiсть масштабної iн-

варiантностi руху частинки (в однорiдному середовищi):⟨
[v⃗(τ)− v⃗(0)]2

⟩
= cvτ

n, (4.195)

де кутовi дужки означають усереднення. Пiдстановка цього виразу до рiв-

няння (4.126) дає:

⟨vτ − |r⃗(τ)− r⃗(0)|⟩ = cv
2τ

∫ τ

0

ds2

∫ s2

0

ds1 (s2 − s1)n = crτ
n+1, (4.196)
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де

cr =
cv

2(n+ 1)(n+ 2)
.

Для синхротронного випромiнювання n = 2, тодi як ЛПМ-ефекту n = 1.

Для донат-розсiювання [див. Розд. 3.2, Рiвн. (3.51)] n ≃ 1 для t ≪ D−1,

але n→ 0 для t≫ D−1.

Для приблизного визначення поведiнки спектра випромiнення в IЧ лi-

мiтi можна застосувати спрощений спосiб усереднення спектра, описаний

в Розд. 4.4.2.2, коли усередненi вирази (4.195), (4.196) пiдставляються до

передекспоненцiйного множника та показника експоненти формули (4.143)

чи (4.161). В пiдроздiлi 4.4.2.2 ми бачили, що для n = 1 цей пiдхiд дає пра-

вильний показник ступеня, але дещо неточний коефiцiєнт. Оскiльки випа-

док n = 1 не є особливим, ми можемо очiкувати, що так буде i в загальному

випадку.

Пiдставляючи величини (4.195), (4.196) до iнтеграла (4.161), можна

вивести асимптотичне розкладення для спектра у граничному випадку

ω → 0:

dI

dωdt
≃
ω→0

e2 sin πn
2(n+1)

2π(n+ 1)
Γ

(
n

n+ 1

)
cvω

1
n+1

c
n
n+1
r

− e2ω

2γ2
n

n+ 1
+O(ω2). (4.197)

Головний член тут не залежить вiд γ i, таким чином, за своєю природою є

радiофiзичним (див. [4]). Але оскiльки вiн залежить вiд cv, cr нелiнiйним

чином, числовий коефiцiєнт при цьому членi може бути неточним. Що сто-

сується поправки, наступної за головною, вона виявляється незалежною

вiд величини коефiцiєнтiв cv, cr, пропорцiйних iнтенсивностi розсiяння в

середовищi, i, таким чином, однаковою для мiшеней однакової структури

(яка визначає показник n) з рiзних матерiалiв (наприклад, однаково орiєн-

тованих кристалiв Si чи Ge або аморфних Al чи Au, тощо). Оскiльки вона

взагалi не залежить вiд cv, cr, можна очiкувати, що ця поправка є точною,

незважаючи на неточнiсть методу усереднення, яким вона була отримана.

Дiйсно, для n = 1 її можна отримати як з точної формули Мигдала [див.

Рiвн. (4.188)], так i з приблизної формули (4.193).
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В протилежному, УФ лiмiтi головний внесок походить вiд малих τ , де

кути вiдхилення є меншими вiд γ−1, i тому недипольнiсть випромiнювання

не встигає розвинутися. Завдяки цьому можна використати дипольну фор-

мулу (4.124) для спектра, хоча такий самий результат витiкає i в процедурi

спрощеного усереднення. Остання процедура, втiм, дозволяє отримати та-

кож поправку:

dI

dωdt
≃

ω→∞

e2γ2

π
(cv−4ncr)

(
2γ2

ω

)n−1
Γ(n) sin

πn

2
+
e2

2γ

√
ωn

π
Re

(
1

τ0
e
−ωτ0

2γ2
n
n+1

)
,

(4.198)

де τ0 = eiπ(1/n−1/2)
[
2(n+ 1)γ2cr

]−1/n. В загальному випадку цей вираз мi-

стить головний член зi ступiнною залежнiстю вiд ω (проте, лiнiйний по cv,

cr, завдяки чому на значення коефiцiєнта у ньому не впливає спрощенiсть

процедури усереднення). Але при n = 2 (плавна траєкторiя електрона)

коефiцiєнт при цьому доданку дорiвнює нулю (sin πn
2 = 0), тому убування

описується другим доданком з (4.198), який є експоненцiйним. Слiд заува-

жити, що вiн залежить вiд cr нелiнiйно, i тому можна бути впевненим у

його поведiнцi лише при n ≈ 2, але саме в цьому випадку вiн найбiльше

потрiбен.

Використовуючи цi правила та фiзично обгрунтованi значення n при

τ →∞ i τ → 0, можна знайти асимптотику спектра вiдповiдно при ω → 0

та ω → ∞. Для промiжних частот можна сподiватися, що спектр буде iн-

терполюватися достатньо гладко. Iнодi IЧ та УФ асимптоти можуть також

охоплювати майже весь спектр [1].

Питання, чи може n бути нецiлим числом на практицi, потребує деталь-

ного дослiдження. Комп’ютерне моделювання вказує на те, що це можливо

(див., наприклад, [388]).

4.5. Випромiнювання в обмежених мiшенях. Крайовi ефекти

Для обмежених мiшеней подвiйний iнтеграл у (4.143) не зводиться до

одноразового i, взагалi кажучи, є значно складнiшим. Деяких спрощень все
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ж можна досягти коли «об’ємнi» ефекти вдається вiдокремити вiд «крайо-

вих» i розглядати їх окремо. В однорiднiй мiшенi об’ємний внесок повинен

бути пропорцiйним товщинi мiшенi, тому його вiдокремлення вiд крайового

внеску може спиратися на вiдповiдний асимптотичний аналiз при великих

або малих товщинах мiшенi (порiвняно з характерною товщиною, на якiй

кут вiдхилення стає близьким до характерних кутiв випромiнення γ−1).

Корисним може бути також розкладення за ступенями вiдношення T/lf ,

де звичайним чином визначена довжина формування фотона [124,143,257]

lf =
2

ω (γ−2 + θ2)
, (4.199)

залежить, окрiм частоти фотона ω, ще й вiд кута випромiнення фотона

θ, а через нього, опосередковано, й вiд кута розсiяння електрона. У цьому

пiдроздiлi ми обговоримо вищезгаданi можливостi.

4.5.1. Поправка O(ω) до iнфрачервоної факторизацiйної тео-

реми. У лiмiтi малих ω експонента в (4.127a) може бути замiнена на оди-

ницю, пiсля чого iнтеграл за часом тривiально обчислюється, приводячи

до виразу (4.151). Iнтегрування за кутами випромiнення фотона тодi дає

dIBH

dω
=

2e2

π
F1(γχfi), (4.200)

де F1 визначається виразом (4.73a). Ця функцiя залежить лише вiд кiн-

цевого кута вiдхилення в одиницях оберненого Лоренц-фактора γχfi, де

χfi = |v⃗(∞)− v⃗(−∞)|.
Ситуацiя стає цiкавiшою, якщо ставити на метi обчислити поправку на-

ступного порядку до (4.200). Прямолiнiйний пiдхiд полягає у розкладаннi

амплiтуди випромiнення за ступенями ω шляхом лiнеаризацiї експоненти

в (4.127a):

eiωt−ik⃗·r⃗(t) = 1 + iω[t− n⃗ · r⃗(t)] +O(ω2).

Квадрат модуля вiдповiдної амплiтуди тодi дає дiйсну поправку O(ω2),

але iнтеграл за кутами вiд нєї розбiгається, роблячи такий пiдхiд безплi-

дним. Таким чином, в даному випадку не можна розкладати весь фазовий
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множник. Як буде показано нижче, розкладення dI/dω за межами лiмiту

iнфрачервоної факторизацiї починається з порядку O(ω).
Для розкладення спектра за ступенями ω краще пiдходить представле-

ння (4.143):

dI

dω
= ω

e2

π

∫ ∞
−∞

dt2

∫ t2

−∞

dt1
t2 − t1

×
({
γ−2+

1

2
[χ⃗(t2)−χ⃗(t1)]2

}
sinω [τ−|r⃗(t2)−r⃗(t1)|]− γ−2 sinω(1− v)τ

)
,

(4.201)

що мiстить структуру (4.126) в аргументi синуса. Для наших цiлей останню

зручнiше переписати як

vτ − |r⃗(t2)− r⃗(t1)| =
1

2v

{
1

τ

∫ t2

t1

dt [χ⃗f − χ⃗(t)] ·
∫ t2

t1

dt [χ⃗(t)− χ⃗i]

−
∫ t2

t1

dt [χ⃗f − χ⃗(t)] · [χ⃗(t)− χ⃗i]

}
. (4.202)

IЧ границя випливає з виразiв (4.201), (4.202) шляхом пiдстановки трає-

кторiї у виглядi кута [χ⃗(t < 0) = χ⃗i, χ⃗(t > 0) = χ⃗f ]:

dIBH

dω
= ω

e2

π

∫ ∞
0

dt2

∫ 0

−∞

dt1
t2 − t1

×
{[

γ−2 +
1

2
(χ⃗f − χ⃗i)2

]
sinω

[
(1− v)τ − t1t2

2vτ
χ2
fi

]
− γ−2 sinω(1− v)τ

}
.

(4.203)

Перехiд до змiнних τ = t2 − t1, w = t2/τ [4] спрощує останнiй вираз до

одноразового алгебраїчного iнтеграла, обчислення якого дає (4.200). Щоб

знайти поправку, таким чином, потрiбно вiдняти (4.203) вiд (4.201) та об-

числити рiзницю у лiмiтi ω → 0.

Для проведення розрахунку зручно видiлити скiнченний iнтервал по-

здовжньої координати або часу 0 < t < T , який цiлком вмiщує область

вiдхиляюго поля, так що за його межами можна покласти χ⃗(t 6 0) = χ⃗i,

χ⃗(t > T ) = χ⃗f . У подвiйному iнтегралi за часом тодi можна замiнити
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нижню межу для t2 на 0 i розбити iнтеграл за t1 на пару
∫ t2
−∞ dt1 . . . =∫ 0

−∞ dt1 . . .+
∫ t2
0 dt1 . . .:

dI

dω
− dIBH

dω
= I1 + I2

з

I1 = ω
e2

π

∫ ∞
0

dt2

∫ 0

−∞

dt1
t2 − t1

×

({
γ−2 +

1

2
[χ⃗(t2)− χ⃗i]2

}
sinω [τ − |r⃗(t2)− r⃗(t1)|]

−
{
γ−2 +

1

2
[χ⃗f − χ⃗i]2

}
sinω

[
(1− v)τ − t1t2

2vτ
χ2
fi

])
(4.204)

та

I2 = ω
e2

π

∫ ∞
0

dt2

∫ t2

0

dt1
t2 − t1

×
({
γ−2+

1

2
[χ⃗(t2)−χ⃗(t1)]2

}
sinω [τ − |r⃗(t2)− r⃗(t1)|]− γ−2 sinω(1− v)τ

)
.

(4.205)

В I1, згiдно до (4.202), нелiнiйна частина фази першого синуса може

бути записана як

vτ − |r⃗(t2)− r⃗(t1)|

=
1

2v

{
1

τ

(
−t1χ⃗fi +

∫ ∞
−∞

dtt
d

dt
χ⃗

)
·
(
t2χ⃗fi −

∫ ∞
−∞

dtt
d

dt
χ⃗

)

−
∫ ∞
−∞

dt [χ⃗f − χ⃗(t)] · [χ⃗(t)− χ⃗i]

}
= − t1t2

2vτ
χ2
fi +O

(
Tχ2

fi

)
, (4.206)

що виявляється близьким до такої ж частини у другому синусi. Будучи

подiленим на lf(ω), перший член у (4.206) все ще може не зникати при

T/lf → 0, оскiльки типовi t1, так само як i t2, зростають пропорцiйно до

lf(ω). Але ω t1t2
2vτχ

2
fi ∼ T

lf
γ2χ2

fi у цьому граничному випадку зникає. Отже,

вiдбувається повне скорочення двох останнiх рядкiв у виразi (4.204) при



278

t2 > T . У рiзницi цих членiв, що збiгається при t2 < T , можна зберегти у

фазi синусiв тiльки доданок ω(1− v)τ , пiсля чого отримуємо:

I1 ≃ ω
e2

2π

∫ ∞
0

dt2

∫ 0

−∞

dt1
t2 − t1

{
[χ⃗(t2)− χ⃗i]2 − [χ⃗f − χ⃗i]2

}
sinω(1− v)τ.

(4.207)

Тепер перехiд до змiнної iнтегрування s = ω(1− v)τ ,

I1 ≃ ω
e2

2π

∫ ∞
0

dt2

{
[χ⃗(t2)− χ⃗i]2 − [χ⃗f − χ⃗i]2

}∫ ∞
ω(1−v)t2

ds

s
sin s, (4.208)

демонструє, що цей внесок наближається до

I1 →
ω→0

ω
e2

4

∫ ∞
0

dt2

{
[χ⃗(t2)− χ⃗i]2 − [χ⃗f − χ⃗i]2

}
. (4.209)

В I2 головний внесок походить вiд
∫∞
T dt2

∫ T
0 dt1 . . . [адже

ω
∫ T
0 dt2

∫ t2
0 dt1 . . . = O(ω2), оскiльки на обмеженому промiжку iнте-

грування та при ω → 0 синус в пiдiнтегральному виразi теж можна

вважати пропорцiйним до ω]. Тут ми знову можемо лiнеаризувати фазу

(тепер завдяки тому, що для обмеженого t1 маємо ω t1t2
2vτχ

2
fi →ω→0

0), i в

граничому випадку ω → 0 отримуємо

I2 ≃ ω
e2

2π

∫ T

0

dt1 [χ⃗f − χ⃗(t1)]2
∫ ∞
T

dt2
t2 − t1

sinω(1− v)τ

= ω
e2

2π

∫ T

0

dt1 [χ⃗f − χ⃗(t1)]2
∫ ∞
ω(1−v)(T−t1)

ds

s
sin s

→
ω→0

ω
e2

4

∫ T

0

dt1 [χ⃗f − χ⃗(t1)]2 . (4.210)

Поєднуючи (4.209) та (4.210), i враховуючи тотожнiсть

(χ⃗− χ⃗i)2 + (χ⃗f − χ⃗)2 − (χ⃗f − χ⃗i)2 = −2(χ⃗f − χ⃗) · (χ⃗− χ⃗i),

приходимо до результату [3]

dI

dω
≃
ω→0

dIBH

dω
(γ|χ⃗f − χ⃗i|) + C1ω +O(ω2) (4.211)

з

C1 = −
e2

2

∫ ∞
−∞

dt[χ⃗(t)− χ⃗i] · [χ⃗f − χ⃗(t)]. (4.212)
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Тут нижня та верхня межi були замiненi на нескiнченностi, за припущення,

що пiдiнтегральний вираз достатньо швидко прямує до нуля при t < 0 i

t > T .

Аналiзуючи характер внескiв у Рiвн. (4.211), можна зазначити, що го-

ловний iнфрачервоний внесок (4.200), безумовно, належить до категорiї

крайових ефектiв, оскiльки об’ємнi внески взагалi зникають в лiмiтi ω → 0

[порiвн. з виразами (4.171), (4.187)]. Щодо IЧ-поправки наступного поряд-

ку C1ω, ситуацiя менш однозначна i залежить вiд характеру руху еле-

ктрона. Наприклад, у випадку ондуляторного випромiнювання, коли си-

ла, що дiє на електрон, має вигляд F⃗⊥(t) = F⃗0 cos
2πt
T1

в часовому iнтервалi

0 < t < NT1, де N ≫ 1 – число перiодiв коливань, маємо

C1

NT1
≃

N→∞
e2
(
F0T1
4πE

)2

. (4.213)

Оскiльки C1 ∝ N , цей внесок слiд вважати об’ємним. У iншому випадку

монотонного вiдхилення електрона, як у магнiтi довжини T (див. нижче

Роздiл 4.5.3.2), коефiцiєнт C1 зростає з ростом T кубiчно, i може бути по-

в’язаний зi внеском iнтерференцiї мiж краями поля.

У будь-якому випадку, отриману поправку, завдяки її простотi, можна

використовувати для точнiшого поєднання iнфрачервоної (або узагальне-

ної факторизацiйної) межi гальмiвного спектра з його поведiнкою при бiль-

ших ω, зондуючи внутрiшню частину мiшенi.

4.5.2. Радiацiйний формфактор у тонкiй аморфнiй пластин-

цi. Одним з важливих прикладiв роздiлення об’ємних та граничних ефе-

ктiв з категорiї недипольного випромiнювання є гальмiвне випромiнювання

при проходженнi електрона крiзь аморфну пластинку скiнченної товщини.

Крайовi ефекти при цьому можна видiлити навiть при порiвняно слабкому

розсiюваннi (тонка фольга). Дiйсно, внесок Бете-Гайтлера вiдповiдає ди-

польному наближенню, тобто враховує лише одноразовi розсiювання еле-

ктрона на малi кути, якi потiм усереднюються за розташуванням точок

розсiяння в мiшенi. Через те, що тут не виникає будь-якої iнтерференцiї
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мiж розсiяннями, цей внесок є пропорцiйним до T (див., наприклад, [479]).

Наближення ж наступного порядку (квадрупольне) враховує двоточковi

кореляцiї, тобто внески подвiйного розсiяння. Обчислюючи їх, пiсля вiдпо-

вiдного усереднення отримуємо нелiнiйну залежнiсть вiд T , що вiдображає

крайовi ефекти.

z

x

e-

amorphous

matter

T0

Χ

Рис. 4.18. Схема випромiнювання електрона, який проходить крiзь обме-

жену аморфну пластинку. В загальному випадку має мiсце iнтерференцiя

мiж фотонами, утвореними у внутрiшнiй та двох зовнiшнiх частинах пла-

стинки.

Таким чином, спочатку ми маємо обчислити спектр випромiнення еле-

ктрона при подвiйному розсiяннi на довiльнi кути χ⃗1 та χ⃗2. Позначивши

промiжок часу мiж розсiяннями як t21, подiбно до виразу (4.151), маємо

dI

dω
=

e2

π2

∫
d2θ

{[
θ⃗

γ−2 + θ2
− θ⃗ + χ⃗1

γ−2 + (θ⃗ + χ⃗1)2

]2

+

[
θ⃗ − χ⃗2

γ−2 + (θ⃗ − χ⃗2)2
− θ⃗

γ−2 + θ2

]2

+2

[
θ⃗

γ−2 + θ2
− θ⃗ + χ⃗1

γ−2 + (θ⃗ + χ⃗1)2

]

·

[
θ⃗ − χ⃗2

γ−2 + (θ⃗ − χ⃗2)2
− θ⃗

γ−2 + θ2

]
cos

ωt21
2γ2

(
1 + γ2θ2

)}
. (4.214)

Розкладаючи далi цей вираз по ступенях малих χ⃗, отримуємо:

θ⃗ − χ⃗
γ−2 + (θ⃗ − χ⃗)2

− θ⃗

γ−2 + θ2
≃

χ≪γ−1
2θ⃗

θ⃗ · χ⃗
(γ−2 + θ2)2

− χ⃗

γ−2 + θ2

+4θ⃗
(θ⃗ · χ⃗)2

(γ−2 + θ2)3
− θ⃗ χ2

(γ−2 + θ2)2
− 2χ⃗

θ⃗ · χ⃗
(γ−2 + θ2)2

, (4.215)
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де перший рядок – це дипольне наближення, а другий представляє квадру-

польний внесок. Вiдзначимо, що якщо вираз (4.215) усереднити за напрям-

ками χ⃗, то дипольний внесок зникає, а квадрупольний зводиться до

1

2π

∫
dφχ⃗

[
θ⃗ − χ⃗

γ−2 + (θ⃗ − χ⃗)2
− θ⃗

γ−2 + θ2

]
≃

χ≪γ−1
−2γ−2χ2 θ⃗

(γ−2 + θ2)3
. (4.216)

Функцiю (4.214) тепер потрiбно усереднити, використовуючи функцiю

розподiлу по χ⃗1, χ⃗2. У (4.216) це просто зводиться до замiни величини χ2

на χ2. Пiдстановка цього до (4.214) дає⟨
dI

dω

⟩
=

⟨
dI1
dω

⟩
+

⟨
dI2
dω

⟩
− 8e2

π

(
γ2χ2

1

)(
γ2χ2

2

)∫ ∞
0

dΘ2Θ2

(1 + Θ2)6
cos

ωt21
2γ2

(
1 + Θ2

)
,(4.217)

або [7]⟨
dI

dω

⟩
≃

Σ1,2≪1

(⟨
dI1
dω

⟩
+

⟨
dI2
dω

⟩){
1 +

3

5

1

Σ−21 + Σ−22

gqq

[
ω(t2 − t1)

2γ2

]}
,

(4.218)

з ⟨
dI1
dω

⟩
≃ 2e2

3π
Σ2

1

(
1− 3

10
Σ2

1

)
, (4.219)

gqq(ΩT ) = −20
∫ ∞
0

dΘ2Θ2

(1 + Θ2)6
cosΩT (1 + Θ2), gqq(0) = −1,

та Σ2
1,2 = γ2χ2

1,2.

Нарештi, щоб отримати спектр випромiнення в однорiднiй аморфнiй

пластинцi, потрiбно усереднити форму (4.218) по поздовжнiх кооордина-

тах точок розсiяння в пластинцi. При цьому
⟨
dI1
dω

⟩
та
⟨
dI2
dω

⟩
слiд брати в

дипольному наближеннi [без квадрупольної поправки у виразi (4.219)]. Це

забезпечує правильний лiмiт Бете-Гайтлера при ΩT → ∞ (який за своєю

суттю є дипольним), тодi як в iнфрачервоному граничному випадку пра-

вильнiсть (4.214) з квадрупольною точнiстю буде забезпечена автоматично

[див. нижче вираз (4.224)].

Усереднення можна провести, замiняючи Σ2
1,2 → dΣ2/dt1,2 та застосу-

вуючи до (4.218) операцiю 1
T

∫ T
0 dt2

∫ t2
0 dt1 (де 1

T

∫ T
0 – розподiл iмовiрностi



282

по координатi другого розсiяння, а за координатами точки першого розсi-

яння треба проiнтегрувати, а не усереднити, що дасть належне значення в

дипольному наближеннi):

dI

dω
≃ 2e2

3π

1

T

∫ T

0

dt2

∫ t2

0

dt1

{
dΣ2

dt1
+
dΣ2

dt2
+

3

5

dΣ2

dt1

dΣ2

dt2
gqq

[
ω(t2 − t1)

2γ2

]}
.

(4.220)

Для однорiдної мiшенi dΣ2/dt = Σ2/T , звiдки

dI

dω
≃ 2e2

3π
Σ2

{
1 +

3

5

Σ2

T 2

1

T

∫ T

0

dt2

∫ t2

0

dt1gqq

[
ω(t2 − t1)

2γ2

]}
=

2e2

3π
Σ2

{
1

− 12
Σ2

T

∫ ∞
0

dΘ2Θ2

(1 + Θ2)6
1

T 2

∫ T

0

dt2

∫ t2

0

dt1 cos
ω(t2 − t1)

2γ2
(1 + Θ2)

}

=
2e2

3π
Σ2

{
1− 24

(
2γ2

ωT

)2
Σ2

T

∫ ∞
0

dΘ2Θ2

(1 + Θ2)8
sin2

ωT (1 + Θ2)

4γ2

}
.

(4.221)

Цей результат можна компактнiше записати як

dI

dω
=

2e2

3π
γ2χ2

[
1− 3γ2χ2

10
Fq

(
ωT

2γ2

)
+O

(
γ4χ4

)]
, (4.222)

де функцiю

Fq(ΩT ) =
80

Ω2
T

∫ ∞
0

duu

(1 + u)8
sin2

[
ΩT

2
(1 + u)

]
, (4.223)

нормовану умовою Fq(0) = 1, можна розглядати як квадрупольний ра-

дiацiйний формфактор аморфної пластинки. Як можна переконатися, в

iнфрачервоному лiмiтi

dI

dω
→
ω→0

2e2

3π
γ2χ2

(
1− 3

10
γ2χ2

)
, (4.224)

що узгоджується iз виразом (4.219). При ΩT →∞, формфактор убуває як

Fq(ΩT ) ≃
ΩT→∞

20

21Ω2
T

.
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Рис. 4.19. Спектр випромiнення в слабко розсiюючiй аморфнiй пластинцi

(за умови γ2χ2 ≪ 1), побудований за формулами (4.222) та (4.223).

Поведiнка спектра (4.222), (4.223) проiлюстрована на Рис. 4.19. На вiд-

мiну вiд ЛПМ-пригнiчення у товстiй мiшенi, дiапазон частот, що пригнi-

чуються, тут не залежить вiд матерiалу мiшенi, i є обернено пропорцiйним

до її товщини T . Спiльною рисою з пригнiченням ЛПМ є те, що Fq > 0, а

отже,
∫∞
0 dΩTFq(ΩT ) ̸= 0, попри те, що

∫∞
0 dΩTgqq(ΩT ) = 0. Знов, це стає

можливим тому, що усереднення у квазiоднорiдному середовищi дозволяє

злиття точок розсiяння електрона: t1 → t2.

4.5.3. Випромiнювання у товстих мiшенях. Перейдемо тепер до

класу задач, у яких мiшень є товстою. Щоб виробити керiвний принцип для

видiлення граничних ефектiв для цього випадку, зауважимо перш за все,

що iнтерференцiя випромiнення вiд просторово роздiлених дiлянок вздовж

траєкторiї частинки є незначною, тому головний («об’ємний») внесок має

бути пропорцiйним до товщини мiшенi. Обчислюючи його та вiднiмаючи,

за визначенням отримаємо усi можливi крайовi внески.

Проте, крайовi внески, в свою чергу, теж можуть бути роздiленi на двi

пiдкатегорiї: однi з них просто вiдображають той факт, що спектральнi вне-

ски вiд околиць країв мiшенi вiдрiзняються вiд тих, що походять з глибини

внутрiшньої частини мiшенi. Такi внески повиннi бути незалежними вiд

товщини мiшенi. Iнший тип внескiв враховує iнтерференцiю мiж краями
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мiшенi, яка викликає коливання в спектрi з перiодом, залежним вiд тов-

щини мiшенi. Цi два типи крайових внескiв повиннi залежати вiд частоти

фотона на рiзних масштабах, i дану обставину можна використати для їх

роздiлення.

Далi ми спершу дослiдимо ефекти, пов’язанi з наявнiстю одного краю

мiшенi, на прикладi задачi про влiт електрона у напiвнескiнченний магнiт.

Пiсля цього будуть розглянутi ефекти iнтерференцiї границь для задачi

проходження електрона крiзь магнiт скiнченної довжини. Насамкiнець ми

дамо узагальнення принципу роздiлення спектральних масштабiв на будь-

якi задачi недипольного випромiнювання в скiнченних мiшенях.

4.5.3.1. Випромiнювання при вльотi електрона у напiвнескiн-

ченний магнiт. Щоб проiлюструвати особливостi випромiнювання при

наявностi одного краю мiшенi, розглянемо спочатку iдеалiзовану задачу,

коли електрон влiтає у напiвнескiнченну область, яка мiстить однорiдне

магнiтне поле. Траєкторiя електрона в цьому випадку складається з двох

частин: χ⃗(t) = 0 при t 6 0 та χ⃗(t) = a⃗t при t > 0. Пiдставляючи цю

залежнiсть до Рiвн. (4.133), отримуємо:

dI

dωd2θ
=
e2

π2

∣∣∣∣∣ θ⃗

i(γ−2 + θ2)
+
ω

2

∫ ∞
0

dt
(
θ⃗ − a⃗t

)
e
iω2

{
(γ−2+θ2)t−a⃗·θ⃗t2+a2

3 t
3
}∣∣∣∣∣

2

,

(4.225)

або, переходячи до змiнних s = γt/R та Ωs, що визначається виразом

(4.167):

dI

dωd2Θ
=
e2

π2

∣∣∣∣∣ Θ⃗

1 + Θ2
+ iΩs

∫ ∞
0

ds
(
Θ⃗− a⃗Rs

)
e
iΩs

{
(1+Θ2)s−Ra⃗·Θ⃗s2+ s3

3

}∣∣∣∣∣
2

.

(4.226)

Останнiй iнтеграл належить до категорiї неповних функцiй Ейрi [482].

Зразки кутових розподiлiв випромiнення для такої траєкторiї, побудо-

ваних за формулою (4.226), зображенi на Рис. 4.20 для рiзних Ωs (див.

також [483]). Свiтла смуга, що простягається до Θx = γθx → −∞, пред-

ставляє собою «об’ємне» синхротронне випромiнення, незалежне вiд θx,
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тодi як яскрава пляма навколо нульового значення θ⃗ представляє крайовi

ефекти. Крайовий розподiл випромiнення легко описати у двох граничних

випадках.
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Рис. 4.20. Кутовий розподiл випромiнення електрона, який влiтає у напiв-

нескiнченний магнiт. a). Ωs = 0.005; б). Ωs = 5.

При малих Ωs (див. Рис. 4.20a) рiвняння (4.226) можна представити

у виглядi:
dI

dωd2Θ
=
e2

π2

∣∣∣∣∣ Θ⃗

1 + Θ2
+ Ω1/3

s S⃗
(
Ω1/3
s Θ⃗

)∣∣∣∣∣
2

, (4.227)

з20

S⃗(Ψ⃗) = i

∫ ∞
0

ds′
(
Ψ⃗ + ˆ⃗exs

′
)
e
i
(
Ψ2s′+Ψxs

′2+ s′3
3

)
. (4.228)

Звiдси видно, що внесок вiд синхротронного випромiнення розподiляється

по широкому дiапазону кутiв Θ ∼ Ω
−1/3
s [порiвн. з виразом (4.174)], i спадає

за ступiнним законом при Ωs → 0, у той час як випромiнення вiд початкової

прямої лiнiї дає пiк незмiнної iнтенсивностi при Θ . 1:

dIb
dωd2Θ

≃
Ωs→0

∣∣∣∣∣ eπ Θ⃗

1 + Θ2

∣∣∣∣∣
2

. (4.229)

Тому останнiй може розглядатися як домiнуючий внесок вiд крайових ефе-

ктiв. Однак, iнтеграл вiд нього за кутами логарифмiчно розбiгався би при
20Iнтеграл (4.228) виражається через простi спецiальнi функцiї при Ψx = 0 або Ψy = 0.
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великих Θ, якби не обрiзався деструктивною iнтерференцiєю зi внеском вiд

синхротронного випромiнення, виникаючого при Θ & Ω
−1/3
s :

S⃗(Ψ⃗) ≃
|Ψ⃗|≫1

− Ψ⃗

Ψ2
.

Отже, в межах головної логарифмiчної точностi крайовий внесок до спе-

ктра, проiнтегрованого за кутами, можна обчислити за допомогою обрiзки

за порядком величини:

dIb
dω

≃
Ωs→0

2e2

π

∫ ∼Ω−1/3
s

0

dΘΘ3

(1 + Θ2)2
≃ 2e2

3π
ln

1

Ωs
. (4.230)

Логарифмiчна iнфрачервона сингулярнiсть, присутня у виразi (4.230), ана-

логiчна тiй, що має мiсце для гальмiвного випромiнення в скiнченнiй амор-

фнiй мiшенi [157], або для перехiдного випромiнення [79]. В загальному

випадку вона походить вiд прямої частини траєкторiї електрона, яка про-

стягається до нескiнченностi. Однак, як буде продемонстровано нижче, в

мiшенях, обмежених з обох бокiв, така розбiжнiсть зникає.

При великих Ωs (Рис. 4.20б) об’ємний внесок стає експоненцiйно ма-

лим [порiвн. з (4.173)], тодi як крайовий внесок можна отримати за допо-

могою подвiйного iнтегрування по частинах:

dI

dωd2θ
=
( e

2πω

)2 ∣∣∣∣∣
∫ ∞
−∞

dteiωt−ik⃗·r⃗(t)
d

dt

1

1− n⃗ · v⃗(t)
d

dt

[n⃗× v⃗(t)]
1− n⃗ · v⃗(t)

∣∣∣∣∣
2

. (4.231)

Тут ¨⃗v(t) = a⃗δ(t), тому домiнуючий внесок при великих ω походить вiд чле-

нiв, що мiстять дельта-функцiю, оскiльки вона замiнює швидко осцилюючу

експоненту на одиницю:

dIb
dωd2θ

≃
Ωs→∞

( e

2πω

)2{ [n⃗× a⃗]
(1− n⃗ · v⃗)2

+
[n⃗× v⃗]n⃗ · a⃗
(1− n⃗ · v⃗)3

}2

≃
( e

2πω

)2 [v⃗ × a⃗](
1

2γ2 +
θ2

2

)2 + [θ⃗ × v⃗]θ⃗ · a⃗(
1

2γ2 +
θ2

2

)3


2

. (4.232)

Iнтегрування цього виразу за θ⃗ дає

dIb
dω

=
dI

dω
− dIsyn

dω
=

14e2γ6

15πω2
a2. (4.233)
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Закон убування dI
dω ∼

ω→∞
ω−2 в скiнченному магнiтi з рiзкими краями

вперше був знайдений в [75]. Тут ми визначили коефiцiєнт для нього, а

також кутовий розподiл.

4.5.3.2. Випромiнювання в скiнченному магнiтi. Тепер ми го-

товi розглянути реалiстичнiшу задачу про випромiнювання швидкого еле-

ктрона, який пролiтає крiзь довгий, але скiнченний магнiт (наприклад,

одна вiдхиляюча секцiя з вiгглерної системи). Така проблема вивчалася

на загальних засадах в [75], наша ж мета буде полягати у вiдокремлен-

нi внескiв, пов’язаних з одним краєм та з iнтерференцiєю країв, на основi

асимптотики для довгого магнiту.

Позначимо розмiр областi квазiоднорiдного магнiтного поля (напруже-

нiстюH) через T (див. Рис. 4.21). Незважаючи на те, що при високiй енергiї

кiнцевий кут вiдхилення електрона χ = T/R, де R = E/eH – радiус ви-

кривленої частини траєкторiї електрона, є малим порiвняно з одиницею,

вiн може значно перевищувати характерний кут випромiнення γ−1,

X := γχ =
γT

R
≫ 1. (4.234)

Цього достатньо для формування випромiнення синхротронного типу.

Для обчислення спектра випромiнення в цьому випадку зручною є фор-

мула (4.143), де iнтегрування за кутами випромiнення фотона або за при-

цiльними параметрами вже проведено точно. Враховуючи те, що вона вiд-

повiдає iншiй калiбровцi, фiзичне походження особливостей iнтерферен-

цiї тут може бути дещо менш прозорим, однак формальна процедура вiд-

окремлення внескiв полегшується. Фiзичний змiст виникаючих при цьому

структур буде пояснено пiзнiше.

Парцiальнi iнтеграли. Якщо, як у Роздiлi 4.5.3.1, вибрати початок

вiдлiку часу спiвпадаючим з моментом вльоту електрона у магнiт, части-

ни траєкторiї електрона до, всерединi, та пiсля мiшенi описуватимуться

формулами

t 6 0 : χ⃗(t) = 0; (4.235a)
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Рис. 4.21. Схема випромiнення електрона, який проходить крiзь магнiт

скiнченної довжини. В загальному випадку iснує iнтерференцiя мiж фо-

тонами, якi випромiнюються всерединi та зовнi магнiту.

0 6 t 6 T : χ⃗(t) = a⃗t; (4.235b)

t > T : χ⃗(t) = a⃗T, (4.235c)

з |⃗a| = 1/R. Використовуючи їх, легко обчислити iнгредiєнти

[v⃗(t2)− v⃗(t2 − τ)]2 та vτ − |r⃗(t2)− r⃗(t2 − τ)| формули для спектра (4.143)

у кожному сегментi площини t1, t2. В результатi отримуємо 4 подвiйних

iнтеграли:
π

2e2
dI

dω
= Iei + Iie + Iii + Iee. (4.236)

Тут

Iei =
ω

2γ2

∫ T

0

dt2

∫ ∞
t2

dτ

τ

{(
1 +

γ2t22
2R2

)
sinω

[
(1− v)τ + t32

2R2

(
1

3
− t2

4τ

)]

− sinω(1− v)τ

}
(4.237)

описує iнтерференцiю мiж вхiдним краєм та внутрiшньою частиною [при

t1 6 0 6 t2 6 T величина χ⃗(t1) повинна обчислюватися за допомогою

виразу (4.235a), тодi як r⃗(t2) – за допомогою (4.235b)]. Завдяки симетрiї

магнiту вiдносно його центру,

Iie = Iei.

Внесок

Iii =
ω

2γ2

∫ T

0

dt2

∫ t2

0

dτ

τ

{(
1 +

γ2τ 2

2R2

)
sinω

[
(1− v)τ + τ 3

24R2

]
−sinω(1−v)τ

}
(4.238)
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утворюється цiлковито всерединi магнiту [при 0 6 t1 6 t2 6 T як χ⃗(t1),

так i χ⃗(t2) повиннi обчислюватися за формулою (4.235b)]. Нарештi,

Iee =
ω

2γ2

∫ ∞
T

dt2

∫ ∞
t2

dτ

τ

{(
1 +

γ2T 2

2R2

)

× sinω

[
(1− v)τ + T 2

2R2

(
t2 − 2T/3− (t2 − T/2)2

τ

)]

− sinω(1− v)τ

}
(4.239)

представляє собою iнтерференцiю мiж вхiдним та вихiдним кiнцями еле-

ктронної траекторiї [де χ⃗(t1) обчислюється за допомогою (4.235a), тодi як

χ⃗(t2) – за допомогою (4.235c)]. Подвiйний вхiдний та подвiйний вихiдний

внески до iнтеграла (4.143) зникають внаслiдок повного скорочення у пi-

дiнтегральному виразi.

Роздiлення масштабiв. Обчислення iнтегралiв (4.237)–(4.239) спро-

щується за умови (4.234) товстої мiшенi (тобто сильно недипольного випро-

мiнювання) та приводить до представлення

π

2e2
dI

dω
= XJsyn(Ωs) + 2Jedge(Ωs) + Jinterf(Ωs, X), (4.240)

де Ωs визначається виразом (4.167). Структура (4.240) органiзована за

принципом, сформульованим на початку Роздiлу 4.5.3: перший член, про-

порцiйний до товщини мiшенi та профiлю синхротронного спектра Jsyn(Ωs),

заданому рiвнянням (4.168), представляє собою «об’ємний» внесок. Другий

член, незалежний вiд X,

2Jedge(Ωs) = lim
X→∞

[
π

2e2
dI

dω
−XJsyn(Ωs)

]
,

є внеском вiд одного краю (коефiцiєнт 2 враховує наявнiсть двох таких

країв). Вiн може бути виражений, наприклад, одноразовим iнтегралом

2Jedge(Ωs) = (2Ωs)
2
3πGi

[
(2Ωs)

2
3

]
− 1

+

∫ ∞
1

dw

w − 3
4

{
1 + Ω

2
3
s

[
2

(
1− 3

4w

) 2
3

− w
(
1− 3

4w

)−1
3

]
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×πGi

(
Ω

2
3
sw

(
1− 3

4w

)−1
3

)}
− 2, (4.241)

який мiстить функцiю Скорера [417]

Gi(α) =
1

π

∫ ∞
0

dt sin

(
αt+

1

3
t3
)

≡ Bi(α)
∫ ∞
α

dzAi(z) + Ai(α)
∫ α

0

dzBi(z)

≡ 1

3
Bi(α)− α2

2π
1F2

(
1;

4

3
,
5

3
;
α3

9

)
,

яка задовольняє неоднорiдному рiвнянню Ейрi(
d2

dα2
− α

)
Gi(α) = −1

π
, Gi(α) →

α→+∞
0,

i природно виникає замiсть функцiї Ейрi Ai(α) в описi ефектiв вiд одного

краю.
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Рис. 4.22. Внесок випромiнення вiд одного рiзкого краю однорiдного ма-

гнiту, Jedge, Рiвн. (4.241). Логарифмiчне зростання при Ωs → 0 вiдповiдає

Рис. 4.20a та Рiвн. (4.230). «Хвiст» зi ступiнною поведiнкою при Ωs ≫ 1

вiдповiдає Рис. 4.20б.

Нарештi, третiй член у (4.240), що за побудовою зникає при X → ∞,

Ωs = const,

Jinterf(Ωs, X) →
X→∞,Ωs=const

0, (4.242)

представляє собою ефекти iнтерференцiї мiж краями. Вiн має структуру

Jinterf(Ωs, X) = 2A1

(
ΩsX

3
)
F⊥(ΩsX

2) + A2

(
ΩsX

3
)
, (4.243)
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Рис. 4.23. Двiчi логарифмiчний графiк спектра випромiнення в областi ви-

соких Ωs, при X = 30. Суцiльна крива – вираз (4.240). Штрихова – чиста

синхротронна компонента XJsyn. Пунктирна – ступiнна асимптотика 7
15Ω2

s
.

де формфактор власного поля електрона F⊥ визначається виразом

F⊥(z) = zK1(z), (4.244)

а «формфактори антени» мають вигляд [2]

A1 =
2

ΩsX3

∫ ∞
0

du

(1 + u)2

[
sin

ΩsX
3

3
(1 + u)− sin

ΩsX
3

2

(
2

3
+ u

)]
= cos

ΩsX
3

6
Ci
(
ΩsX

3

2

)
+ sin

ΩsX
3

6
si
(
ΩsX

3

2

)
− 2

3
Ci
(
ΩsX

3

3

)
, (4.245)

A2 =

∫ ∞
0

du

1 + u

[
cos

ΩsX
3

12
(1 + 3u)− cos

ΩsX
3

12
(1 + u)

+
2

1 + u
cos

ΩsX
3

12
(1 + u)3

]

= Ci
(
ΩsX

3

12

)
− cos

(
ΩsX

3

6

)
Ci
(
ΩsX

3

4

)
− sin

(
ΩsX

3

6

)
si
(
ΩsX

3

4

)
+
X

3
Re

{(
i
2Ωs

3

)1/3

Γ

(
−1
3
, i
ΩsX

3

12

)}
.

(4.246)

Функцiї (4.241), (4.245), (4.246) показанi на рисунках 4.22, 4.24. Розгля-

немо тепер їх властивостi.



292

5 10 15 20
Ws X 3

-0.2

-0.1

0.1

0.2

0.3

A j

Рис. 4.24. A1(ΩsX
3), штрихова крива, вираз (4.245). A2(ΩsX

3), штрих-

пунктирна крива, вираз (4.246). Jinterf = 2A1 + A2, суцiльна крива.

Внесок одного краю. Поведiнка спектра при типових Ωs. Вне-

сок Jedge частково вже був вивчений в пiдроздiлi 4.5.3.1, але iнтеграл (4.241)

дозволяє дослiдити цю величину при будь-яких Ωs, iз довiльною точнiстю.

З (4.241) ми виводимо його IЧ-асимптотику

2Jedge ≃ −1−
2

3
lnΩs + 2 ln 2− 2− 1

3
(ln 3 + 2γE), (4.247)

що в головному логарифмiчному наближеннi узгоджується з (4.230), та

УФ-асимптотику
dI

dω
≃

Ωs→∞

7e2

15πΩ2
s

, (4.248)

що узгоджується з (4.233). Оскiльки Jedge не є скрiзь позитивним [зокрема,

задовольняючи тотожностi
∫∞
0 dΩsJedge(Ωs) ≡ 0], вiн не представляє со-

бою незалежну iнтенсивнiсть випромiнення; скорiше, це крайовий ефект. З

цим застереженням, Jedge може розглядатися як аналог перехiдного випро-

мiнення, який виникає навiть за вiдсутностi атомної речовини. В даному

випадку, на вiдмiну вiд перехiдного випромiнювання, на границi мiшенi ви-

никає не стрибок швидкостi свiтла, а стрибок сили, яка дiє на електрон.

Тим не менш, це призводить до аналогiчних наслiдкiв, оскiльки пов’язано

з точкою неаналiтичностi в процесi формування випромiнення.

Слiд зазначити, що мiнiмум Jedge(Ωs) знаходиться поряд iз максиму-

мом Jsyn(Ωs) (порiвн. з Рис. 4.14), тодi як за абсолютною величиною
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2 |min Jedge| ≈ 0.24 < max Jsyn. Отже, при X ≫ 1 зменшення спектраль-

ного максимуму через крайовi ефекти (за рахунок посилення в IЧ та УФ

областях) є вiдносно незначним, хоча може бути помiтним (див. Рис. 4.23).

Внесок вiд iнтерференцiї країв та поведiнка при малих ω. При

ΩsX
3 ≫ 1 внесок A1 демонструє осциляцiйну поведiнку

A1 ≃
ΩsX3≫1

2

(ΩsX3)2
cos

ΩsX
3

3
,

яка вiдображає iнтерференцiю мiж фотонами, утвореними протягом вели-

ких промiжкiв часу у контактi з початковою або кiнцевою електронною

лiнiєю (два електрон-фотонних струменя), i фотонами, утвореними за ко-

роткi промiжки часу в околицях точок неаналiтичностi на краях мiше-

нi (мiжструменеве випромiнення). Цi осциляцiї поступово пригнiчуються

експоненцiйно спадаючим множником (4.244), тобто когерентнiсть врештi

решт втрачається. Множник (4.244) збiгається з розкладенням Фур’є попе-

речної складової електричного або магнiтного поля пролiтаючого електро-

на E⊥(b, z, t) = Zeγb

[b2+γ2(z−vt)2]3/2
, а саме:

∫ ∞
−∞

dteiωtE⊥(b, 0, t) =
2Ze

vb
F⊥

(
ωb

vγ

)
, (4.249)

де в ультрарелятивiстському випадку v → 1. Тому його iнтерпретацiя, що

найбiльш природно виникає у представленнi прицiльних параметрiв, є ана-

логiчною до вiдповiдної iнтерпретацiї випромiнювання при подвiйному роз-

сiяннi електрона [4] (див. Рис. 4.25).

У випадку випромiнювання в магнiтi слiд ще мати на увазi, що синхро-

троннi фотони всерединi магнiту вiдриваються при ненульовому прицiль-

ному параметрi по вiдношенню до електрона (див. Рис. 4.12a), задоволь-

няючому Рiвн. (4.158), тобто

∆xsyn = ξx/ω ∼ R1/3ω−2/3.

При малих ω ця величина є великою, але зi збiльшенням ω стає меншою за
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рiзницю прицiльних параметрiв при вльотi i вильотi електрона з магнiту:

bi =

∣∣∣∣∫ T

0

dt [χ⃗(t)− χ⃗i]
∣∣∣∣ = T 2

2R
, (4.250)

або

bf =

∣∣∣∣∫ T

0

dt [χ⃗f − χ⃗(t)]
∣∣∣∣ = T 2

2R
, (4.251)

якi не залежать вiд ω. Це трапляється при ∆xsyn ≪ bi, bf , тобто ΩsX
3 ≫ 1,

що є саме тiєю спектральною областю, де сконцентрованi осциляцiї A1.

Тодi bi та bf стають достатньо чiтко визначеними, завдяки чому амплiтуда

власного поля електрона (4.249) видiляється у виглядi множника при b→
bi або bf , а її експоненцiйне убування при великих ω пригнiчує спектральнi

коливання.

Походження масштабу ΩsX
3 можна зрозумiти також з погляду пред-

ставлення (4.143), (4.126). У цьому випадку, якщо покласти γ →∞, пока-

зник експоненти та передекспоненцiйний множник залежать вiд комбiна-

цiй, що за порядком величини дорiвнюють ∼ ω
∫ T
0 dtχ2 ∼ ΩsX

3.

Внесок A2 залежить вiд тiєї ж величини ΩsX
3, але не мiстить вищезга-

даних коливань. Вiн убуває за швидшим ступiнним законом:

A2 ≃
ΩsX3≫1

256

(ΩsX3)3
cos

ΩsX
3

12
,

i не мiстить експоненцiйного множника. Це зумовлено вiдмiннiстю його

фiзичного походження – вiн вiдповiдає iнтерференцiї мiж двома внесками

мiжструменевого випромiнення, сформованими на рiзних краях мiшенi.21

У той час як при великих ΩsX
3 компонента Jinterf є вiдносно малою,

при ΩsX
3 ≪ 1 вона вiдiграє ключову роль. Iнфрачервоне асимптотичне

розкладення A1

A1 ≃
1

3

(
γE − 3 ln 2 + 2 ln 3 + lnΩsX

3
)
− πΩsX

3

12
, (4.252)

21У даному випадку A2, на вiдмiну вiд A1, не мiстить iнфрачервоної розбiжностi [див. вираз (4.253)

нижче]. Проте, в iнших подiбних задачах, таких як про випромiнювання при подвiйному розсiяннi

електрона на великi кути [4], навпаки, A2 може мiстити IЧ розбiжнiсть, тодi як A1 – залишатися обме-

женим. Насправдi, при ΩsX
3 → 0, коли lχ(ω) & l0(ω), струменево-мiжструменевий та мiжструменево-

мiжструменевий внески фiзично не вiдокремлюються.
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логарифмiчно розбiгається, а асимптотика

A2 ≃ 2− ln 3− 31/6

22/3
Γ(2/3)Ω1/3

s X +
πΩsX

3

12
(4.253)

мiстить нецiлочисельну ступiнну залежнiсть Ω
1/3
s . Згадана логарифмiчна

розбiжнiсть точно скорочується з подiбною розбiжнiстю Jedge, присутньою

у виразi (4.247), i в поєднаннi з XJsyn, доданки, пропорцiйнi Ω1/3
s , теж ско-

рочуються:

XJsyn + 2Jedge + 2A1 + A2 ≃ 2 ln 2X − 1− πΩsX
3

12
. (4.254)

Це вiдповiдає IЧ асимптотицi (4.211), (4.212) з коефiцiєнтом C1 = −e2χ2T
12

при поправцi, лiнiйнiй по частотi, який також можна безпосередньо обчи-

слити з виразу (4.212) [χ⃗(t) = a⃗t]:

C1 = −
e2a2

2

∫ T

0

dtt(T − t) = −e
2χ2T

12
. (4.255)

Важливiсть крайових внескiв на практицi полягає в тому, що вони до-

мiнують як при великих, так i при малих ω, де «об’ємний» внесок зникає.

Варто вiдзначити, що подiбна проблема виникає також для випромiню-

вання при проходженнi електрона крiзь тонкий кристал (порiвн., напри-

клад, з [484]), особливо коли електрон, що проходить крiзь мiжплощинний

канал, практично зберiгає свiй прицiльний параметр, таким чином зазнаю-

чи впливу постiйної поперечної сили. У цьому випадку краї мiшенi є рiзкi-

шими, нiж у лабораторних магнiтiв. Однак, при цьому виникає додаткова

потреба в усередненнi за прицiльними параметрами електрона.

4.5.3.3. Роздiлення об’ємних та крайових внескiв для довiль-

них мiшеней. На конкретних прикладах недипольного випромiнювання

в рiзних обмежених мiшенях ми бачили, що їх спектри мають подiбну стру-

ктуру. Це свiдчить про iснування унiверсальної властивостi розкладення

недипольних спектрiв. Опишемо її тепер для загального випадку.

Перш за все, щоб видiлити крайовi ефекти, потрiбно дотримуватися

асимптотичного пiдходу, намiченого на початку Роздiлу 4.5.3: формально
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розширювати мiшень (тобто збiльшувати її розмiр T до нескiнченностi,

залишаючи деякi iншi параметри фiксованими), i виокремити в спектрi

«об’ємний» доданок:
dI

dω
=
dIvol

dω
+
dIb
dω

, (4.256)

де dIb/dω
dIvol/dω

→
T→∞,ω=const

0. У випадку однорiдного поля всерединi магнiту ця

властивiсть виконувалася, оскiльки у знаменнику dIvol
dω ∝ T → ∞ [перший

член виразу (4.240)]. Пропорцiйнiсть до T має мiсце для будь-якої однорi-

дної мiшенi, але, в принципi, мiшень може бути i неоднорiдною на великих

масштабах.

Iз загально-фiзичних мiркувань ми очiкуємо, що dIvol/dω генерується

«локально» (тобто на дiлянках простору, значно менших за T ). Саме тому

цей внесок є пропорцiйним до T , але звiдси також випливає, що вiн має

залежати вiд ω виключно через вiдношення

τ(χ ∼ γ−1)/l0(ω), (4.257)

де τ(χ ∼ γ−1) – це час (або довжина), за який кут вiдхилення електрона

досягає величини характерного кута випромiнення γ−1. Остання довжи-

на фактично вiдiграє роль довжини когерентностi зовнiшнього поля (на

вiдмiну вiд залежної вiд ω довжини формування фотона l0), так що на

бiльших часових масштабах, взагалi кажучи, когерентнiсть випромiнення

руйнується.

Решта ж dIb/dω, що враховує крайовi ефекти, теж залежить вiд вiдно-

шення (4.257), але, крiм того, вона може залежати ще й вiд вiдношення

T/lχ(ω), (4.258)

де

lχ(ω) =
2

ωχ2
. (4.259)

Останнiй масштаб можна отримати iз загального виразу (4.199) шляхом

замiни θ → χ, оскiльки мiжструменевий iнтервал кутiв заповнений менш
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iнтенсивним, але в цiлому не менш важливим випромiненням. Слiд зазна-

чити, що струменевi та мiжструменевi фотони можуть iнтерферувати, але

iнтерференцiйна довжина дорiвнює найменшiй серед довжин їх формува-

ння, тобто lχ. Залежнiсть dIb/dω вiд таких рiзних масштабiв завжди може

бути виражена в адитивнiй формi:

dIb
dω

= 2
dI1b
dω

(
τ(χ ∼ γ−1)

l0(ω)

)
+
dIbb
dω

(
T

lχ(ω)

)
, (4.260)

де dI1b/dω не залежить вiд великих кутiв вiдхилення, сукупно позначених

як χ, а dIbb/dω не залежить вiд γ.

A1

bi

T
ΧpΓ

-1
Γ
-1

l0HΩL

l¦HΩL

F¦
l Χ HΩL

(а)

A2

T

l Χ HΩL

l Χ HΩL

(б)

Рис. 4.25. а). Графiчна iлюстрацiя формування внеску струменево-

мiжструменевої iнтерференцiї A1 та його модулюючого формфактора F⊥.

Умовою iнтерференцiї мiж колiнеарними та неколiнеарними фотонами,

окрiм спiвпадiння напрямкiв випромiнювання, є спiвпадiння прицiльних

параметрiв l⊥(ω) = γ/ω та bi ∼ Tχ. Iснує також перехресна дiаграма, у якiй

неколiнеарнi фотони випромiнюються у першiй вершинi розсiяння, а колi-

неарнi – з кiнцевої електронної лiнiї. б). Те саме для внеску мiжструменево-

мiжструменевої iнтерференцiї A2.

Точнiше, виявляється, що dIbb/dω все ще мiстить слабку залежнiсть вiд

γ, i у загальному випадку виражається як

dIbb
dω

=
2e2

π

[
2A1

(
ωTχ2

2

)
F⊥

(
ωTχ

γ

)
+ A2

(
ωTχ2

2

)]
, (4.261)
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де осцилюючi функцiї A1, A2 представляють «квазiантеннi» формфакто-

ри. Така структура фiзично виникає так, як це було пояснено в пiдроздiлi

4.5.3.1 та на Рис. 4.25. Компонента A1 вiдповiдає iнтерференцiї струме-

невого та мiжструменевого випромiнення, а оскiльки мiжструменевi фо-

тони утворюються у вiдносно невеликiй околицi границь мiшенi, A1 мо-

дулюється формфактором власного поля електрона F⊥, який є монотон-

но спадаючою функцiєю. Що ж стосується внеску A2, вiн вiдповiдає iн-

терференцiї мiжструменевого та iншого мiжструменевого випромiнення, а

оскiльки мiжструменевi фотони, на вiдмiну вiд внутрiшньо-струменевих,

випромiнюються у широкому дiапазонi кутiв, це не потребує модулюючого

множника, залежного вiд прицiльного параметра. Також корисно пам’я-

тати iнтерпретацiю, згiдно з якою A1 i A2 у виразi (4.261) не залежать

вiд Лоренц-фактора, адже при малих ω достатньо викривлена траєкторiя

електрона дiє як «антена».

Взагалi кажучи, внески окремих країв та внесок вiд iнтерференцiї мiж

краями логарифмiчно розбiгаються: dI1b
dω ,

dIbb
dω ∼

ω→0
± ln 1

ω (порiвн., напри-

клад, з [157]), але у їх сумi розбiжнiсть скорочується [подiбно до виразу

(4.254)]. При бiльших ω концепцiя антени порушується, i Лоренц-фактор

електрона вступає у гру.

Якщо два краї мiшенi не є еквiвалентними, то в (4.261) коефiцiєнт 2 в

A1 потрiбно замiнити сумою за краями: 2A1 → A1i+A1f . Вiдповiднi внески

при ωTχ2 ≫ 1 осцилюють як

A1i ∼
(

T

ωχ2

)n
cos

{
ω

2

∫ T

0

dt [χ⃗(t)− χ⃗i]2
}
, (4.262)

A1f ∼
(

T

ωχ2

)n
cos

{
ω

2

∫ T

0

dt [χ⃗f − χ⃗(t)]2
}
. (4.263)

Якщо мiшень мiстить декiлька шарiв речовини або поля, то A1 потрiбно

просумувати за усiма краями, а A2 – за усiма комбiнацiями країв.

Наведенi формули стосуються випадку, коли краї мiшенi є рiзкими. Для
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врахування їх ненульової ширини ∆T потрiбно зробити замiну

dI1b
dω
→ dI1b

dω
Fedge(ω∆T/γ

2) (4.264)

iз додатковим формфактором Fedge, в той час як внески dIvol/dω, dIbb/dω

зберiгають ту ж саму структуру.

Нарештi, якщо траєкторiї випромiнюючого електрона в мiшенi є випад-

ковими, спектр потрiбно усереднити за ними, як у випадку гальмiвного

випромiнювання у шарi аморфної речовини. У цьому випадку кiнцевий

кут вiдхилення електрона, вiд якого залежить перiод осциляцiй величини

A1, теж є випадковим. Усереднення за ним згладить осциляцiї, i на великих

масштабах може зникнути потреба у модулюючому формфакторi F⊥, який

тодi можна покласти рiвним одиницi.

4.6. Висновки до Роздiлу 4

Важливiсть дослiдження жорсткого випромiнювання вiд релятивiст-

ських електронiв важко переоцiнити, оскiльки воно може надавати iнфор-

мацiю про середовища так само, як видиме свiтло у повсякденному життi,

а окрiм цього, модифiкувати мiшенi так само, як пучки заряджених части-

нок, i навiть краще, оскiльки має вищу проникну здатнiсть i може переда-

вати бiльший кутовий момент. Окрiм поляризацiї самих електромагнiтних

хвиль, при випромiнюваннi релятивiстським електроном важливу роль вi-

дiграє спiн електрона, навiть якщо спiновi стани i не спостерiгаються в

експериментах. Для опису кутового розподiлу гальмiвного випромiнення

вiд релятивiстських електронiв (за припущення про факторизацiю розсi-

яння та випромiнення) автором було розроблено новий пiдхiд (на основi

методу стереографiчної проекцiї), який, зокрема, приводить до висновку,

що загальна структура диференцiальної ймовiрностi випромiнення фотона

визначається унiверсальним тензором G, залежним вiд кута випромiнення

[Рiвн. (4.35), (4.113)]. З урахуванням недипольностi випромiнювання, було

запроваджено повну систему радiацiйних формфакторiв для поляризова-
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ного спектра, а з урахуванням кулонiвського характеру розсiяння в атомнiй

речовинi – встановлено зв’язок мiж двома, взагалi кажучи, феноменологi-

чними параметрами X0 та χa [Рiвн. (4.89)].

Навiть коли факторизацiя актiв розсiяння та випромiнення порушує-

ться внаслiдок значної поздовжньої протяжностi зовнiшнього поля (Розд.

4.2), виявляється можливим узагальнити структуру матричного елементу

та диференцiального перерiзу, внаслiдок чого замiсть iмпульсу, переданого

з боку зовнiшнього поля, виникає iнтеграл вздовж траєкторiї електрона,

залежний вiд частоти фотона. Фундаментальне значення має той факт,

що пiсля iнтегрування за кутами випромiнення фотона поперечна когерен-

тнiсть у хвильовiй функцiї електрона зникає, i рiзнi траєкторiї електрона

не iнтерферують. З погляду опису явища радiацiйного гальмування еле-

ктрона у зовнiшньому полi важливо, що в квантовiй теорiї послiдовно за-

довольняються вимоги збереження енергiї та iмпульсу, з урахуванням вiд-

дачi фотона, хоча з iншого боку, радiацiйнi втрати енергiї вiд цього стають

нелокальними.

Втiм, для багатьох ефектiв формування спектрiв випромiнення вiдда-

ча фотона не є принциповою, i їх сутнiсть достатньо добре проявляється

на прикладах з класичної електродинамiки (Розд. 4.3–4.5). При цьому слiд

розрiзняти типи когерентностi, яким вiдповiдають рiзнi довжини форму-

вання. Наприклад, при дипольному випромiнюваннi, це – поздовжня коге-

рентнiсть, i вiдповiдна «вiльна» довжина формування фотона. Навiть якщо

когерентнiсть проявляється в iнтерференцiйних ефектах, якi за своєю сут-

тю потребують виходу за межi дипольного наближення (як це має мiсце для

гальмiвного випромiнення на тонкiй пластинцi), довжина когерентностi мо-

же все ще дорiвнювати l0. У випадку сильно недипольного випромiнення

(Розд. 4.5.3), кути вiдхилення частинки стають бiльшими за типовi кути

випромiнення. Тому з’являються струменi випромiнення, хоча разом з тим

залишається i iстотна мiжструменева компонента. До того ж цi компоненти

можуть iнтерферувати мiж собою в представленнi прицiльних параметрiв
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(Рис. 4.25), а на найнижчих частотах випромiнення перестає залежати вiд

Лоренц-фактора електрона, що виражається концепцiєю «антени». Подiбнi

явища є типовими для будь-якої обмеженої мiшенi, оскiльки виникають на

її границях.

Суттєвими для практики є також питання усереднення. Найпростiшим,

але нетривiальним прикладом є усереднення по багаторазовому розсiянню

в аморфнiй речовинi (Розд. 4.4.2). Автором було показано, що ця процеду-

ра спрощується, якщо використовувати формулу для спектра, точно про-

iнтегрованого за кутами (що в однорiдному середовищi виражається через

одноразовий iнтеграл), та згортати його з просторово-кутовим розподiлом,

обчисленим в Роздiлi 2. При цьому вiдтворюється вiдомий результат Ми-

гдала. З iншого боку, був розвинутий спрощений пiдхiд до усереднення,

коли квадрат рiзницi кутiв вiдхилення та часова затримка мiж рiзними

точками траєкторiї окремо усереднюються та пiдставляються до загаль-

ної формули для спектра випромiнення (Розд. 4.4.2.2, 4.4.3). Такий пiд-

хiд дозволяє швидко отримувати якiсно правильнi результати, зазвичай iз

прийнятною точнiстю.

Питання, розглянутi в цьому Роздiлi не вичерпують всiх важливих про-

блем теорiї випромiнення вiд ультра-релятивiстських електронiв. Зокрема,

через обмеження на обсяг дисертацiї, залишилися невисвiтленими дослi-

джуванi автором задачi про випромiнення при проходженнi швидких еле-

ктронiв крiзь кристали [1,14,15,17–19], багатофотоннi ефекти [6,8,9], коле-

ктивне випромiнювання електронних пучкiв та лазери на вiльних електро-

нах.
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ВИСНОВКИ

На завершення, варто ще раз наголосити, що теорiя фiзичних процесiв

в речовинi при високих енергiях тiсно пов’язана з iнструментарiєм суча-

сної експериментальної фiзики, а з iншого боку, слугує лабораторiєю для

розвитку методiв розрахунку адронних процесiв, якi дослiджуються на пе-

редньому краї фундаментальної фiзики, i фiзичної кiнетики в твердих тi-

лах, яка має першорядне прикладне значення. Електродинамiка за своєю

структурою простiша вiд теорiї сильних взаємодiй мiж адронами, а висока

енергiя дозволяє використовувати такi спрощення як одночастинковий ха-

рактер динамiки швидких частинок, квазi-прямолiнiйний пролiт крiзь тон-

кi мiшенi, масштабна iнварiантнiсть народження ультра-релятивiстських

частинок, тощо. Для опису взаємодiї швидких частинок з найбiльш ши-

роко застосовуваними кристалами кремнiю, прийнятним є значно спрощу-

юче наближення параболiчного мiжплощинного безперервного потенцiалу.

Малий рiвномiрний згин кристала можна представити як дiю лiнеаризо-

ваного вiдцентрового потенцiалу. Разом з тим, не бракує i ускладнючих

аспектiв. З них, динамiка руху в реалiстичних безперервних потенцiалах

кристалiв i випадкове багаторазове розсiювання не становляють принципо-

вої проблеми для розрахунку на комп’ютерi. Натомiсть, квантовi ефекти i

багатофотонне випромiнювання здатнi створити суттєвi складнощi навiть

для комп’ютерного моделювання.

Сучасний розвиток теорiї привiв до утворення декiлькох нових конце-

пцiй, що були викладенi в дисертацiї на рiзних прикладах:

• Незважаючи на те, що процеси за участю ультра-релятивiстських

частинок вiдбуваються дуже швидко, часовi аспекти динамiки мо-

жуть вiдiгравати в них суттєву роль. Наприклад, при проходженнi

крiзь зiгнутий кристал, часова затримка радiальної компоненти ру-
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ху означає поворот пучка в бiк згину, тодi як часове випередження

– вiдхилення в бiк, протилежний згину (об’ємне вiдбиття). В тео-

рiї випромiнювання часова затримка чи випередження частинки в

мiшенi вiдносно асимптоти траєкторiї у виглядi кута визначає на-

хил спектру при малих ω. Незалежне усереднення часової затримки

електрона також лежить в основi методу спрощеного усереднення

спектрiв випромiнення.

• Незважаючи на те, що поперечнi просторовi вiдхилення для ультра-

релятивiстських частинок теж є малими, вони виявляються важли-

вими в деяких процесах – наприклад, в теорiї розсiяння поверхнями,

нахиленими пiд малим кутом до пучка (дифузiя як вглиб речовини,

так i назад до поверхнi), а також в теорiї площинного деканалю-

вання позитивно заряджених частинок (стохастична динамiка мiж

сильно розсiюючими атомними площинами), i для опису iнтерфе-

ренцiйних явищ у випромiненнi, оскiльки фотони вiдриваються вiд

електрона на скiнченнiй поперечнiй вiдстанi.

• Враховуючи, що речовина складається з атомiв, якi дiють на про-

лiтаючi зарядженi частинки як екранованi кулонiвськi поля майже

точкових ядер, важливо достатньо точно описувати їх екранування.

Фiзична реалiзацiя екранування вiдрiзняється для процесiв розсiя-

ння та випромiнення, проте, цю рiзницю можна точно обчислити в

наближеннi, наступному за головним логарифмiчним, i описувати

ефекти атомного екранування єдиним чином.

Нижче наведено перелiк основних результатiв, вперше здобутих авто-

ром та вiдображених в цiй дисертацiї (в порядку їх викладення в основнiй

частинi).

1. Для характеристики розсiяння швидкої зарядженої частинки на

атомi запроваджено два залежних вiд потенцiалу атома параметри,

що визначають жорстке розсiяння (перед-резерфордiвську асимпто-

тику), та один параметр, що характеризує багаторазове розсiюван-
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ня в атомнiй речовинi з таких атомiв. Доведено, що через останню

величину як в пертурбативному, так i в квазiкласичному режимах

виражається iмпульс екранування в теорiї багаторазового розсiюва-

ння Мольєра. Для класичного розсiяння на атомi доведено iснуван-

ня скейлiнгу, загальнiшого за скейлiнг Лiндхарда-Нiльсен-Шарфа.

Для експоненцiйно екранованого потенцiалу розсiяння обчислено

диференцiальний перерiз високоенергетичного розсiяння в 3-му бор-

нiвському наближеннi.

2. В теорiї багаторазового кулонiвського розсiювання при проходжен-

нi швидкої зарядженої частинки крiзь аморфну речовину за допо-

могою деформування контуру iнтегрування в комплексну площину

отримано роздiлення функцiї розподiлу частинок за кутами розсi-

яння на м’яку та напiвжорстку компоненти. Остання з них опи-

сує кратне i багаторазове резерфордiвське розсiяння та є важли-

вою в промiжнiй областi кутiв. Встановлено, що повна кiлькiсть на-

пiвжорстко розсiяних частинок складає 10-30%, тобто не є малою.

Дослiджено область багаторазових жорстких розсiянь для функцiї

розподiлу, промiжну мiж областю гауссiвського наближення та ре-

зерфордiвською асимптотикою.

3. Обчислено просторово-кутовi розподiли частинок в однорiднiй

аморфнiй речовинi, включно з розподiлом по поздовжнiй коорди-

натi. Знайдено сумiсний розподiл по куту вiдхилення та абсолютнiй

величинi радiус-вектора частинки, потрiбний для розрахунку спе-

ктра супровiдного випромiнення. Показано, що з цього розподiлу

можна легко отримати спектр Ландау-Померанчука-Мигдала.

4. Точно розв’язана задача про розсiяння швидкої частинки при па-

дiннi пiд малим кутом на ланцюжок статичних атомiв (екранованих

кулонiвських полiв). Проведено строге роздiлення внескiв усередне-

ного потенцiалу ланцюжка та некогерентного розсiяння. Доведено,

що для некогерентного внеску роль екранування окремих кулонiв-
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ських полiв вiдiграє проекцiя вiдстанi мiж ядрами на площину при-

цiльних параметрiв. Показано, що некогерентне розсiяння є анiзо-

тропним в наближеннi, наступному за головним логарифмiчним.

5. Розглянуто розсiяння швидкої зарядженої частинки на атомнiй пло-

щинi, яка складається з перiодично розташованих атомних лан-

цюжкiв (“string of strings”). Теоретично сформульована умова опти-

мальної площинної орiєнтацiї кристала, при якiй прояви ланцюжкiв

по рiзних напрямках мiнiмiзуються. Оцiнено залишковi ефекти вiд

окремих струн, що присутнi навiть у оптимальнiй площиннiй орiєн-

тацiї, та їх вплив на некогерентне багаторазове розсiювання.

6. Розвинуто опис багаторазового розсiювання на випадковiй сукупно-

стi паралельних ланцюжкiв (doughnut scattering). Для кiнетично-

го рiвняння дифузiйного типу з урахуванням просторової конвекцiї

отримано розв’язок задачi Кошi у виглядi розкладення за функцiя-

ми Матьє. Знайдено асимптотику просторового розподiлу на пiзнiй

стадiї еволюцiї, яка виявляється гауссiвською зi зсувом, але пока-

зник ступiнного закону розширення є меншим, анiж у аморфнiй

речовинi. При цьому швидкiсть дифузiї виявляється тим меншою,

чим бiльшим є коефiцiєнт дифузiї. Таким чином, доведено пригнi-

чення просторової дифузiї для даного процесу.

7. Запропоновано наближений пiдхiд в теорiї площинного деканалю-

вання, який дозволяє вийти за рамки наближення статистичної рiв-

новаги. Показано, що в результатi виходу довжина деканалювання

набуває суттєвих добавок, а початкова стадiя деканалювання якiсно

змiнюється.

8. Побудовано аналiтичну теорiю об’ємного вiдбиття для позитивно-

та негативно-заряджених частинок в зiгнутому кристалi. Для кри-

стала з мiжплощинним потенцiалом загального вигляду знайдено

середнiй кут вiдхилення, а також кутовi розподiли вiдбитого пучка.

Обчислено вiдмiннiсть кiлькостi ядерних взаємодiй при об’ємному
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вiдбиттi вiд її значення в аморфнiй мiшенi або в «аморфно орiєнто-

ваному» прямому кристалi тiєї ж товщини.

9. В теорiї випромiнювання при розсiяннi релятивiстського електро-

на на мiкроскопiчнiй мiшенi дослiджено ефекти недипольностi та

просторової протяжностi, обчислено ступiнь поляризацiї випромi-

нення. Запропоновано використання стереографiчної проекцiї для

опису поведiнки кутових розподiлiв поляризацiї.

10. Отримано формулу, яка пов’язує мольєрiвський кут та радiацiйну

довжину з урахуванням кулонiвського характеру розсiювання еле-

ктрона на атомах, в наближеннi, наступному за головним логари-

фмiчним.

11. Запропоновано представлення для спектру електромагнiтного ви-

промiнювання, що має форму спiввiдношення унiтарностi.

12. Для спектру випромiнення в однорiдному квазi-безкiнечному сере-

довищi отримано асимптотичнi розкладення при великих та при ма-

лих частотах фотонiв. Показано, що у випадку аномальної дифузiї

поведiнка спектру на високих частотах є ступiнною.

13. Отримано лiнiйну по частотi поправку до iнфрачервоної фа-

кторизацiйної теореми для спектру випромiнення вiд ультра-

релятивiстського електрона, який розсiюється у довiльному зовнi-

шньому полi. Ця поправка виявляється залежною вiд траєкторiї

електрона всерединi мiшенi.

14. Розв’язано задачу про пригнiчення гальмiвного випромiнювання в

аморфнiй мiшенi, коли середньоквадратичний кут вiдхилення є не-

великим порiвняно з оберненим Лоренц-фактором (тобто за умови,

протилежної ефекту ЛПМ). Здобуто формулу, що описує пригнiче-

ння спектру i мiстить квадрупольний формфактор.

15. Побудовано загальну теорiю крайових ефектiв для спектрiв випро-

мiнювання ультра-релятивiстських електронiв в мiшенях скiнчен-

ної товщини. Сформульовано принцип розкладення за масштабами
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для довiльного спектра випромiнення в умовах сильної недипольно-

стi. Розглянуто проведення такого роздiлення для двох конкретних

випадкiв: випромiнення при дворазовому розсiяннi та випромiнен-

ня при проходженнi крiзь скiнченний однорiдний магнiт. Для по-

яснення його структури введено поняття iнтерференцiї струменiв

випромiнення та мiжструменевої компоненти. Передбачено явище

осциляцiй у м’якiй частинi спектра.

Перспективи розвитку даної, як i будь-якої iншої галузi науки в майбу-

тньому було б не дотепно намагатися передбачити. Поточними тенденцiя-

ми є зiгнутi кристали, кристали з вирiзами, ультра-тонкi прямi кристали,

аморфнi структурованi мiшенi, метаматерiали, плазмовi методи прискоре-

ння. Найближчi перспективи можуть бути пов’язанi з використанням пу-

чкiв фотонiв (в тому числi таких, що несуть орбiтальний кутовий момент),

нейтронiв, мезонiв i гiперонiв, застосуванням детекторiв нових типiв, те-

стування фундаментальних питань квантової теорiї. Розвиваючийся шту-

чний iнтелект теж може долучитися до дослiдницької роботи, наприклад,

встановлюючи достовiрнiсть та прiоритети опублiкованих результатiв, що

наразi вже запроваждується для засобiв масової iнформацiї. Але поки що

наукова робота виконується виключно людиною, внаслiдок чого у розвитку

науки незмiнно присутнiй людський фактор (див. Розд. 1).
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310. Hénon M., Heiles C. The applicability of the third integral of motion –

some numerical experiments. Astron. J. 1964. Vol. 69. P. 73–79.

311. Колмогоров А. Н. О сохранении условно-периодических движений при

малом изменении функции Гамильтона. ДАН СССР. 1954. Vol. 98.

P. 527–530.

312. Арнольд В. И. Малые знаменатели и проблемы устойчивости движе-

ния в классической и небесной механике. Усп. мат. наук. 1963. Vol. 18.

P. 91–192.

313. Moser J. On invariant curves of area-preserving mappings of an annulus.

Nachr. Acad. Wiss. Gottingen. 1962. Vol. 1. P. 1–20.

314. Dumas H. S., Ellison J. A., Saenz A. W. Axial channeling in perfect

crystals, the continuum model, and the method of averaging. Ann. Phys.



334

1991. Vol. 209. P. 97–123.

315. Risken H. The Focker-Plank equation. Methods of solution and approxi-

mations. Springer, 1989. 472 p.

316. Altman M. R., Feldman L. C., Gibson W. M. Dechanneling of 5 MeV

protons from planar channels in silicon and its temperature dependence.

Rad. Eff. 1973. Vol. 18. P. 171–180.

317. Waho T. Planar dechanneling of protons in Si and Ge. Phys. Rev. B. 1976.

Vol. 14. P. 4830–4833.

318. Barrett J. H. Breakdown of the statistical-equilibrium hypothesis in

channeling. Phys. Rev. Lett. 1973. Vol. 31. P. 1542–1545.

319. Кадменский А. Г., Самарин В. В., Тулинов А. Ф. Регулярное и стоха-

стическое движение в кристалле при каналировании. Эволюция пото-

ка частиц в толстом кристалле. ЭЧАЯ. 2003. Vol. 34. P. 822–868.

320. Forster J. S., et al. Deflection of GeV particle beams by channeling in

bent crystal planes of constant curvature. Nucl. Phys. B. 1989. Vol. 318.

P. 301–318.

321. Таратин А. М. Каналирование частиц в изогнутом кристалле. ЭЧАЯ.

1998. Vol. 29. P. 1063–1118.

322. Wienands U., et al. Observation of deflection of a beam of multi-GeV

electrons by a thin crystal. Phys. Rev. Lett. 2015. Vol. 114. P. 074801.

323. Scandale W., et al. Observation of nuclear dechanneling for high-energy

protons in crystals. Phys. Lett. B. 2009. Vol. 680. P. 129–132.

324. Gibson W. M., et al. Deflection of high energy channeled charged particles

by elastically bent silicon single crystals. NIM B. 1984. Vol. 2. P. 54–59.

325. Tsyganov E. N. Some aspects of the mechanism of a charge particle

penetration through a monocrystal. 1976. URL: No. TM-682 (unpublished).

326. Chadderton L. T. Comments on the scattering of charged particles by

single crystals.(1–3) IV. Quasichanneling. Rad. Eff. 1975. Vol. 27. P. 13–

21.



335

327. Кашлев Ю. А., Садыков Н. М. Неравновесная статистическая термо-

динамика каналированных частиц. Резонансные переходы и эффект

деканалирования. Теор. Мат. Физ. 1998. Vol. 116. P. 146–160.

328. Окороков В. В. О когерентном возбуждении ядер, пролетающих через

кристалл. Ядерная физика. 1965. Vol. 2. P. 1009–1014.

329. Тулинов А. Ф. Влияние кристаллической решетки на некоторые атом-

ные и ядерные процессы. УФН. 1965. Vol. 87. P. 585–598.

330. Gaillard M. J., Poizat J. C. Remillieux J., Gaillard M. L. Another experi-

mental evidence for coherent electronic excitation of channeled He+ ions.

Phys. Lett. A. 1973. Vol. 45. P. 306–308.

331. Walker R. L., et al. Channeling and coherent bremsstrahlung effects for

relativistic positrons and electrons. Phys. Rev. Lett. 1970. Vol. 25. P. 5–8.

332. Мороховский В. Л., и др. Каналирование позитронов с энергией 1 Гэв.

Письма ЖЭТФ. 1972. Vol. 16. P. 162–164.

333. Kumakhov M. A. On the theory of electromagnetic radiation of charged

particles in a crystal. Phys. Lett. 1976. Vol. 57. P. 17–18.

334. Baryshevsky V. G., Dubovskaya I. Y. Angular distribution of photons

from channelled particles. J. Phys. C. 1983. Vol. 16. P. 3663–3671.

335. Beloshitsky V. V., Komarov F. F. Electromagnetic radiation of relativistic

channeling particles (the Kumakhov effect). Phys. Rep. 1982. Vol. 93.

P. 117–197.

336. Кумахов М. А. Излучение каналированных частиц в кристаллах. М.:

Энергоатомиздат, 1986. 160 с.

337. Vorobiev A. A., Kaplin V. V., Vorobiev S. A. Radiation of electrons

transmitted through the crystal. NIM. 1975. Vol. 127. P. 265–268.

338. Bak J., et al. Channeling radiation from 2-55 GeV electrons and positrons

(I). Planar case. Nucl. Phys. B. 1985. Vol. 254. P. 491–527.

339. Барышевский В. Г., Тихомиров В.В. Радиационные процессы магнито-

тормозного типа в кристаллах и сопровождающие их поляризацион-

ные явления. УФН. 1989. Vol. 159. P. 529–565.



336

340. Khokonov M. K., Efendiev K. V. High energy limit of single photon

channeling radiation spectrum. NIM B. 2006. Vol. 252. P. 36–43.

341. Baryshevskii V. G., Thikhomirov V. V. Birefringence of the high-energy

γ-quanta in monocrystals. Phys. Lett. A. 1982. Vol. 90. P. 153–155.

342. Kimball J. C., Cue N. Quantum electrodynamics and channeling in

crystals. Phys. Rep. 1985. Vol. 125. P. 69–101.

343. Байер В. Н., Катков В. М., Страховенко В. С. Взаимодействие эле-

ктронов и фотонов высокой энергии с кристаллами. УФН. 1989. Vol.

159. P. 455–491.

344. Andersen S. K., et al. Influence of channeling on scattering of 2–15 GeV/c

protons, π+, and π− incident on Si and Ge crystals. Nucl. Phys. B. 1980.

Vol. 167. P. 1–40.

345. Kudrin V. V., Vorobiev S. A. Small-angle scattering of swift electrons and

positrons in a crystal. Rad. Eff. 1975. Vol. 25. P. 119–125.

346. Golovchenko J. A few analytical solutions to the linear Boltzmann

transport equation with an application to channeling. Phys. Rev. B. 1976.

Vol. 13. P. 4672–4677.

347. Armstrong D. D., Gibson W. M., Wegner H. E. Proton channeling studies

in thin crystals with a supercollimated beam. Rad. Eff. 1971. Vol. 11.

P. 241–249.

348. Motapothula M., et al. Axial ion channeling patterns from ultra-thin sili-

con membranes. NIM B. 2012. Vol. 283. P. 29–34.

349. Winter M. Collisions of atoms and ions with surfaces under grazing inci-

dence. Phys. Rep. 2002. Vol. 367. P. 387 – 582.

350. Taratin A. M., Tsyganov E. N., Vorobiev S. A. Computer simulation of

deflection effects for relativistic charged particles in a curved crystal. Phys.

Lett. A. 1979. Vol. 72. P. 145–146.

351. Elishev A. F., et al. Steering of charged particle trajectories by a bent

crystal. Phys. Lett. B. 1979. Vol. 88. P. 387–391.



337

352. Bak J., et al. Detailed investigation of the channeling phenomena involved

at bending of high energy beams by crystals. Nucl. Phys. B. 1984. Vol.

242. P. 1–30.

353. Бирюков В. М., Котов В. И., Чесноков Ю. А. Управление пучками

заряженных частиц высоких энергий при помощи изогнутых моно-

кристаллов. УФН. 1994. Vol. 164. P. 1017–1040.

354. Biryukov V. M. On the theory of proton beam multiturn extraction with

bent single crystals. NIM B. 1991. Vol. 53. P. 202–207.

355. Taratin A. M., Vorobiev S. A. Computer simulation of proton channeling

catch-up in bent crystals. Phys. Stat. Solidi (b). 1986. Vol. 133. P. 511–516.

356. Taratin A. M., Vorobiev S. A. Deflection of high-energy charged particles

in quasi-channeling states in bent crystals. NIM B. 1987. Vol. 26. P. 512–

521.

357. Tikhomirov V. V. Multiple volume reflection from different planes inside

one bent crystal. Phys. Lett. B. 2007. Vol. 655. P. 217–222.

358. Taratin A. M., Scandale W. Volume reflection of high-energy protons in

short bent crystals. NIM B. 2007. Vol. 262. P. 340–347.

359. Breese M. B. H., Biryukov V. M. Enhanced beam deflection in bent

crystals using multiple volume reflection. NIM B. 2007. Vol. 263. P. 395–

400.

360. Андреев В. А., и др. Экспериментальное обнаружение эффекта объем-

ного захвата в режим каналирования изогнутым монокристаллом. Пи-

сьма ЖЭТФ. 1982. Vol. 36. P. 340–343.

361. Mazzolari A., et al. Steering of a sub-GeV electron beam through planar

channeling enhanced by rechanneling. Phys. Rev. Lett. 2014. Vol. 112.

P. 135503.

362. Scandale W., et al. Deflection of 400 GeV/c proton beam with bent silicon

crystals at the CERN Super Proton Synchrotron. Phys. Rev. ST-AB. 2008.

Vol. 11. P. 063501.



338

363. Scandale W., et al. Volume reflection dependence of 400 GeV/c protons

on the bent crystal curvature. Phys. Rev. Lett. 2008. Vol. 101. P. 234801.

364. Shul’ga N. F., Greenenko A. A. Multiple scattering of ultrahigh-energy

charged particles on atomic strings of a bent crystal. Phys. Lett. B. 1995.

Vol. 353. P. 373–377.

365. Барышевский В. Г., Грубич А. О., Дубовская И. Я. Изв. АН БССР.

1979. Vol. 6. P. 72.

366. Chen D., et al. First observation of magnetic precession of channeled parti-

cles in bent crystals. Phys. Rev. Lett. 1992. Vol. 69. P. 3286–3289.

367. Samsonov V. M. On the possibility of measuring charm baryon magnetic

moments with channeling. NIM B. 1996. Vol. 119. P. 271–279.

368. Aitala E. M., et al. Multidimensional resonance analysis of Λ+
c → pK−π+.

Phys. Lett. B. 2000. Vol. 471. P. 449–459.

369. Baryshevsky V. G. Spin rotation and depolarization of high-energy parti-

cles in crystals at LHC and FCC energies. The possibility to measure

the anomalous magnetic moments of short-lived particles and quadrupole

moment of Ω-hyperon. Phys. Lett. B. 2017. Vol. 402. P. 5–10.

370. Fomin A. S., et al. Feasibility of measuring the magnetic dipole moments

of the charm baryons at the LHC using bent crystals. JHEP. 2017. Vol. 08.

P. 120.

371. Андреев В. А., и др. Пространственная фокусировка 1 Гэв-ных прото-

нов изогнутым монокристаллом. Письма ЖЭТФ. 1985. Vol. 41. P. 408–

410.

372. Denisov A. S., et al. First results from a study of a 70 GeV proton beam

being focused by a bent crystal. NIM B. 1992. Vol. 69. P. 382–384.

373. Scandale W., et al. Observation of focusing of 400 GeV proton beam with

the help of bent crystals. Phys. Lett. B. 2014. Vol. 733. P. 366–372.

374. Korol A. V., Solov’yov A. V., Greiner W. Channeling and radiation in

periodically bent crystals. Berlin: Springer, 2013. 268 p.



339

375. Scandale W., et al. Observation of channeling for 6500 gev protons in the

crystal assisted collimation setup for LHC. Physics Letters B. 2016. Vol.

758. P. 129–133.

376. Hadjidakis C., et al. A fixed-target programme at the LHC: Physics case

and projected performances for heavy-ion, hadron, spin and astroparticle

studies. 2018. URL: https://arxiv.org/abs/1807.00603.

377. Smulders P. J. M., Boerma D. O. Computer simulation of channeling in

single crystals. NIM B. 1987. Vol. 29. P. 471–489.

378. Biryukov V. Computer simulation of beam steering by crystal channeling.

Phys. Rev. E. 1995. Vol. 51. P. 3522–3528.

379. Bagli E., Guidi V. Dynecharm++: A toolkit to simulate coherent interacti-

ons of high-energy charged particles in complex structures. NIM B. 2013.

Vol. 309. P. 124–129.

380. Schoofs P., et al. Monte Carlo modeling of crystal channeling at high

energies. NIM B. 2013. Vol. 309. P. 115–119.

381. Abdrashitov S. V., Bogdanov O. V., Korotchenko K. B., Pivovarov Y. L.,

Rozhnova E. I., Tukhfatullin T. A., Eikhorn Y. L. BCM-2.0 – The new

version of computer code “Basic channeling with Mathematica”. NIM B.

2017. Vol. 402. P. 106–111.

382. O’Сonnor D. J., Biersack J. P. Comparison of theoretical and empirical

interatomic potentials. NIM B. 1986. Vol. 15. P. 14–19.

383. Andersen H., Bøttiger J., Knudsen H. Scattering of light ions in the weakly

screened Coulomb field of gold nuclei. Phys Rev. A. 1973. Vol. 7. P. 154–

159.

384. Scandale W., et al. Mirroring of 400 GeV protons by an ultra-thin straight

crystal. Phys. Lett. B. 2014. Vol. 734. P. 1–6.

385. Scandale W., Taratin A. M. About multiple scattering of high energy

protons in crystal deflectors. NIM B. 2015. Vol. 335. P. 351–355.

386. Biryukov V. M., et al. Investigation of rechanneling and dynamic equili-

brium effects in crystals. NIM B. 1993. Vol. 73. P. 153–158.



340

387. Scandale W., et al. Observation of multiple volume reflection of ultrarelati-

vistic protons by a sequence of several bent silicon crystals. Phys. Rev.

Lett. 2009. Vol. 102. P. 0848013.

388. Greenenko A. A., Chechkin A. V., Shul’ga N. F. Anomalous diffusion and

Levy flights in channeling. Phys. Lett. A. 2004. Vol. 324. P. 82–85.

389. Войналович О., Моргунюк В. Росiйсько-український словник наукової

i технiчної мови. К.: Вирiй, Сталкер, 1997. 256 с.

390. Ситенко О. Г. Теорiя розсiяння. К.: Либiдь, 1993. 335 с.

391. Bohr N. The penetration of atomic particles through matter. Mat.-Fys.

Medd. Dan. Vid. Selsk. 1948. Vol. 18. P. 1–144.

392. Lindhard J., Nielsen V., Scharff M. Approximation method in classical

scattering by screened Coulomb fields. Mat.-Fys. Medd. Dan. Vid. Selsk.

1968. Vol. 38. P. 1–32.

393. Meyer L. Plural and multiple scattering of low-energy heavy particles in

solids. Phys. Stat. Sol. 1971. Vol. 44. P. 253–268.

394. Simon W. G. Verification of Molière’s theory of multiple scattering for

heavy ions. Phys. Rev. 1964. Vol. 136. P. B410–B415.

395. Kopeliovich B. Z., Tarasov A. V., Voskresenskaya O. O. Long-range

Coulomb forces in DIS: Missed radiative corrections?. Eur. Phys. J. A.

2001. Vol. 11. P. 345–356.

396. Kuraev E., Voskresenskaya O., Tarasov A. Coulomb corrections to the

parameters of the Molière multiple scattering theory. Phys. Rev. D. 2014.

Vol. 89. P. 116016(9).

397. Voskresenskaya O., Kuraev E., Torosyan H. Coulomb corrections to the

parameters of the Landau-Pomeranchuk-Migdal effect theory. Phys. Part.

Nucl. Lett. 2014. Vol. 11. P. 366–380.

398. Бедняков А. А. О мольеровской теории многократного рассеяния за-

ряженных частиц (1947-1948 гг.) и ее критике в последующие годы.

ЭЧАЯ. 2004. Vol. 45. P. 1787–1802.



341

399. Wiedemann U. A., Heinz U. Particle interferometry for relativistic heavy-

ion collisions. Phys. Rep. 1999. Vol. 319. P. 145–230.

400. Benhar O., Day D., Sick I. Inclusive quasielastic electron-nucleus scatteri-

ng. Rev. Mod. Phys. 2008. Vol. 80. P. 189–224.

401. Крачков П. А., Ли Р. Н., Мильштейн А. И. Процессы квантовой эле-

ктродинамики при взаимодействии частиц высокой энергии с атома-

ми. УФН. 2016. Vol. 186. P. 689–711.

402. Дедков Г. В. Межатомные потенциалы взаимодействия в радиацион-

ной физике. УФН. 1995. Vol. 165. P. 919–953.

403. Doyle P. A., Turner P. S. Relativistic Hartree-Fock X-ray and electron

scattering factors. Acta Crystallographica A. 1968. Vol. 24. P. 390–397.

404. Hautala M., Luomajärvi M. Correction of the Rutherford scattering cross

section in the backscattering analysis. Rad. Eff. 1980. Vol. 45. P. 159–162.

405. Geiger H., Marsden E. On a diffuse reflection of the α-particles. Proc. Roy.

Soc. 1909. Vol. 82. P. 495–511.

406. Боголюбов Н. Н. Проблемы динамической теории многих частиц в

статистической физике. М.: ОГИЗ. Гос. изд-во техн.-теорет. лит., 1946.

120 с.

407. Uchaikin V. V., Zolotarev V. M. Chance and stability. Stable distributions

and their applications. VSP, 1999. 570 p.

408. Bielajew A. Plural and multiple small-angle scattering from a screened

Rutherford cross section. NIM B. 1994. Vol. 86. P. 257–269.

409. Kleinert H., Schulte-Frohlinde V. Critical properties of ϕ4-theories. Si-

ngapore: World Scientific, 2001. 512 p.

410. Gribov L. V., Levin E. M., Ryskin M. G. Semihard processes in QCD.

Phys. Rep. 1983. Vol. 100. P. 1–150.

411. Berger N., et al. Multiple Coulomb scattering in thin silicon. JINST. 2014.

Vol. 9. P. P07007.

412. Arleo F., Brodsky S. J., Hwang D. S., Sickles A. M. Higher-twist dynamics

in large transverse momentum hadron production. Phys. Rev. Lett. 2010.



342

Vol. 105. P. 062002.

413. Ishiwari R., Shiomi N., Sakamoto N. Geometrical effect on the

measurement of stopping power: Angle-dependent energy loss of 7-MeV

protons in metallic and organic thin foils. Phys. Rev. A. 1982. Vol. 25.

P. 2524–2528.

414. Sakamoto N., Shiomi N., Ishiwari R. Geometrical effect on the

measurement of stopping power: Angle-dependent energy loss of 7-MeV

protons in Cu foils and computer simulation. Phys. Rev. A. 1983. Vol. 27.

P. 810–815.

415. Тихонов А. Н., Самарский А. А. Уравнения математической физики.

1977. 742 с.

416. Кольчужкин А. М., Учайкин В. В. Введение в теорию прохождения

частиц через вещество. М.: Атомиздат, 1978. 256 с.

417. Abramowitz M., Stegun I. Handbook of mathematical functions. New

York: Dover, 1972. 1054 p.

418. Andrews G. E., Askey R., Roy R. Special functions. Cambridge: Univ.

Press, 1999. 681 p.

419. Ремизович В. С., Рогозкин Д. Б., Рязанов М. М. Распространение

узкого модулированного пучка света в рассеивающей среде с учетом

флуктуации путей фотонов при многократном рассеянии. Изв. вузов.

Радиофизика. 1982. Vol. 24.8. P. 891–898.

420. Померанчук И. Я. О флуктуациях ионизационных пробегов. ЖЭТФ.

1948. Vol. 18. P. 759.

421. Firsov O. B. The effect of crystal atomic chain discontinuity upon channeli-

ng. Rad. Eff. 1974. Vol. 21. P. 265–261.

422. Калашников Н. П., Коптелов Э. А., Рязанов М. И. Упругое рассеяние

быстрых заряженных частиц в монокристалле. ЖЭТФ. 1972. Vol. 63.

P. 1107–1114.

423. Kitagawa M., Ohtsuki Y. H. Modified dechanneling theory and diffusion

coefficients. Phys. Rev. B. 1973. Vol. 8. P. 3117–3123.



343

424. Shul’ga N. F., Syshchenko V. V., Tarnovsky A. I. Orientation effects in

the incoherent bremsstrahlung by high energy particles in a crystal. NIM

B.

425. Bondarenko A. A., Shul’ga N. F. The Gauss theorem in potential scatteri-

ng theory and semi-classical corrections to the eikonal scattering ampli-

tude. Phys. Lett. B. 1999. Vol. 427. P. 114–117.

426. Olver F. W. J. Asymptotics and special functions. New York: Academic

Press, 1974. 584 p.

427. Kumakhov M. A., Wedell R. A theory of resonance dechannelling. Phys.

Stat. Sol. (b). 1976. Vol. 76. P. 119–131.

428. Кумахов М. А., Ширмер Г. Атомные столкновения в кристаллах. М.:

Атомиздат, 1980. 192 с.

429. Bogdanov O. V., Pivovarov Y. L., Takabayashi Y., Tukhfatullin T. A.

Peculiarities of angular distribution of electrons at Si <100> channeling.

J. Phys.: Conf. Ser. 2012. Vol. 357. P. 012030.

430. Zhang X. Analytically solving the Fokker-Planck equation for the stati-

stical characterization of the phase noise in envelope detection. J. Light.

Techn. 1995. Vol. 13. P. 1787–1794.

431. McLahlan N. Theory and application of Mathieu functions. New York:

Dover, 1951.

432. Боголюбов Н. Н., Митропольский Ю. А. Асимптотические методы в

теории нелинейных колебаний. М.: Физ. Мат. Лит., 1963. 410 с.

433. Zeiner C. H., et al. Mathieu functions for purely imaginary parameters. J.

Comp. Appl. Math. 2012. Vol. 236. P. 4513–4524.

434. Home D., Whitaker M. A. B. A conceptual analysis of quantum Zeno

paradox, measurement, and experiment. Ann. Phys. 1997. Vol. 258.

P. 237–285.

435. Chandrasekhar S. Stochastic problems in physics and astronomy. Rev.

Mod. Phys. 1943. Vol. 15. P. 1–89.



344

436. Kampen N. V. Elimination of fast variables. Phys. Rep. 1985. Vol. 124.

P. 69–160.

437. Климонтович Ю. Л. Статистическая физика. М.: Наука, 1982. 608 с.

438. Beloshitsky V. V., Kumakhov M. A., Muralev V. A. Multiple scattering

of channeled ions in crystals. Rad. Eff. 1972. Vol. 13. P. 9–22.

439. Белошицкий В. В., Кумахов М. А. Многократное рассеяние канали-

рованных ионов в кристалле. ЖЭТФ. 1972. Vol. 62. P. 1142–1155.

440. Gardiner C. W. Handbook of stochastic methods for physics, chemistry

and the natural sciences. Springer, 2004.

441. Wang M. C., Uhlenbeck G. E. On the theory of the Brownian motion II.

Rev. Mod. Phys. 1945. Vol. 17. P. 323–342.

442. Kumakhov M. A. The theory of channelling at small depths. Rad. Eff.

1975. Vol. 26. P. 43–48.

443. Datz S., et al. Potential energy and differential stopping power functions

from energy loss spectra of fast ions channeled in Au. Phys. Rev. 1969.

Vol. 179. P. 315–326.

444. Abel F., Amsel G., Bruneaux M., Cohen C., L’Hoir A. Backscattering

study and theoretical investigation of planar channeling. I. Experimental

results. Phys. Rev. B. 1975. Vol. 12. P. 4617–4627.

445. Sytov A. I., et al. Planar channeling and quasichanneling oscillations in a

bent crystal. Eur. Phys. J. C. 2016. Vol. 76. P. 77.

446. Shul’ga N. F., Kirillin I. V., Truten’ V. I. Dynamical chaos and stochastic

mechanism of high-energy negatively charged particle deflection by bent

crystals. Phys. Lett. B. 2011. Vol. 702. P. 100–104.

447. Хаяси Т. Нелинейные колебания в физических системах. М.: Мир,

1968. 432 с.

448. Baker G. L., Gollub J. P. Chaotic dynamics: An introduction. Cambridge:

Univ. Press, 1996. 256 p.

449. Taylor J. R. Classical mechanics. University Science Books, 2005. 786 p.



345

450. Maisheev V. A. Volume reflection of ultrarelativistic particles in single

crystals. Phys. Rev. ST – Accel. Beams. 2007. Vol. 10. P. 084701(11).

451. Bellucci S., Chesnokov Y. A., Maisheev V. A., Yazynin I. A. Volume

reflection and volume capture of ultrarelativistic particles in bent single

crystals. Phys. Rev. ST – Accel. Beams. 2015. Vol. 18. P. 114701.

452. Hänggi P., Talkner P., Borkovec M. Reaction-rate theory: Fifty years after

Kramers. Rev. Mod. Phys. 1990. Vol. 62. P. 251–342.

453. Mel’nikov V. I. The Kramers problem: Fifty years of development. Phys.

Rep. 1991. Vol. 209, No. 1–2. P. 1–71.

454. Reimann P., et al. Diffusion in tilted periodic potentials: Enhancement,

universality, and scaling. Phys. Rev. E. 2002. Vol. 65. P. 031104.

455. Байер В. Н., Катков В. М. Квазиклассическая теория тормозного

излучения релятивистскими частицами. ЖЭТФ. 1968. Vol. 55. P. 1542.

456. Cheng H., Wu T. T. High-energy production processes in quantum

electrodynamics. Phys. Rev. D. 1970. Vol. 1. P. 456–458.

457. Bjorken J. D., Kogut J. B., Soper D. E. Quantum electrodynamics at

infinite momentum – scattering from an external field. Phys. Rev. D. 1971.

Vol. 3. P. 1382–1399.

458. Болотовский Б. М., Давыдов В. А., Рок В. Е. Излучение электрома-

гнитных волн при плавном изменении параметров излучающей систе-

мы. УФН. 1982. Vol. 136. P. 501–517.

459. Weinberg S. The quantum theory of fields. Cambridge Univ. Press, 1995.

635 p.

460. Cheng H., Wu T. T. Expanding protons: Scattering at high-energies.

Cambridge-MA: MIT Press, 1987.

461. Greiner W., Reinhardt J. Quantum electrodynamics, 3rd ed. Berlin: Spri-

nger, 2003. 476 p.

462. Heitler W. The quantum theory of radiation. London: Oxford Univ. Press,

1954. 430 p.



346

463. Budnev V. M., Ginzburg I. F., Meledin G. V., Serbo V. G. The two-photon

particle production mechanism. Phys. Rep. 1975. Vol. 15. P. 181–282.

464. Bertulani C. A., Baur G. Electromagnetic processes in relativistic heavy-

ion collisions. Phys. Rep. 1988. Vol. 163. P. 299–408.

465. Розенфельд Б. А., Сергеева Н. Д. Стереографическая проекция. М.:

Мир, 1973. 48 с.

466. Gluckstern R. L., Hull M. H., Breit G. Polarization of bremsstrahlung

radiation. Phys. Rev. 1953. Vol. 90. P. 1026–1029.

467. Olsen H., Maximon L. C. Photon and electron polarization in high-energy

bremsstrahlung and pair production with screening. Phys. Rev. 1959. Vol.

114. P. 887–904.

468. Dokshitzer Y., Khoze V. A., Mueller A. H., Troyan S. I. Basics of

perturbative QCD. Gif-sur-Yvette: Editions Frontieres, 1991. 276 p.

469. Грибов В. Н., Липатов Л. Н. Глубоко неупругое ep-рассеяние в теории

возмущений. Ядерная физика. 1972. Vol. 15. P. 781–807.

470. Low F. E. Bremsstrahlung of very low-energy quanta in elementary parti-

cle collisions. Phys. Rev. 1958. Vol. 110. P. 974–977.

471. Liou M. K. Soft-photon expansion and soft-photon theorem. Phys. Rev.

D. 1978. Vol. 18. P. 3390–3402.

472. Соколов А. А., Тернов И. М. Релятивистский электрон. М.: Наука,

1974. 392 с.

473. Akhiezer A. I., Shul’ga N. F. Semiclassical theory of high-energy particle

radiation in external fields. Phys. Rep. 1993. Vol. 234. P. 297–365.

474. Blankenbecler R., Drell S. Landau-Pomeranchuk-Migdal effect for finite

targets. Phys. Rev. D. 1996. Vol. 53. P. 6265–6281.

475. Rabenstein A. Asymptotic solutions of u(4) + λ2(zu′′ + αu′ + βu) = 0 for

large |λ|. Arch. Rational Mech. Anal. 1958. Vol. 1. P. 418–435.

476. Artru X. Impact parameter profile of synchrotron radiation. NATO Sci-

ence Series. 2006. Vol. 199. P. 387–398.



347

477. Ласкин Н. В., Мазманишвили А. С., Насонов Н. Н., Шульга Н. Ф.

К теории излучения релятивистскими частицами в аморфных и кри-

сталлических средах. ЖЭТФ. 1985. Vol. 89. P. 763–780.

478. Барышевский В. Г., Тихомиров В. В. Роль некогерентного рассеяния

в радиационных процессах при малых углах падения частиц на кри-

сталлические оси и плоскости. ЖЭТФ. 1986. Vol. 90. P. 1908–1921.

479. Рязанов М. И. Электродинамика конденсированного вещества. М.:

Наука, 1984. 304 с.

480. Bell J. Bremsstrahlung from multiple scattering. Nucl. Phys. B. 1958.

Vol. 8. P. 613–620.
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Додаток А

ВЛАСТИВОСТI РОЗСIЯННЯ ДЛЯ ЕКСПОНЕНЦIЙНО

ЕКРАНОВАНОГО ПОТЕНЦIАЛУ

В цьому додатку ми детальнiше дослiдимо наслiдки, якi витiкають з

припущення про експоненцiйне екранування атома на великих вiдстанях.

Для цього ми розглянемо найпростiшу (борiвську [391]) модель

g(r) = e−µr. (А.1)

Класичний переданий iмпульс (2.2) як функцiя прицiльного параметра для

такого потенцiалу дорiвнює

q⃗(⃗b) =
2αµ

v

b⃗

b
K1(µb), (А.2)

звiдки диференцiальний перерiз класичного розсiяння

dσcl

d2q
=

vb

|α|µ2q[K0(µb) +K2(µb)]
, (А.3)

а вiдношення (2.6) можна виразити виключно через µb:

dσcl/d
2q

dσRuth/d2q
=

2µbK3
1(µb)

K0(µb) +K2(µb)
. (А.4)

Проте, з фiзичного погляду важливiшi висновки можна зробити для

такого потенцiалу у квантовому випадку.

А.1. Ейкональний борнiвський ряд

Для розсiювання ультрарелятивiстських (v ≈ c) однозарядних части-

нок (електронiв або протонiв) в речовинi з помiрною кiлькiстю Z протонiв

на атомне ядро, такiй як кремнiй або вуглець, параметр α/~v є достатньо

малим, що дозволяє розкласти ейкональний фазовий множник в ступiнний
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ряд [485]:

a =
1

~

∫ ∞
0

dbbJ0

(
qb

~

)[
−1

~
χ0(b)−

i

2~2
χ2
0(b) +

1

6~3
χ3
0(b) + . . .

]
. (А.5)

Пiдставляючи сюди χ0(b) з рiвняння (А.13) та беручи iнтеграли, отримує-

мо:

a =
2

~

∫ ∞
0

dbbJ0

(
qb

~

)[
α

~v
K0(µb)−

iα2

~2v2
K2

0(µb)−
2

3

α3

~3v3
K3

0(µb) + . . .

]

=
2α

v

1

q2 + ~2µ2
− 4iα2

~v2
arsinh q

2~µ

q
√
q2 + 4~2µ2

−8
3

α3

~4v3µ2

∫ ∞
0

ds
arsinhs2√

(s2 + 4)

[(
s− q

~µ

)2
+ 1

] [(
s+ q

~µ

)2
+ 1

] + . . . (А.6)

Тут другий доданок борнiвського розкладення фактично збiгається з ре-

зультатом Далiца [486], внески ж вищих порядкiв не виражаються в еле-

ментарних функцiях. Оскiльки внески першого та другого порядку в (А.6)

мають фазовий зсув π/2, друга борнiвська поправка до диференцiального

перерiзу дорiвнює нулю1: dσ
d2q ≃

dσBorn
d2q

{
1 +O

[
(α/~v)2

]}
, а третя борнiвська

поправка дає

~2µ4
dσ

d2q
=

(
2α

~v

)2

f1

(
q

~µ

)
+

(
2α

~v

)4

f3

(
q

~µ

)
, (А.7)

де

f1(Q) =
1

(1 +Q2)2
, (А.8)

f3(Q) =
arsinh2Q

2

Q2 (Q2 + 4)

− 2

3 (Q2 + 1)

∫ ∞
0

ds
arsinhs2√

(s2 + 4)
[
(s−Q)2 + 1

] [
(s+Q)2 + 1

] . (А.9)

1Коли енергiя є не дуже високою, кути розсiяння не є малими, другий борнiвський доданок в амплi-

тудi мiстить як реальну, так i уявну частини, i тодi його iнтерференцiя з першим борнiвським доданком

не зникає. Тут ми обмежуємося виключно апроксимацiєю малого кута.
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Остання «тiньова» поправка виявляється скрiзь вiд’ємною (див. Рис. А.1),

з f3(0) = −π2

27 +
1
16 +

1
18ψ

′(2/3) = −0.133, i зменшується при великих Q за

абсолютною величиною швидше, нiж диференцiальний перерiз Резерфор-

да:

f3(Q) ≃
Q→∞

− 2

Q6
lnQ

[порiвн. з Рiвн. (2.18)].

1 2 3 4 5
Q

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

f j

Рис. А.1. Штрихова крива, f1(Q), Рiвн. (А.8). Точкова крива, f3(Q), Рiвн.

(А.9). Суцiльна крива, f1 + f3.

А.2. Повний перерiз

Рiвняння (2.11) дозволяє виразити у загальному виглядi також повний

перерiз розсiяння

σ =

∫
d2q

∣∣∣∣ 1

2π~

∫
d2be

i
~ q⃗·⃗b
[
1− e

i
~χ0(⃗b)

]∣∣∣∣2
=

∫
d2b
∣∣∣1− e i~χ0(⃗b)

∣∣∣2 (А.10a)

≡ 2Re

∫
d2b
[
1− e

i
~χ0(⃗b)

]
= −4π~Ima(0). (А.10b)

Останнє спiввiдношення мiж повним перерiзом та уявною частиною амплi-

туди розсiяння вперед вiдоме як оптична теорема.

Крiм того, можна побачити, що рiвняння (А.10a) у формi

σ =

∫
d2bw(⃗b), w(⃗b) =

∣∣∣1− e i~χ0(⃗b)
∣∣∣2
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виражає умовну ймовiрнiсть розсiяння при певному значеннi прицiльного

параметра b⃗, який зберiгається при високiй енергiї. У борнiвському набли-

женнi вона дорiвнює

w(⃗b) =

∣∣∣∣ i~v
∫ ∞
−∞

dzV (⃗b, z)

∣∣∣∣2 ,
означаючи, що ймовiрнiсть розсiяння виражається безпосередньо через по-

тенцiал зовнiшнього поля, а не через його градiєнт, який представляє силу.

Це можна iнтерпретувати як аналог ефекту Ааронова-Бома [487] в електро-

статичному полi (див. обговорення в [488]), i вказує на те, що в квантовiй

механiцi безпосередьо спостережуваним є потенцiал поля, а не лише його

градiєнт, який визначає напруженiсть.2

Щоб оцiнити вищi доданки борнiвського ряду, ми розкладаємо

w(b) = 2
(
1− cos

χ0

~

)
=
χ2
0(b)

~2
− χ4

0(b)

12~4
+ . . . ,

i для експоненцiйно екранованого потенцiалу можна обчислити члени роз-

кладення повного перерiзу:

σ = 2π

∫ ∞
0

dbb

[(
2α

~v

)2

K2
0(µb)−

1

12

(
2α

~v

)4

K4
0(µb) + . . .

]

= µ−2
{
4π
( α
~v

)2
− 7πζ(3)

3

( α
~v

)4
+O

[( α
~v

)6]}
, (А.11)

де чисельне значення дзета-функцiї Рiмана ζ(3) ≈ 1.20. Як видно з Рис.

А.2, третє борнiвське наближення можна застосовувати при α
~v .

1
2 . За цiєї

умови, загальний перерiз σ . πµ−2.

2Дiйсно, можна уявити собi ситуацiю, коли швидка квантова частинка розсiюється на потенцiалi,

який дорiвнює ненульовiй константi всерединi обмеженої просторової областi, та нулю за її межами.

Тодi електричне поле зосереджене лише на кордонi такої областi, який має мiру нуль. Проте, повний

перерiз розсiяння на такому потенцiалi пропорцiйний площi поперечної проекцiї всiєї областi, в якiй

зосереджений потенцiал.
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Рис. А.2. Повний перерiз розсiяння заряджених частинок на атомi (суцiль-

на крива), обчислений за Рiвн. (2.11), (А.14). Пунктирна крива — оцiн-

ка за формулою (А.19). Штрихова крива — перше борнiвське наближен-

ня, штрих-пунктирна крива враховує друге борнiвське наближення, Рiвн.

(А.11).

А.3. Дифракцiйне розсiяння

У протилежному лiмiтi малих q (великих b), можна апроксимувати в

(2.2), (2.3) K0(µb) ≃ K1(µb) ≃ K2(µb) ≃
√

π
2µbe

−µb, з урахуванням чого

dσcl

d2q
≃
q→0

b(q)

µq2
≃ 1

µ2q2

[
ln
|α|µ
vq

+O
(
ln ln

αµ

vq

)]
. (А.12)

Це показує, що класичний диференцiальний перерiз розсiяння зростає в

напрямку вперед q → 0. Вiдповiдний повний перерiз

σcl =

∫
d2q

dσcl

d2q
∼ π

µ2

∫
dq

q
ln
|α|µ
vq

розходиться на нижнiй межi двiчi логарифмiчно. Така швидкiсть розбiжно-

стi властива для експоненцiйного зменшення потенцiалу розсiювання на

великих вiдстанях та двовимiрного простору прицiльних параметрiв [460].

Пiдставляючи сюди потенцiал (2.1), можна отримати

χ0(⃗b) = −
2α

v
K0(µb). (А.13)



354

За наявностi осьової симетрiї задачi, рiвняння (2.11) переписується як

a = − i
q

∫ ∞
0

dbbJ1

(
qb

~

)
d

db
e
i
~χ0(b)

=
2α

~v
µ

q

∫ ∞
0

dbbJ1

(
qb

~

)
K1(µb)e

−2iα
~v K0(µb). (А.14)

При малих q диференцiальний перерiз вiдрiзняється вiд класичного рiв-

няння (А.12) навiть при α/~v ≫ 1 (зокрема, у лiмiтi розсiяння вперед вiн

залишається обмеженим). Для розгляду квазiкласичного лiмiту розсiюва-

ння при великих але скiнченних α/~v можна обмежитися логарифмiчною

точнiстю. При цьому можна застосувати асимптотику великих b для фун-

кцiй Макдональда у квантовiй амплiтудi розсiяння:

a →
α/~v→∞

α

~v
µ

q

∫ ∞
0

dbbJ1

(
qb

~

)√
2π

µb
e−µb−

iα
~v

√
2π
µb e

−µb
. (А.15)

Показник експоненти тут мiстить великий параметр. Множник√
2π
µbe
−µb− iα

~v

√
2π
µb e

−µb
має максимум на шляху iнтегрування (насправдi,

сiдлова точка знаходиться в площинi комплексних b) при

∂

∂(µb)

[
ln

(√
2π

µb
e−µb

)
− iα

~v

√
2π

µb
e−µb

]
≃
(
1− iα

~v

√
2π

µb
e−µb

)
∂

∂(µb)
ln

(√
2π

µb
e−µb

)
= 0,

тобто,
iα

~v

√
2π

µb
e−µb = 1,

що приводить до приблизного розв’язку

µb0 = ln

(
iα

~v

√
2π

µb0

)
≃ ln

(
iα

~v

√
2π

ln i α~v

)
. (А.16)

Проте, було б невiрно оцiнювати iнтеграл (А.15) методом сiдлової то-

чки, як це робилося в [422], тому що функцiя e−
iα
~v

√
2π
µb e

−µb
, яка включає

великий параметр, має велику крутизну лише з боку низьких µb, тодi як

при µb → ∞ вона прямує до постiйного значення, а убування забезпечує-

ться помiрно швидко спадаючим множником e−µb. Тим не менш, в межах
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знайденого максимуму (А.16), який розташований при вiдносно великих µb

i має ширину µ∆b ∼ 1, припустимо замiнити аргументи деяких функцiй в

пiдiнтеграннiй функцiї на b0. Ми можемо зробити це в J1
(
qb
~

)
в областi по-

рiвняно невеликих q, де розташований квазiкласичний пiк, i в множниках√
2π
µb0

, тощо. Iнтеграл

a →
~→0
−iµ
q
J1

(
qb0
~

)
iα

~v

√
2π

µb0

∫ ∞
−∞

dbbe
−µb− iα

~v

√
2π
µb0

e−µb
, (А.17)

де ми також змiнили нижнiй лiмiт iнтегрування на −∞, внаслiдок швидко-

го зменшення, яке має мiсце завдяки e−
iα
~v

√
2π
µb0

e−µb при вiд’ємних b, зводиться

до

a →
~→0
− i

µq

[
γE + ln

(
iα

~v

√
2π

µb0

)]
J1

(
qb0
~

)
. (А.18)

Функцiя Бесселя породжує вториннi максимуми в диференцiальному пере-

рiзi.

Вiдповiдний повний перерiз обчислюється як

σ =

∫
d2q

dσ

d2q
= −4π~Ima(q = 0)

≃
α/~v→∞

2π

µ2
ln

(
|α|
~v

√
2π

µb0

)[
γE + ln

(
|α|
~v

√
2π

µb0

)]
. (А.19)

В принципi, цей вираз зростає зi зростанням кулонiвського параметра двiчi

логарифмiчно. У першому логарифмiчному наближеннi вираз (А.19) збiга-

ється з результатом [422], який було отримано методом стацiонарної фази.

Як видно з рисунку А.2, загальний перерiз у одиницях квадрата радiу-

са екранування µ−2 може бути доволi великим. У конденсованiй речовинi,

звичайно, таке зростання має бути обмеженим [489], а загальний перерiз

розсiяння повинен просто наближатися до площi кристалу.

Порiвняння (А.19) з класичним виразом (А.12) показує, що останнiй

порушується при q . ~µ
√

ln α
~v .
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Додаток Б

НЕПЕРЕРВНИЙ ПОТЕНЦIАЛ КРИСТАЛА КРЕМНIЮ В

ПЛОЩИННIЙ ОРIЄНТАЦIЇ (110)

Для задач проходження швидких заряджених частинок крiзь орiєнто-

ванi кристали потенцiал ланцюжка (струни) або площини, усереднений

вздовж поздовжнього напрямку, є таким самим фундаментальним поня-

ттям, як i одноатомний потенцiал в аморфнiй речовинi. Якщо, як часто

робиться, знехтувати перерозподiлом електронної густини при об’єднаннi

атомiв у кристалiчну ґратку (див., однак, Рис. Б.1б), неперервний потенцi-

ал кристала виражається просто через iнтеграл по однiй або двом декарто-

вим координатам вiд суми сферично симетричних потенцiалiв складових

атомiв. Для площинної орiєнтацiї, на розглядi якої ми тут зосередимось,

неперервний потенцiал окремої статичної площини (iндекс PS) виража-

ється як

VPS(x) = ns

∫∫
dydzV

(√
x2 + y2 + z2

)
, (Б.1)

VPS(0) = 2πns

∫ ∞
0

drrV (r) = 2πZ1Z2e
2ns

∫ ∞
0

drg(r), (Б.2)

де ns – щiльнiсть атомiв у площинi, а мiжплощинний потенцiал кристала

вибирається або у виглядi суми потенцiалiв сусiднiх площин [306],

V (x) = VPS(x) + VPS(x− d)− 2VPS(d/2), (Б.3)

або як сума по всiх площинах

V (x) =
∞∑

n=−∞
{VPS(x− nd)− VPS[(n+ 1/2)d]} . (Б.4)

Рiзниця мiж цими двома визначеннями невелика, з огляду на те, що на

двох мiжплощинних вiдстанях потенцiал зменшується в багато разiв, але

все ж може бути помiтною.
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В сучаснiй практицi для каналювання та спорiднених застосувань кри-

сталiв у фiзицi високих енергiй зазвичай використовуються монокристали

зi структурою алмазу (кремнiй, германiй), якi вирощуються з малою мозаї-

чнiстю i мають високу мiцнiсть, важливу для експлуатацiї при проходженнi

– за умов утворення дефектiв пучка, нагрiву та деформацiй. З варiантiв

площинної орiєнтацiї найчастiше використовуються (110) та (111). В пер-

шому випадку всi атомнi площини є еквiдистантними, в другому – нi.

Як простий i важливий приклад, розглянемо кремнiй в орiєнтацiї (110).

Мiжплощинна вiдстань для нього дорiвнює d = a
2
√
2
= 1.92 Å, щiльнiсть

атомiв в площинi становить ns = 8
a3d = 0.096 Å−2, де a = 5.43 Å – стала

ґратки, 8 – число атомiв в умовнiй кубiчнiй комiрцi об’ємом a3, aTF =

0.8853aBZ
−1/3 = 0.194 Å (див. Рис. Б.1а).

0 1

4
1 5

4

X001\

1

2 2

1

2

3

2 2

2

X110\

X1
11
\

(а) (б)

Рис. Б.1. а). Розташування атомiв кристала кремнiю в площинi (110). Пло-

щина не є щiльно упакованою, як i вся структура алмазу. Довжини ви-

мiрюються в одиницях сталої ґратки a. Диски з радiусом aTF/a познача-

ють кори атомiв. Мiж найближчими сусiдами iснує ковалентний зв’язок.

б). Електронна густина вздовж лiнiї ковалентного зв’язку [490]. Суцiльна

крива побудована на основi спостережуваних характеристик; пунктирна

крива – суперпозицiя густин заряду, розрахованих для окремих атомiв.

Навiть у комп’ютерному моделюваннi для пришвидшення процесу обчи-
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слення доцiльно використувати вiдносно простi параметризацiї потенцiалу,

якi досягаються без iстотної втрати точностi. Популярним варiантом [306]

є параметризацiя Мольєра для одноатомного потенцiалу (див. Розд. 2.1.4),

пiсля пiдстановки якої до (Б.1) можна виконати iнтегрування аналiтично i

отримати неперервний потенцiал однiєї статичної площини у виглядi

VPS(x) = 2πnsZ1Z2e
2aTF

3∑
k=1

αk
βk
e
− βkx

aTF . (Б.5)

Тут αk = {0.35; 0.55; 0.10}, βk = {0.3; 1.2; 6.0}. Лiндхардом [299] була за-

пропонована ще простiша параметризацiя, вельми близька до мольєрiв-

ської:

VPS(x) = 2πnsZ1Z2e
2

{√
x2 +

1

3
a2TF − |x|

}
. (Б.6)

З фiзичного погляду, потрiбно ще мати на увазi, що положення атомiв

в кристалi помiтно флуктуюють. Це суттєво вiдображається на неперерв-

ному потенцiалi при малих x. Строго кажучи, усереднювати за станами

кристала потрiбно спостережуванi характеристики, такi як вихiд частинок.

Але це надто трудомiстко, i кожний випадок виявляється iндивiдуальним.

Тому зазвичай усереднюють безпосередньо сам потенцiал, який є спiльним

для всiх процесiв. При цьому замiсть формули (Б.1) отримуємо

VP (x) =
1

Npl

Npl∑
n=1

⟨
V
(√

(x− δxn)2 + (y − yn)2 + (z − zn)2
)⟩

T
, (Б.7)

де Npl – кiлькiсть атомiв у площинi, T – температура кристала. При кван-

товому усередненнi, координати атомiв, строго кажучи, не можна вважа-

ти незалежними. Замiсть цього миттєвий стан кристала можна предста-

вити як статистичну суму по станах з певним числом фононiв (тобто, зна-

чень енергiї кристала як цiлого). Але оскiльки по станах фононiв (зокрема,

кутах їх розповсюдження) проводиться iнтегрування, кореляцiя положень

атомiв має скiнченний радiус (порядку однiєї або декiлькох сталих гратки),

i тому для достатньо швидкої частинки, яка проходить вздовж площини



359

велику вiдстань без iстотної змiни прицiльного параметра, можна усере-

днювати потенцiал за незалежними положеннями окремих атомiв,1 тобто

використовувати формулу (Б.1) у виглядi

VP (x) = ns

∫∫
dxdy

⟨
V
(√

(x− δx)2 + y2 + z2
)⟩

T
. (Б.8)

При кiмнатнiй температурi коливання атомiв в мiцнiй кристалiчнiй ґра-

тцi ще є вiдносно малими. Якщо вважати їх гармонiчними, можна скори-

статися тим вiдомим фактом, що розподiл навiть багатовимiрного гармо-

нiчного осцилятора по окремiй координатi при визначенiй температурi є

гауссiвським як в класичнiй, так i в квантовiй механiцi, причому в останнiй

ширина включає також i «нульовi» коливання, якi не зникають в основному

станi. Тому можна усереднити (Б.8) зi звичайним гауссовим розподiлом2

⟨
VP

(√
(x− δx)2 + y2 + z2

)⟩
T

=

∫
dδx√

2π ⟨(δx)2⟩T
e
− (δx)2

2⟨(δx)2⟩T VP

(√
(x− δx)2 + y2 + z2

)
, (Б.9)

Наприклад, для потенцiалу Мольєра це дає [495]

⟨VP (x)⟩T = πnsZe
2aTF

3∑
k=1

αk
βk
e

β2k⟨(δx)2⟩T
2a2
TF

×

[
e
βkx

aTF erfc

(
βk
√
⟨(δx)2⟩T√
2aTF

+
x√

2⟨(δx)2⟩T

)

+e
− βkx

aTF erfc

(
βk
√
⟨(δx)2⟩T√
2aTF

− x√
2⟨(δx)2⟩T

)]
, (Б.10)

а потенцiал всього кристала можна представити у виглядi

⟨VP (x)⟩T = ⟨VP (x)⟩T + ⟨VP (x− d)⟩T − 2 ⟨VP (d/2)⟩T
1Можливiсть порушення цiєї умови обговорювалася в [491].
2До цього ж зводиться i задача про температурну залежнiсть розсiяння рентгенiвських променiв

та нейтронiв в кристалах, в наближеннi Дебая-Уоллера. Для експериментального визначення
⟨
(δx)2

⟩
T

таким способом, однак, замiсть монокристалiв кремнiю використовуються порошки, щоб виключити

ефекти динамiчної дифракцiї [492–494].
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+πnsZe
2aTF

3∑
k=1

αk
βk
e
− βkd

aTF

[
cosh βk

aTF

(
x− d

2

)
− 1
]

sinh βkd
2aTF

. (Б.11)

Щоб розрахувати вiдповiдну ширину i таким чином встановити її за-

лежнiсть вiд температури, можна представити δr⃗ як суперпозицiю незале-

жних гармонiчних коливань для довiльного фононного закону дисперсiї:

δr⃗(t) =
2∑

α=1

3∑
λ=1

∑
q⃗

√
~

2NMωα(λ, q⃗)

(
aα,λ,q⃗e⃗α,λ,q⃗e

iq⃗·r⃗−iωα(λ,q⃗)t

+a∗α,λ,q⃗e⃗
∗
α,λ,q⃗e

−iq⃗·r⃗+iωα(λ,q⃗)t
)
, (Б.12)

де M – маса атома кремнiю, N – число атомiв у кристалi, α – коливальнi

моди, тобто акустична та оптична гiлки ωα(λ, q⃗), λ – iндекс стану поляриза-

цiї (поздовжня або одна з двох поперечних), сумування по q⃗ проводиться по

першiй зонi Брiллюена (примiтивнiй комiрцi зворотньої гратки), а амплi-

туди aα,λ,q⃗ нормованi так, що класична енергiя кожної елементарної хвилi

в об’ємi кристала дорiвнює своєму квантовому значенню ~ωα(λ, q⃗):

E =
1

2

N∑
n=1

M
(
δ ˙⃗rn

)2
+ Epot =

N∑
n=1

M
(
δ ˙⃗rn

)2
=

~
2N

N∑
n=1

∑
α,λ,q⃗

2aα,λ,q⃗a
∗
α,λ,q⃗ωα(λ, q⃗) =

∑
q⃗

|aα,λ,q⃗|2~ωα(λ, q⃗). (Б.13)

З урахуванням можливостi iснування для квантового осцилятора дис-

кретної послiдовностi збуджених станiв, так нормованi амплiтуди коливань

стають операторами народження i знищення фононiв у фокiвському про-

сторi:

aα,λ,q⃗ → ĉα,λ,q⃗, a∗α,λ,q⃗ → ĉ+α,λ,q⃗, [ĉα,λ,q⃗, ĉ
+
α′,λ′,q⃗′] = δαα′δλλ′δq⃗q⃗′.

Вiдповiдно, стає оператором i квадрат δx, а його середнє значення є згор-

ткою з матрицею щiльностi, залежнiсть якої вiд температури визначається

розподiлом Гiббса. Використовуючи вiдомi формули для середнiх значень

числа фононiв у кожнiй модi,

⟨ĉĉ⟩T =
⟨
ĉ+ĉ+

⟩
T
= 0,
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1

2

⟨
ĉ+α,λ,q⃗ĉα′,λ′,q⃗′ + ĉα,λ,q⃗ĉ

+
α′,λ′,q⃗′

⟩
T
=

(
1

2
+ ⟨n(ω)⟩T

)
δαα′δλλ′δq⃗q⃗′,

де 1
2 – нульовi коливання (якi не зникають навiть при T = 0), i

⟨n(ω)⟩T =

∑∞
n=0 ne

−n~ω/kBT∑∞
n=0 e

−n~ω/kBT
=

1

e~ω/kBT − 1

– розподiл Планка (kB – стала Больцмана), отримуємо⟨
(δr⃗)2

⟩
T
=
∑
α,λ,q⃗

~
NMωα(λ, q⃗)

(
1

2
+ ⟨n(ω)⟩T

)
,

⟨
(δx)2

⟩
T
=

1

3

⟨
(δr⃗)2

⟩
T
.

(Б.14)

Присутнiсть ω у знаменнику вказує на те, що чим менша частота коливан-

ня, тим бiльший внесок до
⟨
(δr⃗)2

⟩
T

дає вiдповiдний фонон (а також нульове

коливання), i до того ж тим бiльше вiдповiдне середнє число фононiв при

заданiй температурi. Тому можна сподiватися, що головний внесок тут да-

ють акустичнi моди, для яких ωα(λ, q⃗) →⃗
q→0

0.

Для кремнiю (як i для бiльшостi твердих тiл, за винятком надтвердих)

при кiмнатнiй температурi квантове трактування флуктуацiй виявляється

вже доволi близьким до класичного. Це означає, що можна застосувати

розкладення планкiвського розподiлу в ряд Лорана:

1

eξ − 1
=

∞∑
j=0

Bj
ξj−1

j!
,

де Bj – числа Бернуллi (B0 = 1, B1 = −1
2 , B2 =

1
6). Тодi з (Б.14) отримуємо

⟨
(δr⃗)2

⟩
T
≃
∑
α,λ,q⃗

~
NMω

(
kBT

~ω
+

1

12

~ω
kBT

)
=
kBT

NM

∑
α,λ,q⃗

1

ω2
+

~2

4MkBT
, (Б.15)

де в останньому членi була використана тотожнiсть∑
α,q⃗

1 = N (Б.16)

(виключаючи суму по поляризацiях λ) для першої зони Брiллюена. Таким

чином, головний член тут не мiстить ~ (є суто класичним), i пропорцiйний

температурi з коефiцiєнтом, залежним вiд властивостей кристала. Поправ-

ка ж пропорцiйна ~2, i не залежить вiд кристалiчної структури. Оскiльки
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(Б.15) мiстить лише один феноменологiчний параметр, знаючи флуктуацiю⟨
(δr⃗)2

⟩
T

при однiй температурi, можна перерахувати її i для iншої:

⟨
(δr⃗)2

⟩
T2

=
T2
T1

⟨
(δr⃗)2

⟩
T1
+

(
1

T2
− T2
T 2
1

)
~2

4MkB
,

~2

4mpkB
= 12 Å2

K.

Однак, слiд мати на увазi, що при високих температурах коливання пере-

стають бути малими, i з’являються ангармонiзми [496].

(а) (б)

Рис. Б.2. а). Розрахунок залежностi неперервного площинного потенцiалу

кристала кремнiю в орiєнтацiї (110) вiд температури, за формулами (Б.5),

(Б.9) [497]. б). Градiєнт неперервного потенцiалу кремнiю (110) у рiзних

моделях [109].

Коефiцiєнт при головному членi в формулi (Б.15) є зворотньо про-

порцiйним частотi Дебая, в свою чергу пропорцiйної температурi Дебая,

~ωD = kBTD:
1

N

∑
α,λ,q⃗

1

ω2
α(λ, q⃗)

∝ 1

ω2
D

.

Дiйсно, для макроскопiчного кристала∑
q⃗

→ V

∫
d3q

(2π)3
, (Б.17)

Оскiльки пiдiнтегральний вираз 1
2 + ⟨n(ω)⟩T для акустичних фононiв дося-

гає максимуму в центрi зони Брiллюена (при q → 0, коли ω → 0), можна
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знехтувати оптичними фононами, для яких ωα не наближається до нуля

нi при яких q⃗, сподiваючись, що чутливiсть iнтегралу до форми зони є не

дуже великою (принаймнi, меншою, нiж для теплоємностi), i застосувати

для акустичних фононiв модель Дебая, замiнивши першу зону Брiллюена

сферою рiвного об’єму, щоб забезпечити умову (Б.16):∫
d3q → 4π

ū3s

∫ ωD

0

dωω2, (Б.18)

де ūs =
(

2
3u3⊥

+ 1
3u3∥

)−1/3
– середня швидкiсть звуку, ωD = 2πūs

(
3N
4πV

)1/3.
Переходячи до змiнної iнтегрування ξ = ~ω

kBT
, з (Б.14), (Б.17), (Б.18) отри-

муємо

⟨
(δx)2

⟩
T
=

1

3

⟨
(δr⃗)2

⟩
T
=

3~2

MkBTD

[
1

4
+

T

TD
D1

(
TD
T

)]
, (Б.19)

деD1(s) =
1
s

∫ s
0

dξξ
eξ−1 – функцiя Дебая 1-го порядку3 [417],D1(s) ≃

s→0
1− s

4+
s2

36 .

Таблиця Б.1

Референтнi значення параметрiв
⟨
(δx)2

⟩
T

та TD для кристала

кремнiю

T , K
⟨
(δx)2

⟩
T
, Å2 TD, K Ref. Метод

0.00384 658 [124]

645 [286,490]

0.00563 543± 8 [492], [145,292,306,498] рентген

0.005866± 0.000014 [493] рентген

284 0.00567 [494] нейтрон

Однак, реальна дисперсiя i щiльнiсть фононних станiв в кремнiї пово-

дять себе набагато складнiше. В останнiй присутнi рiзкi пiки, що вiдпо-

вiдають сингулярностям Ван-Хова [492, 496]. Тому значення TD, отриманi

в теорiї теплоємностi, iстотно вiдрiзняються вiд тих, що потрiбнi для роз-
3Теплоємнiсть виражається через функцiю Дебая 3-го порядку.
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рахунку середньоквадратичного змiщення. Для пiдвищення точностi i унi-

версальностi фононної моделi, окрiм акустичних фононiв з лiнiйною дис-

персiєю, до спектру варто додавати принаймнi деякi фiксованi частоти, як

в моделi Ейнштейна. Комбiнацiя цих моделей має бути значно точнiшою

при кiмнатних та вищих температурах. Бiльш ґрунтовнi теоретичнi розра-

хунки
⟨
(δx)2

⟩
T

в рiзних пiдходах є доволi складними, i мають розбiжностi

мiж собою, хоча сьогоднi вже досягають високої точностi. В застосуваннях

на даний час традицiйно використовуються експериментальнi данi для цiєї

величини (див. Табл. Б.1).
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Додаток В

УЗАГАЛЬНЕНА ДЗЕТА-ФУНКЦIЯ

Узагальнена дзета-функцiя при α > 1 визначається рядом [418,499]

ζ(α, s) =
∞∑
n=0

1

(s+ n)α
, (В.1)

який при s = 1 зводиться до звичайної функцiї Рiмана [417,426]

ζ(α, 1) = ζ(α) =
∞∑
m=1

1

mα
. (В.2)

При α < 1 ряд (В.1) розбiгається, але попри це, функцiя ζ(α, s) iснує.

Вона однозначно визначається процедурою аналiтичного продовження по

α, i може бути представлена у виглядi iнтеграла по петлi Ганкеля1 у ком-

плекснiй площинi [499]:

ζ(α, s) =
Γ(1− α)

2πi

∫ (0+)

−∞
dt
tα−1est

1− et
. (В.3)

Але для збiжностi iнтеграла повинна виконуватися додаткова умова Res >
0, а якщо Res = 1, потрiбно ще й Reα < 1 [499].

Щоб пов’язати представлення (В.3) з представленням у виглядi ряду

типу (В.1), але без обмежень α > 1 чи Res > 0, пiдставимо в (В.3) тото-

жнiсть
1

1− et
=

nmax∑
n=0

ent +
e(1+nmax)t

1− et
, (В.4)

i проiнтегруємо почленно, використовуючи представлення для гама-

функцiї [426]
1

Γ(s)
=

1

2πi

∫ (0+)

−∞
dtett−s. (В.5)

1Тобто контуру, який починається при Ret → −∞, прямує до початку координат, обходить його

проти часової стрiлки, i повертається на нескiнченнiсть Ret→ −∞.
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Це дає

ζ(α, s) =

nmax∑
n=0

1

(s+ n)α
+

Γ(1− α)
2πi

∫ (0+)

−∞
dttα−1

e(1+s+nmax)t

1− et
. (В.6)

Коли nmax → ∞, в останньому iнтегралi головний внесок дають малi t,

завдяки чому можна покласти в знаменнику 1−et →
t→0
−t. Знову виражаючи

iнтеграл через гама-функцiю з представлення (В.5), приходимо до виразу

ζ(α, s) = lim
nmax→∞

[
nmax∑
n=0

1

(s+ n)α
− 1

1− α
(s+ 1 + nmax)

1−α

]
. (В.7)

Але цей лiмiт iснує лише при α > 0. Якщо α > 1, останнiй член в Рiвн.

(В.7) при nmax →∞ зникає, i ми повертаємося до визначення (В.1). Якщо

ж 0 < α < 1, очевидно, (s+ 1 + nmax)
1−α = n1−αmax +O(n−αmax), тому формулу

(В.7) можна записати у спрощеному виглядi

ζ(α, s) = lim
nmax→∞

[
nmax∑
n=0

1

(s+ n)α
− 1

1− α
n1−αmax

]
(α > 0). (В.8)

Її окремим випадком при α = 1/2 є рiвняння (3.154).

На практицi зустрiчається також представлення у виглядi ряду Фур’є

на iнтервалi 0 < s < 1:

ζ(α, s) = 2απα−1Γ(1−α)
∞∑
k=1

kα−1 sin
(
2πks+

πα

2

)
(α < 0, 0 < s < 1).

(В.9)

Наведемо тепер основнi властивостi узагальненої дзета-функцiї.

Функцiя ζ(α, s) iснує при всiх значеннях параметра α, окрiм α = 1. При

цiлих α вона є дiйсною. Якщо α – вiд’ємне цiле число або нуль, iнтеграл

(В.3) обчислюється за допомогою лишкiв, i зводиться до полiнома Бернуллi

порядку 1− α:

ζ(α, s) = − 1

1− α
B1−α(s), α = 0,−1,−2, . . . .

Якщо α – цiле число, бiльше вiд одиницi, функцiю (В.3) можна виразити

через похiдну порядку α вiд логарифма гама-функцiї:

ζ(α, s) =
(−1)α

(α− 1)!
ψ(α−1)(s), α = 2, 3, 4, . . . .
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Якщо α – нецiле, при s < 0 функцiя ζ(α, s) є комплексною. Для напiв-

цiлих α, при s 6 1, Reζ(α, s) є перiодичною функцiєю s з перiодом 1.

Диференцiюючи (В.7) або (В.3) по s, знаходимо

∂ζ

∂s
= −αζ(α+ 1, s). (В.10)

Зворотньо, ∫
ds′ζ(α, s′) =

1

1− α
ζ(α− 1, s) + const. (В.11)

Якщо ж iнтегрування провести по будь-якому iнтервалу одиничної довжи-

ни, з (В.11) та функцiонального спiввiдношення ζ(α, s) = s−α+ ζ(α, s+1),

що випливає з визначення (В.8) або (В.3), отримуємо∫ s+1

s

ds′ζ(α, s′) =
1

1− α
ζ(α− 1, s)

∣∣s+1

s
=

1

α− 1
s1−α. (В.12)
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