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АНОТАЦIЯ

Апостолов C. C. Електромагнiтний та електронний транспорт у надпровiд-

них структурах. – Квалiфiкацiйна наукова праця на правах рукопису.

Дисертацiя на здобуття наукового ступеня доктора фiзико-математичних наук

за спецiальнiстю 01.04.02 «Теоретична фiзика» (104 – Фiзика та астрономiя). – Iн-

ститут радiофiзики та електронiки iм. О.Я. Усикова НАН України, – Нацiональний

науковий центр «Харкiвський фiзико-технiчний iнститут» НАН України, Харкiв,

2019.

У дисертацiйнiй роботi представленi результати дослiдження електронного

та електромагнiтного транспорту у надпровiдних структурах, що мiстять шаруватi

надпровiдники, високотемпературнi надпровiдники на основi залiза, звичайнi

надпровiдники та топологiчнi iзолятори. Дослiджено ряд лiнiйних та нелiнiйних

ефектiв в таких структурах, а також виявлено специфiчнi особливостi вказаних

матерiалiв.

Зокрема, дослiджено електронний транспорт у ланцюгах, якi включають

звичайний надпровiдник i високотемпературний надпровiдник на основi залiза,

з’єднаних нормальним або феромагнiтним дротом, та отримано вирази для зале-

жностi щiльностi електронних станiв вiд енергiї та спiввiдношення мiж джозефсо-

нiвським струмом та рiзницею фаз мiж надпровiдниками. Аналiтичний результат

для щiльностi станiв демонструє особливостi поблизу надпровiдникових щiлин

при високих енергiях, а спiввiдношення мiж струмом та рiзницею фаз виявляє 0–

π переходи для широкого дiапазону параметрiв. Такi специфiчнi ознаки можуть

бути використанi в експериментi для розмежування s+−- та s++-спаровування у

високотемпературних надпровiдниках на основi залiза.

Представлено модель електронного транспорту мiж двома надпровiдниками,

з’єднаними за допомогою двовимiрного топологiчного iзолятору, в якiй врахованi
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як ефекти багатократних андреєвських та нормальних вiдбиттiв, так i електрон-

домiшкове розсiювання у топологiчному iзоляторi. В рамках моделi за допомогою

рiвнянь Боголюбова – де Жена отримано коефiцiєнти нормального та андреєв-

ського вiдбиттiв, якi вiдбуваються на границi надпровiдника та двовимiрного

топологiчного iзолятора iз спiн-орбiтальною взаємодiєю. Використовуючи цей

результат, обчислено функцiї розподiлу електронiв за енергiями та визначено

характернi особливостi функцiї розподiлу, що виникають в результатi зазначених

процесiв. Цi особливостi можуть дозволити в експериментi визначати спiввiд-

ношення ролей нормального вiдбиття на надпровiдному контактi та електрон-

домiшкового розсiювання в електронному транспортi в топологiчному iзоляторi.

Дослiджено електромагнiтний хвильовий транспорт у шаруватих надпро-

вiдниках, у яких формується особливий вид твердотiльної плазми, так звана

джозефсонiвська плазма. Завдяки специфiчнiй кристалiчнiй структурi шаруватого

надпровiдника, де тонкi надпровiднi шари чергуються з бiльш товстими дiелектри-

чними або металевими шарами, така плазма виявляється сильно анiзотропною та

нелiнiйною, внаслiдок нелiнiйного джозефсонiвського зв’язку мiж надпровiдними

шарами. У такiй плазмi можуть поширюватись так званi джозефсонiвськi плазмовi

хвилi, якi забезпечують ряд нетривiальних явищ, що вивченi у данiй дисертацiї та

представляють iнтерес як для фундаментальної, так i для прикладної науки.

Передбачено явище самоiндукованої прозоростi шаруватих надпровiдникiв

при опромiненнi хвилею терагерцового дiапазону, яке виникає внаслiдок нелiнiй-

ностi джозефсонiвської плазми. Теоретично показано, що прозорiсть шаруватого

надпровiдника може змiнюватися у широких межах вiд майже непрозоростi до

повної прозоростi при варiюваннi амплiтуди падаючої хвилi. Крiм того, прозорiсть,

так само як i поверхневий реактанс шаруватого надпровiдника, залежить вiд

амплiтуди неоднозначним чином, що може призводити до гiстерезисних стрибкiв

мiж рiзними гiлками таких залежностей.

Сформульовано та обґрунтовано аналог принципу суперпозицiї для нелi-

нiйних джозефсонiвських плазмових хвиль, використання якого дає можливiсть
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проводити теоретичне дослiдження нелiнiйного електромагнiтного транспорту

через сильно анiзотропнi шаруватi надпровiдники. Такий принцип суперпозицiї

має мiсце завдяки рiзнiй фiзичнiй природi струмiв уздовж та поперек шарiв.

На основi цього принципу було передбачено явище крос-поляризацiї хвиль, що

вiдбиваються вiд межi шаруватий надпровiдник – вакуум. Окрiм того, дослiджено

транспорт поперечно-магнiтних та поперечно-електричних хвиль через шаруватий

надпровiдник та показано, що ступiнь крос-поляризацiї залежить не тiльки вiд кута

падiння та частоти хвилi, а також вiд її амплiтуди.

Показано, що ефекти, передбаченi для зразкiв та пластин нескiнченних

розмiрiв, можуть спостерiгатись i у зразках скiнченних розмiрiв, розташованих

у прямокутному хвилеводi, що краще вiдповiдає постановцi можливого експе-

рименту. Зокрема, це показано для ефектiв самоiндукованої прозоростi та крос-

поляризацiї.

Отримано та проаналiзовано дисперсiйнi спiввiдношення для лiнiйних, слабо

нелiнiйних та сильно нелiнiйних електромагнiтних мод, локалiзованих на пластинi

шаруватого надпровiдника, надпровiднi шари якого перпендикулярнi поверхнi

пластини. Показано, що такi моди можуть мати аномальну дисперсiю у широкому

дiапазонi параметрiв. Виявлено, що навiть у симетричнiй геометрiї в пластинi

шаруватого надпровiдника можуть iснувати як симетричнi i антисиметричнi, так i

несиметричнi по магнiтному полю локалiзованi моди, що пов’язано з нелiнiйнiстю

джозефсонiвської плазми. Передбачено, що у нелiнiйному випадку дисперсiйнi

спiввiдношення мiстять амплiтуду локалiзованої моди, що разом з аномальною

дисперсiєю вiдкриває можливiсть спостерiгати явище, аналогiчне «зупинцi свiтла»

у нелiнiйнiй оптицi.

Дослiджено резонанснi ефекти у шаруватих надпровiдниках, такi, як посиле-

ння прозоростi, що супроводжується збудженням локалiзованих мод з аномальною

дисперсiєю, та пригнiчення коефiцiєнта вiдбиття (вудiвськi аномалiї), що супро-

воджується збудженням нелiнiйних локалiзованих мод. Показано, що коефiцiєнт

прозоростi проявляє незвичну залежнiсть вiд кута падiння хвилi, яка пов’язана iз



5

аномальною дисперсiєю локалiзованих мод. Зокрема, передбачено iснування двох

резонансних пiкiв цiєї залежностi та їх подальше злиття в широкий єдиний пiк при

збiльшеннi частоти хвилi. У свою чергу, нелiнiйнiсть призводить до можливостi

спостереження вудiвських аномалiй за рахунок змiни не тiльки частоти та кута

падiння, але й амплiтуди хвилi.

Дослiджено терагерцовий електромагнiтний транспорт через фотонний кри-

стал, що мiстить дефект у виглядi пластини шаруватого надпровiдника, надпро-

вiднi шари якого ортогональнi шарам фотонного кристалу. За допомогою методу

трансфер-матриць отримано дисперсiйнi спiввiдношення для електромагнiтних

мод, локалiзованих на такому дефектi, та аналiтичний вираз для коефiцiєнта

прозоростi. Показано, що прозорiсть у забороненiй зонi фотонного кристала може

бути iстотно посилена за рахунок резонансного збудження локалiзованих мод, та

отримано спрощений вираз для коефiцiєнта прозоростi поблизу резонансу.

Розроблено новий метод теоретичного дослiдження електромагнiтного

транспорту через шаруватий надпровiдник при його взаємодiї з незмiнним у часi

магнiтним полем. Цей метод базується на нелiнiйнiй взаємодiї магнiтного поля з

джозефсонiвською плазмою. За його допомогою теоретично показано, що таким

магнiтним полем можна контролювати транспортнi характеристики шаруватих

надпровiдникiв. Зокрема, показано, що, варiюючи величину магнiтного поля,

можна змiнювати прозорiсть пластини шаруватого надпровiдника та ступiнь крос-

поляризацiї вiдбитої хвилi. Наявнiсть магнiтного поля може призводити як до

збiльшення, так i зменшення цих транспортних характеристик. Визначено умови

повної прозоростi та повної крос-поляризацiї. Теоретично показано, що за допомо-

гою магнiтного поля можна змiнювати дисперсiйнi характеристики локалiзованих

електромагнiтних мод. Це, разом iз немонотонною дисперсiєю локалiзованих мод,

може призводити до ефекту внутрiшнього вiдбиття у неоднорiдному незмiнному у

часi магнiтному полi.

Одержанi результати доповнюють i розширюють наявнi уявлення про еле-

ктронний транспорт у структурах, що мiстять звичайнi надпровiдники i висо-
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котемпературнi надпровiдники, та про електромагнiтний транспорт в шаруватих

надпровiдниках. Цi результати можуть бути використанi при розробцi електронiки

терагерцового дiапазону, що має потенцiйно важливi практичнi застосування в

рiзних областях, зокрема, в системах безпеки, медичнiй дiагностицi, контролi

навколишнього середовища. Наприклад, ефекти самоiндукованої та резонансної

прозоростi та крос-поляризацiї можуть бути використанi у детекторах та фiльтрах

терагерцового випромiнювання, а контроль цих явищ за допомогою незмiнного

у часi магнiтного поля може значно спростити налаштування таких приладiв.

У свою чергу, дослiдженi у дисертацiї локалiзованi електромагнiтнi хвилi та

можливiсть керування їх поширенням можуть бути застосованi для управлiння

приповерхневими фiзико-хiмiчними процесами, такими як фотокаталiз, лiтографiя

та iн.

Ключовi слова: ефект Джозефсона, андреєвське вiдбиття, високотемпера-

турний надпровiдник, терагерцовий дiапазон частот, крос-поляризацiя, посилена

прозорiсть, вудiвськi аномалiї, локалiзованi хвилi.
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ABSTRACT

Apostolov S. S. Electromagnetic and electronic transport in superconducting

structures. – Qualification scientific paper, manuscript.

Thesis for a Doctoral Degree in Physics and Mathematics: Speciality

01.04.02 “Theoretical physics” (104 – Physics and Astronomy). – O.Ya. Usikov Institute

for Radiophysics and Electronics NAS of Ukraine, – National Science Center “Kharkiv

Institute of Physics and Technology” NAS of Ukraine, Kharkiv, 2019.

The Doctoral Thesis presents the results of the research on the electronic

and electromagnetic transport in the superconducting structures containing the

layered superconductors, the iron-based high-temperature superconductors, conventional

superconductors and topological insulators. Some linear and nonlinear effects in such

structures were studied and the specific features of these metamaterials were identified.

In particular, the electronic transport in circuits, which includes a conventional

superconductor and a iron-based high-temperature superconductor, connected by a

normal or ferromagnetic wire, is studied. The expressions for the energy dependence of

the electron-state density and the relation between the Josephson current and the phase

difference between the superconductors are obtained. The analytical result for the state

density demonstrates features near the superconducting gaps at the high energies, while

the relation between current and phase difference reveals 0–π transitions for a wide

range of parameters. Such specific features can be used in the experiment to distinguish

s+−- and s++-pairing in the iron-based high-temperature superconductors.

The model of the electronic transport between two superconductors, connected

by a two-dimensional topological insulator, which takes into account the effects of both

multiple Andreev and normal reflections, as well as the electron-impurity scattering

in the topological insulator, is introduced. In the framework of the model, using

the Bogolyubov – de Gene equations, we obtain the coefficients of the normal and



14

Andreev reflections occurring at the boundary between the superconductor and the

two-dimensional topological insulator with a spin-orbit interaction. Using this result,

the electron energy distribution functions are calculated and the characteristic features

of these distribution functions caused by the above processes are determined. These

features can allow to determine in the experiment the correlation between the normal

reflection on the superconducting contacts and the electron-impurity scattering in the

electronic transport through the topological insulator.

The electromagnetic wave transport in the layered superconductors is studied,

where a special type of solid-state plasma, called the Josephson plasma, is formed.

Due to the specific crystal structure of the layered superconductor, where the thin

superconducting layers alternate with the thicker dielectric or metallic ones, this plasma

is strongly anisotropic and nonlinear, because of the nonlinear Josephson contact

between the superconducting layers. In such a plasma, the so-called Josephson plasma

waves can propagate, which provide some non-trivial phenomena that are studied in the

Thesis and are of interest for both fundamental and applied science.

The phenomenon of the self-induced transparency of the layered superconductors

irradiated by the terahertz wave is predicted. This phenomenon arises due to the

non-linearity of the Josephson plasma. It is shown theoretically that the transparency

of the layered superconductor changes widely from the almost opacity to the total

transparency varying the amplitude of the incident wave. In addition, the transmittance

of a layered superconductor, as well as the surface reactance, depends on the amplitude

in an ambiguous manner, which can lead to the hysteresis jumps between the different

branches of these dependencies.

An analogue of the superposition principle for the nonlinear Josephson plasma

waves has been formulated and proved. The use of this superposition principle allows to

study theoretically the nonlinear electromagnetic transport through strongly anisotropic

layered superconductors. This principle occurs due to the different physical nature of

the currents along and across the layers. On the basis of the principle, the phenomenon

of cross-polarization of waves, reflected from the boundary of layer superconductor –
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vacuum, was predicted. In addition, the transport of transverse-magnetic and transverse-

electric waves through a layer superconductor has been examined and it has been shown

that the cross-polarization degree depends not only on the incident angle and frequency

of the wave, but also on its amplitude.

It is shown that the effects predicted for the samples and plates of the infinite

dimensions can also be observed for the finite samples located in a rectangular

waveguide that match better a possible experimental setup. In particular, this is shown

for the self-induced transparency and polarization transformation phenomena.

The dispersion relations for the linear, weak nonlinear, and strong nonlinear

electromagnetic modes localized on a plate of a layered superconductor, whose

superconducting layers are perpendicular to the surface of the plate, are obtained and

analyzed. It is shown that such modes may have anomalous dispersion over a wide

range of parameters. It is revealed that even in the symmetric geometry, there can exist

localized modes in a plate of a layered superconductor, symmetric and antisymmetric

as well as non-symmetric with respect to the magnetic field, which is due to the non-

linearity of the Josephson plasma. It is predicted that in the nonlinear case the dispersion

relations contain the amplitude of the localized mode that with anomalous dispersion

opens up the possibility to observe a “stop-light” phenomenon similar to the nonlinear

optics.

The resonance effects in the layered superconductors, the enhanced transparency

involving excitation of the localized modes with the anomalous dispersion and the

suppression of the reflection (Wood anomalies) involving excitation of the nonlinear

localized modes, are studied. It is shown that the transmittance have an unusual

dependence on the angle of the incidence wave, which is related to the anomalous

dispersion of the localized modes. In particular, the existence of two resonant peaks of

this dependence and their merging into a wide single peak with increasing the wave

frequency are predicted. In turn, the nonlinearity leads to the possibility of observing

the Wood anomalies by changing not only the frequency and the incidence angle, but

also the wave amplitude.
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The electromagnetic transport through a photonic crystal containing a plate of a

layered superconductor as a defect, whose superconducting layers are orthogonal to the

layers of the photonic crystal, is studied. Using the transfer matrix method, we obtain

the dispersion relations for the electromagnetic modes localized on such a defect and

an analytical expression for the transmittance. It is shown that the transparency in the

forbidden zone of a photonic crystal can be substantially enhanced by resonant excitation

of the localized modes.

A new method for theoretical study of electromagnetic transport through a layered

superconductor interacting with the DC magnetic field was developed. This method is

based on the nonlinear interaction of the magnetic field with the Josephson plasma.

This method shows the possibility to control the transport characteristics of the layered

superconductors by means of such a magnetic field. In particular, it has been shown

that the varying of the magnetic field magnitude can change the transparency of the

layered superconductor plate and the cross-polarization degree of the reflected wave.

The presence of a magnetic field can lead to both increase or decrease of these transport

characteristics. The conditions of the total transparency and the total cross-polarization

are determined. It is shown theoretically that it is possible to change the dispersion

characteristics of localized electromagnetic modes with the help of a magnetic field.

That, together with the non-monotonic dispersion of localized modes, can lead to the

effect of internal reflection in a non-homogeneous DC magnetic field.

The obtained results supplement and extend the existing conceptions of the

electronic transport in the circuits containing the conventional and high-temperature

superconductors and the electromagnetic transport in the layered superconductors. These

results can be used for the development of the terahertz electronic devices potentially

important for the practical application for the various areas, in particular, for the

security systems, the medical diagnostics, the environmental control, etc. In the Thesis,

the finite samples of the layered superconductors and the interaction of the external

DC magnetic field with Josephson plasma waves are studied, which corresponds to

the possible experiment setup. The self-induced and resonant transparency effects as
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well as the polarization transformation can be used in the detectors and filters of

the terahertz radiation, while the control of these processes by means of the external

DC magnetic field can significantly simplify the tuning of such devices. In turn, the

localized electromagnetic waves studied in the Thesis and the ability to control their

propagation can be applied to operate the surface physical and chemical processes, such

as photocatalysis, lithography, etc.

Keywords: Josephson effect, Andreev reflection, high-temperature

superconductor, terahertz frequency range, polarization, enhanced transparency, Wood

anomalies, localized waves.
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ВСТУП

Обґрунтування вибору теми дослiдження. За останнi десятилiття над-

провiдники знаходять все бiльше застосування не тiльки у науковiй сферi, але

й у нових галузях технiки, де надпровiднi матерiали використовуються для

створення надсильних магнiтних полiв, кабелiв, здатних передавати великi по-

токи енергiї без втрат, потужних електричних генераторiв i двигунiв [1]. Все

бiльшого значення набувають надпровiдники в областi мiкро- та наноелектронiки

як елементи приладiв унiкальної чутливостi, заснованих на ефектi Джозефсона,

болометрiв, параметричних перетворювачiв частоти, генераторiв когерентного

випромiнювання та навiть класичного та квантового комп’ютерiв [2–6]. Особлива

увага при цьому придiляється високотемпературним надпровiдникам (ВТНП) з

критичними температурами вище температур кипiння рiдкого водню 20,28 K та

рiдкого азоту 77,4 K.

Окрiм високих критичних температур, ВТНП мають деякi специфiчнi

властивостi, якi роблять їх цiкавим предметом для дослiдження та можливо-

го використання. По-перше, до теперiшнього часу не iснує послiдовної теорiї

формування конденсату електронних пар у ВТНП. Дiйсно, мiкроскопiчна теорiя

надпровiдностi [7–9] передбачає критичну температуру не бiльше 30 K. З iншого

боку, iснують теорiї, якi передбачають критичну температуру у квазiодновимiрних

надпровiдниках до 2000 K [10]. Це викликає великий iнтерес дослiдникiв до роз-

робки послiдовної теорiї, яка може вiдкрити шлях для створення надпровiдникiв з

критичної температурою вище кiмнатних температур.

По-друге, усi ВТНП мають незвичний тип спаровування надпровiдних еле-

ктронiв. Якщо для купратних ВТНП вважається експериментально встановленим,

що спаровування має структуру так званого d-спаровування [1, 11, 12], то для

вiдносно недавно [13, 14] вiдкритих ВТНП на основi залiза тип спаровування
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залишається остаточно не з’ясованим [3, 15]. Очiкується, що найбiльш ймовiрний

механiзм, так зване s±-спаровування, може призводити до деяких незвичних явищ,

притаманних лише цьому типу спаровування.

Нарештi, важливим аспектом дослiдження ВТНП є те, що в них формується

особливий вид нелiнiйної анiзотропної плазми [6, 16–18]. Це пов’язано зi специ-

фiчною кристалiчною структурою ВТНП — тонкi надпровiднi шари (з товщиною

порядку 0,2 нм) чергуються з бiльш товстими дiелектричними або металевими

шарами (з товщиною порядку 2 нм), причому мiж надпровiдними шарами виникає

нелiнiйний зв’язок завдяки ефекту Джозефсона, що й визначає назву — джозефсо-

нiвська плазма. Нелiнiйнiсть може призвести до ряду нетривiальних явищ [19,20],

таких як самоiндукована прозорiсть та самофокусування свiтла, що представляють

iнтерес як для фундаментальної, так i для прикладної науки.

Треба зазначити, що електромагнiтнi хвилi, що можуть поширюватися у

такiй плазмi, так званi джозефсонiвськi плазмовi хвилi (ДПХ), належать до важли-

вого з прикладної точки зору терагерцового частотного дiапазону, вiд 3 · 1011 Гц

до 3 · 1013 Гц. В даний час цей частотний дiапазон все ще є важкодоступним для

електронних i оптичних приладiв, хоча має широкий спектр потенцiйних застосу-

вань вiд неiнвазивного зондування та томографiї у медицинi до контролю навколи-

шнього середовища та використання у системах безпеки та комунiкацiї [21–24].

Останнiм часом шаруватi ВТНП розглядаються як перспективнi кандидати для

електронiки терагерцового дiапазону. Зокрема, на їх основi можливо створити

вiдносно потужне джерело когерентного терагерцового випромiнювання [5, 6], а

взаємодiя терагерцового випромiнювання з шаруватими надпровiдниками може

вiдкрити новi можливостi керування надпровiдним станом [18].

Низка невирiшених фундаментальних i прикладних проблем щодо електрон-

ного та електромагнiтного транспорту у надпровiдних структурах визначають

важливiсть i актуальнiсть дослiджень, проведених в данiй дисертацiї. Зокрема,

дослiджено електронний транспорт у системах, якi мiстять сучаснi метаматерiали,

ВТНП на основi залiза i топологiчнi iзолятори, та виявлено характернi особливостi
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такого транспорту. Також передбачено ряд лiнiйних та нелiнiйних транспортних

ефектiв при взаємодiї терагерцових хвиль iз купратними ВТНП, серед яких самоiн-

дукована прозорiсть, явище крос-поляризацiї, резонансне збудження локалiзованих

ДПХ. Показано, що локалiзованi ДПХ можуть мати аномальну дисперсiю, що

вiдкриває можливостi спостерiгати явище негативної рефракцiї та, завдяки нелi-

нiйностi, явище, аналогiчне «зупинцi свiтла». Крiм того, у дисертацiї розвинено

метод теоретичного дослiдження електромагнiтного транспорту в шаруватому

надпровiднику при його взаємодiї з незмiнним у часi магнiтним полем, що має

важливе прикладне значення для електронiки терагерцового дiапазону. Саме це

коло дослiджень, якi мають фундаментальне i прикладне значення, робить тему

дисертацiї актуальною.

Мета i завдання дослiдження. Основна мета дисертацiйної працi полягає у

виявленнi специфiчних особливостей електронного транспорту у сучасних метама-

терiалах, ВТНП на основi залiза та топологiчних iзоляторах, з урахуванням ефектiв

Джозефсона та андреєвського вiдбиття, а також у побудовi теорiї електромагнi-

тного хвильового транспорту у структурах, що мiстять шаруватi надпровiдники, з

урахуванням специфiчних особливостей джозефсонiвської плазми i в дослiдженнi

рiзноманiтних лiнiйних та нелiнiйних ефектiв в таких структурах.

Для досягнення поставленої мети було сформульовано наступнi завдання:

• модифiкувати теорiю ефекту близькостi та ефекту Джозефсона для

ланцюгiв, що мiстять надпровiдники iз s±-спаровуванням, та виявити роль такого

спаровування у формуваннi щiльностi електронних станiв i залежностi джозефсо-

нiвського струму вiд рiзницi фаз;

• дослiдити явище багатократних андреєвських вiдбиттiв, що виникає мiж

двома надпровiдниками, з’єднаними за допомогою двовимiрного топологiчного

iзолятору, обчислити щiльнiсть електронних станiв та з’ясувати вплив мiкроско-

пiчних процесiв, зокрема, нормального вiдбиття та розсiювання, на електронний

транспорт у двовимiрному топологiчному iзоляторi;

• побудувати теорiю транспорту лiнiйних та нелiнiйних електромагнiтних
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хвиль у шаруватому надпровiднику;

• дослiдити явище самоiндукованої прозоростi шаруватого надпровiдника;

• сформулювати та обґрунтувати аналог принципу суперпозицiї для нелi-

нiйних хвиль у шаруватих надпровiдниках;

• знайти дисперсiйнi рiвняння для ДПХ, якi локалiзованi в пластинi

шаруватого надпровiдника та поширюються пiд прямим кутом до надпровiдних

шарiв, та визначити дiапазони параметрiв, за яких може спостерiгатися аномальна

дисперсiя таких хвиль;

• дослiдити резонанснi ефекти, зокрема, резонансну прозорiсть та вудiвськi

аномалiї, що виникають при збудженнi локалiзованих ДПХ та модифiкованi за

рахунок аномальної дисперсiї та нелiнiйностi;

• дослiдити електромагнiтний транспорт через фотонний кристал, який

мiстить дефект у виглядi пластини шаруватого надпровiдника;

• розвинути теорiю електромагнiтного транспорту у шаруватому надпро-

вiднику при його взаємодiї з незмiнним у часi магнiтним полем.

Об’єктом дослiдження є транспортнi електроннi ефекти, що виникають у

ланцюгах, що мiстять звичайнi надпровiдники, ВТНП на основi залiза та топо-

логiчнi iзолятори, а також транспортнi електромагнiтнi ефекти, що вiдбуваються

при поширеннi та збудженнi лiнiйних та нелiнiйних ДПХ в сильно анiзотропних

шаруватих ВТНП.

Предметом дослiдження є джозефсонiвський струм, щiльнiсть електронних

станiв, коефiцiєнти нормального та андреєвського вiдбиття, лiнiйнi та нелiнiйнi

ДПХ, поверхневий реактанс та прозорiсть шаруватого надпровiдника, коефiцiєнти

крос-поляризацiї хвиль, дисперсiя локалiзованих ДПХ.

Методи дослiдження. Для вирiшення поставлених у дисертацiї задач були

використанi наступнi методи теоретичної фiзики: методи аналiтичного рiшення

нелiнiйних диференцiальних рiвнянь, квазiкласичний метод ВКБ (Вентцеля –

Крамерса – Бриллюена) для розв’язання рiвнянь з малим параметром при старшiй

похiднiй, методи знаходження мiжшарової рiзницi фаз параметра порядку у шару-
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ватому надпровiднику за допомогою вирiшення системи зв’язаних калiбрувально-

iнварiантних синусоїдальних рiвнянь Гордона, метод трансфер-матриць для до-

слiдження електромагнiтного транспорту, метод обчислення функцiй Грiна у

надпровiднику за допомогою рiвнянь Узаделя, метод обчислення коефiцiєнтiв

андреєвського та нормального вiдбиття за допомогою рiвнянь Боголюбова –

де Жена, метод iнтегралу зiткнень у квантово-кiнетичному рiвняннi Больцмана.

Наукова новизна отриманих результатiв.

1. Вперше отримано аналiтичнi вирази для залежностi щiльностi електрон-

них станiв вiд енергiї та спiввiдношення мiж струмом та рiзницею фаз у ефектi

Джозефсона в ланцюгах, якi включають звичайний надпровiдник i надпровiдник

з s+−- або s++-спаровуванням, з’єднаних нормальним або феромагнiтним дротом.

Показано, що щiльнiсть станiв демонструє особливостi поблизу надпровiдникових

щiлин при високих енергiях, а спiввiдношення мiж струмом та рiзницею фаз

виявляє 0–π переходи для широкого дiапазону параметрiв. Такi специфiчнi ознаки

можуть бути покладенi в основу метода розмежування s+−- та s++-спаровування

у ВТНП на основi залiза в експериментi.

2. Вперше запропоновано модель електронного транспорту мiж двома над-

провiдниками, з’єднаними за допомогою двовимiрного топологiчного iзолятору зi

спiн-орбiтальною взаємодiєю, в якiй врахованi ефекти багатократних андреєвських

та нормальних вiдбиттiв, а також електрон-домiшкового розсiювання. В рамках

моделi вперше за допомогою рiвнянь Боголюбова – де Жена отримано коефiцiєнти

нормального та андреєвського вiдбиттiв. Використовуючи цей результат, обчислено

функцiї розподiлу електронiв за енергiями та визначено їх характернi особливостi,

якi можуть бути використанi для визначення ролей розсiювання та нормального

вiдбиття в електронному транспортi у топологiчному iзоляторi.

3. Вперше передбачено ефект самоiндукованої прозоростi шаруватого

ВТНП, який виникає внаслiдок нелiнiйного зв’язку джозефсонiвського струму

та калiбрувально-iнварiантної рiзницi фаз параметра порядку мiж шарами. Тео-

ретично показано, що прозорiсть шаруватого надпровiдника може змiнюватися
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у широких межах вiд майже непрозоростi до повної прозоростi при варiюваннi

амплiтуди падаючої хвилi.

4. Вперше сформульовано i обґрунтовано аналог принципу суперпозицiї

для нелiнiйних ДПХ, використання якого дає можливiсть проводити теоретичне

дослiдження нелiнiйного електромагнiтного транспорту через сильно анiзотропнi

шаруватi надпровiдники. Такий принцип суперпозицiї має мiсце завдяки рiзнiй

фiзичнiй природi струмiв уздовж та поперек шарiв. На основi цього принципу було

передбачено явище крос-поляризацiї хвиль, що вiдбиваються вiд межi шаруватий

надпровiдник – вакуум. При цьому ступiнь крос-поляризацiї залежить не тiльки

вiд кута падiння та частоти хвилi, а також вiд її амплiтуди.

5. Вперше розглянуто ефекти самоiндукованої прозоростi та крос-

поляризацiї для зразкiв шаруватих ВТНП як нескiнченних, так i скiнченних розмi-

рiв, що вiдповiдає постановцi можливого експерименту. При цьому показано, що цi

ефекти, якi передбачено для зразкiв нескiнченних розмiрiв, можуть спостерiгатися

i у зразках скiнченних розмiрiв, якi розташовано у прямокутному хвилеводi.

6. Вперше показано, що ДПХ, локалiзованi на пластинi шаруватого надпро-

вiдника, надпровiднi шари якого перпендикулярнi поверхнi пластини, можуть мати

аномальну дисперсiю. Вперше отримано дисперсiйнi рiвняння як для лiнiйних ло-

калiзованих ДПХ у такiй геометрiї, так i для нелiнiйних, i теоретично передбачено,

що завдяки аномальнiй дисперсiї у нелiнiйному випадку можливо спостерiгати

явище, аналогiчне «зупинцi свiтла» у нелiнiйнiй оптицi.

7. Вперше дослiджено такi резонанснi ефекти у шаруватих ВТНП, як

посилення прозоростi, що супроводжується збудженням локалiзованих ДПХ з

аномальною дисперсiєю, та пригнiчення коефiцiєнта вiдбиття (вудiвськi аномалiї),

що супроводжується збудженням нелiнiйних локалiзованих ДПХ. Теоретично

показано, що коефiцiєнт прозоростi проявляє незвичну залежнiсть вiд кута падiння

хвилi, пов’язану з аномальною дисперсiєю локалiзованих ДПХ, а нелiнiйнiсть

призводить до можливостi управлiння вудiвськими аномалiями за рахунок змiни

амплiтуди хвилi.
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8. Вперше теоретично дослiджено електромагнiтний транспорт через фо-

тонний кристал, що мiстить дефект у виглядi пластини шаруватого надпровiдника,

надпровiднi шари якого ортогональнi шарам фотонного кристалу. Отримано

дисперсiйнi спiввiдношення для електромагнiтних мод, локалiзованих на такому

дефектi, та аналiтичний вираз для коефiцiєнта прозоростi. Показано, що прозорiсть

у забороненiй зонi фотонного кристала може бути iстотно посилена за рахунок

резонансного збудження локалiзованих мод.

9. Вперше розроблено метод теоретичного дослiдження електромагнiтного

транспорту через шаруватий надпровiдник при його взаємодiї з незмiнним у часi

магнiтним полем. На базi цього методу теоретично показано, що за допомогою

такого магнiтного поля можна контролювати ступiнь прозоростi шаруватого

надпровiдника, керувати ефектом крос-поляризацiї та змiнювати дисперсiйнi ха-

рактеристики локалiзованих ДПХ.

Практичне i наукове значення отриманих результатiв полягає в тому,

що результати дослiджень доповнюють i розширюють наявнi уявлення про

електронний транспорт у ланцюгах, що мiстять звичайнi надпровiдники та ВТНП,

та про електромагнiтний транспорт в шаруватих ВТНП. Зокрема, за допомогою

ефекту Джозефсона запропоновано в експериментi вiдрiзняти тип спаровування

електронiв у ВТНП на основi залiза. Також у дисертацiї розглянутi зразки шару-

ватих ВТНП скiнченних розмiрiв та взаємодiя незмiнного у часi магнiтного поля

з джозефсонiвськими плазмовими хвилями, що вiдповiдає постановцi можливого

експерименту. З iншого боку, отриманi у дисертацiї результати можуть бути ви-

користанi при розробцi приладiв електронiки терагерцового дiапазону. Наприклад,

ефекти самоiндукованої i резонансної прозоростi та крос-поляризацiї можуть бути

використанi у детекторах та фiльтрах терагерцового випромiнювання. У свою

чергу, контроль за цими явищами за допомогою незмiнного у часi магнiтного

поля може значно спростити налаштування таких приладiв у заданий режим

роботи. Це дуже важливо тому, що терагерцовi технологiї мають безлiч потенцiйно

важливих практичних застосувань в рiзних областях, зокрема в системах безпеки,
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медичнiй дiагностицi, контролi навколишнього середовища. Вiдзначимо також,

що у дисертацiї дослiдженi локалiзованi електромагнiтнi хвилi та можливiсть

керування їх поширенням за допомогою нелiнiйностi та неоднорiдного магнiтного

поля. Завдяки високiй локалiзацiї енергiї такi хвилi можуть бути застосованi для

управлiння приповерхневими фiзико-хiмiчними процесами, такими як фотокаталiз,

лiтографiя та iн.

Особистий внесок здобувача. Результати дисертацiї опублiкованi у стат-

тях [25–46] i тезах доповiдей наукових конференцiй [47–67]. Здобувач брав участь

у постановцi задач, вирiшених у дисертацiї, формулюваннi основних iдей та

методiв дослiдження, проведеннi найбiльш складних аналiтичних i чисельних

розрахункiв, а також виконував контроль та перевiрку результатiв, отриманих

iншими спiвавторами.

У статтi [25] здобувачем було запропоновано метод вiдокремлення двох

рiзних типiв електронного спаровування у ВТНП на основi залiза. Вiн показав,

що щiльнiсть станiв та джозефсонiвський струм у ланцюгах, якi включають

такий ВТНП, може виявляти специфiчнi ознаки s++- або s+−-спаровування.

У працях [26, 27] здобувачем запропоновано модель електронного транспорту

у ланцюгу, що складається з надпровiдникiв та двовимiрного топологiчного

iзолятору, з урахуванням як андреєвського, так i нормального вiдбиття на контактах

та електрон-домiшкового розсiювання. Зокрема, у статтi [27] здобувач визначив

величини коефiцiєнтiв андреєвського та нормального вiдбиття на границi мiж

надпровiдником i топологiчним iзолятором. На пiдставi запропонованої моделi здо-

бувачем визначено характернi особливостi, що можуть дозволити в експериментi

визначати спiввiдношення ролей вказаних процесiв.

У статтях [28, 29], якi ввiйшли у кандидатську дисертацiю здобувача [68],

було отримано аналiтичнi вирази, що описують гiстерезисну залежнiсть фази

електромагнiтних хвиль, вiдбитих вiд пластини шаруватого ВТНП, вiд амплiтуди

хвиль, що падають симетричним чином на пластину. Для досить товстих пластин

у статтi [29] здобувачем розроблено пiдхiд до вирiшення зв’язаних синусоїдальних
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рiвнянь Гордона, заснований на використаннi нового класу розривних просторових

розподiлiв калiбрувально-iнварiантної рiзницi фаз параметра порядку.

У статтi [30] здобувачем показано, що ефект гiстерезисної поведiнки фази

електромагнiтної хвилi, вiдбитої вiд пластини шаруватого надпровiдника, зберiга-

ється i у випадку однобiчного опромiнення пластини. У статтях [31, 32] здобува-

чем передбачено самоiндуковану прозорiсть пластини шаруватого надпровiдника.

Зокрема, ним показано, що, змiнюючи амплiтуду хвилi, можливо змiнювати

прозорiсть пластини у широкому дiапазонi вiд практично нуля до одиницi, причому

ефект самоiндукованої прозоростi має мiсце як для нескiнченних пластин [31], так

i для зразкiв скiнченного розмiру, розташованих у хвилеводi [32].

У статтi [33] здобувачем передбачено явище крос-поляризацiї при лiнiйному

електромагнiтному транспортi через зразок шаруватого надпровiдника. Визначено

типи хвиль, для яких можлива повна змiна поляризацiї на ортогональну. У

статтi [34] здобувачем сформульовано iдею i обґрунтовано специфiчний аналог

принципу суперпозицiї для нелiнiйних ДПХ у шаруватих надпровiдниках та

запропоновано пояснення цього принципу, що базується на рiзнiй фiзичнiй природi

струмiв уздовж та поперек шарiв. У статтi [35] здобувач запропонував використати

вказаний принцип дослiдження транспорту поперечно-електричних i поперечно-

магнiтних хвиль через шаруватий надпровiдник та встановив, що ступiнь крос-

поляризацiї вiдбитої хвилi залежить вiд амплiтуди падаючої хвилi.

В статтях [36–38] здобувачем отриманi дисперсiйнi рiвняння для лiнiй-

них [36], слабко лiнiйних [37] та сильно нелiнiйних [38] ДПХ, локалiзованих

у пластинi шаруватого надпровiдника. Ним показано, що у певному дiапазонi

параметрiв такi ДПХ мають аномальну дисперсiю. У статтях [37, 38] здобувачем

показано, що оскiльки дисперсiйнi спiввiдношення мiстять амплiтуду хвилi, то

виникає можливiсть спостерiгати явище, аналогiчне «зупинцi свiтла» у нелiнiйнiй

оптицi.

В статтi [39] здобувачем дослiдженi вудiвськi аномалiї у пластинi шаруватого

надпровiдника, якi виникають за рахунок резонансного збудження нелiнiйних
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локалiзованих ДПХ. У статтi [40] здобувачем дослiджено ефект резонансної про-

зоростi пластини шаруватого надпровiдника та показано, що аномальна дисперсiя

локалiзованих ДПХ призводить до незвичної залежностi коефiцiєнта прозоростi

пластини вiд кута падiння хвилi. В статтi [41] здобувачем за допомогою методу

трансфер-матриць отриманi дисперсiйнi рiвняння для хвиль, локалiзованих у

фотонному кристалi на дефектi у виглядi пластини шаруватого надпровiдника.

У статтi [42] здобувачем дослiджено резонансне проходження електромагнiтних

хвиль крiзь такий фотонний кристал, яке виникає за рахунок збудження хвиль,

локалiзованих на дефектi у виглядi пластини шаруватого надпровiдника.

У статтях [43–46] здобувачем розроблено метод теоретичного дослiдження

електромагнiтного транспорту у зразку шаруватого надпровiдника при взаємодiї

його з незмiнним у часi магнiтним полем. На основi цього методу ним показано,

що за допомогою магнiтного поля можна контролювати ступiнь прозоростi шару-

ватого надпровiдника [44], керувати ефектом крос-поляризацiї [45] та змiнювати

дисперсiйнi характеристики локалiзованих ДПХ [46]. Зокрема, у статтi [44]

здобувачем визначена величина магнiтного поля, за якої пластина шаруватого

надпровiдника стає повнiстю прозорою. У статтi [45] ним визначенi умови повної

крос-поляризацiї хвиль при вiдбиттi вiд пiвнескiнченного зразка, якi взаємодiють з

незмiнним у часi магнiтним полем. У статтi [46] здобувач отримав та проаналiзував

дисперсiйнi рiвняння для локалiзованих ДПХ за наявностi магнiтного поля, а також

передбачив можливiсть внутрiшнього вiдбиття ДПХ у неоднорiдному магнiтному

полi.

Статтi [32–35, 43], окрiм результатiв, представлених у основних положеннях

даної дисертацiї, мiстять результати, якi були представленi у кандидатськiй

дисертацiї Т. М. Рохманової [69]. Результати, отриманi Т. М. Рохмановою, не

перетинаються з результатами, отриманими здобувачем. У статтях [32–35, 43]

здобувачем визначенi основнi методи та iдеї дослiдження, зробленi принциповi

аналiтичнi розрахунки, виконаний контроль та перевiрка результатiв, отриманих

спiвавторами, а також проведений аналiз та узагальнення результатiв. У свою
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чергу, у статтях [32–35, 43] Т. М. Рохманова виконувала аналiтичнi та чисельнi

розрахунки, а також проводила аналiз отриманих залежностей вiд параметрiв

задачi. Нижче бiльш детально викладено результати здобувача та результати

Т. М. Рохманової.

У статтi [32] здобувач розвинув iдею самоiндукованої прозоростi для

скiнченного зразка шаруватого надпровiдника, яка була ранiше передбачена ним у

статтi [31] для нескiнченної пластини. У статтi [32] ним сформульований основний

метод розв’язання синусоїдального рiвняння Гордона, що базується на виразах для

рiзницi фаз параметру порядку, яке здобувач перетворив у диференцiйнi рiвняння

з вiдповiдними граничними умовами. У свою чергу, у статтi [32] Т. М. Рохманова,

використовуючи результати, отриманi здобувачем у статтях [31, 32], знайшла

коефiцiєнт проходження нелiнiйних хвиль i провела аналiз його залежностi вiд

амплiтуди падаючої хвилi, розв’язуючи чисельно вищевказанi диференцiальнi рiв-

няння з граничними умовами. На базi проведеного аналiзу у статтi [32] здобувачем

виявленi умови для спостереження ефекту самоiндукованої прозоростi та вибранi

параметри, для яких побудованi вiдповiднi графiки залежностi прозоростi вiд

амплiтуди падаючої хвилi.

У статтi [33] здобувачем передбачене явище крос-поляризацiї при лiнiйному

електромагнiтному транспортi через зразок шаруватого надпровiдника. Вiн запро-

понував розглянути декiлька типiв хвиль та проаналiзував можливiсть повної крос-

поляризацiї цих хвиль. У свою чергу, у статтi [33] Т. М. Рохманова аналiтично

розрахувала коефiцiєнти вiдбиття, проходження та трансформацiї лiнiйних хвиль,

знайшла їх залежностi вiд частоти та товщини зразка, а також зробила чисельний

розрахунок цих коефiцiєнтiв.

У статтi [34] здобувач сформулював та обґрунтував аналог принципу

суперпозицiї для нелiнiйних хвиль, який полягає в тому, що спецiальнi типи

електромагнiтних хвиль не взаємодiють при транспортi через сильно анiзотропний

шаруватий надпровiдник. Здобувач знехтував малим параметром анiзотропiї у

рiвняннях, що пов’язують електромагнiтнi поля у вакуумi та шаруватому надпро-
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вiднику, та отримав спрощенi рiвняння, що є обґрунтуванням вказаного принципу.

Також у статтi [34] здобувач запропонував пояснення цього принципу, що базується

на рiзнiй фiзичнiй природi струмiв уздовж та поперек шарiв. У свою чергу, у

статтi [34] Т. М. Рохманова, використовуючи обґрунтований здобувачем аналог

принципу суперпозицiї, провела чисельне розв’язання задачi про трансформацiю

поляризацiї нелiнiйних хвиль i сформулювала оригiнальний метод розв’язання

задач вiдбиття, проходження та трансформацiї нелiнiйних хвиль з довiльними

поляризацiями у шаруватих надпровiдниках.

У статтi [35] здобувач запропонував використати вищевказаний принцип

для дослiдження транспорту поперечно-електричних i поперечно-магнiтних хвиль

через шаруватий надпровiдник та встановив, що ступiнь крос-поляризацiї вiдбитої

хвилi залежить вiд амплiтуди падаючої хвилi. У свою чергу, у статтi [35]

Т. М. Рохманова докладно описала проведене дослiдження взаємної трансформацiї

поперечно-електричних i поперечно-магнiтних хвиль.

У статтi [43] здобувачем розпочато розробку методу теоретичного дослiдже-

ння електромагнiтного транспорту у зразку шаруватого надпровiдника при його

взаємодiї з незмiнним у часi магнiтним полем. Цей метод був у подальшому

розвинутий здобувачем у статтях [44–46]. Здобувач представив рiзницю фаз у

виглядi суми незмiнної у часi та змiнної складових, отримав рiвняння, яке визначає

розподiл змiнної складової, та знайшов його аналiтичний розв’язок. У свою чергу,

у статтi [43] Т. М. Рохманова, спираючись на розроблений здобувачем метод,

отримала аналiтичний вираз для коефiцiєнту вiдбиття поперечно-магнiтних хвиль

при наявностi зовнiшнього магнiтного поля та дослiдила його залежнiсть вiд

параметрiв задачi.

Таким чином, особистий внесок здобувача у вирiшеннi задач, поставлених у

дисертацiї, є визначальним.

Апробацiя результатiв дисертацiї. Результати дисертацiйної роботи допо-

вiдалися та обговорювалися на семiнарах вiддiлу теоретичної фiзики Iнституту

радiофiзики та електронiки iм. О.Я. Усикова НАН України, кафедри теоретичної
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фiзики iм. I.М. Лiфшиця Харкiвського нацiонального университету iм. В.Н. Кара-

зiна, а також на наступних всеукраїнських та мiжнародних наукових конференцiях

та школах:

• 9-а та 13-а Мiжнароднi конференцiї «Фiзичнi явища в твердих тiлах»

(Україна, Харкiв, 1–4 грудня 2009 та 5–8 грудня 2017),

• Мiжнародна наукова конференцiя молодих вчених «Фiзика низьких тем-

ператур» МКМУ–ФНТ (Україна, Харкiв, 7–11 червень 2010),

• The international summer school nanotechnology: from fundamental research

to innovations and practice conference “Nanotechnology and nanomaterials” (Ukraine,

Bukovel, 25 August-1 September 2013),

• 13th and 14th Kharkiv Young Scientist Conference on Radiophysics,

Electronics, Photonics and Biophysics (Ukraine, Kharkiv, 2–6 December 2013 and 14–

17 October 2014),

• APS March Meeting (USA, Denver, Colorado, 3–7 March 2014, Baltimore,

Maryland, 18–22 March 2013),

• 5th International Conference for Young Scientists “Low temperature physics”

(Ukraine, Kharkiv, 2–6 June 2014),

• International Conference of Physics Students (Germany, Heidelberg, 10–

17 August 2014),

• Condensed matter in Paris 2014, CMD 25-JMC 14 (France, Paris, 24–

29 August 2014),

• 58th Scientific Conference for Students of Physics and Natural Sciences

(Lithuania, Vilnius, 24–27 March 2015),

• 9th International Kharkiv Symposium on Physics and Engineering of Mi-

crowaves, Millimeter and Submillimeter Waves, MSMW’2016 (Ukraine, Kharkiv, 21-

24 June 2016),

• International Young Scientists Forum on Applied Physics and Engineering

YSF-2016 (Ukraine, Kharkiv, 10–14 October 2016),
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• International Jubilee Seminar «Current problems in Solid State Physics»

(Ukraine, Kharkiv, 22–23 November 2016),

• 17-та Всеукраїнська школа-семiнар та Конкурс молодих вчених (Україна,

Львiв, 8–9 червня 2017),

• IEEE 17-th International conference on Mathematical methods in

electromagnetic theory (Ukraine, Kyiv, 2–5 July 2018).

Зв’язок працi з науковими програмами, планами, темами. Дисертацiя

виконана у вiддiлi теоретичної фiзики Iнституту радiофiзики та електронiки

iм. О.Я. Усикова НАН України. Вона є складовою частиною наступних проектiв:

• науково-дослiдна робота Вiддiлення фiзики та астрономiї НАН України

“Дослiдження лiнiйних i нелiнiйних властивостей твердотiльних структур iз

застосуванням електромагнiтних хвиль НВЧ дiапазону i заряджених частинок”

(номер державної реєстрацiї 0106U011978, термiн виконання 2007 – 2011 рр.,

виконавець);

• науково-дослiдна робота Вiддiлення фiзики та астрономiї НАН України

“Вивчення взаємодiї електромагнiтних та звукових хвиль, а також заряджених

часток з твердотiльними структурами” (номер державної реєстрацiї 0112U000211,

термiн виконання 2012 – 2016 рр., виконавець);

• цiльова програма НАН України “Теоретичнi та експериментальнi дослi-

дження властивостей перiодичних i стохастичних модульованих наноструктур в

оптичному, iнфрачервоному та надвисокочастотному дiапазонах спектру” (номер

державної реєстрацiї 0110U005642, термiн виконання 2010 – 2014 рр., виконавець);

• проект Державного фонду фундаментальних дослiджень України “Кван-

товi явища в системах на основi джозефсонiвських контактiв” (номер державної

реєстрацiї 0113U006217, термiн виконання – 2013 р., виконавець);

• науково-дослiдна робота Вiддiлення фiзики та астрономiї НАН України

“Дослiдження взаємодiї електромагнiтних та звукових хвиль, а також заряджених

частинок з наноструктурами та метаматерiалами” (номер державної реєстра-

цiї 0117U004038, термiн виконання 2017 – 2021 рр., виконавець).
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Публiкацiї. Результати дисертацiї опублiкованi у 43 наукових працях: у

22 статтях у фахових вiтчизняних i мiжнародних перiодичних виданнях та у

21 тезах доповiдей на вiтчизняних i мiжнародних наукових конференцiях.

Структура i обсяг дисертацiї. Дисертацiя складається з вступу, семи

роздiлiв основного тексту з 86 рисунками, висновкiв, списку використаних джерел

iз 170 найменувань та одного додатку. Обсяг загального тексту дисертацiї скла-

дає 335 сторiнок, з них список використаних джерел займає 19 сторiнок, додаток

займає 6 сторiнок.
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РОЗДIЛ 1

ФIЗИЧНI ЯВИЩА В НАДПРОВIДНИХ СИСТЕМАХ (ОГЛЯД)

У цьому роздiлi наводяться основнi вiдомостi з теорiї надпровiдностi.

Викладання значною мiрою ґрунтується на вiдомому пiдручнику В. В. Шмiдта

«Введение в физику сверхпроводников» [1] та декiлькох оглядових статтях [2–6,

15–18]. Додатковi посилання вказанi безпосередньо у текстi.

1.1. Явище надпровiдностi

1.1.1. Cтислий опис розвитку теорiї надпровiдностi

Явище надпровiдностi було виявлено в 1911 роцi Г. Камерлiнг-Оннесом в

Лейденськiй лабораторiї в Голландiї при вивченнi залежностi електроопору ртутi

вiд температури, коли при температурi близько 4 K опiр зразка рiзко зник [70].

Стало ясно, що зразок перейшов в якийсь новий, до тих пiр невiдомий стан, в

якому вiн не має електричного опору. Незабаром надпровiднiсть була спостере-

жена в оловi, свинцi, алюмiнiї та iн. Надпровiдникiв виявилося багато i серед

сплавiв i iнтерметалевих сполук. Вiдкриття в 1986 р. [71] високотемпературних

надпровiдникiв (ВТНП) далеко посунуло температурний кордон надпровiдностi i

дозволило вивчати i практично використовувати надпровiднi матерiали не тiльки

при температурi кипiння рiдкого гелiю (4,2 К), але i при температурi кипiння

рiдкого азоту (77 К), набагато дешевшої крiогенної рiдини.

Цiлих 22 роки пiсля вiдкриття надпровiдностi вважалося, що надпровiдник

— це iдеальний провiдник, тобто метал з нульовим питомим опором. Але у 1933 р.
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нiмецькими фiзиками В. Мейснером та P. Охзенфельдом було виявлено [72], що

у вiдносно слабкому магнiтному полi в надпровiднику iндукуються макроскопiчнi

струми, якi створюють власне магнiтне поле, що повнiстю компенсує зовнiшнє.

Це явище отримало назву ефекта Мейснера – Охзенфельда. Це було надзвичайно

важливе вiдкриття тому, що вiдсутнiсть магнiтного поля усерединi надпровiдника,

разом з нульовим опором, можна розглядати як характеристику нового фазового

надпровiдного стану та використовувати для дослiдження надпровiдної фази

речовини всю мiць термодинамiчного пiдходу.

Першою теорiєю, яка вдало описала електродинамiку надпровiдникiв, була

теорiя Ф. та Г. Лондонiв [73]. Це була феноменологiчна теорiя, тобто додатково

до рiвнянь Максвела були запропонованi рiвняння електромагнiтного поля у

надпровiднику, з яких випливали його основнi властивостi: ефект Мейснера –

Охзенфельда i вiдсутнiсть опору постiйному струму. У чому полягає мiкроско-

пiчний механiзм надпровiдностi на електронному рiвнi, не пояснювалося, тобто за

рамками теорiї залишалася вiдповiдь на питання: «Чому надпровiдник поводить

себе так, як це випливає з рiвнянь Лондонiв?»

Згiдно з теорiєю Лондонiв, електрони в надпровiднику можна розглядати як

сукупнiсть двох електронних колективiв: надпровiдної та нормальної електронних

компонент з густинами ns та nn вiдповiдно. Струм надпровiдних електронiв —

це струм без опору, а нормальний струм пiдпорядковується звичайному закону

Ома. Лондони запропонували рiвняння, що пов’язували надпровiдний струм ~js з

електричним ~E та магнiтним ~H полями у надпровiднику,

∂~js
∂t

=
nse

2

m
~E, rot~js = −nse

2

mc
~H, (1.1)

де e — елементарний електричний заряд,m — маса електрона, c — швидкiсть свiтла.

Цi рiвняння можуть бути переписанi у термiнах векторного потенцiалу ~A,

~js = − c

4πλ2
~A, (1.2)
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де величина

λ =

√
mc2

4πnse2
(1.3)

має розмiрнiсть довжини та представляє собою так звану лондонiвську глибину

проникнення магнiтного поля у масивний надпровiдник.

За допомогою рiвнянь Лондонiв вдалося описати багато аспектiв поведiнки

надпровiдникiв, але ще до кiнця 1940-х рокiв стало ясно, що теорiя Лондонiв в

деяких питаннях дає невiрну вiдповiдь. Цей недолiк вдалося зняти за допомогою

теорiї В. Л. Гiнзбурга та Л. Д. Ландау [74], яка теж була феноменологiчною

теорiєю, але враховувала квантовi ефекти. Для опису поведiнки надпровiдника

була застосована квантова механiка. Поведiнка всiєї сукупностi надпровiдних еле-

ктронiв описується хвильовою функцiєю Ψ(~r) вiд однiєї просторової координати ~r,

замiсть Ψ(~r1, ~r2, . . . , ~rn) для n електронiв. Бiльш того, ця хвильова функцiя має

сенс параметра порядку, який вiдрiзняється вiд нуля при температурах, менших

вiд критичної температури, T < Tc, i обертається в нуль при T > Tc. Таким чином,

вiдповiдно до теорiї Гiнзбурга – Ландау (ГЛ), надпровiднiсть — це новий стан,

перехiд у який є фазовим переходом другого роду, при якому стан тiла змiнюється

безперервно, а його симетрiя — стрибком. При цьому низькотемпературна фаза —

менш симетрична фаза, тобто фаза, яка має бiльший порядок.

Основне рiвняння теорiї, так зване рiвняння ГЛ, описує надпровiдник

поблизу критичної температури, |T − Tc| � 1:

αΨ + β|Ψ|2Ψ +
1

4m

(
ih̄∇+

2e

c
A
)2

Ψ = 0, (1.4)

де α та β — сталi, що характеризують надпровiдник,m — маса електрона, h̄ — стала

Планка. Iнше важливе рiвняння теорiї пов’язує надпровiдний струм з параметром
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порядку та векторним потенцiалом:

~js = −ieh̄
2m

(Ψ∗∇Ψ−Ψ∇Ψ∗)− 2e2

mc
|Ψ|2 ~A. (1.5)

Неважко помiтити, що останнє рiвняння переходить у рiвняння Лондонiв (1.2),

якщо знехтувати першим квантовим доданком та у другому доданку замiнити |Ψ|2

на ns/2.

Теорiя ГЛ визначає два характерних масштаби довжини: довжину когерен-

тностi ξ та глибину проникнення λ, якi пов’язанi зi сталими α та β наступними

спiввiдношеннями:

ξ =
h̄√

4m|α|
, λ =

√
mc2β

8π|α|e2
. (1.6)

Глибина проникнення λ має той самий фiзичний сенс, що й в теорiї Лондонiв, а

довжина когерентностi визначає характерний масштаб змiни параметра порядку Ψ.

В залежностi вiд спiввiдношення мiж цими величинами надпровiдники

можуть бути подiленi на надпровiдники I та II роду, при λ/ξ < 1/
√

2 та λ/ξ >

1/
√

2, вiдповiдно. У надпровiдниках I роду надпровiднiсть руйнується, коли

величина магнiтного поля збiльшується до деякого критичного значення Hc.

А у надпровiдниках II роду при досягненнi так званого першого критичного

магнiтного поля Hc1 зникає лише ефект Мейснера – Охзенфельда, тобто у

надпровiднику з’являється скiнченне магнiтне поле, але залишається надпровiдний

стан. Це виникає за рахунок того, що у надпровiдник починають проникати вихори

надпровiдного струму, в серцевинi яких iснує нормальна фаза та якi несуть квант

магнiтного потоку Φ0,

Φ0 =
πh̄c

e
. (1.7)

Такi вихори були теоретично передбаченi O. O. Абрикосовим [75] та носять назву
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абрикосiвських вихорiв.

Однак нi теорiя Лондонiв, нi теорiя ГЛ не давали вiдповiдi на питання,

що таке «надпровiднi електрони», опису поведiнки яких i були присвяченi цi

теорiї. Минуло 46 рокiв з моменту вiдкриття надпровiдностi, i з’явилась теорiя,

яка дала вiдповiдь на це питання. У 1956–1957 рр. з’явилась серiя праць

Д. Бардiнa, Л. Куперa та Д. Р. Шрiфферa [7–9], яка стала основою нової теорiї, а у

1958 р. Н. H. Боголюбов розробив математичний метод [76, 77], що зараз широко

використовується при вивченнi надпровiдностi.

В теорiї Бардiна – Купера – Шрiффера (БКШ) було показано, що при певних

умовах, за рахунок електрон-фононної взаємодiї, частина електронiв утворює так

званi куперiвськi пари. Такi пари мають цiлий сумарний спiн i тому є бозе-

частинками та можуть утворювати бозе-конденсат. Усi частинки, що знаходяться в

конденсатi, описуються однiєю хвильовою функцiєю вiд однiєї просторової змiн-

ної. Цей конденсат має властивiсть надплинностi, тобто надпровiдний електричний

струм — це струм куперiвських пар iз зарядом 2e, що переноситься без опору.

Подальший розвиток мiкроскопiчна теорiя надпровiдностi отримала в пра-

цях Горькова [78, 79], який розробив метод вирiшення модельної задачi БКШ

за допомогою функцiй Грiна. Цим методом, зокрема, йому вдалося отримати

мiкроскопiчну розшифровку всiх феноменологiчних параметрiв теорiї ГЛ i вказати

її область застосування.

Новий поштовх розвитку теорiї надпровiдностi дало вiдкриття ВТНП

Й. Г. Беднорцем i K. A. Мюлером [71] у 1986 р. Послiдовну мiкроскопiчну теорiю

ВТНП до цих пiр не створено, незважаючи на величезну кiлькiсть праць на цю

тему за минулi бiльш нiж 30 рокiв. Не з’ясовано остаточно i основний механiзм

притягання мiж електронами, причому є серйознi пiдстави припускати, що вiн не

пов’язаний зi звичайною електрон-фононною взаємодiєю. Проте, з феноменологi-

чної точки зору макроскопiчне поводження ВТНП непогано описується теорiєю

ГЛ для надпровiдникiв II роду, узагальненою з урахуванням незвичайної симетрiї

хвильової функцiї надпровiдного конденсату та декiлькох поверхонь Фермi. Бiльш
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того, магнiтнi властивостi ВТНП у багатьох випадках можна описати за допомогою

лондонiвського наближення.

1.1.2. Ефекти Джозефсона та ефект близькостi

У 1962 р. з’явилась стаття Б. Джозефсона [80], в якiй теоретично перед-

бачалося iснування двох дивовижних явищ. Перше явище полягало в тому, що

в надпровiдному тунельному контактi, де два масивних надпровiдники роздiленi

тонким шаром дiелектрика, може пiдтримуватись режим надпровiдного струму,

при цьому падiння напруги на контактi дорiвнює нулю. Це явище називається

стацiонарним ефектом Джозефсона. У кожному з двох масивних надпровiд-

никiв конденсат куперiвських пар характеризується своїм параметром порядку,

∆1 exp(iχ1) та ∆2 exp(iχ2). Тут ∆1 та ∆2 — величини надпровiдних щiлин, а

χ1 та χ2 — фази вiдповiдних параметрiв порядку. Тодi через тунельний контакт

виникає надпровiдний струм Is, що залежить вiд рiзницi фаз параметру порядку,

ϕ = χ1 − χ2:

Is(ϕ) = IC sinϕ, (1.8)

де IC — це так званий критичний струм, що є характеристикою самого джозефсо-

нiвського контакту.

Другий ефект Джозефсона проявляється, коли повний струм I через контакт

перевищує критичне значення, I > IC . Тодi на контактi з’являється ненульове

падiння напруги

V =
h̄

2e

∂ϕ

∂t
, (1.9)

i контакт стає джерелом високочастотного електромагнiтного випромiнювання з
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частотою

ω =
2e

h̄
R
√
I2 − I2

c , (1.10)

де R — опiр контакту вiдносно нормального струму. Обидва ефекти Джозефсона

було пiдтверджено експериментально в 1963–1965 рр. [81, 82].

Звернiмо увагу на те, що тунельний контакт мiж масивними надпровiдника-

ми може бути реалiзований не лише за допомогою тонкого шару дiелектрика. У

пристроях без концентрацiї струму тунельний перехiд куперiвських пар можливий

через тонкий прошарок з дiелектрика, напiвпровiдника або нормального металу.

У пристроях з концентрацiєю струму тунельний перехiд виникає у рiзноманiтних

геометричних обмеженнях. До таких пристроїв вiдноситься плiвка зi звуженням,

мiсток змiнної товщини, точковий контакт, тощо. В залежностi вiд типу контакту

спiввiдношення мiж надпровiдним струмом Is та рiзницею фаз ϕ може вiдрiзня-

тись вiд (1.8).

Вид цього спiввiдношення є характеристикою джозефсонiвського контакту.

На рис. 1.1 представленi рiзнi типи спiввiдношення мiж надпровiдним струмом Is

та рiзницею фаз ϕ [2]. Суцiльна крива 1 — це стандартне синусоїдальне спiв-

вiдношення (1.8). Штриховi кривi 2 та 3 представляють спiввiдношення, в яких

максимум струму Ic > 0 досягається при ϕ < π/2 та ϕ > π/2 вiдповiдно.

Пунктирна крива 4 вiдповiдає спiввiдношенню з Ic < 0, що може виникати у

системi, де надпровiдники роздiленi дiелектриком з магнiтними домiшками [83].

Система з Ic < 0 отримала назву π-з’єднання тому, що виник зсув фази ϕ на π.

Такi π-з’єднання можуть використовуватись при створеннi квантової дворiвневої

системи, або кубiту, що є основним елементом квантового комп’ютера (див.,

наприклад, [84]). У деяких особливих випадках (див., наприклад, [85, 86]) Is(ϕ)

може змiнювати знак у межах вiд 0 до π (штрих-пунктирна крива 5) або бути

багатозначною функцiєю (крива 6, що складається з двох частин — суцiльної

та штрихової). Вiдзначимо, що окрiм спецiальних випадкiв, згаданих вище,

найчастiше [2] для вивчення динамiки та продуктивностi довiльних аналогових
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i цифрових пристроїв, що мiстять джозефсонiвськi контакти, використовується

стандартне спiввiдношення (1.8).

0

12 3

4

5

6

π
φ

-1

1

Is(φ)/|Ic|

Рис. 1.1. Рiзнi типи спiввiдношення мiж надпровiдним струмом Is та рiзницею

фаз ϕ (адоптовано з [2]), де крива 1 — стандартне спiввiдношення (1.8), кривi 2

та 3 — спiввiдношення, в яких максимум струму досягається при ϕ 6= π/2, крива 4

— спiввiдношення з Ic < 0, π-з’єднання, крива 5 — спiввiдношення з Is(ϕ), яке

змiнює знак, крива 6 — багатозначна функцiя Is(ϕ).

Розглянемо бiльш детально випадок, коли два надпровiдника з’єднанi

прошарком з нормального металу. На границi надпровiдника та нормального

металу виникає так званий ефект близькостi. Цей ефект полягає у тому, що

поблизу границi у нормальному металi проявляється слабка надпровiднiсть, а у

надпровiднику навпаки — надпровiднiсть послаблюється. З фiзичної точки зору

цей ефект виникає тому, що конденсат куперiвських пар частково проникає у

нормальну область на глибину порядку довжини когерентностi ξ у металi. В

чистому металi, коли довжина вiльного пробiгу електрона значно перевищує

довжину когерентностi, величина ξ може досягати досить великих значень [1],

10−5 ÷ 10−4 см. Таким чином, контакт мiж двома надпровiдниками, роздiленими

вiдносно тонким прошарком нормального металу, може пропускати надпровiдний

струм за рахунок ефекту близькостi.

Дуже важливим з практичної точки зору є випадок, коли система «над-

провiдник – нормальний метал – надпровiдник» (SNS) складається з так званих
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«брудних» металiв [87], тобто коли довжина вiльного пробiгу електрона набагато

менше довжини когерентностi. Для обчислення просторового розподiлу параметра

порядку в цьому випадку можна застосувати рiвняння, якi були отриманi у 1970

роцi К. Д. Узаделем [88]:

ih̄D
d

dx

[
Ĝ(x)

d

dx
Ĝ(x)

]
=
[
ωσ̂3 + ∆̂(x), Ĝ(x)

]
. (1.11)

Цi рiвняння являють собою спрощенi у «брудному» наближеннi рiвняння Горько-

ва [78,79] для нормальної, G(x− x′), та аномальної, F (x− x′), функцiй Грiна, що

пiдкоряються умовам нормування:

G2 + FF ∗ = 1. (1.12)

Тут D = vF l/3 — коефiцiєнт дифузiї, vf — швидкiсть Фермi, l — довжина вiльного

пробiгу електрона, ω = πT (2n+ 1) — частоти Мацубари, T — температура,

∆̂ =

 0 ∆

∆∗ 0

 , Ĝ =

G F

F ∗ −G

 , σ3 =

1 0

0 −1

 , (1.13)

та параметр порядку ∆(x) пiдкоряється умовi самоузгодженостi

∆ ln
Tc
T

+ πT
∑
ω

(F −∆/ω) = 0. (1.14)

У нескiнченному надпровiднику рiвняння Узаделя дають наступнi результати

для функцiй Грiна:

G =
ω√

∆∆∗ + ω2
, F =

∆√
∆∆∗ + ω2

. (1.15)

Для визначення функцiй Грiна при з’єднаннi двох матерiалiв потрiбно додатково

до рiвнянь Узаделя у надпровiднику (∆1 6= 0) та нормальному металi (∆2 = 0)
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записати граничнi умови. Такi умови були отриманi М. Ю. Купрiяновим та

В. Ф. Лукiчовим [89] та мають наступний вигляд:

γξ1Ĝ1
d

dx
Ĝ1 = ξ2Ĝ2

d

dx
Ĝ2, (1.16)

γBξ1Ĝ1
d

dx
Ĝ1 = [Ĝ1, Ĝ2], (1.17)

де γ = (ρ2ξ2)/(ρ1ξ1), γB = RB/(ρ1ξ1) — безрозмiрний опiр границi, RB — опiр

границi для нормального струму, ρ1 та ρ2 — питомi опори для нормального струму,

ξ1 та ξ2 — довжини когерентностi. Iндекси 1 та 2 позначають надпровiдник та

нормальний метал вiдповiдно.

Нарештi, для визначення спiввiдношення мiж надпровiдним струмом Is

та рiзницею фаз параметра порядку, ϕ = χ− − χ+, треба розв’язати рiвняння

Узаделя (1.11) з граничними умовами (1.16) та (1.17) та умовами на нескiнченностi:

∆(±∞) = ∆0 exp(iχ±), де ∆0 позначає величину надпровiдної щiлини, χ± — фазу

параметра порядку всерединi надпровiдника, що знаходиться на ±∞, вiдповiдно.

Отриманi розв’язки треба пiдставити у вираз [2] для надпровiдного струму:

Is(ϕ) =
iπσ

2e
T
∑
ω

Tr[σ3Ĝ
d

dx
Ĝ], (1.18)

де σ = 2e2N0D — провiднiсть для нормального струму, N0 — густина станiв на

рiвнi Фермi.

Звернемо увагу на те, що ефект Джозефсона у SNS контактi спостерiга-

ється, коли хвильовi функцiї конденсатiв у надпровiдниках взаємодiють, тобто

коли товщина прошарку d з нормального металу є порiвнянною з довжиною

когерентностi, d ∼ ξ, та надпровiдний струм переноситься за рахунок ефекту

близькостi. У протилежному випадку, коли товщина прошарку достатньо велика,

d� ξ, критичний струм IC стає експоненцiйно малим [2],

IC ∝
d

ξ
exp

(
− d

ξ

)
. (1.19)
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Тодi через SNS контакт може протiкати лише нормальний струм. Тим не менш,

цей струм має специфiчну природу тому, що при перетинi границi поодинокi

електрони нормального металу перетворюються у куперiвськi пари надпровiдника.

Такий процес детально розiбрано у наступному пiдроздiлi.

1.1.3. Андреєвське вiдбиття

Розглянемо процеси, якi вiдбуваються на границi «нормальний метал –

надпровiдник». В попередньому пiдроздiлi було показано, що за рахунок ефе-

кту близькостi у нормальному металi поблизу цiєї границi з’являється слабка

надпровiднiсть. Якiсно це можна описати так: величина надпровiдної щiлини ∆

змiнюється з максимального значення, ∆ = ∆0, у глибинi надпровiдника до нуля,

∆ = 0, в глибинi нормальної областi. Перехiд вiд одного значення до iншого

вiдбудеться на довжинi, яка має порядок довжини когерентностi ξ. Розглянемо

електрон, що рухається з нормальної областi в напрямку надпровiдника, та нехай

його енергiя ε менше величини енергетичної щiлини надпровiдника, ε < ∆0.

В мiру наближення до надпровiдника величина щiлини ∆ зростає та електрон

нормального металу поступово перетворюється на електроноподiбну частинку

надпровiдного конденсату. Оскiльки величина ∆ зростає, то в деякiй точцi пара-

метр порядку дорiвнює енергiї квазiчастинки, ∆ = ε, i тодi остання повинна мати

нульову групову швидкiсть. У цiй точцi квазiчастинка вiдбивається вiд границi i

переходить на iншу гiлку спектра елементарних збуджень, що вiдповiдає «дiркам».

Його групова швидкiсть буде тепер спрямована влiво, тобто вiд надпровiдника

до нормального металу, а заряд вже буде протилежний. Цей процес був вперше

теоретично передбачений О. Ф. Андреєвим [90] i тому називається андреєвським

вiдбиттям. Коротко його можна описати так: при переходi з нормального металу

у надпровiдник електрон (або дiрка) знаходить собi парний електрон (або дiрку)

i разом з ним переходить у конденсат, а дiрка (або електрон), що утворилася,

повертається до нормального металу.
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Вiдзначимо двi особливостi андреєвського вiдбиття. По-перше, на вiдмiну

вiд класичного закону дзеркального вiдбиття, при андреєвському вiдбиттi носiй

заряду рухається точно назад. Це пов’язано з тим, що електрони, якi утворюють

куперiвську пару, мають строго протилежнi iмпульси. По-друге, андреєвське вiд-

биття спостерiгається не тiльки тодi, коли енергiя квазiчастинки менше величини

надпровiдної щiлини, ε < ∆0, але i при бiльших енергiях. Рiзниця у тому, що при

ε > ∆0 андреєвське вiдбиття проходить лише з деякою ймовiрнiстю A(E) < 1. Ця

ймовiрнiсть була розрахована Г. E. Блондером, M. Тинкхамом та T. M. Клапвай-

ком [91,92] у 1982 р.

У моделi Блондера – Тинкхама – Клапвайка розглядається границя «нор-

мальний метал – надпровiдник», де можливий потенцiйний бар’єр на границi

апроксимується δ-функцiєю. Припустимо, що електрон рухається з нормального

металу та налiтає на границю. Тодi можливi наступнi процеси: андреєвське вiдби-

ття у виглядi дiрки з ймовiрнiстю A(ε), нормальне вiдбиття з ймовiрнiстю B(ε),

проходження границi, пiсля якого квазiчастинка залишається на електроннiй

гiлцi спектру з ймовiрнiстю C(ε), проходження з переходом на дiркову гiлку

спектра з ймовiрнiстю D(ε). Цi ймовiрностi розраховуються за допомогою рiвнянь

Боголюбова – де Жена [76, 77, 93]:

 Ĥ ∆

∆∗ −Ĥ

u
v

 = ε

u
v

 , (1.20)

що являють собою зв’язанi рiвняння Шредингера для електрона з енергiєю ε

та дiрки з енергiєю −ε, якi мають хвильовi функцiї u та v вiдповiдно. Тут Ĥ

— гамiльтонiан електрона, а ∆ — параметр порядку, рiвний нулю, ∆ = 0 у

нормальному металi та ∆ = ∆0 exp(iχ) у надпровiднику.

Розв’язуючи систему рiвнянь (1.20), можна знайти вказанi вище ймовiрностi.

Тут ми наведемо результати лише для випадку, коли потенцiйний бар’єр на границi
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вiдсутнiй. Тодi B(ε) = D(ε) = 0, C(ε) = 1− A(ε) та

A(ε) =


1−

√
1− (∆0/ε)2

1 +
√

1− (∆0/ε)2
, ε > ∆0,

1 ε < ∆0.

(1.21)

Тепер розглянемо докладнiше SNS контакт з достатньо товстим прошар-

ком з нормального металу. Нехай до надпровiдникiв прикладена деяка рiзниця

потенцiалiв V . Через такий контакт буде протiкати нормальний струм, який буде

визначатись багаторазовими андреєвськими вiдбиттями. На рис. 1.2 схематично

представлений процес багаторазових андреєвських вiдбиттiв для двох електронiв,

що рухаються з валентної зони правого надпровiдного контакту. Електрон, зазна-

ючи андреєвського вiдбиття, перетворюється на дiрку з енергiєю, симетричною

енергiї вихiдного електрона щодо рiвня Фермi. Суцiльнi стрiлки на малюнку

вказують напрямок руху та рiвень енергiї електронiв, штриховi — дiрок. Перший

електрон пiсля кiлькох вiдбиттiв потрапляє в зону провiдностi лiвого контакту,

в той час як другий електрон повертається в валентну зону правого контакту у

виглядi дiрки.

D

D

D

D

¶

-Υ

0

+Υ

x0 L

Рис. 1.2. Дiаграма, що представляє багаторазовi андреєвськi вiдбиття електронiв,

якi рухаються мiж двома надпровiдними контактами.

У працi [94] у рамках моделi Блондера – Тинкхама – Клапвайка розраховано
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нерiвноважнi функцiї розподiлу f�(E,Z) електронiв за енергiєю E, де прошарок

зроблений з чистого металу. Нижнi iндекси → та ← позначають електрони, що

рухаються вправо та влiво вiдповiдно. Результати при рiзних значеннях температу-

ри T та нормованої величини потенцiйного бар’єру на границi Z представленi на

рис. 1.3, де f0(E) — рiвноважна функцiя розподiлу Фермi. Специфiчнi структури

функцiй розподiлу пов’язанi з багаторазовими андреєвськими вiдбиттями, зокрема,

стрибки функцiї розподiлу виникають з iнтервалом eV .

Рис. 1.3. Нерiвноважнi функцiї розподiлу f�(E,Z) електронiв за енергiєю E у

SNS контактi, де прошарок зроблений з чистого металу, Z позначає нормовану

величину потенцiйного бар’єру на границi, RN — опiр системи у нормальному

станi та eV = ∆ (взято з [94]).

Зауважимо, що наведенi нерiвноважнi функцiї розподiлу f�(E,Z = 0) при

вiдсутностi бар’єру на границi, тобто коли B(ε) = D(ε) = 0 та C(ε) = 1 − A(ε),

можуть бути записанi в аналiтичнiй формi [94]:

f�(ε) =
∞∑
l=0

{
l−1∏
m=0

A[ε± (2m+ 1)u]

}
C[ε± (2l + 1)u]f0[ε± (2l + 1)u], (1.22)

де A(ε) задана рiвнянням (1.21), а u = eV/2∆.

Таким чином, нерiвноважнi функцiї розподiлу, пов’язанi з андреєвським вiд-
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биттям, можуть слугувати iндикатором мiкроскопiчних процесiв, якi вiдбуваються

з електронами у SNS контактi.

1.2. Високотемпературнi надпровiдники

Перший етап пошуку високотемпературних надпровiдникiв почався з пiонер-

ських праць В. А. Лiттла i В. Л. Гiнзбурга в 1964 р. [10, 95]. Було запропоновано

вивчити можливiсть замiни фононного механiзму притягання мiж електронами

провiдностi на притягання за рахунок взаємодiї електронiв провiдностi зi зв’я-

заними електронами, наявними в тiй же системi, енергiя яких значно бiльша

за енергiю фононiв (Гiнзбург називав такий механiзм екситонним або електрон-

екситонним). У своїй працi Лiттл [10] використовував квазiодновимiрну модель,

в якiй провiдна нитка з атомiв вуглецю, названа автором “хребтом” (“spine”),

оточена “поляризаторами”, наприклад, органiчними молекулами. Були проведенi

докладнi обчислення в рамках теорiї БКШ, i з’ясувалось, що критична температура

таких систем може виявитись надзвичайно високою — близько 2000 К. На жаль,

реалiзувати модель Лiттла все ще не вдалося. Рiч у тому, що у квазiодновимiрних

системах флуктуацiї електронної густини настiльки великi, що перехiд у надпро-

вiдний стан виявляється практично неможливим [96]. Ознайомившись з працею

Лiттла, Гiнзбург запропонував [95] замiсть одновимiрної квазiдвовимiрну модель, в

якiй плоский провiдник стикається з дiелектричною плiвкою. Подальший розвиток

цього варiанту теорiї привiв до моделi “сендвiча” — системи з чергуванням

провiдникових шарiв з дiелектричними шарами [97,98].

Тiльки через майже 30 рокiв пiсля публiкацiї теорiї БКШ, в 1985–1986 рр.,

почався другий етап пошуку високотемпературних надпровiдникiв. Й. Г. Беднорцу

i K. A. Мюлеру, вченим з дослiдницької лабораторiї фiрми IBM в Швейцарiї,

вдалося синтезувати сполуку барiю, мiдi, кисню i лантану, Ba−La−Cu−O, — так

звану металооксидну керамiку BaxLa5−xCu5O5(3−y), яка при вимiрюваннях опору

проявляла ознаки надпровiдностi при рекордно високiй на тi часи температурi
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35 К [71].

Iсторично ВТНП — це надпровiдник з критичною температурою вище 30 К.

Вiдповiдно можна видiлити три класи ВТНП, вiдомi на теперiшнiй час:

• iнтерметалiди, серед яких на теперiшнiй час знайдено [99] лише одну

сполуку MgB2 з достатньо високою температурою переходу 39 K;

• купратнi надпровiдники [16–18], в яких надпровiднiсть забезпечена ша-

рами CuO2, з максимальною температурою переходу 135 K;

• надпровiдники на основi залiза Fe [3, 15] з максимальною температурою

переходу 55 K.

Всi представники сiмейства ВТНП мають сильно анiзотропну шарувату кри-

сталiчну структуру, що зумовлює назву — шаруватi надпровiдники. Хоча послiдов-

на мiкроскопiчна теорiя ВТНП на теперiшнiй час не створена, з феноменологiчної

точки зору макроскопiчне поводження ВТНП досить добре описується теорiєю ГЛ

для надпровiдникiв II роду, узагальненою з урахуванням флуктуацiйних ефектiв

i незвичайної симетрiї надпровiдної хвильової функцiї. Однак у випадку сильно

анiзотропних надпровiдникiв, таких як, наприклад, Bi2Sr2CaCu2O8+δ, де довжина

когерентностi в напрямку впоперек надпровiдних шарiв виявляється порiвнянною

або меншою за вiдстань мiж шарами, дискретнiсть структури стає iстотною. У

цьому випадку необхiдно використовувати нову теорiю, в якiй шари пов’язанi мiж

собою джозефсонiвською взаємодiєю.

Феноменологiчна модель такої шаруватої структури була запропонована

В. E. Лоуренсом i С. Донiаком [100], в якiй шаруватий надпровiдник iдеалiзовано у

виглядi масиву паралельних нескiнченно тонких надпровiдних пластин, розташо-

ваних на однаковiй вiдстанi та зв’язаних мiж собою за рахунок ефекту Джозефсона.

Поблизу температури, при якiй всi довжини когерентностi стають значно бiльшими

за просторовий перiод структури, дана модель переходить в анiзотропну модель

Гiнзбурга – Ландау [101]. На базi цiєї моделi були запропонованi також iншi.

Наприклад, в працi [102] Г. Дойтчер i О. Ентiн-Вольман узагальнили теорiю

Лоуренса – Донiака на випадок системи тонких, але з скiнченною товщиною,
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надпровiдникових шарiв.

Взаємодiя джозефсонiвського струму, що протiкає упоперек шарiв, з еле-

ктромагнiтним полем приводить до iснування у шаруватих надпровiдниках осо-

бливого виду елементарних збуджень, так званих джозефсонiвських плазмових

хвиль [16, 17]. Бiльш детально ефекти взаємодiї шаруватих надпровiдникiв з

електромагнiтним полем розглянуто у пiдроздiлi 1.3. У наступних двох пiдроздiлах

ми коротко зупинимося на мiкроскопiчних теорiях двох вищевказаних класiв

ВТНП: купратних надпровiдникiв (пiдроздiл 1.2.1) та надпровiдникiв на основi

залiза (пiдроздiл 1.2.2).

1.2.1. Купратнi надпровiдники

Купратнi надпровiдники (Cu-НП) являють собою клас матерiалiв з загаль-

ною структурною особливiстю — вiдносно добре роздiленими мiдно-кисневими

CuO2 шарами. На даний момент вiдомо багато сполук, що можуть бути вiднесенi

до цього класу, наприклад, YBa2Cu3O7 (Tc = 90 K), BiSrCaCu2Oδ (Tc = 105 К),

TlαCaβ−1Ba2CuβO2(β+1)+α (Tc = 125 К), HgBa2Ca2Cu3O8+δ (Tc = 130 К та

Tc = 153 К пiд тиском 150 кбар) та iн.

Кристалiчна структура типового представника сiмейства Bi2Sr2CaCu2O8+δ

зображена на рис. 1.4 на панелi a. Надпровiднi шари CuO2 розташованi на вiдстанi

1.53 нм та роздiленi дiелектричними шарами Bi2O2 та SrO. Затемнений фон

позначає величину надпровiдного параметру порядку |Ψ|2, де темнiшi областi

представляють найвищу величину на подвiйних шарах CuO2 та свiтлiшi областi

вказують на практично нульовi значення на шарах Bi2O2.

Вiдзначимо деякi прикладнi застосування Cu-НП. В першу чергу, цi матерiа-

ли переходять у надпровiдний стан за температури вище температури кипiння рiд-

кого азоту. Тому вони можуть використовуватись як електричнi кабелi. Наприклад,

десятки кiлометрiв стрiчок з Bi2Sr2Ca2Cu3O10−δ використовують [103] у великому

адронному колайдерi — найбiльшому у свiтi прискорювачi елементарних частинок,
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створеному у Європейському центрi ядерних дослiджень (CERN), поблизу Женеви

(Швейцарiя).

Рис. 1.4. Кристалiчна структура Bi2Sr2CaCu2O8+δ (панель a) та схематична

установка випромiнювача терагерцового дiапазону, що базується на кристалi

Bi2Sr2CaCu2O8+δ (панель б). Адаптовано з [5].

Бiльш специфiчне застосування пов’язане з тим, що кристали Cu-НП

являють собою масив джозефсонiвських контактiв. Тому такi системи, завдяки

нестацiонарному ефекту Джозефсона (див. пiдроздiл 1.1.2), використовуються для

створення вiдносно потужних випромiнювачiв терагерцового дiапазону [5, 6]. Цей

дiапазон до теперiшнього часу все ще важко досяжний як для електронних, так

i оптичних пристроїв. За останнi десятилiття було докладено багато зусиль в

розвитку науки i технiки терагерцової областi через її прикладну значущiсть у

фiзицi, астрономiї, бiологiї, медичнiй дiагностицi та iн. [16, 18, 21–24, 104, 105]. На

рис. 1.4 на панелi б представлений схематично випромiнювач терагерцових хвиль.

Зауважимо, що надпровiднiсть у Cu-НП вiдрiзняється вiд звичайних надпро-

вiдникiв. Рiч в тому, що куперiвська пара у звичайному надпровiднику формується

з двох електронiв, у яких як сумарне спiнове число дорiвнює нулю, S = 0, так i

сумарне орбiтальне число теж рiвне нулю, L = 0. За аналогiєю з класифiкацiєю

електронних оболонок в атомi такий тип спаровування електронiв називається s-

спаровуванням. На вiдмiну вiд s-спаровування, вважається експериментально вста-

новленим, що спаровування в Cu-НП має структуру сiнглетного d-спаровування
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(S = 0, L = 2) [1, 11, 12]. Мiкроскопiчний механiзм цього спаровування до

теперiшнього часу не цiлком ясний, i, швидше за все, вiн вiдрiзняється вiд

звичайного електрон-фононного механiзму притягання i виникає в результатi

екранування кулонiвської взаємодiї мiж електронами [15, 106]. Однак найбiльш

важливi риси такого спаровування описуються узагальненою теорiєю БКШ, що

вiдповiдає тетрагональнiй симетрiї кристалiв Cu-НП i приводить до спаровування

з моментом L = 2.

Важлива властивiсть d-спаровування — спектр збуджень в такому станi

виявляється анiзотропним, причому параметр порядку змiнює знак та може

перетворюватись на нуль в залежностi вiд напряму iмпульсу електронiв в парi.

Виявляється, що якiсно параметр порядку може бути описаний наступною залежнi-

стю [1]: ∆~k = ∆0 cos θ~k, де θ~k позначає кут повороту вiдносно кристалографiчної

осi z.

1.2.2. Надпровiдники на основi залiза

Надпровiдники на основi залiза (Fe-НП) являють собою широкий клас

ВТНП, надпровiднiсть в яких базується на залiзi та елементах V групи (пнiктидах)

або Se [15]. Цей клас включає в себе: RFeAsO, де R — рiдкiсноземельний

метал; XFe2As2, де X — лужноземельний метал; LiFeAs; а також Fe-халькогенiди

— складнi сполуки залiза, що мiстять елементи шiстнадцятої групи (за старою

класифiкацiєю — головної пiдгрупи VI групи): S, Se, Te, наприклад, FeTe1−αSeα

або AFeαSe2, де A = K,Rb,Cs.

Вперше вдалося синтезувати надпровiдник на основi залiза LaOFeP в

2006 р. з температурою переходу 4 K [13]. Значна ж увага до них виникла в 2008 р.,

коли була отримана сполука La[O1−αFα]FeAs, де (α = 0, 05÷0, 12) з Tc = 26 К [14]

i показано, що при тиску в 4 ГПа можна домогтись надпровiдностi в цiй речовинi

при 45 К [107]. Незважаючи на те, що температура переходу в надпровiдний стан

Fe-НП все ще поступається Cu-НП, їх вивчення викликає великий iнтерес, так як
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може дати корисну iнформацiю для теоретичного пояснення високотемпературної

надпровiдностi i вказати технологам шлях до пiдвищення критичної температури.

Зазначимо деякi вiдмiнностi мiж Cu-НП та Fe-НП [15]. По-перше, прошарки

мiж надпровiдними шарами в Cu-НП — це iзолятори, а Fe-НП складаються

з надпровiдних шарiв залiза, роздiлених металевими прошарками. По-друге, в

загальному випадку надпровiднiсть у Fe-НП виникає при електронному або

дiрковому легуваннi, хоча у деяких матерiалах, таких як LiFeAs та LaFePO,

виникає без легування. По-третє, бiльшiсть дослiдникiв вважають, що у слабко

та помiрно легованих Fe-НП надпровiднiсть може виникати за рахунок так званого

s+−-, s++- та (s+ d)-спаровувань.

Вищевказанi види спаровування виникають тому, що Fe-НП мають декiлька

незв’язаних поверхонь Фермi. Поблизу кожної поверхнi Фермi виникає свiй

надпровiдний конденсат, що має s- (S = 0, L = 0) або d-симетрiю (S = 0, L = 2),

тобто параметр порядку має щонайменше двi компоненти [3, 15, 108], наприклад,

∆1 = ∆10 exp(iχ1) та ∆2 = ∆20 exp(iχ2). Якщо обидвi компоненти мають s-

симетрiю та зсув фази мiж ними дорiвнює π, то χ1 = χ2+π, такий вид носить назву

s+−-спаровування тому, що компоненти параметра порядку мають протилежнi

знаки. Якщо зсув вiдсутнiй, χ1 = χ2, маємо s++-спаровування. Нарештi, коли

компоненти мають s- та d-симетрiї, то отримуємо (s+d)-спаровування. На рис. 1.5

схематично представленi зони Брилюена Fe-НП, що мають поверхнi Фермi у Γ-

точцi (~k = (0, 0)) та у M-точцi (~k = (π, π)) [3]. Знак та величина параметру

порядку позначенi за допомогою затемнених областей поблизу поверхонь Фермi.

Зазначимо, що теоретичнi розрахунки показують, що вищевказанi види

спаровування можуть переходити один в iнший при змiнi ступеня легування Fe-

НП. Тому одна з важливих задач, що виникає перед дослiдниками — це постановка

експерименту, що дозволив би вирiзняти їх мiж собою [15].
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s+−-спаровування (s+ d)-спаровування

Рис. 1.5. Схематичне зображення зон Брилюена Fe-НП з поверхнями Фермi та

типами спаровування (адаптовано з [3]).

1.3. Електродинамiка джозефсонiвської плазми

Як вже було сказано, всi представники сiмейства ВТНП мають сильно анiзо-

тропну шарувату кристалiчну структуру. Окрiм того, в даний час синтезовано шту-

чнi шаруватi надпровiдники, наприклад, Nb/AlOx/Nb [109] або Al/AlOx/Al [110].

Завдяки шаруватiй структурi струмовi властивостi таких надпровiдникiв вияв-

ляються анiзотропними, причому не тiльки за абсолютною величиною (струми

в надпровiдних шарах, тобто у кристалографiчнiй ab-площинi, в сотнi разiв

перевищують струми впоперек шарiв, тобто вздовж кристалографiчної осi c), але

i за фiзичною природою. А саме, густина струму Jx,y уздовж ab площини має ту

ж природу, що i струми в звичайних надпровiдниках, i вона може бути описана в

термiнах лондонiвської моделi, див. рiвняння (1.2):

Jx = − c

4πλ2
ab

Ax, Jy = − c

4πλ2
ab

Ay, (1.23)

де λab — лондонiвська глибина проникнення магнiтного поля (в умовах, коли поле

проникає в напрямку, перпендикулярному надпровiдним шарам). Густина струму
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Jz уздовж осi c має iншу природу — вона є джозефсонiвською, див. рiвняння (1.8):

Jz = Jc sinϕ, (1.24)

де Jc — максимальна густина джозефсонiвського струму.

Взаємодiя джозефсонiвського струму, що протiкає упоперек шарiв, з еле-

ктромагнiтним полем приводить до iснування особливого виду елементарних збу-

джень, так званих джозефсонiвських плазмових хвиль (ДПХ) [16–18]. Теоретично

iснування ДПХ в шаруватих надпровiдниках було передбачене в працях [111,112].

Такi збудження не мають аналогiв в масивних надпровiдниках i є характерною

особливiстю лише шаруватих надпровiдних систем. Як i в звичайнiй плазмi,

в спектрi джозефсонiвських плазмових хвиль є щiлина: ДПХ поширюються

з частотами ω вище деякої критичної, так званої джозефсонiвської плазмової

частоти ωJ . Частоти поширення цих хвиль належать терагерцовому дiапазону, що

охоплює iнтервал вiд 300 ГГц до 30 ТГц. У шаруватому надпровiднику можуть

iснувати як поздовжнi, так i поперечнi ДПХ [113], що поширюються впоперек

i вздовж шарiв зразка [111, 112, 114] вiдповiдно. Природа цих мод i їх закони

дисперсiї рiзнi. Поперечна ДПХ проявляє сильну дисперсiйну залежнiсть. Така

мода виникає в результатi взаємодiї джозефсонiвського струму з електромагнiтним

полем всерединi дiелектричних шарiв. Iснування ж поздовжньої ДПХ пов’язано

з порушенням електронейтральностi в надпровiдних шарах. Дiйсно, в результатi

тунелювання електронних пар через дiелектрик на границi надпровiдних шарiв

виникає просторовий заряд i пов’язане з ним електричне поле. При цьому

електричне поле, що виникає в окремому джозефсонiвському переходi, впливає на

сусiднi джозефсонiвськi контакти, тобто виникає додатковий зв’язок мiж окремими

джозефсонiвськими переходами — так званий ємнiсний зв’язок.

Як показав Сакаї з спiвавторами [115], рiвняння для ДПХ в шаруватому

надпровiднику зводяться до системи так званих зв’язаних синусоїдальних рiвнянь

Гордона. У науковiй лiтературi зустрiчається дуже багато рiзних викладiв i форм
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записiв цих рiвнянь [114, 116–121]. У наступному пiдроздiлi ми виводимо систему

зв’язаних синусоїдальних рiвнянь Гордона так, як це зроблено в працях [120,121].

1.3.1. Зв’язанi синусоїдальнi рiвняння Гордона

Розглянемо шаруватий надпровiдник, структура якого складається з дiелек-

тричних i надпровiдникових шарiв з товщинами d i s вiдповiдно. Систему

координат виберемо так, щоб вiсь z збiгалася з кристалографiчною вiссю c, а

площина xy збiгалася з ab площиною, див. рис. 1.6.

Рис. 1.6. Схематичне зображення структури шаруватого надпровiдника i викори-

стовувана система координат.

Вивчимо можливiсть поширення в такiй системi з одноосною симетрiєю

ДПХ, електричне ~E i магнiтне ~H поля в якiй мають наступнi компоненти

(поперечно-магнiтна поляризацiя):

~E = {Ex, 0, Ez}, ~H = {0, H, 0}. (1.25)

Припустимо, що надпровiдниковi шари настiльки тонкi (s� d), що просторовими

змiнами фази хвилi у напрямку осi z в межах одного надпровiдникового шару мо-

жна знехтувати [120,121]. Тодi повну густину струму, що протiкає мiж (l+1)-м i l-м

шарами надпровiдника, можна записати у виглядi суми густин джозефсонiвського
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струму куперiвських пар i квазiчастинкового струму:

J l+1,l
z = Jc sin(ϕl+1,l) + σcE

l+1,l
z , (1.26)

де ϕl+1,l — калiбрувально-iнварiантна рiзниця фаз параметра порядку мiж (l+ 1)-м

i l-м надпровiдниковими шарами,

ϕl+1,l = χ(l+1) − χl −
2π

Φ0

∫ l+1

l
Al+1,l
z dz , (1.27)

χl — фаза параметра порядку в l-му шарi, Al+1,l
z — нормальна компонента вектор-

ного потенцiалу в дiелектричному промiжку мiж (l+1)-м i l-м шарами, Φ0 — квант

магнiтного потоку (1.7), Jc — максимальна густина джозефсонiвського струму,

σc — дисипативна провiднiсть квазiчастинок упоперек шарiв, εs — дiелектрична

проникнiсть мiж надпровiдниковими шарами.

Використовуючи лондонiвське наближення для опису струму в надпровiдних

шарах, можна записати густину струму Jxl у l-му надпровiдному шарi. Вона

включає в себе густину надструму i густину струму квазiчастинок, що виникає

в результатi дiї електричного поля в напрямку осi x:

Jxl =
cΦ0

8π2λ2

(
∂χl
∂x
− 2π

Φ0
Axl

)
+ σabExl, (1.28)

де λ — лондонiвська глибина проникнення магнiтного поля в масивний надпро-

вiдник, Axl — поздовжня компонента векторного потенцiалу, σab — провiднiсть

квазiчастинок в надпровiдниковому шарi.

Компоненти магнiтного i електричного полiв мiж (l + 1)-м i l-м надпровiд-

никовими шарами (тобто в дiелектричному шарi) зв’язанi мiж собою рiвнянням

Максвела:

∂H l+1,l

∂x
=

4π

c

[
Jc sin(ϕl+1,l) + σcE

l+1,l
z

]
+
εs
c

∂El+1,l
z

∂t
. (1.29)



65

Тут перший доданок в квадратних дужках вiдповiдає джозефсонiвському струму,

другий — це квазiчастинковий струм, а останнiй доданок — струм змiщення.

Рiзниця мiж магнiтними полями в (l + 1)-м i l-м шарах визначається x-

компонентою повного струму,

H l+1,l −H l,l−1

s
=

Φ0

2πλ2

(
∂χl
∂x
− 2π

Φ0
Axl

)
+

4π

c
σabExl +

d

s

εs
c

∂Exl

∂t
. (1.30)

Це рiвняння, по сутi, є дискретною формою вiдповiдного рiвняння Максвела.

Зв’язок електричного i магнiтного полiв з векторним потенцiалом визначає-

ться наступними спiввiдношеннями:

Exl = −1

c

∂Axl

∂t
− ∂A0l

∂x
, (1.31)

El+1,l
z = −1

c

∂Al+1,l
z

∂t
−
A0(l+1) − A0l

D
, (1.32)

H l+1,l = −∂A
l+1,l
z

∂x
−
Ax(l+1) − Axl

D
. (1.33)

У рiвняннях (1.31) – (1.33) позначено: D = s + d ≈ d — перiод надпровiдникової

структури, A0l — скалярний потенцiал в l-м надпровiдниковому шарi, який може

бути знайдений з рiвняння Пуассона.

Використовуючи рiвняння (1.27), (1.32) i припускаючи, що
∫ l+1
l Al+1,l

z dz =

Al+1,l
z D, можна отримати спiввiдношення мiж компонентою електричного поля

упоперек шарiв i калiбрувально-iнварiантною рiзницею фаз параметра порядку

ϕl+1,l,

El+1,l
z =

Φ0

2πcD

∂ϕl+1,l

∂t
− ψl+1 − ψl

D
, (1.34)

де ψl — калiбрувально-iнварiантний скалярний потенцiал,

ψl =
Φ0

2πc

∂χl
∂t

+ A0l . (1.35)
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Рiвняння (1.34), у вiдсутностi другого доданку в правiй частинi, є фунда-

ментальним спiввiдношенням Джозефсона мiж рiзницею фаз ϕl+1,l i напругою

на контактi V l+1,l = El+1,l
z D. Внесок градiєнта ψ у поперечну компоненту

електричного поля El+1,l
z виникає в результатi порушення електронейтральностi

мiж (l+1)-м i l-м надпровiдниковими шарами. В результатi виникає додатковий до

джозефсонiвського зв’язок мiж надпровiдниковими шарами (так званий ємнiсний

зв’язок). Ефект порушення електронейтральностi може вiдiгравати важливу роль

в дисперсiйних властивостях ДПХ [114,116,118,122,123]. Зокрема, завдяки цьому

ефекту виникає нова гiлка в спектрi об’ємних ДПХ, а саме поздовжнi ДПХ, про

якi згадувалося вище. Однак ємнiсним зв’язком можна знехтувати в багатьох

випадках, коли параметр ємнiсного зв’язку α малий. Згiдно з теоретичними

оцiнками [116], величина α ∼ 0,05÷ 0,1 для кристалiв Bi-2212 або Tl-2212. Також

експериментальнi дослiдження [97, 124] показали, що ця величина має незначний

вплив на розподiл калiбрувально-iнварiантної рiзницi фаз i електромагнiтного поля

в шаруватому надпровiднику. Тому в наступних роздiлах дисертацiї ми не будемо

брати до уваги ефект порушення електронейтральностi.

Нехтуючи [120, 121] калiбрувально-iнварiантним скалярним потенцiалом ψl

у рiвняннi (1.34) та виключаючи векторний потенцiал i компоненти електромагнi-

тного поля з системи рiвнянь (1.29)—(1.34), можна прийти до системи зв’язаних

синусоїдальних рiвнянь Гордона для калiбрувально-iнварiантної рiзницi фаз ϕl+1,l:

(
1− λ2

ab

D2
∂ 2
l

)[
∂2ϕl+1,l

∂t2
+ ωr

∂ϕl+1,l

∂t
+ ω 2

J sin(ϕl+1,l)

]
− c2

εs

∂ 2ϕl+1,l

∂x2
=0, (1.36)

де λab = λ(D/s)1/2 є лондонiвською глибиною проникнення магнiтного поля

упоперек шарiв, джозефсонiвська плазмова частота ωJ визначається максимальною

густиною джозефсонiвського струму Jc i просторовим перiодом надпровiдникової

структури D = d+ s:

ωJ =

√
8πeDJc
h̄εs

, (1.37)
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частота релаксацiї

ωr =
4πσc
εs

(1.38)

обумовлена дисипативною провiднiстю квазiчастинок уздовж кристалографiчної

осi c, a дискретний оператор другого порядку ∂2
l задано наступним спiввiдношен-

ням:

∂2
l fl = fl+1 + fl−1 − 2fl. (1.39)

Вважаючи просторовий масштаб змiни електромагнiтного поля уздовж осi

z набагато бiльшим вiд товщин надпровiдних s та дiелектричних d шарiв, можна

перейти до континуального наближення, в якому синусоїдальнi рiвняння Гордона

зводяться до наступного диференцiального рiвняння в частинних похiдних:

(
1− λ2

ab

∂2

∂z2

)[
1

ω2
J

∂2ϕ

∂t2
+
ωr
ω2
J

∂ϕ

∂t
+ sinϕ

]
− λ2

c

∂2ϕ

∂x2
= 0, (1.40)

де λc = c/ωJ
√
εs має змiст лондонiвської глибини проникнення магнiтного поля

вздовж шарiв.

Зауважимо, що в рiвняннях (1.36) та (1.40) ми знехтували провiднiстю

квазiчастинок уздовж шарiв σab. Це можна зробити, якщо виконана наступна

умова [125]:

∣∣∣∣1− ω2

ω2
J

∣∣∣∣ σabσc εsω
2
Jλ

2
ab

c2
� 1. (1.41)

У наступному пiдроздiлi ми представимо хвильове рiвняння для вектор-

ного потенцiалу, яке, по-перше, описує ДПХ довiльної поляризацiї, що можуть

поширюватись у шаруватому надпровiднику, а по-друге, включає в себе обидвi

квазiчастинковi провiдностi σab та σc.
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1.3.2. Хвильове рiвняння для векторного потенцiалу. Звичайнi та

надзвичайнi ДПХ

Як показано в працi [126], в умовах електронейтральностi та у континуаль-

ному наближеннi компонента Az векторного потенцiалу пов’язана з калiбрувально-

iнварiантною рiзницею фаз ϕ спiввiдношенням

Az = − Φ0

2πd
ϕ, (1.42)

та замiсть рiвняння (1.40) може бути записане хвильове рiвняння для векторного

потенцiалу ~A в формi, бiльш звичнiй для макроскопiчної електродинамiки:

grad div ~A−∆ ~A = −εs
c2

∂2 ~A

∂t2
+

4π

c
~J. (1.43)

При цьому векторний потенцiал ~A пов’язаний з електричним ~E i магнiтним ~H

полями стандартними спiввiдношеннями

~H = rot ~A, ~E = −1

c

∂ ~A

∂t
, (1.44)

скалярний потенцiал передбачається рiвним нулю, а густина струму ~J пов’язана

з векторним потенцiалом ~A спiввiдношеннями (1.23) та (1.24), доповненими

струмами квазiчастинок:

Jx = − c

4πλ2
ab

Ax −
σab
c

∂Ax

∂t
, (1.45)

Jy = − c

4πλ2
ab

Ay −
σab
c

∂Ay

∂t
, (1.46)

Jz = −Jc sin
(2πd

Φ0
Az

)
− σc

c

∂Az

∂t
, (1.47)

Зауважимо, що рiвняння (1.43) може бути зведене до синусоїдального рiвня-

ння Гордона (1.40) для поляризацiї, в якiй ~H ⊥ ~c, див., наприклад, рiвняння (1.25),
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та в умовах, наведених у попередньому пiдроздiлi. Для цього потрiбно виключити

з рiвняння (1.43) x i y проекцiї векторного потенцiалу Ax i Ay та виразити

z проекцiю векторного потенцiалу Az через калiбрувально-iнварiантну рiзницю

фаз ϕ за допомогою рiвняння (1.42). Хвилi поляризацiї, в якiй ~H ⊥ ~c, отримали

назву надзвичайних ДПХ тому, що вони являють собою нелiнiйнi анiзотропнi

збудження джозефсонiвської плазми.

З iншого боку, можна видiлити ортогональну поляризацiю, в якiй ~E ⊥ ~c. Для

такої поляризацiї обов’язково z проекцiя векторного потенцiалу Az, а, вiдповiдно,

i калiбрувально-iнварiантна рiзниця фаз ϕ, дорiвнюють 0. Це означає, що такi

хвилi лiнiйнi та iзотропнi, у зв’язку з чим отримали назву звичайних ДПХ.

Бiльш того, вони не можуть бути описанi за допомогою рiвнянь Гордона, а лише

за допомогою хвильового рiвняння для векторного потенцiалу. Таким чином, в

загальному випадку ДПХ у шаруватих надпровiдниках являє собою суперпозицiю

звичайної, в якiй ~E ⊥ ~c, i надзвичайної, в якiй ~H ⊥ ~c, хвиль.

В працi [126] теоретично розглянуто лiнiйнi i слабко нелiнiйнi ДПХ в

обмежених шаруватих надпровiдниках i отримано спектри як звичайних, так i

надзвичайних власних мод. Зокрема, отримано дисперсiйне спiввiдношення для

звичайних хвиль:

ω2 = ω2
J(k2λ2

c + γ2), (1.48)

де k2 = k2
x +k2

y +k2
z та γ = λc/λab — параметр анiзотропiї. З цього спiввiдношення

бачимо, що звичайнi хвилi поширюються у надпровiднику з дiйсними k лише

при частотах ω в γ разiв бiльших, нiж джозефсонiвська частота ωJ . Однак на

таких частотах може вiдбуватись руйнування куперiвських пар, оскiльки для

бiльшостi шаруватих надпровiдникiв γ � 1. Це означає, що принаймнi одна

з компонент хвильового вектора звичайних мод повинна бути уявною, тобто

амплiтуда звичайних хвиль повинна згасати принаймнi в одному з напрямкiв.

Тiльки в цьому випадку частота звичайної моди може належати до терагерцового
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дiапазона.

Як було зазначено вище, надзвичайнi хвилi, на вiдмiну вiд звичайних, є

нелiнiйними. В працi [126] був отриманий закон дисперсiї слабко нелiнiйних

хвиль:

ω2 = ω2
J

[
1 +

(k2
x + k2

y)λ
2
c

k2
zλ

2
ab + 1

]
− βω2

J

a2
1

A2
0

, (1.49)

де a1 — амплiтуда хвилi,

A2
0 =

c

πJcλ2
c

(
Φ0

πd

)3

, (1.50)

та доданок βω2
Ja

2
1/A

2
0, обумовлений нелiнiйнiстю, коефiцiєнт β = 9/4 для хвиль iз

kz 6= 0 та β = 3 для хвилi з kz = 0.

З рiвняння (1.49) видно, що надзвичайна хвиля може поширюватись при

частотах в iнтервалi

ωJ

√
1− βa2

1/A
2
0 < ω < ωJ

√
λ2
c(k

2
x + k2

y) + 1− βa2
1/A

2
0. (1.51)

Для надзвичайних хвиль можна видiлити двi частотнi областi. В однiй з них, а саме

в iнтервалi (1.51), всi компоненти хвильового вектора дiйснi, що вiдповiдає хвилi,

що бiжить. При iнших частотах хвиля згасає в одному з напрямкiв. Нелiнiйнiсть

ефективно зменшує i нижню, i верхню межi iнтервалу (1.51), тим самим змiщуючи

дiапазон частот, при яких можуть поширюватися надзвичайнi хвилi.

1.3.3. Анiзотропна дiелектрична проникнiсть шаруватого надпровiд-

ника

У лiнiйному наближеннi, коли sinϕ ≈ ϕ у джозефсонiвському струмi (1.23),

електромагнiтнi властивостi шаруватого надпровiдника можуть бути описанi в
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термiнах дiагонального анiзотропного тензору дiелектричної проникностi ε̂(ω) [16,

127], що залежить вiд частоти ω,

ε̂(ω) =


εab(ω) 0 0

0 εab(ω) 0

0 0 εc(ω)

 , (1.52)

де компоненти εab(ω) та εc(ω) позначають дiелектричнi проникностi вздовж i

впоперек шарiв вiдповiдно.

Переписуючи рiвняння (1.43) у виглядi

grad div ~A−∆ ~A =
ω2

c2
ε̂(ω) ~A, (1.53)

отримуємо наступнi вирази для компонент ε̂(ω):

εab(ω) = εs
(

1− γ2ω
2
J

ω2
− iνab

ω2
J

ω2

)
, (1.54)

εc(ω) = εs
(

1− ω2
J

ω2
− iνc

ω2
J

ω2

)
, (1.55)

де νab = 4πσab/(εsωJ), νc = 4πσc/(εsωJ).

Як видно з представлених виразiв, компоненти тензора дiелектричної про-

никностi шаруватих надпровiдникiв можуть мати рiзнi знаки в широкому дiапазонi

частот. Така специфiчна анiзотропiя може призводити до цiкавих фiзичних явищ,

таких як негативне заломлення i аномальна дисперсiя електромагнiтних хвиль.

Останнiм часом помiтно зростає iнтерес до вивчення властивостей так званих

лiворуких (left-handed) середовищ — метаматерiалiв, якi мають негативний ко-

ефiцiєнт заломлення, особливо пiсля недавнiх спостережень в них негативного

заломлення мiкрохвиль [128] i теоретичного передбачення можливостi так званого

iдеального фокусування свiтла [129]. Часто вiдправним пунктом у дослiдженнi

негативного заломлення вважається праця В. Г. Веселаго [130], хоча розумiння сутi
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цього явища було досягнуто Мандельштамом ще в 1940-х роках [131], докладнiше

див. оглядову статтю [132]. У статтях [127, 133] було показано, що шаруватi

надпровiдники можуть бути використанi як матерiали з негативним показником

заломлення. Також у дисертацiї буде показано, що ДПХ, якi поширюються

у пластинi шаруватого надпровiдника, мають аномальну дисперсiю, що може

призводити до цiкавих ефектiв, подiбних до зупинки свiтла та контрольованого

внутрiшнього вiдбиття.

1.3.4. Нелiнiйнi ДПХ поблизу джозефсонiвської частоти

Нелiнiйнiсть може призвести до ряду нетривiальних явищ, таких як самоiн-

дукована прозорiсть та самофокусування свiтла, що представляють iнтерес як для

фундаментальної, так i для прикладної науки (див., наприклад, [19, 20]). На вiд-

мiну вiд нелiнiйної оптики, рiвняння електродинамiки шаруватих надпровiдникiв

нелiнiйнi за рахунок нелiнiйного зв’язку J ∝ sinϕ джозефсонiвського струму з

мiжшаровою калiбрувально-iнварiантною рiзницею фаз параметра порядку ϕ. В

сильно нелiнiйному режимi, коли ϕ ∼ π, синусоїдальне рiвняння Гордона має

розв’язки у виглядi солiтонiв та бризерiв [134,135].

Однак навiть у випадку малих амплiтуд, коли |ϕ| � 1 i sinϕ можна

розписати як ϕ − ϕ3/6, в шаруватих надпровiдниках можуть сильно проявитись

нелiнiйнi ефекти. Як показано в працях [136, 137], при частотах ω, близьких

до джозефсонiвської плазмової частоти ωJ , можна знехтувати генерацiєю бiльш

високих гармонiк. Тодi нелiнiйний член ω2
Jϕ

3 в рiвняннi (1.40) може мати той же

порядок малостi, що i сума лiнiйних членiв:

∣∣∣∂ϕ2

∂t2
+ ω2

Jϕ
∣∣∣ ' (ω2

J − ω2)|ϕ| ∼ ω2
J |ϕ|3. (1.56)

Лiнiйнi доданки практично компенсують один одного, а малий нелiнiйний член

ϕ3 може грати ключову роль у задачi. Таким чином, навiть слабка нелiнiйнiсть
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може iстотно впливати на поширення ДПХ, якщо частота хвиль близька до

джозефсонiвської плазмової частоти.

Вiдзначимо також, що нелiнiйнi ДПХ можуть поширюватись з частотами

нижче джозефсонiвської плазмової частоти ωJ , тобто в забороненiй областi спе-

ктра, завдяки тому, що нелiнiйнiсть сприяє ефективному зменшенню ωJ . Дiйсно,

вираз в квадратних дужках у синусоїдальному рiвняннi Гордона (1.40) може бути

представлений у формi

[
1

ω2
J

∂2ϕ

∂t2
+ sinϕ

]
≈
[

1

(ωeff
J )2

∂2ϕ

∂t2
+ ϕ

]
, (1.57)

де

ωeff
J ≈ ωJ

(
1− ϕ2

12

)
. (1.58)

Так, для деяких ϕ частота хвилi може бути бiльшою вiд ефективної джозефсо-

нiвської плазмової частоти ωeff
J i, отже, нелiнiйнi ДПХ поширюються в шаруватих

надпровiдниках.

Нелiнiйнiсть рiвнянь електродинамiки шаруватих надпровiдникiв призво-

дить до ряду незвичайних нелiнiйних ефектiв, пов’язаних з поширенням ДПХ,

таких як самофокусування терагерцових iмпульсiв [136, 137], збудження нелi-

нiйних хвилеводних мод [138] та iн. Зокрема, нелiнiйнiсть може призводити

до такого незвичного явища, як гiстерезисна залежнiсть поверхневого реактансу

шаруватого надпровiдника вiд амплiтуди хвилi, що його опромiнює. Ґрунтуючись

на роботах [28, 29], покажемо, як це явище виникає у симетричнiй геометрiї, коли

пластина шаруватого надпровiдника товщини D (див. рис. 1.7) опромiнюється

з двох сторiн двома плоскими монохроматичними хвилями поперечно-магнiтної

поляризацiї (1.25) з частотою ω пiд кутом θ до нормалi. Передбачається також, що

магнiтне поле та z-компонента електричного поля симетричнi вiдносно середини

пластини, тобто вiдносно площини z = 0, а x-компонента електричного поля
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антисиметрична:

H(z) = H(−z), Ex(z) = −Ex(−z), Ez(z) = Ez(−z). (1.59)

Цi умови дають можливiсть розглядати поле лише в верхньому пiвпросторi z > 0.

D

øàðóâàòèé íàäïðîâ³äíèê

Рис. 1.7. Схематичне зображення пластини шаруватого надпровiдника, яка

опромiнюється двома плоскими монохроматичними хвилями.

Електромагнiтне поле у вакуумi, z > D/2, являє собою суму хвиль, що падає

та дзеркально вiдбивається:

H(x, z, t) = H0 cos γ− +Hr cos(γ+ + χ), (1.60)

Ex(x, z, t) = −kz
k

[
H0 sin γ− −Hr sin(γ+ + χ)

]
, (1.61)

де H0 та Hr — амплiтуди магнiтного поля у падаючий та вiдбитiй хвилi вiдповiдно,

γ± = kxx± kz(z −D/2)− ωt, (1.62)

kx = k sin θ, kz = k cos θ, k = ω/c. Величина χ являє собою зсув фази вiдбитої
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хвилi на границi зразка при z = D/2 та визначає поверхневий реактанс X зразка:

X =
4π

c
tg
(χ

2

)
cos θ. (1.63)

Електромагнiтнi поля у шаруватому надпровiднику пов’язанi з

калiбрувально-iнварiантною рiзницею фаз ϕ за допомогою рiвнянь (1.29)–(1.34),

якi у континуальному наближеннi набувають наступного вигляду:

∂H

∂x
=
H0

λc

(
1

ω2
J

∂2ϕ

∂t2
+ sinϕ

)
, (1.64)

Ex = −λ
2
ab

c

∂2H

∂z ∂t
, Ez =

H0λc
c

∂ϕ

∂t
. (1.65)

де H0 — характерне магнiтне поле,

H0 =
Φ0

πdλc
, (1.66)

яке для Bi2Sr2CaCu2O8+δ (при d = 1.5 × 10−7 см i λc = 4 × 10−3 см) становить

приблизно 100 Ерстед.

Шукаючи розв’язок рiвняння Гордона (1.40) у виглядi хвилi, що бiжить

уздовж осi x, з амплiтудою, що залежить вiд z,

ϕ(x, z, t) = a(z)(1− Ω2)1/2 sin(kxx− kzD/2− ωt+ α), (1.67)

приходимо до наступного рiвняння для невiдомої амплiтуди a(z),

[
1− κ2 d

2

dζ2

](
a− a3

8

)
+ κ2a = 0, (1.68)

з граничними умовами:

a′(0) = 0, a(0) = a0, (1.69)
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якi визначаються умовою симетрiї (1.59). Тут ζ = κx/λab — безрозмiрна координа-

та, κ = kxλc/(1−Ω2)1/2 — нормована x-проекцiя хвильового вектору, та Ω = ω/ωJ

— нормована частота. Тут i далi в цьому пунктi ми припускаємо, що Ω < 1, тобто

частота ω менше джозефсонiвської плазмової частоти.

Використовуючи умови неперервностi тангенцiальних компонент електро-

магнiтного поля на границi пластини, ми отримуємо залежнiсть зсуву фази χ вiд

амплiтуди H0 хвилi, що падає, у неявному виглядi:

h0 =
1

2

√
h2(δ) +

[
Ph′(δ)

]2
, (1.70)

χ = 2 arctg
[Ph′(δ)
h(δ)

]
, (1.71)

де h0 та h(z) являють собою нормованi амплiтуди магнiтного поля у вакуумi та

надпровiднику,

h0 =
H0

H0

κ

(1− Ω2)
, h(z) =

H(z)

H0

κ

(1− Ω2)
,

причому h(z) пов’язана з a(z) нелiнiйним чином, як випливає з рiвняння (1.64):

h(ζ) = a(ζ)− a3(ζ)

8
, (1.72)

P = κλab/(λc
√
εs) та δ = κD/2λab.

Зауважимо, що залежнiсть χ(h0), задана рiвняннями (1.70) та (1.71), є

параметричною, де параметром виступає a0 — невiдоме значення амплiтуди a(z)

в серединi зразка, див. рiвняння (1.69). Для подальшого аналiзу цiєї залежностi

важливо врахувати неоднозначнiсть зв’язку мiж величинами h(δ) i a(δ). Дiйсно,

рiвняння (1.72) i рис. 1.8 свiдчать про iснування трьох значень a, що вiдповiдають

одному i тому ж значенню h, якщо 0 < h < (32/27)1/2. Беручи до уваги

рiвняння (1.70), робимо висновок, що три рiзних значення параметра h′(δ)/h(δ)

в (1.71) вiдповiдають одному i тому ж h0. Все це призводить до того, що залежнiсть
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χ(h0) має щонайменше три гiлки.

Рис. 1.8. Залежнiсть нормованого магнiтного поля h у зразку шаруватого над-

провiдника вiд амплiтуди a калiбрувально-iнварiантної рiзницi фаз, що описується

кубiчною параболою (1.72).

На основнiй панелi на рис. 1.9 представлена залежнiсть χ(h0) у випадку

вiдносно тонких зразкiв [28]. Маємо три гiлки цiєї залежностi: низькоамплiтудна

гiлка (суцiльна крива), яка вiдповiдає квазi-лiнiйним хвилям у шаруватому надпро-

вiднику, та двi гiлки (штрихова та штрих-пунктирна), якi вiдповiдають нелiнiйним

хвилям. Нижня вставка на рис. 1.9 показує ту саму залежнiсть у iншому масштабi.

Важливо зауважити, що суцiльна та штрих-пунктирна кривi майже дотикаються

у точцi h0 = hкр
0 ≈

√
8/27, але мiж ними є розрив, який виявляється малим для

вiдносно тонких товщин.

Наведемо асимптотичний вираз, який добре описує в неявнiй формi усi три

гiлки залежностi χ(h0) для тонких зразкiв, δ � 1:

h0(a0) =
|a0||8− a2

0|
16

, χ(a0) =
16P

8− a2
0

δ, (1.73)

та на вiдмiну вiд (1.70) та (1.71) не потребує чисельного вирiшення диференцiаль-



78

ного рiвняння (1.68). Тут параметр a0 повинен задовольняти нерiвностям

|a2
0 − 8| � δ, |a2

0 − 8/3| � δ.

Верхня вставка на рис. 1.9 показує порiвняння залежностей χ(h0), знайдених за

допомогою чисельного вирiшення диференцiального рiвняння (1.68) (кружочки)

та асимптотичного виразу (1.73) (суцiльна крива).

Рис. 1.9. Залежнiсть зсуву фази χ вiдбитої хвилi вiд безрозмiрної амплiтуди h0

хвилi, що падає [28]. Параметри: D/λab = 0,05, λc/λab = 200, κ = 10, εs = 16.

Опишемо тепер гiстерезисну поведiнку зсуву фази χ при перiодичнiй змiнi

амплiтуди h0. Схематично цей рух зображено на основнiй панелi на рис. 1.9 за

допомогою стрiлок.

При збiльшеннi h0 вiд нульового значення зсув фази χ(h0) монотонно

зростає по суцiльнiй низькоамплiтуднiй гiлцi на рис. 1.9. При досягненнi h0 = hкр
0

перша гiлка закiнчується, що при подальшому збiльшеннi h0 неминуче призводить

до стрибка на штрихову високоамплiтудну гiлку.

При зменшеннi h0 зсув фази χ(h0) зменшується по високоамплiтуднiй гiлцi,

проходить точку h0 = hкр
0 , i лише в деякiй точцi h0 = hmin

0 ≈
√

2Pδ (позначено

вертикальною пунктирною лiнiєю на рис. 1.9) високоамплiтудна гiлка закiнчується
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та вiдбувається стрибок назад на низькоамплiтудну гiлку.

Зауважимо, що у випадку достатньо товстих пластин залежнiсть χ(h0) може

мати бiльше нiж три гiлки [29]. Тим не менш, i в цьому випадку при перiодичнiй

змiнi амплiтуди h0 хвилi, що падає, можуть спостерiгатися гiстерезиснi стрибки в

залежностi χ(h0).

Висновки до роздiлу 1

• Надпровiднiсть виникає у металах та сплавах при достатньо низькiй тем-

пературi за рахунок перетворення звичайних вiльних електронiв у надпровiдний

конденсат куперiвських електронних пар. Завдяки цьому у надпровiднику може

iснувати струм, що переноситься без опору — струм куперiвських пар. Окрiм того,

надпровiдник характеризується ефектом Мейснера – Охзенфельда, який полягає

у тому, що вiдносно слабке зовнiшнє магнiтне поле iндукує в надпровiднику

макроскопiчнi струми, якi повнiстю компенсують його. В залежностi вiд прояву

цього ефекту надпровiдники роздiлено на два класи: надпровiдники I роду та

надпровiдники II роду.

• В системах, що мiстять надпровiдники, можуть виникати явища, незвичнi

для нормальних систем, такi як ефект Джозефсона та андреєвське вiдбиття. Пер-

ший ефект полягає у тому, що мiж двома надпровiдниками, якi пов’язанi слабким

зв’язком, наприклад, роздiленi тонким прошарком дiелектрику або нормального

металу, може протiкати надпровiдний струм, який, окрiм того, залежить вiд рiзницi

фаз хвильових функцiй надпровiдних конденсатiв в цих надпровiдниках. Другий

ефект виникає на границi мiж нормальним металом та надпровiдником — електрон,

що налiтає на надпровiдник, в результатi андреєвського вiдбиття перетворюється

на «дiрку», яка летить в строго протилежному напрямi.

• Окрiм металiв та сплавiв, надпровiдниками можуть бути i бiльш складнi

сполуки. Бiльш того, у деяких сполук температура переходу у надпровiдний стан
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виявилася достатньо великою, бiльше 30 K, тому вони отримали назву — висо-

котемпературнi надпровiдники (ВТНП). Серед ВТНП можна видiлити два великi

класи: купратнi надпровiдники, в яких надпровiднiсть забезпечена шарами CuO2,

та надпровiдники на основi залiза. У таких системах надпровiднiсть є незвичною

у тому сенсi, що спаровування електронiв у куперiвськi пари вiдрiзняється вiд

металiв. Якщо у металах має мiсце s-спаровування (S = 0, L = 0), то у купратних

надпровiдниках — d-спаровування (S = 0, L = 2), a у надпровiдниках на основi

залiза тип спаровування досi є предметом активних дискусiй. Найбiльш ймовiрним

для останнiх вважається s±-спаровування.

• Всi вiдомi на сьогоднiшнiй день високотемпературнi надпровiдники

характеризуються дуже великою анiзотропiєю, яка виявляється в їх шарува-

тiй структурi. Найбiльша анiзотропiя встановлена у вiсмутовому надпровiднику

Bi2Sr2CaCu2O8+δ, де параметр анiзотропiї досягає значень декiлькох сотень. Мiж

надпровiдниковими площинами у ВТНП iснує слабкий джозефсонiвський зв’язок,

завдяки якому в шаруватих надпровiдниках формується так звана джозефсонiвська

плазма. Властивостi цiєї плазми iстотно вiдрiзняються вiд властивостей iнших

провiдникових середовищ, наприклад, металiв.

• У шаруватих надпровiдниках можуть поширюватись елементарнi збу-

дження особливого роду — джозефсонiвськi плазмовi хвилi. Джозефсонiвськi

плазмовi хвилi в шаруватих надпровiдниках належать до терагерцового дiапазону

частот, що дає можливiсть розглядати такi матерiали як перспективнi кандидати

для створення пристроїв, якi працюють в терагерцовому дiапазонi. Рiвняння,

якi описують цi хвилi, зводяться до системи зв’язаних синусоїдальних рiвнянь

Гордона для калiбрувально-iнварiантної рiзницi фаз параметра порядку. Нелiнiй-

нiсть та анiзотропiя цих рiвнянь передбачає можливiсть ефектiв як схожих iз

нелiнiйною оптикою, наприклад, самоiндукована прозорiсть, самофокусування та

зупинка свiтла, так i незвичних, наприклад, гiстерезисна залежнiсть поверхневого

реактансу шаруватого надпровiдника вiд амплiтуди.

Таким чином, дослiдження електронного та електромагнiтного транспорту у
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надпровiдникових системах представляє iнтерес як з загальнофiзичної точки зору,

так i з погляду рiзних можливих застосувань. Багато явищ, якi спостерiгаються

в нормальних металах в оптичному дiапазонi частот, можуть спостерiгатись i в

ВТНП, але вже в терагерцовому дiапазонi. Окрiм того, аналiз ефектiв Джозефсона

та андреєвського вiдбиття у ВТНП iз незвичним спаровуванням може дати

поштовх розвитку теорiї надпровiдностi. Теоретичному дослiдженню таких явищ

i присвячена дана дисертацiя.
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РОЗДIЛ 2

ЕЛЕКТРОННИЙ ТРАНСПОРТ У НАДПРОВIДНИХ СИСТЕМАХ

У цьому роздiлi, спираючись на результати праць [25–27], дослiджено

електронний транспорт у системах, що мiстять сучаснi матерiали — ВТНП на

основi залiза (Fe-НП) та двовимiрнi топологiчнi iзолятори. Основна увага при до-

слiдженнi придiляється можливостi визначення мiкроскопiчних властивостей цих

матерiалiв за допомогою ефекту Джозефсона, ефекту близькостi та багаторазового

андреєвського вiдбиття у таких системах.

У пiдроздiлi 2.1 вивчено ефект близькостi в ланцюгах, якi включають зви-

чайний надпровiдник i Fe-НП, роздiленi нормальним або феромагнiтним дротом.

Обчислено залежностi щiльностi станiв вiд енергiї, отриманi спiввiдношення

мiж струмом i рiзницею фаз в ефектi Джозефсона та обговорюється можливiсть

виявлення ознак s+−-спаровування у Fe-НП. Зокрема, аналiтичний результат для

щiльностi станiв демонструє так звану щiлину Таулеса при низьких енергiях та

особливостi поблизу надпровiдних щiлин при бiльш високих енергiях. Цi осо-

бливостi можуть бути використанi для розмежування s+−- та s++-спаровування в

експериментi за допомогою сканувальної тунельної спектроскопiї. Спiввiдношення

мiж струмом та рiзницею фаз для рiзних конфiгурацiй ланцюга виявляє 0–π

переходи для широкого дiапазону параметрiв.

У пiдроздiлi 2.2 дослiджується електронний транспорт на краю двовимiрного

топологiчного iзолятора мiж двома надпровiдними електродами. Такий транспорт

визначається багатократними андреєвськими вiдбиттями. Запропоновано модель

такого транспорту з урахуванням як андреєвського, так i нормального вiдбиття

на контактi, i електрон-електрон-домiшкового розсiювання на краю. На пiдставi

цiєї моделi обчислено функцiї розподiлу електронiв за енергiями та визначено
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характернi особливостi, що виникають в результатi зазначених процесiв. Отриманi

результати можуть дозволити в експериментi визначати спiввiдношення вкладiв

вiд нормального вiдбиття на надпровiдному контактi та вiд електрон-домiшкового

розсiювання на краю, що впливають на квантовий електронний транспорт у

топологiчному iзоляторi.

2.1. Джозефсонiвський струм i щiльнiсть електронних станiв в лан-

цюгах, що мiстять s± надпровiдники

2.1.1. Модель

Ми розглядаємо ланцюг, в якому два масивних надпровiдники з’єднанi за до-

помогою дрота, зробленого з нормального або феромагнiтного дифузного металу.

Ми розглянемо декiлька можливостей: обидва надпровiдники однаковi з s+− або

з s++-спаровуванням, або один iз надпровiдникiв звичайний з s-спаровуванням,

а iнший незвичний з s+−-спаровуванням. Для скорочення будемо позначати такi

ланцюги як s+−|n|s+−, s++|n|s++ або s|n|s+− вiдповiдно. Якщо нормальний метал

є феромагнетиком, то будемо використовувати вiдповiднi позначення: s+−|f |s+−

або s|f |s+−.

Нашi розрахунки ми будуємо на рiвняннях Узаделя (1.11), якi для зручностi

ми перепишемо у термiнах так званої кутової параметризацiї [139]. В цiй

параметризацiї нормальна G та аномальна F функцiї Грiна

G = cos θ, F = sin θ exp(iψ), (2.1)

представляються за допомогою функцiй θ та ψ та автоматично задовольняють

умовi нормування (1.12). Тодi рiвняння Узаделя (1.11) приймають наступний

вигляд (тут i далi у цьому пiдроздiлi будемо використовувати систему одиниць,



84

де стала Планка h̄ = 1 та стала Больцмана k = 1):

d2θ

dx2
−
(dψ
dx

)2

sin θ cos θ =
2ω

D
sin θ − 2

D
Re[∆ exp[−iψ]] cos θ, (2.2)

d

dx

(
sin2 θ

dψ

dx

)
= − 2

D
Im[∆ exp[−iψ]] sin θ. (2.3)

У масивному надпровiднику розв’язок (1.15) для кутової параметризацiї

перепишеться у виглядi

θλ = arctg
ω

|∆λ|
, ψλ = χλ, (2.4)

де iндекс λ позначає номер компоненти параметру порядку, наприклад, λ = 1, 2 для

двокомпонентного параметру порядку при s+−- або s++-спаровуваннi та λ = 0 для

однокомпонентного параметру порядку при звичайному s-спаровуваннi. Фази χλ

рiзних компонентiв параметру порядку для s+−- або s++-спаровування пов’язанi

спiввiдношенням χ1 = χ2 + π або χ1 = χ2 вiдповiдно.

Для дроту з нормального металу ми будемо використовувати рiвняння (2.2)

та (2.3), у яких покладено ∆ = 0,

d2θ

dξ2
− 2ω

εTh
sin θ =

(dψ
dξ

)2

sin θ cos θ, (2.5)

sin2 θ
dψ

dξ
= jω, (2.6)

де для зручностi введенi безрозмiрна координата ξ = x/L та так звана енергiя

Таулеса εTh = D/L2, пропорцiйна оберненому часу дифузiї τD = L2/D,

за який електрон проходить вздовж дроту довжини L з коефiцiєнтом дифузiї

рiвним D. Константа jω виникла за рахунок того, що ми один раз проiнтегрували

рiвняння (2.3).

На кiнцях дроту повиннi бути записанi граничнi умови Купрiянова –

Лукiчова (1.16) та (1.17), що пов’язують θ i ψ у дротi та θλ i ψλ у масивному

надпровiднику. Оскiльки ми розглядаємо надпровiдники iз двокомпонентним
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параметром порядку, то потрiбно використовувати узагальнення цих граничних

умов (див. [140, 141]), в яких виникає пiдсумування за номерами компонент λ.

Запишемо для правої границi ξ = 1/2 цi умови у кутовiй параметризацiї:

jω = 2 sin θR sin
(ϕ

2
− ψR

) ∑
λ=1,2

δλ
γλ

sin θλ, (2.7)

θ′R = 2
∑
λ

1

γλ

[
δλ sin θλ cos θR cos

(ϕ
2
− ψR

)
− cos θλ sin θR

]
. (2.8)

Тут ψR, θR та θ′R вiдповiдають значенням функцiй у нормальному металi на

границi:

ψR = ψ(ξ = 1/2), θR = θ(ξ = 1/2), θ′R =
dθ(ξ = 1/2)

dξ
, (2.9)

для зручностi вважається, що фази у лiвому та правому надпровiдниках рiвнi

ϕ/2 та −ϕ/2 вiдповiдно, параметри γλ позначають безрозмiрнi опори границi, та

множники δλ рiвнi +1 або −1 в залежностi вiд типу спаровування: δ1 = −δ2 = 1

для s+−-спаровування та δ1 = δ2 = 1 для s++-спаровування.

На лiвiй границi при ξ = −1/2 ми аналогiчним чином записуємо граничнi

умови: для s+−- або s++-спаровування

jω = 2 sin θL sin
(ϕ

2
+ ψL

) ∑
λ=1,2

δλ
γλ

sin θλ, (2.10)

θ′L = −2
∑
λ

1

γλ

[
δλ sin θλ cos θL cos

(ϕ
2

+ ψL
)
− cos θλ sin θL

]
, (2.11)

або для звичайного s-спаровування

jω =
2

γ0
sin θL sin

(ϕ
2

+ ψL
)

sin θ0, (2.12)

θ′L = − 2

γ0

[
sin θ0 cos θL cos

(ϕ
2

+ ψL
)
− cos θ0 sin θL

]
. (2.13)
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Тут ψL, θL та θ′L вiдповiдають значенням функцiй у нормальному металi на границi:

ψL = ψ(ξ = −1/2), θL = θ(ξ = −1/2), θ′L =
dθ(ξ = −1/2)

dξ
. (2.14)

Розв’язуючи рiвняння Узаделя (2.5) та (2.6) з вищевказаними граничними

умовами, можна знайти щiльнiсть електронних станiв

N(ε)/N0 = Re[G(ω → iε)] = Re[cos θ(ω → iε)], (2.15)

як аналiтичне продовження [139] в дiйснi енергiї ε дiйсної частини нормальної

функцiї Грiна та джозефсонiвський струм (1.18),

eI(ϕ)RN = 2πiT
∑
ω

(
F
dF ∗

dx
− F ∗dF

dx

)
=

∫
th

ε

2T
Im[jω→iε]dε, (2.16)

за допомогою пiдсумовування за частотами Мацубари, де T — температура, RN =

L/e2DN0S — опiр дроту поперечного перерiзу S в нормальному станi, та N0 —

щiльнiсть електронних станiв у металi.

2.1.2. Щiльнiсть електронних станiв

Почнемо розгляд з симетричного s++|n|s++ або s+−|n|s+− ланцюга та

припустимо, що рiзниця фаз мiж надпровiдниками вiдсутня, ϕ = 0. У цьому

випадку функцiя ψ є константою i рiвняння Узаделя (2.5) спрощується до

d2θ

dξ2
− 2ω

εTh
sin θ = 0, (2.17)

що представляє собою вiдоме рiвняння математичного маятника. Його розв’язок

може бути представлений за допомогою елiптичних функцiй Якобi (див. [142]) у
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наступному виглядi:

cos[θ(ξ, ω)/2] = cos(θ0/2)
cn(u,m)

dn(u,m)
, (2.18)

де

u = x

√
2ω

εTh
, m = cos2(θ0/2), θ0 = θ(ξ = 0, ω). (2.19)

Використовуючи знайдений розв’язок (2.18) у граничнiй умовi (2.8), ми зна-

йдемо замкнене алгебраїчне рiвняння для невiдомого iнтеграцiйного коефiцiєнтаm

у виглядi

uB
√

1 +m
sn(uB,m)

dn(uB,m)
+ F cn(uB,m)

dn2(uB,m)
=

G√
m(1−m)

[
1

2
− 1−m

dn2(uB,m)

]
, (2.20)

де

uB =

√
ω

2εTh
, G =

∑
λ=1,2

1

γλ
cos θλ, F =

∑
λ=1,2

δλ
γλ

sin θλ. (2.21)

Рiвняння (2.20) визначає параметр m i, отже, θ0, як функцiю частоти ω i

разом з рiвнянням (2.18) дає повний аналiтичний розв’язок для функцiї Грiна в

дротi. Далi можна знайти щiльнiсть станiв (2.15) у серединi дроту при x = 0,

N(ε)/N0 = Re[2m− 1]ω→iε, (2.22)

переходячи до дiйсних енергiй ε.

На рис. 2.1 показано характерний профiль N(ε) в s++|n|s++ ланцюзi для

рiзних виборiв параметрiв. Один з них виявляє енергетичну щiлину εg, що

iндукується ефектом близькостi, у спектрi дроту, який масштабується з енергiєю

Таулеса εg ∼ εTh. Асимптотичний аналiз поблизу ε−εg � εg показує, що щiльнiсть
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станiв має поведiнку

N(ε) ∝
√
ε/εg − 1, (2.23)

подiбну до звичайних s|n|s ланцюгiв [143]. Далi функцiя N(ε) швидко зростає,

проходить через максимум i має двi додатковi пiкоподiбнi ознаки при бiльш

високих енергiях бiля надпровiдних щiлин ∆λ.
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Рис. 2.1. Характерний профiль щiльностi електронних станiв N(ε)/N0 як функцiї

енергiї ε, нормованої на енергiю Таулеса εTh, у серединi дроту з нормального

металу, що з’єднує два однакових надпровiдника з s++-спаровуванням. Параметри

вказанi на вставцi, де ∆̃λ = ∆λ/εTh.

Така поведiнка дещо вiдрiзняється вiд профiлю щiльностi станiв для

s+−|n|s+− ланцюга, показаного на рис. 2.2. Поведiнка при низьких енергiях

схожа, але iндукована енергетична щiлина εg зменшується за рахунок ефекту

«анти-близькостi»: двi компоненти параметру порядку, рiзниця фаз мiж якими

дорiвнює π, компенсують одна одну. Концептуальну рiзницю можна побачити

поблизу надпровiдних щiлин ∆λ, де замiсть пiкiв виявляються Фано-подiбнi

антисиметричнi особливостi. Ця важлива деталь є специфiчною для випадку s+−

симетрiї i може слугувати вiдмiнною рисою, яку можна шукати в експериментi.
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Рис. 2.2. Характерний профiль щiльностi електронних станiв N(ε)/N0 як функцiї

енергiї ε, нормованої на енергiю Таулеса εTh, усерединi дроту з нормального

металу, що з’єднує два однакових надпровiдника з s+−-спаровуванням. Параметри

вказанi на вставцi, де ∆̃λ = ∆λ/εTh.

2.1.3. Джозефсонiвський струм

Далi ми будемо вивчати залежнiсть джозефсонiвського струму у s|n|s+−

та s+−|n|s+− ланцюгах вiд рiзницi фаз ϕ мiж надпровiдниками. Для отримання

аналiтичних результатiв ми розглянемо наближення довгих та коротких ланцюгiв,

а також низької прозоростi границь.

2.1.3.1. Наближення довгих s|n|s+− ланцюгiв

При наявностi градiєнта надпровiдної фази в дротi знаходження аналiти-

чного розв’язку рiвнянь Узаделя представляє складну технiчну проблему. Але для

наближення довгих ланцюгiв, L�
√
D/T , розрахунок джозефсонiвського струму

значно спрощується. У цьому випадку можна у головному порядку знехтувати

взаємним впливом надпровiдникiв та шукати аномальну функцiю Грiна у виглядi
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суперпозицiї [144]

F = eiϕ/2 sin θ+ + e−iϕ/2 sin θ−, (2.24)

де функцiї θ± задовольняють рiвнянню, аналогiчному (2.17),

d2θ±

dξ2
− 2ω

εTh
sin θ± = 0, (2.25)

де θ±(ξ) прямує до 0, коли ξ вiддаляється вiд ±1/2 вiдповiдно. За цих умов

знаходимо θ±(ξ):

tg[θ±(ξ, ω)/4] = B±(ω) exp[±(ξ ∓ 1/2)L/ξω], (2.26)

де ξω =
√
D/2ω — довжина когерентностi у нормальному металi. Коефiцiєнти

iнтегрування B± повиннi бути знайденi з граничних умов (2.8) на обох границях.

Їх можна звести до алгебраїчних рiвнянь:

4G±(B± − B3
±)−F±(1− 6B2

± + B4
±) = ±2(L/ξω)(B± + B3

±), (2.27)

де функцiї G+ та F+ визначенi рiвнянням (2.21) для s+−-надпровiдника справа, а

G− =
1

γ0
cos θ0, F− =

1

γ0
sin θ0, (2.28)

для звичайного s-надпровiдника злiва. Знаходячи B±, ми отримуємо джозефсонiв-

ський струм у виглядi

I(ϕ) = IC sinϕ, eICRN = 128πT
∑
ω>0

L

ξω
BR(ω)BL(ω)e−L/ξω , (2.29)

який можна застосувати в широкому дiапазонi температур εTh � T . |∆λ|.

При найнижчих температурах, T . εTh, спiввiдношення мiж струмом та
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фазою в рiвняннi (2.29) вiдхиляється вiд простого синусоїдального, оскiльки

використане наближення (2.24) для аномальної функцiї Грiна F не дозволяє

враховувати взаємний вплив надпровiдникiв. На жаль, аналiтичний розрахунок

I(ϕ) в цьому випадку неможливий, однак з рiвняння (2.29) можна оцiнити

величину критичного струму як eICRN ∼ εTh.
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Рис. 2.3. Критичний струм IC для s|n|s+− ланцюга, див. рiвняння (2.29), як

функцiя вiдношення опорiв на границi rγ = γ1/γ2. Параметри: T = 0,5∆0,

γ1 = γ0 = 5, L/ξπT = 2.

На рис. 2.3 зображено критичний струм IC з рiвняння (2.29) як функцiю

спiввiдношення опорiв на границi rγ = γ1/γ2. Вiдомо, що для звичайних

надпровiдникiв IC монотонно спадає, однак критичний струм в s|n|s+− ланцюзi

виявляє так зване 0–π перемикання [141], коли IC(rγ) проходить через 0. Подiбна

поведiнка може виникати у звичайних s|f |s ланцюгах [2, 145], де промiжок мiж

надпровiдниками зроблено iз феромагнетика.

Якщо ж ми використаємо феромагнiтний дрiт у s|f |s+− ланцюзi, то вказаний

ефект може бути iстотно посилений. Для отримання аналiтичного результату роз-

глянемо рiвняння Узаделя (2.5), в якому включено обмiнний потенцiал h. У цьому

випадку у рiвняннi (2.5) треба замiнити ω → ω + ih sign(ω) [2, 145]. Розв’язуючи

його у лiнiйному наближеннi, |θ| � 1, та використовуючи припущення (2.24), ми
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знаходимо струм у виглядi I(ϕ) = IC sinϕ, де

eICRN = 4πT
∞∑

ω=−∞

(L/ξ|ω|)(F+F−/G+G−)/ ch(L/ξ|ω|)

(1 + Γ2
ω) th(L/ξ|ω|) + Γωµω

. (2.30)

Тут G± та F± визначенi так само, як у рiвняннi (2.27), та

Γω = L/2ξ|ω|
√
G+G−, µω = (G+ + G−)/

√
G+G−. (2.31)

Рiвняння (2.30) є узагальненням аналогiчної формули для s|f |s ланцюга,

отриманої А. Буздiним [145], на надпровiдник з двокомпонентним параметром

порядку. На рис. 2.4 показано залежнiсть критичного струму як функцiю rγ з

двома нулями, тобто подвiйне 0–π перемикання. Таке специфiчне явище пов’язане

зi сполученням феромагнетика та надпровiдника з s+−-спаровуванням.
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Рис. 2.4. Критичний струм IC для s|f |s+− ланцюга, див. рiвняння (2.30), як

функцiя вiдношення опорiв на границi rγ = γ1/γ2. Параметри: T = 0,3∆0,

∆1 = 0,5∆0, ∆2 = 1,5∆0, h = 3∆0, γ1 = γ0 = 5, L/ξπT = 2.



93

2.1.3.2. Наближення низької прозоростi границь у s+−|n|s+− ланцюгах

У джозефсонiвському переходi з надзвичайно низькою прозорiстю границi,

коли γλ � 1, можна обiйти необхiднiсть вирiшення рiвняння Узаделя у провiднику,

оскiльки струм в першу чергу визначається iнтерфейсом. Надпровiдна фаза

змiнюється на границi i залишається майже нулем всерединi дроту, тодi як

функцiя θ є приблизно константою. Оскiльки jω ∝ γ−1 � 1, то у головному

порядку можна використовувати ψR,L = 0 в рiвняннях (2.7) i (2.10) та θ′R,L = 0 в

рiвняннях (2.8) i (2.13). Зауважимо, що довжина дроту передбачається не занадто

великою, L .
√
D/T , iнакше ми повиннi враховувати змiну функцiї θ, див.

пiдпункт 2.1.3.1.

Цi наближення дозволяють знайти спектральний струм (2.6) у симетричнiй

геометрiї для s+−|n|s+− ланцюга:

jω = F2 sinϕ
[
G2 + F2 cos2 ϕ

2

]−1/2
, (2.32)

де величини F та G визначенi у (2.21). Тодi ми отримуємо джозефсонiвський

струм, залежнiсть якого вiд рiзницi надпровiдних фаз вiдрiзняється вiд синусої-

дального закону:

eI(ϕ)RN = 2πT sinϕ
∑
ω

F2
[
G2 + F2 cos2 ϕ

2

]−1/2
. (2.33)

Цiкаво, що в наближеннi нульової температури та для рiвних щi-

лин ∆1 = ∆2 ≡ ∆ навiть сума по мацубаровським частотам може бути обчислена

в замкнутiй формi, i ми знаходимо джозефсонiвський струм у наступному виглядi:

eI(ϕ)RN =
(γ2 − γ1)

2∆ sinϕ

γ1γ2(γ1 + γ2)
K

[
1−

(
γ2 − γ1

γ2 + γ1

)2

cos2 ϕ

2

]
, (2.34)

де K(x) — повний елiптичний iнтеграл першого роду. У додатковому припущеннi
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γ2 = γ1, тобто у ланцюзi з однаковими опорами для обох компонент надпро-

вiдного конденсату, джозефсонiвський струм зникає, оскiльки двi компоненти,

фази яких вiдрiзняються на π, компенсують одна одну. Зауважимо, що врахування

мiжзонного розсiювання може призвести до додаткових ненульових вкладiв, див.,

наприклад, [146].

2.1.3.3. Наближення коротких s|n|s+− ланцюгiв

Можливо отримати аналiтичнi результати також для наближення коротких

ланцюгiв при L � ξω=∆λ
. У цьому випадку в рiвняннях Узаделя (2.5) та (2.6)

градiєнтнi доданки є основними. Виключаючи з першого з них функцiю ψ,

отримуємо

d2θ

dξ2
= jω

cos θ

sin3 θ
. (2.35)

Незважаючи на те, що останнє рiвняння є нелiнiйним, ми можемо знайти його

розв’язок θ(ξ), а потiм i ψ(ξ) в аналiтичнiй формi:

cos θ(ξ) = cos θ0 cos
jω(ξ − ξ0)

sin θ0
, (2.36)

tg
[
ψ(ξ)− ψ0

]
=

1

sin θ0
tg
jω(ξ − ξ0)

sin θ0
, (2.37)

де ξ0, θ0 та ψ0 — константи iнтегрування.

Пiдставимо цi розв’язки до граничних умов (2.7), (2.8), (2.12) та (2.13) для

несиметричного s|n|s+− ланцюга, виключимо невiдомi константи iнтегрування ξ0,

θ0 i ψ0 та отримаємо вираз для jω, який у свою чергу визначить остаточний вираз

для джозефсонiвського струму:

eI(ϕ)RN = 4πT
∑
ω

A2(ϕ) sinϕ

F−1
R + F−1

L

[
A2(ϕ) +

(GR − GL)2

(FR −FL)2

]−1/2

(2.38)
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де константи G± та F± визначенi так само, як у рiвняннях (2.27) та (2.28), та

A(ϕ) =

[
cos2 ϕ

2
+

(FR −FL)2

(FR + FL)2
sin2 ϕ

2

]−1/2

. (2.39)

Характерною ознакою струму в рiвняннi (2.38) є те, що I(ϕ) змiнює свiй знак

мiж ϕ = 0 i ϕ = π, як показано на рис. 2.5. Звiдси випливає, що такий ланцюг

може використовуватись як фазоiнвертор в надпровiдних схемах. Зауважимо, що

така особливiсть поведiнки I(ϕ) не є унiкальною для надпровiдникiв з s+−-

спаровуванням i може бути реалiзована в iнших складних гiбридних схемах iз

звичайними надпровiдниками [2].
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Рис. 2.5. Залежнiсть джозефсонiвського струму вiд рiзницi фаз для короткого

s|n|s+− ланцюга. Параметри: ∆1 = 0,5∆0, ∆2 = 1,5∆0, γ0 = 2, γ1 = 2,4, γ2 = 1,8.

2.2. Багатократнi андреєвськi та нормальнi вiдбиття у двовимiрному

топологiчному iзоляторi

2.2.1. Двовимiрний топологiчний iзолятор

Топологiчнi iзолятори — це новi матерiали, якi не є звичайними iзоляторами

та напiвпровiдниками. Вони представляють собою iзолятори всерединi та можуть
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проводити струм за рахунок специфiчних крайових станiв [4]. Вперше такий стан

речовини був винайдений у 1980 р. [147] у квантовому ефектi Холла, де спостерi-

галося точне квантування провiдностi. Це явище пояснюється тим, що провiднiсть

є топологiчним iнварiантом, який може приймати цiлi значення лише в одиницях

e2/h, незалежно вiд виду матерiалу [148,149]. Але через майже 30 рокiв виявилося,

що такий стан речовини може бути створений без використання магнiтного поля.

Це було пiдтверджено експериментально в гетероструктурах HgTe/HgCdTe та

InAs/GaSb з крайовими станами [150, 151]. Цi крайовi стани у двовимiрному

топологiчному iзоляторi поширюються у взаємно протилежних напрямах i несуть

протилежнi спини. Така кореляцiя мiж напрямком руху та орiєнтацiєю спину

сприяла виникненню термiна — спiральна електронна рiдина [152].

За рахунок симетрiї обернення часу спiральнi стани мають такий самий

топологiчний захист вiд пружного зворотнього розсiювання електрона на нема-

гнiтнiй домiшцi, як i у квантовому ефектi Холла. Тому i в топологiчному iзоляторi

провiднiсть повинна приймати цiлi значення в одиницях e2/h. Однак були виявленi

вiдхилення вiд цього значення: провiднiсть зменшується при збiльшеннi розмiру

системи [153, 154], що передбачає наявнiсть непружного розсiювання електронiв.

Цi дослiдження привернули увагу i викликали безлiч пропозицiй для можливих

механiзмiв розсiювання, що впливають на iдеально-балiстичний транспорт у

топологiчному iзоляторi [4].

Найбiльш очевидна причина для зворотного розсiювання окремих електронiв

обумовлена магнiтними домiшками, якi можуть перевертати спини i тим самим

викликати переходи мiж зустрiчними крайовими станами. Також вiдбиття вiд до-

мiшок може виникнути безпосередньо в результатi застосування магнiтного поля,

коли порушена симетрiя обернення часу. У дисертацiї ми не будемо розглядати такi

магнiтнi розсiювання. Якщо ж симетрiя обернення часу зберiгається, то непружнi

процеси в головному порядку пов’язанi зi зворотнiм розсiюванням електронних

пар [152, 155, 156]. Це можуть бути або процес перекиду (umklapp), або процес

зворотнього розсiювання двох електронiв на домiшках без збереження iмпульсу.
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Цi процеси схематично зображенi на рис. 2.6 на панелях (a) та (b) вiдповiдно.

Процес перекиду має експоненцiйно малу швидкiсть, яка пропорцiйна e−EF /T в

загальному випадку, та швидкiсть, яка пропорцiйна T 5, коли енергiя Фермi EF

знаходиться у безпосереднiй близькостi до точки Дiрака. Розсiювання на домiшках

є менш чутливим до положення рiвня Фермi та його швидкiсть пропорцiйна T 6

при слабкiй взаємодiї [152].

Вищезазначенi процеси мають мiсце у спiральних електронних рiдинах iз

додатковою симетрiєю, яка зберiгає напрямок спiну. У випадку, коли така симетрiя

вiдсутня, наприклад, за наявностi спiн-орбiтальної взаємодiї, спiн обертається

з iмпульсом [157–159]. Цей механiзм вiдкриває новий канал для непружного

розсiювання, а саме, зворотне розсiювання електрона на домiшках без збереження

iмпульсу, що супроводжується збудженням електрон-дiркової пари (див. панель (c)

на рис. 2.6). Швидкiсть цього процесу при слабкiй взаємодiї пропорцiйна T 4.

У дисертацiї ми будемо розглядати саме цей процес, оскiльки при низьких

температурах вiн має найбiльшу швидкiсть.

¶k

k

¶k

k

HaL HbL HcL

¶k

k

Рис. 2.6. Дiаграма, що представляє зворотнi процеси розсiювання електронiв

у крайових станах у двовимiрному топологiчному iзоляторi: процес перекиду

(umklapp) — панель (a), процес зворотнього розсiювання двох електронiв на до-

мiшках без збереження iмпульсу — панель (b) та процес зворотнього розсiювання

електрона на домiшках без збереження iмпульсу, що супроводжується збудженням

електрон-дiркової пари — панель (c).
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У працi [158] виведений ефективний гамiльтонiан, вiдповiдний цьому про-

цесу розсiювання,

Heff = H0 + Veff ·
(∑
α=±

∑
k,k′,q

k − k′

kF
ψ†α,k+qψ

†
−α,k′−qψα,k′ψα,k + h.c.

)
, (2.40)

H0 =
∑
α=±

∑
k

εαkψ
†
α,kψα,k, εαk = αvFk, (2.41)

Veff = 4(kF/k0)
2[U(0) + U(2kF )]V (2kF )/(L2εF ), (2.42)

де εαk — енергiя електрона зi спiральнiстю α та iмпульсом k; U(q) и V (q) — Фур’є-

перетворення кулонiвського i домiшкового потенцiалiв вiдповiдно; L — розмiр

системи; vF , kF i εF = vFkF — швидкiсть, iмпульс i енергiя Фермi вiдповiдно.

Звернiмо увагу на те, що оператори спiральних станiв ψ±,k не є операторами

електронних станiв з певним спiном ψ↑↓,k внаслiдок спiн-орбiтальної взаємодiї.

При досить малих iмпульсах k ≈ kF � k0, цей зв’язок може бути записаний [158]

в наступному виглядi,

ψ↑,k = ψ+,k − γψ−,k, ψ↓,k = ψ−,k + γψ+,k, (2.43)

де γ = k2
F/k

2
0 — параметр спiн-орбiтальної взаємодiї, i k0 характеризує масштаб,

на якому вiсь квантування спина обертається з iмпульсом k.

2.2.2. Модель

Розглянемо двовимiрний топологiчний iзолятор, дiлянка краю якого обме-

жена двома надпровiдними електродами, до яких прикладено напругу V

(див. рис. 2.7). Ми припускаємо, що завдяки ефекту близькостi електроди iнду-

кують надпровiдний стан на дiлянцi довжини l на краю топологiчного iзолятору.

Ця довжина визначається лiтографiчною товщиною надпровiдних електродiв, i ми

будемо вважати її порядку або у кiлька разiв бiльше, нiж надпровiдна довжина
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когерентностi ξ = vF/∆, де ∆ — ширина енергетичної щiлини в надпровiдниках.

Вiдстань L мiж надпровiдниками вважається досить великою, L � l, ξ, щоб не

враховувати до розгляду ефект Джозефсона.

Рис. 2.7. Схематичне зображення дiлянки топологiчного iзолятора довжини L i

двох надпровiдних контактiв довжини l, мiж якими прикладено напругу V .

Електронний транспорт мiж двома надпровiдними контактами, з’єднаними

провiдником, визначається ефектом багатократних андреєвських вiдбиттiв, див.

пiдроздiл 1.1.3. У дисертацiї ми вивчаємо цей ефект у топологiчному iзоляторi, де

окрiм андреєвських врахованi i нормальнi вiдбиття, а також розсiювання на домi-

шках, якi визначаються ефективним гамiльтонiаном (2.40). Для докладного опису

цього транспортного ефекту зручно ввести в розгляд функцiї розподiлу f±ε (x)

електронiв за енергiєю ε, де координата x змiнюється вiд 0 на лiвому контактi до L

на правому контактi. Верхнi iндекси «+» i «−» позначають спiральнiсть, тобто

напрямок руху i жорстко прив’язаний до нього напрямок спину, злiва направо або

справа налiво вiдповiдно. Тут енергiю ε у нижньому iндексi функцiї розподiлу ми

для зручностi подальшого викладу будемо вiдраховувати вiд середнього значення

мiж рiвнями Фермi в надпровiдних контактах.

Оскiльки у дисертацiї ми розглядаємо надпровiднi контакти скiнченної

ширини l, то електрон, крiм вiдбиття, може з певною ймовiрнiстю пройти крiзь

контакт. Позначаючи коефiцiєнт андреєвського i нормального вiдбиттiв через Aε
та Rε вiдповiдно, ми можемо записати рiвняння, яким пiдкоряються функцiї
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розподiлу на границi «топологiчний iзолятор – надпровiдний контакт»,

f+
ε−u(0) =Aε[1− f−−ε−u(0)] +Rεf

−
ε−u(0) + Tεf 0

ε , (2.44)

f−ε+u(L) =Aε[1− f+
−ε+u(L)] +Rεf

+
ε+u(L) + Tεf 0

ε , (2.45)

де Tε = 1−Aε−Rε позначає ймовiрнiсть електрона пройти наскрiзь надпровiдний

контакт, f 0
ε = [1 + exp(ε/T )]−1 — рiвноважний розподiл Фермi, T — температура

та u = eV/2∆.

На рис. 2.8 схематично представлено процес вiдбиття на контактах, описа-

ний рiвняннями (2.44) та (2.45). Перший член у правiй частинi цих рiвнянь вiд-

повiдає андреєвському вiдбиттю з ймовiрнiстю Aε, коли дiрка з енергiєю −ε буде

вiдбита у виглядi електрона з енергiєю ε. Другий доданок враховує ймовiрнiсть Rε

того, що електрон вiдбивається, зберiгаючи енергiю. Нарештi, останнiй доданок

показує, що електрони з зовнiшньої частини края топологiчного iзолятора можуть

проникати у дiлянку мiж контактами з iмовiрнiстю Tε.
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Рис. 2.8. Схематичне зображення процесiв андреєвського та нормального вiдбиттiв

i наскрiзного проходження у системi двох надпровiдних контактiв.

Для визначення варiацiї функцiй f±ε (x) мiж контактами ми скористаємося
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рiвнянням Больцмана,

± Ldf
±
ε (x)

dx
= λI±ε (x), (2.46)

де безрозмiрний параметр

λ = 4(2∆/k0vF )4[U(0) + U(2kF )]2V 2(2kF )/v4
F , (2.47)

що визначає силу розсiювання, та безрозмiрний iнтеграл зiткнень

I±ε =
∑

α·β·γ=∓

∫∫
dε1

2π

dε2

2π

(ε− ε1 ± αε2)
2

∆4
[f±ε f

α
ε1−ε2g

β
ε−ε2g

γ
ε1
− g±ε gαε1−ε2f

β
ε−ε2f

γ
ε1

],

(2.48)

визначаються ефективним гамiльтонiаном (2.40). Тут для зручностi позначе-

но g±ε = 1− f±ε .

2.2.3. Андреєвськi та нормальнi вiдбиття

Для iдеальних крайових станiв з додатковою спiновою симетрiєю коефiцiєнт

нормального вiдбиття Rε тотожно рiвний нулю. Дiйсно, в процесi нормального

вiдбиття електрон змiнює напрям поширення, але зберiгає спiн, що неможливе

для iдеального крайового стану. Однак для спiральної електронної рiдини з спiн-

орбiтальною взаємодiєю очiкується, що iснує ймовiрнiсть нормального вiдбиття.

У данiй дисертацiї ми будемо розраховувати ймовiрностi андреєвського та нор-

мального вiдбиттiв, спираючись на рiвняння Боголюбова – де Жена (1.20), якi з

урахуванням спiн-орбiтальної взаємодiї (2.43) можуть бути записанi у наступному
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виглядi:

(
ε+ ivF

d

dx

)
ψ+,ε(x) = ∆[ψ†−,−ε(x) + γψ+,−ε(x)], (2.49)(

− ε− ivF
d

dx

)
ψ†−,−ε(x) = ∆[ψ+,ε(x)− γψ†−,ε(x)], (2.50)(

− ε+ ivF
d

dx

)
ψ+,−ε(x) = ∆[ψ†−,ε(x) + γψ+,ε(x)], (2.51)(

ε− ivF
d

dx

)
ψ†−,ε(x) = ∆[ψ+,−ε(x)− γψ†−,−ε(x)]. (2.52)

Система цих рiвнянь заплутує мiж собою чотири оператори спiральних станiв в

топологiчному iзоляторi: ψ+,±ε(x) електронiв зi спiральнiстю «+» i з енергiєю ±ε

та ψ†−,∓ε(x) дiрок зi спiральнiстю «−» i з енергiєю ∓ε.

Для обчислення коефiцiєнтiв андреєвського Aε i нормального Rε вiдбиттiв

ми розглянемо дiлянку топологiчного iзолятору поблизу лiвого надпровiдного

контакту та видiлимо три її частини: нормальна область з ∆ = 0 при x < −l,

надпровiдна область з ∆ 6= 0 при −l < x < 0 та нормальна область з ∆ = 0 при

x > 0. Вирiшуючи систему (2.49)–(2.52) для кожної дiлянки окремо, ми, з огляду

на безперервнiсть функцiй ψ(x) на границях, можемо визначити коефiцiєнти

андреєвського i нормального вiдбиттiв:

Aε = Θ{Re2[(1 + iγ)kε ctg(kεl/ξ)] + (ε/∆)2},

Rε = Θ(ε/∆)2Im2[kε ctg(kεl/ξ)],

Θ = 4
{

(ε/∆)2 + (1 + γ2) + |k2
ε |
[
|1 + ctg2(kεl/ξ)|+ | ctg2(kεl/ξ)|

]}−2
,

(2.53)

де kε = [(ε/∆)2− (1− iγ)2]1/2 — безрозмiрний хвильовий вектор спiральних станiв

в надпровiдному контактi.

У випадку вiдсутностi спiн-орбiтальної взаємодiї, γ = 0, вiдсутнє нормальне

вiдбиття,R(0)
ε = 0, а коефiцiєнт андреєвського вiдбиття A(0)

ε описується наступним

виразом:

A(0)
ε = [(ε/∆)2 + k2

ε ctg2(kεl/ξ)]
−1, (2.54)
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де kε = [(ε/∆)2 − 1]1/2.

На рис. 2.9 зображено залежнiсть коефiцiєнту андреєвського вiдбиття A(0)
ε

вiд енергiї ε для декiлькох значень довжини надпровiдної областi l. Слiд звернути

увагу на те, що для енергiй нижче надпровiдної щiлини, |ε| < ∆, та широкого

надпровiдника l� ξ коефiцiєнт андреєвського вiдбиття A(0)
ε є майже 1. Для бiльш

вузького надпровiдника з l ∼ ξ квазiчастинка може пройти наскрiзь i, таким чином,

зменшити абсолютнi значенняA(0)
ε . Для енергiй поза надпровiдною щiлиною, |ε| >

∆, k2
ε стає негативним та A(0)

ε осцилює з енергiєю.

l/ξ=2

l/ξ=4/3

l/ξ=1

-Δ Δ 2Δ 3Δ0

1

0

ε


ε

Рис. 2.9. Залежнiсть коефiцiєнту андреєвського вiдбиття Aε вiд енергiї ε для

декiлькох значень довжини надпровiдної областi l при вiдсутностi спiн-орбiтальної

взаємодiї, γ = 0.

Зауважимо, що величина коефiцiєнта нормального вiдбиття залежить вiд ве-

личини спiн-орбiтальної взаємодiї γ та може бути оцiнена [160] як Rε/Aε . 10−1.

У подальших розрахунках ми залишаємо γ змiнним параметром, величина якого

приймає значення γ ∼ 10−1. На рис. 2.10 зображено залежнiсть коефiцiєнта

нормального вiдбиття Rε вiд енергiї ε для декiлькох значень спiн-орбiтальної

взаємодiї γ при ширинi надпровiдних контактiв l/ξ = 4/3.
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γ=5⨯10-2

γ=10-1

γ=2⨯10-1

-Δ Δ 2Δ 3Δ0
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Рис. 2.10. Залежнiсть коефiцiєнта нормального вiдбиття Rε вiд енергiї ε для

декiлькох значень спiн-орбiтальної взаємодiї γ при ширинi надпровiдних контактiв

l/ξ = 4/3.

2.2.4. Нерiвноважнi функцiї розподiлу

Рiвняння Больцмана (2.46) спiльно з граничними умовами (2.44) та (2.45)

дозволяють визначити функцiї розподiлу f±ε (x) у топологiчному iзоляторi. У

дисертацiї ми представимо чисельну схему вирiшення цього завдання для малих

значень параметрiв розсiювання λ i спiн-орбiтальної взаємодiї γ.

2.2.4.1. Наближення iдеальної спiральної електронної рiдини

Спочатку вирiшимо задачу аналiтично для iдеальної спiральної електронної

рiдини при γ = 0 та λ = 0. У цьому випадку функцiї розподiлу f±ε (x) виявляються

незалежними вiд координати x, оскiльки немає розсiювання електронiв усерединi

топологiчного iзолятора, тобто f±ε (0) = f±ε (L). Оскiльки нормальне вiдбиття

вiдсутнє, N (0)
ε = 0, ми можемо взаємно виключити з рiвнянь (2.44) та (2.45)
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функцiї f±ε та отримати наступнi рекурентнi спiввiдношення:

f+
ε =Aε+u[Aε+3uf

+
ε+4u + Tε+3uf

0
ε+3u] + Tε+uf 0

ε+u, (2.55)

f−ε =Aε−u[Aε−3uf
−
ε−4u + Tε−3uf

0
ε−3u] + Tε−uf 0

ε−u. (2.56)

Тут ми скористалися парнiстю ймовiрностi андреєвського вiдбиття як функцiї

енергiї, A−ε = Aε, та спiввiдношенням мiж електронами та дiрками, f±−ε = 1−f±ε .

З цих спiввiдношень ми отримуємо результат у замкненiй формi:

f±ε =
∞∑
l=0

[
l−1∏
m=0

A(0)
ε±(2m+1)u

]
T (0)
ε±(2l+1)uf

0
ε±(2l+1)u. (2.57)

Цей результат збiгається з вiдомим результатом (1.22) для з’єднання надпровiдни-

кiв за допомогою чистого металу [94].

На рис. 2.11 зображенi нерiвноважнi функцiї розподiлу f±ε у випадку

iдеальної спiральної електронної рiдини для двох рiзних довжин l/ξ надпровiдних

електродiв при нульовiй температурi T = 0, коли f 0
ε = θ−ε, де θ−ε — фун-

кцiя Хевiсайда. Багата структура функцiй розподiлу обумовлена багатократними

андреєвськими вiдбиттями, а розриви з’являються з перiодом eV , обумовленим

прикладеною напругою V .

2.2.4.2. Загальний випадок

Тепер перейдемо до випадку, коли один або обидва параметри λ i γ вiдмiннi

вiд нуля. Далi у цьому пiдпунктi ми розглядаємо систему одиниць, коли ∆ = 1.

Тут ми представимо результати чисельного розв’язку рiвняння Больцмана (2.46)

з граничними умовами (2.44) та (2.45). Цi рiвняння були розв’язанi iтерацiйним

способом, коли для початкової iтерацiї використовувалося балiстичне наближе-

ння (2.57), а в iнтегралi зiткнень (2.48) використовувалися функцiї розподiлу з
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попередньої iтерацiї. Зауважимо, що сiтку за енергiями було вибрано як εn =

un/n0, де n0 — цiле число, що визначає щiльнiсть сiтки. Така сiтка зручна в

тому сенсi, що якщо значення ε належить сiтцi, тобто ε = εn, то й iншi значення

в iндексах функцiй розподiлу в рiвняннях (2.44) та (2.45) також належать сiтцi:

εn ± u = εn±n0 и −εn ± u = ε−n±n0.

eV

f +(ε)

f -(ε)

2ΔΔ-Δ-2Δ 0

1

0

ε

f±
(ε
)

Рис. 2.11. Нерiвноважнi функцiї розподiлу f±ε у випадку iдеальної спiральної

електронної рiдини, λ = 0 та γ = 0, для двох рiзних довжин l/ξ надпровiдних

електродiв при нульовiй температурi T = 0.

В результатi було виявлено, що ненульове значення коефiцiєнта нормального

вiдбиття Rε призводить до помiтного зсуву розривiв у функцiї розподiлу у їх

абсолютних величинах, але не в їх положеннях за енергiєю. Важливо вiдмiтити,

що наявнiсть нормальних вiдбиттiв призводить також до появи нових розривiв,

див. штрихову криву (γ 6= 0 та λ = 0) у порiвняннi з пунктирною кривою

(γ = 0 та λ = 0) на рис. 2.12. Це приводить до цiкавого висновку, що,

хоча специфiчна структура функцiй розподiлу є наслiдком процесiв андреєвського

вiдбиття, процеси нормального вiдбиття роблять цю структуру бiльш чiткою.

Основна роль непружного розсiювання у топологiчному iзоляторi полягає

в тому, що розриви у функцiї розподiлу дещо зменшуються. Якiсно це схоже з

ефектом розмиття при наявностi температури, але це не призводить до замивання

структури розривiв, див. штрих-пунктирну криву (λ 6= 0 та γ = 0) у порiвняннi з
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пунктирною кривою (λ = 0 та γ = 0) на рис. 2.12. Зауважимо, що при вiдносно

сильному розсiюваннi, λ & 1, та невеликiй напрузi, u � 1, функцiя розподiлу

наближається до рiвноважної з ефективною температурою Teff ∼ ∆/ ln(λ/u2) �

∆.

eV

T = 0

T =
D

50

-2D 2DD-D 0

1

0

-2D-3D D-D 0

1

0

¶

f+
H¶L

¶

f+
H¶L

Γ = 0, Λ = 0

Γ = 0, Λ = 10-2

Γ = 10-1, Λ = 0

Γ = 10-1, Λ = 10-2

Рис. 2.12. Нерiвноважнi функцiї розподiлу f+
ε у випадку неiдеальної спiральної

електронної рiдини при нульовiй температурi T = 0 (нижнє сiмейство кривих,

нижня та права шкали) та при кiнцевiй температурi T = ∆/50 (верхнє сiмейство

кривих, верхня та лiва шкали), для надпровiдних електродiв з довжиною l/ξ = 4/3

та напруги eV = ∆/2.

В залежностi вiд спiввiдношення мiж ефектами розсiювання та нормального

вiдбиття у функцiї розподiлу простежуються та чи iнша вищезгаданi особливостi

або їх комбiнацiя, див. суцiльну криву (λ 6= 0 та γ 6= 0) у порiвняннi з iншими на

рис. 2.12. Експериментально ця функцiя може бути, щонайменше, якiсною мiрою

вкладу вiд нормального вiдбиття та розсiювання в схемах, що мiстять топологiчнi

iзолятори та надпровiдники.
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Висновки до роздiлу 2

У другому роздiлi дисертацiї, написаного по матерiалам праць [25–27]:

• Дослiджено ефект близькостi в ланцюгах, якi включають звичайний над-

провiдник i Fe-НП, роздiленi нормальним або феромагнiтним дротом, та отримано

аналiтичнi вирази для залежностi щiльностi станiв вiд енергiї та спiввiдношення

мiж струмом та рiзницею фаз у ефектi Джозефсона, причому особлива увага

придiлялася видiленню ознак s+−-спаровування.

• Показано, що щiльнiсть станiв демонструє так звану щiлину Таулеса

при низьких енергiях та специфiчнi особливостi поблизу надпровiдних щiлин

при бiльш високих енергiях, а саме: замiсть пiкiв для s++-спаровування виявля-

ються Фано-подiбнi антисиметричнi особливостi для s+−-спаровування, що може

слугувати вiдмiнною рисою, яка можна бути iдентифiкатором типу електронного

спаровування в експериментi за допомогою сканувальної тунельної спектроскопiї.

• Проведено аналiз спiввiдношень мiж надпровiдним струмом та рiзницею

фаз у ефектi Джозефсона та встановлено, що для рiзних конфiгурацiй ланцюга

виявляє 0–π перемикання критичного струму навiть без використання феромагне-

тика, а при його використаннi може спостерiгатися подвiйне 0–π перемикання.

• Виявлено, що джозефсонiвський струм у ланцюгах, що мiстять над-

провiдник зi s+−-спаровуванням, може змiнювати знак при змiнi рiзницi фаз

мiж надпровiдниками, що робить такi ланцюги придатними до використання, як

фазоiнвертори в надпровiдних схемах.

• Розроблено теорiю електронного транспорту у ланцюгах, якi складаються

з надпровiдникiв та двовимiрних топологiчних iзоляторiв, з урахуванням як

андреєвського, так i нормального вiдбиття на контактi, а також електрон-електрон-

домiшкового розсiювання.

• За допомогою рiвнянь Боголюбова – де Жена отримано коефiцiєнти нор-

мального та андреєвського вiдбиттiв, якi вiдбуваються на границi надпровiдника

та двовимiрного топологiчного iзолятора iз спiн-орбiтальною взаємодiєю.
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• Складено та вирiшено чисельно i аналiтично рiвняння для функцiй

розподiлу електронiв по енергiях i визначено якiснi вiдмiнностi у впливi рiзних

факторiв на електронний транспорт в двовимiрному топологiчному iзоляторi.

Результати, викладенi у даному роздiлi дисертацiї, можуть бути використанi

в експериментi для визначення мiкроскопiчних властивостей сучасних матерiалiв

— ВТНП на основi залiза та двовимiрних топологiчних iзоляторiв.
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РОЗДIЛ 3

САМОIНДУКОВАНА ПРОЗОРIСТЬ ШАРУВАТИХ НАДПРОВIДНИКIВ

Даний роздiл, заснований на статтях [30–32], присвячено дослiдженню

проходження електромагнiтних хвиль терагерцового дiапазону крiзь шаруватi над-

провiдники, коли частота хвиль близька до джозефсонiвської плазмової частоти. У

цьому випадку навiть слабка нелiнiйнiсть, Jc sinϕ ≈ Jc(ϕ − ϕ3/6), призводить

до сильно нелiнiйних ефектiв (див. пункт 1.3.4). Передбачено, що коефiцiєнти

вiдбиття та прозоростi можуть змiнюватися в широкому дiапазонi, вiд майже

нуля до одиницi, при змiнi амплiтуди хвилi, що падає. Таким чином, змiна

амплiтуди може викликати повну прозорiсть шаруватого надпровiдника. Крiм того,

залежнiсть коефiцiєнта прозоростi вiд амплiтуди хвилi має гiстерезисну поведiнку

зi стрибками. Розглянуто наступнi конфiгурацiї шаруватого надпровiдника: не-

скiнченна пластина та зразок скiнченних розмiрiв, який розмiщено у вакуумному

прямокутному хвилеводi. Вибрана така поляризацiя хвиль, яка не змiнюється

при проходженнi та вiдбиттi. Ефект крос-поляризацiї буде розглянутий нижче в

роздiлi 4.

3.1. Самоiндукована прозорiсть пластини шаруватого надпровiдника

У цьому пiдроздiлi ми розглядаємо нескiнченну пластину шаруватого

надпровiдника, яка опромiнюється з одного боку електромагнiтною хвилею, та

дослiджуємо коефiцiєнти прозоростi та вiдбиття цiєї хвилi, а також поверхневий

реактанс пластини.
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3.1.1. Постановка задачi. Електромагнiтне поле у вакуумi

Ми дослiджуємо пластину шаруватого надпровiдника товщини D, див.

рис. 3.1, надпровiднi шари якого паралельнi поверхням пластини. Система ко-

ординат вибрана таким чином, що кристалографiчна площина ab збiгається з

площиною xy, а вiсь c напрямлена вздовж осi z, причому площина z = 0

вiдповiдає нижнiй поверхнi пластини. Монохроматична електромагнiтна плоска

хвиля поперечно-магнiтної (ТМ) поляризацiї (1.25) та частоти ω падає на верхню

поверхню пластини пiд кутом θ, частково вiдбивається i частково проходить крiзь

пластину.

q

D

d
s

y x

rH

rkik
iH

tH tk

z

Рис. 3.1. Пластина шаруватого надпровiдника, яка опромiнюється з верхньої

сторони електромагнiтною хвилею ТМ-поляризацiї.

Магнiтне поле Hu у верхньому вакуумному пiвпросторi, z > D, може бути

представлено у виглядi суми падаючих i вiдбитих хвиль з амплiтудами H0 i HR

вiдповiдно. Поле H l у вакуумному пiвпросторi нижче пластини, z < 0, — це хвиля

з амплiтудою HT , яка пройшла крiзь пластину. Цi поля можуть бути записанi у

наступному виглядi

Hu = H0 cos γ− +HR cos(γ+ + χ), H l = HT cos(γ+ + β). (3.1)
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Тут kx = k sin θ, ky = 0 та kz = k cos θ — це компоненти хвильового вектора ~ki

хвилi, що падає, k = ω/c,

γ± = kxx± kz(z −D)− ωt, γ0 = kxx− kzz − ωt, (3.2)

χ та β — це зсуви фаз хвиль, що вiдбита та пройшла, вiдповiдно.

Використовуючи рiвняння Максвела, можна отримати x-компоненту еле-

ктричного поля у вакуумi:

Eu
x = −kz

k

[
H0 sin γ− −HR sin(γ+ + χ)

]
, El

x = −kz
k
HT sin(γ− + β), (3.3)

де iндекси u та l позначають верхнiй (z > D) та нижнiй (z < 0) пiвпростори

вiдповiдно.

3.1.2. Електромагнiтне поле в шаруватому надпровiднику

Електромагнiтне поле всерединi пластини шаруватого надпровiдника визна-

чається розподiлом калiбрувально-iнварiантної рiзницi фаз ϕ параметра порядку

мiж шарами (див. пiдроздiл 1.3). Будемо шукати ϕ у виглядi хвилi, що бiжить

уздовж осi x,

ϕ(x, z, t) = a(z)|1− Ω2|1/2 sin
[
kxx− ωt+ η(z)

]
, (3.4)

амплiтуда a та фаза η якої залежать вiд z, Ω = ω/ωJ — нормована частота.

Пiдставляючи цей вираз у синусоїдальне рiвняння Гордона (1.40), ми

отримуємо систему двох диференцiальних рiвнянь для невiдомих фази η(ζ) та
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амплiтуди a(ζ):

η′(ζ) =
L

h2(ζ)
, h′′ = a+

L2

h3
− h

κ
, (3.5)

де ми ввели безрозмiрнi величини

ζ =
κz

λab
, κ =

λckx
|1− Ω2|1/2

, (3.6)

L — константа iнтегрування, штрих позначає похiдну по ζ , та

h(ζ) = ±a(ζ)− a3(ζ)

8
. (3.7)

В останньому рiвняннi знак ± вiдповiдає знаку величини (1− Ω).

Зауважимо, що функцiя h(ζ) являє собою нормовану амплiтуду магнiтно-

го поля у шаруватому надпровiднику. Дiйсно, використовуючи рiвняння (1.64)

та (1.65), можна представити компоненти електромагнiтного поля у наступному

виглядi:

Hs = −H0
|1− Ω2|

κ
h(ζ) cos(kxx− ωt+ η(ζ)

)
, (3.8)

Es
x =H0Γ

|1− Ω2| cos θ

κ

[
h(ζ) sin

(
kxx− ωt+ η(ζ)

)]′
. (3.9)

Тут введений параметр

Γ =
λabκ

λc
√
εs cos θ

, (3.10)

який звичайно є малим для шаруватих надпровiдникiв завдяки сильнiй анiзотропiї,

λab � λc.

Таким чином, розв’язуючи диференцiйнi рiвняння (3.5) iз вiдповiдними

граничними умовами, ми можемо знайти електромагнiтне поле у шаруватому
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надпровiднику.

3.1.3. Коефiцiєнт прозоростi шаруватого надпровiдника

У цьому пунктi ми будемо дослiджувати прозорiсть пластини шаруватого

надпровiдника. Знайдемо невiдомi амплiтуди HR та HT , використовуючи умови

безперервностi тангенцiальних компонент електричного i магнiтного полiв на

поверхнях пластини, тобто при z = 0 i z = D. Використовуючи рiвняння (3.8)

i (3.9) для полiв у шаруватому надпровiднику та рiвняння (3.1) i (3.3) для полiв у

вакуумi, отримуємо наступнi три граничних умови для амплiтуд a(0), a(δ) та їх

похiдних на обох поверхнях, а також для амплiтуди хвилi, що пройшла:

[
h(δ) +

ΓL

h(δ)

]2

+ Γ2
[
h′(δ)

]2
= 4h2

0, (3.11)

h2(0) = h2
t = ΓL, a′(0) = 0. (3.12)

Тут δ = κD/λab — нормована товщина пластини, амплiтуда h пов’язана iз a

рiвнянням (3.7) та h0 — нормована амплiтуда хвилi, що падає:

h0 =
H0

H0

κ

|1− Ω2|
. (3.13)

Граничнi умови (3.11) i (3.12) разом iз диференцiальними рiвняннями (3.5)

визначають константу iнтегрування L для кожної амплiтуди h0 хвилi, що падає.

Важливо зазначити, що стала L безпосередньо визначає коефiцiєнт прозоростi T

надпровiдної пластини. Дiйсно, згiдно з першим з рiвнянь (3.12), маємо

T =
h2
t

h2
0

=
Γ

h2
0

L. (3.14)

Нелiнiйнiсть рiвняння (3.5) призводить до багатозначної залежностi коефi-
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цiєнта прозоростi вiд амплiтуди хвилi, що падає. У наступних пiдпунктах ми

аналiзуємо цю незвичайну залежнiсть для випадкiв: ω < ωJ i ω > ωJ .

3.1.3.1. Прозорiсть при ω < ωJ

Почнемо з випадку, коли частота падаючої хвилi менша за джозефсонiвську

частоту. У цьому дiапазонi частот лiнiйнi джозефсонiвськi плазмовi хвилi не

можуть поширюватися в шаруватих надпровiдниках. Це вiдповiдає експоненцiйно

малим значенням коефiцiєнту прозоростi. Проте нелiнiйнiсть сприяє поширенню

хвиль завдяки ефективному зменшенню джозефсонiвської частоти, див. рiвнян-

ня (1.58).

Розв’язуючи рiвняння (3.5) з граничними умовами (3.11) i (3.12), можна

знайти константу L, а потiм обчислити коефiцiєнт прозоростi за допомогою

рiвняння (3.14). На правiй панелi рис. 3.2 представлена залежнiсть коефiцiєнту

прозоростi T вiд нормованої амплiтуди h0 хвилi, що падає, для деяких значень

нормованої частоти: Ω = 1 − 5 · 10−5 (суцiльна крива), Ω = 1 − 5 · 10−4

(штрихова крива), Ω = 1 − 5 · 10−3 (пунктирна крива). Iншi параметри: δ = 2,

λc = 4 · 10−3 cм, λab = 2000 Å, ωJ/2π = 0,3 ТГц, θ = 45◦. На вставцi

показано збiльшену область поблизу точки 1. Стрiлки показують змiну коефiцiєнта

прозоростi при перiодичнiй змiнi амплiтуди h0. Кружки з числами позначають

точки на суцiльнiй кривiй T (h0), для яких побудованi вiдповiднi фазовi траєкторiї

на лiвiй панелi рис. 3.2. Пiд фазовими траєкторiями тут маються на увазi кривi

a′(a), якi вiдповiдають залежностi a(ζ). Збiльшення просторової координати ζ вiд

нуля до δ вiдповiдає руху вздовж фазової траєкторiї. Точка ζ = 0 (нижня поверхня

пластини) вiдповiдає початковiй точцi фазової траєкторiї при a′ = 0, вiдповiдно

до рiвняння (3.12). Зростання просторової координати ζ позначено стрiлками.

Вставка показує область поблизу (a = 0, a′ = 0). Рiзнi траєкторiї a′(a) можуть

бути охарактеризованi значеннями a(0) у цих початкових точках. Кожна траєкторiя

вiдповiдає деякому значенню нормованої амплiтуди h0 падаючої хвилi, i вiдповiдно
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до рiвнянь (3.7), (3.12) i (3.14) значення a(0) визначає константу L i коефiцiєнт

прозоростi T .

Перейдемо тепер до бiльш детального аналiзу залежностi T (h0). Вона

складається з двох гiлок: низькоамплiтудної (квазiлiнiйної) та високоамплiтудної.

Розглянемо кожну гiлку окремо.
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Рис. 3.2. Залежнiсть коефiцiєнту прозоростi T вiд нормованої амплiтуди h0 хвилi,

що падає (права панель), для деяких значень нормованої частоти: Ω = 1− 5 · 10−5

(суцiльна крива), Ω = 1 − 5 · 10−4 (штрихова крива), Ω = 1 − 5 · 10−3 (пунктирна

крива), а також вiдповiднi фазовi траєкторiї a′(a) (лiва панель), для Ω = 1−5·10−5.

Низькоамплiтудна гiлка T (h0) визначена на iнтервалi 0 < h0 < (8/27)1/2

амплiтуд падаючих хвиль. Ця гiлка показана на лiвiй панелi рис. 3.2 суцiльною

кривою, близькою до осi абсцис. Область малих амплiтуд h0 � 1 вiдповiдає

лiнiйнiй задачi, коли електромагнiтне поле в шаруватому надпровiднику можна

знайти у виглядi лiнiйних комбiнацiй експоненцiйних функцiй z. У цьому випадку
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коефiцiєнт прозоростi T може бути знайдений асимптотично для малих Γ,

T (h0 � 1) ≈ 4Γ4

sh2 [δ(1− κ−2)] + 4Γ4
, Γ� 1. (3.15)

Цей коефiцiєнт прозоростi дуже близький до нуля та майже не залежить вiд

частоти Ω. Як ми побачимо у пiдпунктi 3.1.3.2, sh для ω < ωJ перетвориться

на sin для ω > ωJ .

Фазовi траєкторiї, що вiдповiдають низькоамплiтудним розв’язкам, займають

область a < (8/3)1/2. Для малих h0 цi траєкторiї близькi до точки (a = 0, a′ = 0)

(як приклад такої траєкторiї див. криву 6 на правiй панелi рис. 3.2). Збiльшення

амплiтуди h0 призводить до зростання довжини фазової траєкторiї, i ця довжина

прямує до нескiнченностi при h0 → (8/27)1/2 (див. криву 1 на правiй панелi

рис. 3.2).

Високоамплiтудна гiлка залежностi T (h0) показана на лiвiй панелi рис. 3.2

пунктирною (Ω = 1−5 ·10−3), штриховою (Ω = 1−5 ·10−4) та суцiльною (Ω = 1−

5 ·10−5) кривими, не близькими до осi абсцис. Нелiнiйнi джозефсонiвськi плазмовi

хвилi з амплiтудами, що вiдповiдають цим гiлкам, можуть поширюватися в

шаруватому надпровiднику навiть при частотах нижче джозефсонiвської плазмової

частоти, тобто для Ω < 1. Вiдповiднi фазовi траєкторiї є частинами замкнутих

кривих при a > 81/2 (див. кривi 2–5 на правiй панелi рис. 3.2). Звернiмо увагу на

те, що значення h є вiд’ємними для a > 81/2. У цьому випадку можна вважати h

додатнiм, але фазу падаючої хвилi треба змiстити на π.

Осцилюючий характер високоамплiтудних розв’язкiв a(ζ) призводить до

набагато бiльших значень коефiцiєнта прозоростi у порiвняннi з експоненцiйно-

малими квазiлiнiйними розв’язками. Як видно на лiвiй панелi рис. 3.2, прозо-

рiсть змiнюється в широкому дiапазонi вiд майже нуля до одиницi залежно вiд

амплiтуди h0 хвилi, що падає. Важливо зазначити, що довжини нелiнiйних хвиль

у надпровiднику сильно залежать вiд амплiтуди h0. Таким чином, при змiнi h0

можна керувати спiввiдношенням мiж довжиною хвилi та товщиною пластини.



118

Прозорiсть дуже чутлива до цього вiдношення, i можна досягти повної прозоростi

пластини, обравши оптимальне значення hmax
0 амплiтуди h0.

Для досить високих амплiтуд h0, товщина зразка D бiльша, нiж половина

довжини хвилi. У цьому випадку змiна координати ζ на iнтервалi 0 < ζ < δ

вiдповiдає руху вздовж дiлянки циклу фазової траєкторiї (див. кривi 2, 3 i 4 на

правiй панелi рис. 3.2). При зменшеннi h0 довжина хвилi зростає, рух уздовж

фазової траєкторiї наближається до повного циклу, а прозорiсть пластини зростає.

Нарештi, для певного значення h0 = hmax
0 довжина хвилi стає рiвною товщинi

зразка, фазова траєкторiя складає замкнутий цикл, а коефiцiєнт прозоростi стає

рiвним одиницi, T = 1 (див. криву 5 на правiй панелi та точку 5 на лiвiй панелi

рис. 3.2).

Амплiтудна залежнiсть коефiцiєнта прозоростi може бути знайдена асимпто-

тично для малих значень параметра Γ i не дуже товстих пластин, δ . 1,

T (h0) '
4Γ2

δ2

( δ2

√
2h0

+ 1
)2

. (3.16)

Зауважимо, що у випадку повної прозоростi (T = 1) пластини, для hmax
0 ' 21/2Γδ,

як електричне, так i магнiтне поля мають однаковi значення на верхнiй i нижнiй

поверхнi пластини. Таким чином, амплiтуди хвиль, що падає та пройшла, однаковi.

Цiкава особливiсть залежностi T (h0) — це її гiстерезисна поведiнка зi

стрибками. Нехай амплiтуда h0 збiльшується вiд нуля. У цьому випадку коефiцiєнт

прозоростi близький до нуля, а залежнiсть T (h0) описується низькоамплiтудною

гiлкою. Коли амплiтуда досягає критичного значення h0 = (8/27)1/2 (точка 1 на

рис. 3.2), подальший рух по цiй гiлцi неможливий, i вiдбувається стрибок в точку

2 на високоамплiтуднiй гiлцi. Подальше збiльшення амплiтуди h0 призводить до

монотонного зменшення прозоростi вздовж високоамплiтудної гiлки.

Якщо амплiтуда h0 починає зменшуватися, то коефiцiєнт прозоростi T споча-

тку монотонно збiльшується вздовж високоамплiтудної гiлки, причому в точцi 2 не

вiдбувається зворотнього стрибка на низькоамплiтудну гiлку. Лише коли прозорiсть
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стає повною, T = 1, (точка 5), подальший рух вздовж високоамплiтудної гiлки

стає неможливим та вiдбувається зворотнiй стрибок до низькоамплiтудної гiлки у

точку 6.

Слiд зазначити, що при збiльшеннi частоти хвилi ω при постiйнiй ам-

плiтудi H0 також можна спостерiгати стрибок вiд низькоамплiтудної гiлки (що

вiдповiдає експоненцiйно малiй прозоростi) до високоамплiтудної (з бiльшим

значенням коефiцiєнта прозоростi). Цей стрибок виникає, коли частота стає рiвною

пороговому значенню

ωcr = ωJ

[
1− 3

4

(
λckx

H0

H0

)2/3
]
. (3.17)

3.1.3.2. Прозорiсть при ω > ωJ

Перейдемо до випадку, коли частота хвилi бiльша за джозефсонiвську

плазмову частоту, Ω > 1. В цьому випадку лiнiйнi джозефсонiвськi плазмовi

хвилi можуть поширюватися у пластинi шаруватого надпровiдника. Тому низько-

амплiтудний коефiцiєнт прозоростi не є експоненцiйно малим i може змiнюватися

в широкому дiапазонi залежно вiд спiввiдношення мiж довжиною хвилi та

товщиною пластини:

T (h0 � 1) ≈ 4Γ4

sin2 [δ(1− κ−2)] + 4Γ4
, Γ� 1. (3.18)

Зауважимо, що sh у рiвняннi (3.15) для ω < ωJ , перетворився на sin у

рiвняннi (3.18) для ω > ωJ .

За рахунок нелiнiйностi, змiнюючи амплiтуду h0, можна керувати спiввiд-

ношенням мiж довжиною хвилi та товщиною пластини, а отже, налаштовувати

величину прозоростi за допомогою амплiтуди хвилi, що падає. На лiвiй панелi

рис. 3.3 зображена залежнiсть T (h0) для рiзних значень частоти: Ω = 1 + 5 · 10−3

(пунктирна крива), Ω = 1+4,5·10−3 (суцiльна крива) та Ω = 1+1,65·10−3 (вставка).
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Товщина пластини D = 4,3 · 10−5 см, що вiдповiдає нормованим значенням

товщини δ/π = 1,2 (пунктирна крива), δ/π = 1,25 (суцiльна крива) та δ/π = 2,1

(вставка). Iншi параметри такi, як на рис. 3.2. Стрiлки показують напрям змiни

коефiцiєнта прозоростi T при змiнi амплiтуди h0.
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Рис. 3.3. Залежнiсть коефiцiєнта прозоростi T вiд амплiтуди h0 хвилi, що падає,

у явнiй (лiва панель) та у параметричнiй (права панель) формах, де параметром є

амплiтуда hT хвилi, що пройшла.

Звернiмо увагу на те, що залежнiсть T (h0) може бути однозначною та, тим

самим, не проявляти гiстерезисної поведiнки. Аналiз рiвнянь (3.7) (з вибором

знаку «−»), (3.5), (3.11), (3.12) i (3.14) показує, що залежнiсть T (h0) виявляється

оборотною, коли частота хвилi бiльша за деяке порогове значення, яке визначається

при Γ� 1 наступним чином:

ωthr = ωJ
[
1 +

(D√εs sin θ√
2πλab

)2]
. (3.19)

Приклад такої оборотної залежностi T (h0) представлений пунктирною кривою на
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лiвiй панелi рис. 3.3. При нижчих частотах, ω < ωthr, залежнiсть T (h0) може

проявляти гiстерезисну поведiнку. У цьому випадку коефiцiєнт прозоростi може

досягати одиницi, коли амплiтуда h0 спочатку збiльшується, а потiм зменшується,

причому може вiдбуватися стрибок з низькоамплiтудної до високоамплiтудної

гiлки (див. суцiльну криву на лiвiй панелi та на вставцi на рис. 3.3). Вкажемо

оптимальне значення h0 = hmax
0 , коли надпровiдна пластина стає повнiстю

прозорою:

hmax
0 ' 3

√
3

4I2
Γδ2, I =

1∫
0

dx√
1− x4/3

≈ 1,7972. (3.20)

Зауважимо, що причини гiстерезисної поведiнки при ω < ωJ та при ω >

ωJ якiсно вiдрiзняються. Якщо при ω < ωJ багатозначнiсть залежностi T (h0)

визначалась багатозначнiстю залежностi a(h) в рiвняннi (3.7), то при ω > ωJ

залежнiсть a(h) в рiвняннi (3.7) виявляється однозначною. У цьому випадку

багатозначнiсть залежностi T (h0) виникає з iнших причин. Для того, щоб у

цьому розiбратися, розглянемо обернену задачу: нехай задана нормована амплiтуда

hT хвилi, що пройшла, треба визначити величини коефiцiєнта прозоростi T та

амплiтуди h0 хвилi, що падає. Легко бачити, що цi величини однозначним чином

визначаються амплiтудою hT завдяки рiвнянням (3.5), (3.11), (3.12) та (3.14). На

правiй панелi рис. 3.3 представленi такi однозначнi залежностi T (hT ) i h0(hT ), якi

можуть приводити як до однозначної залежностi T (h0) (пунктирнi кривi рис. 3.3),

так i до неоднозначної залежностi T (h0) з гiстерезисною поведiнкою (суцiльнi

кривi рис. 3.3). Головна причина неоднозначностi у залежностi T (h0) пов’язана iз

немонотоннiстю залежностей T (hT ) i h0(hT ).
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3.1.4. Гiстерезис поверхневого реактансу

Зауважимо, що разом iз прозорiстю пластини гiстерезисний характер має

також i амплiтудна залежнiсть поверхневого реактансу, який пов’язаний iз зсувом

фази вiдбитої хвилi рiвнянням (1.63). Спираючись на рiвняння (3.8) i (3.9) для

полiв у шаруватому надпровiднику та рiвняння (3.1) i (3.3) для полiв у вакуумi,

поверхневий реактанс X може бути обчислений наступним чином:

X = X0
1−
√

1− S2

S
, S =

Γh(δ)h′(δ)

2h2
i

√
1− T

, (3.21)

де X0 = (4π/c) cos θ, а коефiцiєнт прозоростi T визначений у рiвняннi (3.14).

На рис. 3.4 зображена залежнiсть поверхневого реактансу X , нормованого

на значення X0, вiд нормованої амплiтуди h0 хвилi, що падає, для частоти Ω =

1 − 4 · 10−3. Вертикальнi стрiлки показують гiстерезиснi стрибки при змiнi h0.

Значення параметрiв: товщина D = 4000 Å, λc = 4 · 10−3 см, λab = 2000 Å,

ωJ/2π = 0,3 ТГц, та θ = 45◦.

0 1
-1

0

h

 

X 
/ X

0

 

0

Рис. 3.4. Залежнiсть поверхневого реактансу X , нормованого на значення X0, вiд

нормованої амплiтуди h0 хвилi, що падає.

Вкажемо асимптотичнi вирази для поверхневого реактансу у двох важливих

випадках: коли амплiтуда h0 близька до hmax
0 (максимальна прозорiсть) та h0 � 1.

У першому випадку вiдповiднi фазовi траєкторiї являють собою майже повнi цикли
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(див. праву панель рис. 3.2). У цьому випадку поверхневий реактанс може бути

виражений через коефiцiєнт прозоростi наступним чином:

X(h0) = −X0

√
1−

√
1− T (h0)

1 +
√

1− T (h0)
. (3.22)

У другому випадку, коли h0 � 1, реактанс X може бути описаний рiвнян-

ням (3.22), в якому знак «−» перед X0 замiнений на «+». У промiжнiй областi

амплiтуд h0 реактанс змiнює знак, коли амплiтуда досягає значення h0 ≈ δ2/
√

2.

При досить великих товщинах, δ � 1, це значення вiдповiдає великим амплiтудам,

i ми можемо використовувати рiвняння (3.22) зi знаком «−» майже для всiєї

високоамплiтудної гiлки залежностi X(h0). Зауважимо, що на рис. 3.4 зображена

саме така ситуацiя, оскiльки δ ≈ 3,9.

3.2. Самоiндукована прозорiсть обмеженого зразка шаруватого над-

провiдника, розмiщеного в прямокутному хвилеводi

В цьому пiдроздiлi ми вивчаємо проходження електромагнiтної хвилi крiзь

зразок шаруватого надпровiдника товщини D, розмiщений у прямокутному ваку-

умному хвилеводi з поперечними розмiрами L1 i L2. Як i в попередньому пiдроз-

дiлi, координатна система обрана таким чином, щоб кристалографiчна площина

ab шаруватого надпровiдника збiгалася з площиною xy, а кристалографiчна вiсь

c була напрямлена уздовж осi z.

3.2.1. Вiсь хвилевода паралельна кристалографiчнiй осi c

Почнемо дослiдження з конфiгурацiї, в якiй електромагнiтна хвиля частоти ω

поширюється вздовж кристалографiчної осi c (впоперек шарiв) в хвилеводi,

причому вiсь c шаруватого надпровiдника (вiсь z обраної нами координатної
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системи) напрямлена вздовж осi хвилеводу (див. рис. 3.5), та зразок шаруватого

надпровiдника товщини D розмiщено в областi 0 < z < D.

Рис. 3.5. Геометрiя задачi для випадку, коли хвилi поширюються впоперек шарiв.

Позначення: S i I — надпровiднi i дiелектричнi шари вiдповiдно, D — товщина

зразка, L1 i L2 — поперечнi розмiри хвилеводу.

Розглянемо падаючу хвилю надзвичайної поляризацiї (див. пункт 1.3.2) з

наступними компонентами:

~E = {Ex, Ey, Ez}, ~H = {Hx, Hy, 0}, (3.23)

тобто магнiтне поле паралельно поверхнi зразка та перпендикулярно осi z.

Падаюча хвиля частково вiдбивається вiд його поверхнi при z = 0 та частково

проходить крiзь зразок.

Результати для даної конфiгурацiї схожi з результатами пiдроздiлу 3.1 для

нескiнченної пластини, тому ми зупинимось лише на деяких вiдмiнностях.

3.2.1.1. Розподiл електромагнiтного поля у хвилеводi

Припускаючи, що стiнки хвилеводу зробленi з iдеального металу (рiвнi нулю

тангенцiальнi компоненти електричного поля на стiнках хвилеводу), запишемо
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електромагнiтне поле у першiй

Ev1
x =

kxkz
k2

cos(kxx) sin(kyy) [Hi sin(kzz − ωt)−Hr sin(kzz + ωt+ α)] ,

Ev1
y =

kykz
k2

sin(kxx) cos(kyy) [Hi sin(kzz − ωt)−Hr sin(kzz + ωt+ α)] ,(3.24)

Hv1
x = −ky

k
sin(kxx) cos(kyy) [Hi sin(kzz − ωt) +Hr sin(kzz + ωt+ α)] ,

Hv1
y =

kx
k

cos(kxx) sin(kyy) [Hi sin(kzz − ωt) +Hr sin(kzz + ωt+ α)] .

та у другiй

Ev2
x =

kxkz
k2

cos(kxx) sin(kyy)Ht sin[kz(z −D)− ωt+ β],

Ev2
y =

kykz
k2

sin(kxx) cos(kyy)Ht sin[kz(z −D)− ωt+ β], (3.25)

Hv2
x = −ky

k
sin(kxx) cos(kyy)Ht sin[kz(z −D)− ωt+ β],

Hv2
y =

kx
k

cos(kxx) sin(kyy)Ht sin[kz(z −D)− ωt+ β],

вакуумних частинах хвилеводу. Тут амплiтуди Hi, Hr i Ht вiдповiдають хвилям,

що падає, вiдбилась i пройшла вiдповiдно,

kx =
πn1

L1
, ky =

πn2

L2
, kz =

(
k2 − k2

x − k2
y

)1/2
, (3.26)

k = ω/c, n1 и n2 — невiд’ємнi цiлi числа, якi визначають моди, що поширюються

у хвилеводi (вони не можуть бути рiвними нулю одночасно), α i β — зсув фаз у

хвилях, що вiдбилась та пройшла вiдповiдно.

Електромагнiтне поле у шаруватому надпровiднику визначається

калiбрувально-iнварiантною рiзницею фаз мiж шарами, яку ми будемо шукати

у виглядi:

ϕ(x, y, z, t) = a(z)|1− Ω2|1/2 sin(kxx) sin(kyy) sin(η(z)− ωt). (3.27)
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Аналогiчно, як i у пiдроздiлi 3.1, ми вводимо безрозмiрну координату ζ , див.

рiвняння (3.6), та параметр κ:

κ = λc
k||

|1− Ω2|1/2
, k|| =

(
k2
x + k2

y

)1/2
. (3.28)

Пiдставляючи рiзницю фаз ϕ у рiвняння (1.40), можна отримати два рiвняння

для функцiй η(ζ) i a(ζ), якi спiвпадають iз рiвняннями (3.5), в яких h(ζ) пов’язане

iз a(ζ) наступним спiввiдношенням:

h(ζ) = −sign(Ω− 1)a(ζ)− 9

128
a(ζ)3, (3.29)

яке вiдрiзняється вiд аналогiчного спiввiдношення (3.7) лише величиною констан-

ти при a3.

Електромагнiтне поле всерединi шаруватого надпровiдника визначається

рiвняннями (1.64), (1.65) та (3.27):

Es
x = −H0Γ

kxkz
k

|1− Ω2|
k||κ

cos(kxx) sin(kyy) {h(ζ) cos[η(ζ)− ωt]}′ζ ,

Es
y = −H0Γ

kykz
k

|1− Ω2|
k||κ

sin(kxx) cos(kyy) {h(ζ) cos[η(ζ)− ωt]}′ζ , (3.30)

Hs
x =H0ky

|1− Ω2|
k||κ

h(ζ) sin(kxx) cos(kyy) sin[η(ζ)− ωt]),

Hs
y = −H0kx

|1− Ω2|
k||κ

h(ζ) cos(kxx) sin(kyy) sin[η(ζ)− ωt],

де параметр Γ визначений аналогiчно (3.10):

Γ =
k2λab
kz

κ. (3.31)

Знайдемо невiдомi амплiтуди Hr та Ht за допомогою умов безперервностi

тангенцiальних компонент електричного i магнiтного полiв на поверхнях пластини

при z = 0 i z = D. Використовуючи рiвняння (3.30) для полiв у шаруватому
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надпровiднику та рiвняння (3.24) i (3.25) для полiв у вакуумi, отримуємо три

граничних умови для амплiтуд a(0), a(δ) та їх похiдних на обох поверхнях, якi

спiвпадають iз рiвняннями (3.11) i (3.12) з hi замiсть h0,

hi =
Hi

H0

k||κ

k|1− Ω2|
. (3.32)

Таким чином, задача розрахунку електромагнiтних полiв у системi майже

спiвпадає для випадкiв нескiнченної пластини та скiнченного зразка шаруватого

надпровiдника, розмiщеного у прямокутному хвилеводi. Вiдмiнностями є лише

визначення величин κ, Γ, hi, а також зв’язок мiж нормованими амплiтудами h(ζ)

магнiтного поля та a(ζ) калiбрувально-iнварiантної рiзницi фаз.

3.2.1.2. Коефiцiєнт прозоростi

Коефiцiєнт прозоростi визначається аналогiчно рiвнянню (3.14):

T =
h2(δ)

h2
i

=
Γ

h2
i

L. (3.33)

На лiвiй панелi рис. 3.6 представлена залежнiсть коефiцiєнту прозоростi T вiд

нормованої амплiтуди hi хвилi, що падає, для випадку, коли частота хвилi менша

за джозефсонiвську частоту. Як було зауважено ранiше, при таких частотах лiнiйнi

хвилi не можуть поширюватися в шаруватих надпровiдниках, вони експоненцiйно

загасають. На правiй панелi рис. 3.6 представленi фазовi траєкторiї a′(a).

Порiвнюючи рис. 3.6 та рис. 3.2, неважко помiтити, що якiсно залежностi

коефiцiєнту прозоростi вiд амплiтуди та вiдповiднi фазовi траєкторiї спiвпадають,

а вiдрiзняються лише кiлькiсно. Тому всi результати попереднього пiдроздiлу (не-

скiнченна пластина) можуть бути перенесенi з мiнiмальними змiнами на випадок

скiнченного зразка шаруватого надпровiдника, який розмiщено у хвилеводi та

надпровiднi шари якого паралельнi поверхнi, що опромiнюється електромагнiтною
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хвилею.

Рис. 3.6. Залежнiсть коефiцiєнта прозоростi T вiд нормованої амплiтуди hi
падаючої хвилi та фазовi траєкторiї a′(a) для нормованої частоти Ω = 1− 5 · 10−5.

Параметри: δ = 2, λc = 4 · 10−3 см, λab = 2000 Å, ωJ/2π = 0,3 THz, n1 = n2 = 1,

L1 = L2 = 0, 1 см.

3.2.2. Вiсь хвилевода паралельна кристалографiчнiй площинi ab

Розглянемо тепер конфiгурацiю, в якiй електромагнiтна хвиля частоти ω

поширюється вздовж шарiв зразка шаруватого надпровiдника у хвилеводi та вiсь

x паралельна осi хвилеводу (див. рис. 3.7), причому зразок шаруватого надпро-

вiдника товщини D розмiщено в областi 0 < x < D. Будемо розглядати хвилi з

поляризацiєю в якiй магнiтне поле паралельне поверхнi зразка, а електричне поле

перпендикулярне надпровiдним шарам:

~E = {0, 0, Ez}, ~H = {Hx, Hy, 0}, (3.34)

У цьому випадку не спостерiгається крос-поляризацiя у хвилях, що вiдбились та

пройшли. У зразку при цьому поширюється лише надзвичайна хвиля.
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Рис. 3.7. Геометрiя задачi для випадку, коли хвилi поширюються вздовж надпро-

вiдних шарiв. Позначення: S i I — надпровiднi i дiелектричнi шари вiдповiдно, D

— товщина зразка, L1 i L2 — поперечнi розмiри хвилеводу.

3.2.2.1. Розподiл електромагнiтного поля у хвилеводi

Запишемо поля в вакуумних областях (див. рис. 3.7). У першiй вакуумнiй

областi (x < 0) поле представлено хвилями, що падає та вiдбивається, з

амплiтудами Hi i Hr, вiдповiдно. Використовуючи граничнi умови (рiвнiсть нулю

компонент електричного поля на границях хвилеводу) i рiвняння Максвела, можна

отримати наступнi вирази для ненульових тангенцiальних компонент поля в

першiй вакуумнiй областi:

Ev1
z = − [Hi cos(kxx− ωt)−Hr cos(kxx+ ωt+ α)] sin(kyy),

Hv1
x = −ky

k
[Hi sin(kxx− ωt) +Hr sin(kxx+ ωt+ α)] cos(kyy), (3.35)

Hv1
y =

kx
k

[Hi cos(kxx− ωt) +Hr cos(kxx+ ωt+ α)] sin(kyy).

У другiй вакуумнiй областi (x > D) є тiльки хвиля, що пройшла, з амплiтудою Ht.

Компоненти поля в цiй областi можна представити у виглядi:

Ev2
z = −Ht cos[kx(x−D)− ωt+ β] sin(kyy),

Hv2
x = −ky

k
Ht sin[kx(x−D)− ωt+ β] cos(kyy), (3.36)

Hv2
y =

kx
k
Ht cos[kx(x−D)− ωt+ β] sin(kyy),
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де

kx =
(
k2 − k2

y

)1/2
, ky = n1π/L1, (3.37)

k = ω/c, n1 — невiд’ємне цiле число, яке визначає моду, що поширюється у

хвилеводi, α i β — зсуви фаз у хвилях, що вiдбита та пройшла, вiдповiдно.

Зазначимо, що ми розглядаємо хвильовi моди з нульовим kz для того, щоб

уникнути крос-поляризацiї.

Рiвняння Гордона (1.40) для даної поляризацiї (3.34) записується у виглядi:

(
1

ω2
J

∂2ϕ

∂t2
+ k2

yλ
2
cϕ+ sinϕ

)
− λ2

c

∂2ϕ

∂x2
= 0. (3.38)

З рiвняння (3.38) випливає, що лiнiйнi ДПХ можуть поширюватися в хвилеводi,

якщо їх частота перевищує частоту вiдсiчення:

ωcut = ωJ(1 + k2
yλ

2
c)

1/2. (3.39)

Як i в попередньому пiдроздiлi, ми розглядаємо випадок слабкої нелiнiйностi

i шукаємо розв’язок рiвняння (3.38) в формi хвилi з амплiтудою a i фазою η, що

залежать вiд x:

ϕ(x, y, t) = (8
√

2/3)a(x)Ω̃ sin[η(x)− ωt] sin(kyy), (3.40)

де Ω̃ показує величину вiдстройки частоти,

Ω̃ = |Ω2 − Ω2
cut|1/2, Ω = ω/ωJ , Ωcut = ωcut/ωJ . (3.41)

Вводячи безрозмiрну координату ξ i нормовану товщину зразка δ,

ξ = xΩ̃/λc , δ = DΩ̃/λc , (3.42)
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та пiдставляючи рiзницю фаз з рiвняння (3.40) до рiвняння (3.38), можна отримати

два диференцiйних рiвняння для функцiй η(ξ) i a(ξ):

η′(ξ) =
L

a2(ξ)
, a′′(ξ) = −σa(ξ)− a3(ξ) +

L2

a3(ξ)
, (3.43)

де σ = sign(Ω−Ωcut), штрих позначає похiдну за ξ, та L — константа iнтегрування.

Поле в зразку шаруватого надпровiдника описується рiвняннями (1.64)

i (1.65). Пiдставляючи у них рiзницю фаз з рiвняння (3.40), запишемо ненульовi

тангенцiальнi компоненти поля у зразку:

Ez = −(8
√

2/3)H0λcΩ̃ka(ξ) cos[η(ξ)− ωt] sin(kyy),

Hy = (8
√

2/3)H0Ω̃
2 {a(ξ) sin[η(ξ)− ωt]}′ sin(kyy). (3.44)

Пов’язуючи тангенцiальнi компоненти поля в вакуумi (3.35), (3.36) i шару-

ватому надпровiднику (3.44) на двох границях при x = 0 i x = D, можна прийти

до наступних рiвнянь для амплiтуд a(0), a(δ) i їх похiдних, а також для амплiтуди

хвилi, що пройшла:

[
Γa′(0)

]2
+
[ ΓL

a(0)
+ a(0)

]2

= 4h2
i , (3.45)

a2(δ) = h2
t = ΓL, a′(δ) = 0, (3.46)

де коефiцiєнт Γ та нормованi амплiтуди hi, hr та ht заданi наступним чином:

Γ =
Ω̃

kxλc
, hn =

8
√

2

3

Hn

H0kλcΩ̃
, n = i, r, t. (3.47)

У наступному пiдроздiлi ми аналiзуємо залежнiсть коефiцiєнта прозоростi T

вiд амплiтуди hi хвилi, що падає, для частот нижче частоти вiдсiчення, Ω < Ωcut.

Випадок Ω > Ωcut ми не наводимо у дисертацiї, вiн представлений у деталях у

статтi [32].
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3.2.2.2. Коефiцiєнт прозоростi при ω < ωcut

Рiвняння (3.45) i (3.46) спiльно з рiвняннями (3.43) визначають константу

iнтегрування L для кожної амплiтуди падаючої хвилi hi. Вiдповiдно до першого з

рiвнянь (3.43), константа L безпосередньо визначає коефiцiєнт прозоростi T :

T =
h2
t

h2
i

=
Γ

h2
i

L. (3.48)

Зосередимо увагу на частотах, якi нижче частоти вiдсiчення, коли

Ω < Ωcut, (3.49)

та σ = −1. Як було зазначено ранiше, лiнiйнi хвилi не можуть поширюватися за

таких умов i для них коефiцiєнт прозоростi експоненцiйно малий. Однак через

ефективне зменшення частоти вiдсiчення нелiнiйнi хвилi можуть поширюватися.

Для подальшого аналiзу ми розглянемо фазовi траєкторiї a′(a). Проiнтегру-

вавши рiвняння (3.43) i використовуючи (3.46), приходимо до рiвняння для фазових

траєкторiй a′(a):

a′
2
(a) = σ

[
ΓL− a2

]
+

1

2

[
(ΓL)2 − a4

]
+ L2

[
(ΓL)−1 − a−2

]
. (3.50)

Фазовi траєкторiї a′(a) продемонстрованi на нижнiх панелях рис. 3.8. Рух уздовж

просторової координати ξ вiд нуля до δ показано стрiлками. Верхнi панелi рис. 3.8

представляють тривимiрнi кривi для залежностей a i a′ вiд координати ξ. Кожна

траєкторiя вiдповiдає певному значенню амплiтуди hi. Вiдповiдно до рiвнянь (3.46)

i (3.48), значення a(δ) визначає коефiцiєнт прозоростi зразка. Номери траєкторiй

вiдповiдають точкам на рис. 3.9.

Тепер розглянемо детально залежнiсть коефiцiєнта прозоростi T вiд амплi-

туди hi хвилi, що падає. Ця залежнiсть представлена на рис. 3.9 суцiльною кривою.

При збiльшеннi амплiтуди hi вiд нуля коефiцiєнт прозоростi зростає i проходить
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точки 1 i 2 на графiку T (hi). При таких амплiтудах фазовi траєкторiї a′(a) є

незамкненими кривими (див. кривi 1 i 2 на рис. 3.8). У точцi 3 (при hi ≈ 1,7)

коефiцiєнт прозоростi досягає максимального значення T = 1 i фазова траєкторiя

перетворюється в замкнуту петлю (крива 3 на рис. 3.8). Потiм, зi збiльшенням

hi, коефiцiєнт проходження осцилює, досягаючи максимального значення T = 1

в точках 4 i 7 (див. вставку на рис. 3.9). Цiкавою особливiстю є те, що iснує

специфiчне значення hi ≈ 2,4, де фазовi траєкторiї a′(a) стягуються в точку (див.

точку 4 на рис. 3.8). При такому значеннi hi амплiтуда a електромагнiтної хвилi,

заданої рiвняннями (3.44), не залежить вiд координати ζ всерединi зразка, та фаза η

змiнюється лiнiйно при змiнi ξ, як це вiдбувається для лiнiйних хвиль, i зразок

виявляється повнiстю прозорим. Подальша плавна змiна коефiцiєнта прозоростi

при збiльшеннi hi переривається в точцi 9 (при hi ≈ 7,7) на рис. 3.9 i вiдбувається

стрибок на верхню гiлку залежностi T (hi) в точку 11. При подальшому збiльшеннi

амплiтуди hi виникають новi аналогiчнi стрибки (див., наприклад, точку 12).

Рис. 3.8. Фазовi траєкторiї a′(a) у двовимiрнiй (нижнi панелi) та тривимiрнiй

(верхнi панелi) формах. Параметри: Ω̃ = 0,1, δ = 1, 5 (D = 15λc), λc = 4 · 10−3 см,

λab = 2000 Å, ωJ/2π = 0,3 ТГц, n1 = 1, L1 = 0,1 см.

Тепер розглянемо залежнiсть T (hi) при зворотньому зменшеннi амплiту-

ди hi. При зменшеннi hi коефiцiєнт проходження зростає до тих пiр, поки зразок
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не стане повнiстю прозорим. У цiй точцi плавна залежнiсть T (hi) переривається

i подальший рух є можливим тiльки пiсля стрибка на нижню гiлку. Як видно з

рис. 3.9, зменшення амплiтуди hi призводить до подiбної поведiнки T (hi) (плавне

зростання до одиницi з подальшим стрибком на нижню гiлку) аж до тих пiр, поки

не досягнута точка 10 (hi ≈ 6,8), де вiдбувається останнiй стрибок (у точку 8).

Подальше зменшення амплiтуди не викликає стрибкiв.

Рис. 3.9. Залежнiсть коефiцiєнта проходження T вiд нормованої амплiтуди hi
хвилi, що падає, де стрiлки позначають можливу гiстерезисну змiну T зi стрибками

при перiодичнiй змiнi hi. Параметри: такi ж, як i на рис. 3.8.

Таким чином, i для конфiгурацiї, в якiй електромагнiтна хвиля поширюється

вздовж шарiв зразка шаруватого надпровiдника, розташованого у хвилеводi, може

спостерiгатися явище самоiндукованої прозоростi, яке супроводжується амплiту-

дним гiстерезисом коефiцiєнта прозоростi.

Висновки до роздiлу 3

У третьому роздiлi дисертацiї, написаному за матерiалами статей [30–32]:

• Передбачено нове нелiнiйне явище в шаруватих надпровiдниках — само-
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iндукована прозорiсть. Показано, що коефiцiєнти вiдбиття i прозоростi шаруватого

надпровiдника залежать вiд амплiтуди падаючої хвилi внаслiдок нелiнiйностi

спiввiдношення мiж джозефсонiвським струмом та калiбрувально-iнварiантною

рiзницею фаз. У результатi коефiцiєнт прозоростi може змiнюватись у широкому

дiапазонi вiд майже нуля до одиницi.

• Виявлено, що особливiстю явища самоiндукованої прозоростi є гiстере-

зисна поведiнка зi стрибками коефiцiєнтiв вiдбиття i прозоростi, а також поверхне-

вого реактансу шаруватого надпровiдника, при перiодичнiй змiнi амплiтуди хвилi,

що падає.

• Показано, що явище самоiндукованої прозоростi може спостерiгатися як

для нескiнченної пластини шаруватого надпровiдника, так i для зразка скiнченних

розмiрiв, розмiщеного у вакуумному прямокутному хвилеводi.

• Для зразка скiнченних розмiрiв розглянуто два випадки розташування

шаруватого надпровiдника — надпровiднi шари паралельнi або перпендикулярнi

поверхнi зразка, на яку падає електромагнiтна хвиля. Виявлено, що для обох

випадкiв має мiсце амплiтудний гiстерезис коефiцiєнта прозоростi. У першому

випадку можна видiлити лише двi основнi гiлки цiєї залежностi, мiж якими

вiдбуваються гiстерезиснi стрибки. У другому випадку виявляється багато гiлок

залежностi та при змiнi амплiтуди може вiдбуватися декiлька стрибкiв. Такий

характер залежностi коефiцiєнта прозоростi вiд амплiтуди падаючої хвилi був

недавно експериментально виявлений в роботi [161].

Результати, що викладенi в даному роздiлi дисертацiї, можуть бути викори-

станi при розробцi пристроїв фiльтрування терагерцового випромiнювання.
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РОЗДIЛ 4

ЕЛЕКТРОМАГНIТНИЙ ТРАНСПОРТ ЧЕРЕЗ ШАРУВАТI

НАДПРОВIДНИКИ

У цьому роздiлi, спираючись на результати робiт [33–35], дослiджено

електромагнiтний транспорт хвиль довiльної поляризацiї через зразок шаруватого

надпровiдника, помiщений у вакуумний прямокутний хвилевiд з iдеальними

металевими стiнками. Вважаємо, що хвилi поширюються вздовж шарiв, тобто вiсь

хвилеводу паралельна надпровiдним шарам (див. рис. 4.1). Важливим аспектом

такого транспорту є ефект крос-поляризацiї електромагнiтних хвиль, обумовлений

сильною анiзотропiєю границi роздiлу «шаруватий надпровiдник – вакуум». Як

i в попередньому роздiлi, координатна система обрана таким чином, що криста-

лографiчна площина ab шаруватого надпровiдника збiгається з площиною xy, а

кристалографiчна вiсь c спрямована вздовж осi z. Розглянуто два випадки: лiнiйнi

хвилi довiльної частоти (пiдроздiл 4.1) та нелiнiйнi хвилi з частотою, близькою до

частоти вiдсiчення (пiдроздiл 4.2).

Рис. 4.1. Геометрiя задачi про електромагнiтний транспорт через зразок шарува-

того надпровiдника у прямокутному хвилеводi.

У даному роздiлi для опису електромагнiтного поля у шаруватому надпровiд-
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нику ми будемо використовувати векторний потенцiал та хвильове рiвняння (1.43)

для нього. Такий пiдхiд дозволяє описати як хвилi звичайної, так i надзвичайної

поляризацiї (див. пункт 1.3.2).

Нехай хвилевiд має поперечнi розмiри L1 i L2 i мiстить три областi: область

0 < x < D, заповнену шаруватим надпровiдником товщини D, i двi вакуумнi

областi x < 0 та x > D. Вiсь x паралельна осi хвилеводу, осi y i z паралельнi

стiнкам хвилеводу i вiсь z напрямлена вздовж кристалографiчної осi c. В цьому

випадку кристалографiчна вiсь c i вiсь хвилеводу x не збiгаються i завдяки

анiзотропiї шаруватого надпровiдника практично за будь-якої поляризацiї хвилi,

що падає, у зразку виникають хвилi обох поляризацiй: звичайної (Ez = 0) i

надзвичайної (Hz = 0). При цьому хвилi, що вiдбилась та пройшла, мають

поляризацiї, якi в загальному випадку не збiгаються з поляризацiєю хвилi, що

падає. Iншими словами, вiдбувається ефект крос-поляризацiї хвилi.

4.1. Електромагнiтний транспорт у лiнiйному наближеннi

У цьому пiдроздiлi ми дослiдимо хвилi рiзних поляризацiй та можливiсть їх

крос-поляризацiї при вiдбиттi та проходженнi крiзь зразок шаруватого надпровiд-

ника у лiнiйному наближеннi. Таке наближення означає, що sinϕ у рiвняннi (1.47)

зв’язку джозефсонiвського струму з калiбрувально-iнварiантною рiзницею фаз

буде замiнений на ϕ. В результатi цього дослiдження ми покажемо, що хвилi двох

спецiальних поляризацiй (див. пункт 4.1.3) майже не перетворюються при вiдбиттi

та проходженнi крiзь зразок шаруватого надпровiдника.

Векторний потенцiал хвилi з частотою ω та хвильовими числами

ky =
n1π

L1
, kz =

n2π

L2
, (4.1)

де n1 i n2 — цiлi числа, що визначають хвилеводну моду, задовольняє умовам
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рiвностi нулю тангенцiальних компонент електричного поля на стiнках хвилеводу:

Ax(x, y, z, t) =Ax(x)e−iωt sin(kyy) sin(kzz),

Ay(x, y, z, t) =Ay(x)e−iωt cos(kyy) sin(kzz), (4.2)

Az(x, y, z, t) =Az(x)e−iωt sin(kyy) cos(kzz).

4.1.1. Крос-поляризацiя поперечно-електричної та поперечно-

магнiтної хвиль

Почнемо розгляд з хвиль, поляризацiя яких узгоджена з вiссю хвилеводу,

тобто вiссю x: поперечно-електричної (TE), Ex = 0, i поперечно-магнiтної (TM),

Hx = 0, поляризацiй. У першiй вакуумнiй областi (x < 0) векторний потенцiал

хвиль, що поширюються вздовж осi x, можна представити у виглядi лiнiйної

комбiнацiї ТE- i ТМ-хвиль:

Av1
x (x) = −i(k2 − k2

x)[a
(H)eikxx + b(H)e−ikxx],

Av1
y (x) =

[
kxkya

(H) − kkza(E)
]
eikxx −

[
kxkyb

(H) + kkzb
(E)
]
e−ikxx, (4.3)

Av1
z (x) =

[
kxkza

(H) + kkya
(E)
]
eikxx −

[
kxkzb

(H) − kkyb(E)
]
e−ikxx.

Тут амплiтуди a i b описують хвилi, що падають та вiдбились, вiдповiдно, а верхнi

iндекси (H) або (E) вказують на ТМ- або ТЕ-поляризацiю (Hx = 0 або Ex = 0)

вiдповiдно, та

kx = (k2 − k2
y − k2

z)
1/2, k =

ω

c
. (4.4)

У другiй вакуумнiй областi (при x > D) векторний потенцiал мiстить тiльки
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хвилi, що пройшли, з амплiтудами f (H) и f (E):

Av2
x = −i(k2 − k2

x)f
(H)eikx(x−D),

Av2
y =

[
kxkyf

(H) − kkzf (E)
]
eikx(x−D), (4.5)

Av2
z =

[
kxkzf

(H) + kkyf
(E)
]
eikx(x−D).

У шаруватому надпровiднику ми представляємо поле у виглядi суми хвиль,

поляризацiя яких узгоджена з орiєнтацiєю надпровiдних шарiв: звичайнi (Ez = 0)

i надзвичайнi (Hz = 0) хвилi. Для векторного потенцiалу хвиль, що задовольняє

рiвнянням (1.43), (1.23) i (1.24), в областi 0 < x < D запишемо:

Asx = iSkxkz
[
c(e)eikxx − d(e)e−ikxx

]
+ ikky

[
c(o)epxx + d(o)e−pxx

]
,

Asy = Skykz
[
c(e)eikxx + d(e)e−ikxx

]
+ ikpx

[
c(o)epxx − d(o)e−pxx

]
, (4.6)

Asz = (Sk2
z + k2)

[
c(e)eikxx + d(e)e−ikxx

]
,

де

S =
Ω2

εγ2
, γ =

λc
λab

, Ω =
ω

ωJ
, (4.7)

kx =
[
−k2

y − λ−2
c + εk2

]1/2
, px = λ−1

ab .

Верхнi iндекси (o) i (e) вказують на звичайнi i надзвичайнi хвилi, вiдповiдно. У

виразах (4.7) ми нехтуємо величиною γ−1 = λab/λc в порiвняннi з 1.

На границях «шаруватий надпровiдник – вакуум» повиннi виконуватися

умови безперервностi тангенцiальних компонент електричного i магнiтного полiв.

Цi умови призводять до системи лiнiйних рiвнянь, з якої можна при заданiй

поляризацiї хвилi, що падає, тобто при заданих амплiтудах a(H) i a(E), визначити

поляризацiю хвиль, що вiдбилась та пройшла, — визначити амплiтуди b(H), b(E),

f (H) и f (E).

Наприклад, будемо опромiнювати шаруватий надпровiдник хвилею ТМ-
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поляризацiї. Це означає, що амплiтуда a(E) = 0, а амплiтуду a(H) вiзьмемо для

зручностi рiвнiй 1. Тодi квадрати модулiв амплiтуд b(H) i f (H) — це коефiцiєнти

вiдбиття i проходження ТМ-поляризованої хвилi, вiдповiдно, а b(E) i f (E) —

коефiцiєнти перетворення в ТЕ-хвилю. Також вiдзначимо, що моди в вакуумнiй

частинi хвилеводу можуть поширюватися тiльки з частотами ω > ωcr, де критична

частота

ωcr = c(k2
y + k2

z)
1/2, (4.8)

що випливає з рiвняння (4.4).

Чисельний аналiз показав, що для досить тонких пластин при частотах,

близьких до критичної частоти ωcr, TM-хвиля (при a(E) = 0) перетворюється при

вiдбиттi вiд зразку шаруватого надпровiдника у ТЕ-хвилю з невеликою домiшкою

TM-компоненти, тобто |b(H)/b(E)|2 � 1. Як приклад такої ситуацiї, на лiвiй панелi

рис. 4.2 зображенi графiки залежностей |b(H)|2, |b(E)|2, |f (E)|2 вiд безрозмiрної

товщини зразка δ = D/λc. У свою чергу, ТЕ-хвиля (при a(H) = 0) перетворюється

при проходженнi крiзь зразок у ТM-хвилю з невеликою домiшкою TE-компоненти,

тобто |f (E)/f (H)|2 � 1. Вiдповiднi залежностi |b(H)|2, |b(E)|2, |f (H)|2 i |f (E)|2

вiд безрозмiрної товщини зразка δ = D/λc зображенi на правiй панелi рис. 4.2.

Зауважимо, що згiдно з законом збереження енергiї

|b(H)|2 + |b(E)|2 + |f (H)|2 + |f (E)|2 = 1.

При iнших значеннях частоти хвилi та товщини зразка не вiдбувається майже

повної крос-поляризацiї.
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Рис. 4.2. Залежностi квадратiв амплiтуд |b(H)|2, |b(E)|2, |f (H)|2, |f (E)|2 ТM- та ТЕ-

хвиль, що вiдбились та пройшли, вiд безрозмiрної товщини зразка δ = D/λc для

двох випадкiв: падає хвиля TM-поляризацiї (лiва панель, a(H) = 1, a(E) = 0) або

TЕ-поляризацiї (права панель, a(H) = 0, a(E) = 1). Параметри: ω = 0, 565ωJ =

1, 01ωcr, L1 = 1 мм, L2 = 2 мм, n1 = n2 = 1, λab = 2000 Å, ωJ/2π = 0, 3 ТГц,

ε = 16.

4.1.2. Крос-поляризацiя для хвиль, узгоджених з кристалографiчною

вiссю с

Тепер розглянемо хвилi, поляризацiя яких узгоджена з кристалографiчною

вiссю c шаруватого надпровiдника. Будемо для зручностi називати їх так само,

як i у шаруватому надпровiднику — звичайнi (Ez = 0) i надзвичайнi (Hz = 0)

хвилi. У першiй вакуумнiй областi (x < 0) для векторного потенцiалу хвилi, що

поширюється вздовж осi x, можна записати:

Av1
x = i

[
kxkza

(e) + kkya
(o)
]
eikxx − i

[
kxkzb

(e) − kkyb(o)
]
e−ikxx,

Av1
y =

[
kykza

(e) − kkxa(o)
]
eikxx +

[
kykzb

(e) + kkxb
(o)
]
e−ikxx, (4.9)

Av1
z = −(k2 − k2

z)
[
a(e)eikxx + b(e)e−ikxx

]
.
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Аналогiчно, у другiй вакуумнiй областi (x > D) виконуються спiввiдношення:

Av2
x = i

[
kxkzf

(e) + kkyf
(o)
]
eikx(x−D),

Av2
y =

[
kykzf

(e) − kkxf (o)
]
eikx(x−D), (4.10)

Av2
z = −(k2 − k2

z)f
(e)eikx(x−D).

У рiвняннях (4.9) i (4.10) верхнi iндекси (o) i (e) вказують на хвилi звичайної i

надзвичайної поляризацiї.

Поля в надпровiднику визначаються рiвняннями (4.6). Умови безперервностi

тангенцiальних компонент електричного i магнiтного полiв на границях «шарува-

тий надпровiдник – вакуум» призводять до системи лiнiйних рiвнянь, з якої при

заданiй поляризацiї падаючої хвилi, тобто при заданих амплiтудах a(e) i a(o), можна

визначити поляризацiї хвиль, що вiдбилась та пройшла, — знайти амплiтуди b(e),

b(o), f (e) и f (o).

Рис. 4.3. Залежностi квадратiв амплiтуд |b(o)|2, |b(e)|2, |f (o)|2, |f (e)|2 звичайної та

надзвичайної хвиль, що вiдбились та пройшли, вiд безрозмiрної товщини зразка

δ = D/λc для двох випадкiв: падає хвиля звичайної (лiва панель, a(o) = 1, a(e) = 0)

або надзвичайної (права панель, a(o) = 0, a(e) = 1) поляризацiї. Параметри: такi,

як на рис. 4.2.

Чисельний аналiз зазначеної системи рiвнянь показує, що пластина шарува-
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того надпровiдника може служити перетворювачем надзвичайної хвилi в звичайну,

i навпаки. Для досить тонких пластин при частотах, близьких до критичної часто-

ти ωcr, рiвняння (4.8), хвиля звичайної поляризацiї (при a(e) = 0) перетвориться

при вiдбиттi вiд шаруватого надпровiдника у надзвичайну з невеликою домiшкою

звичайної компоненти, тобто |b(o)/b(e)|2 � 1 (див., наприклад, лiву панель рис. 4.3).

У свою чергу надзвичайна хвиля (при a(o) = 0) перетворюється при проходженнi

крiзь зразок у звичайну хвилю з невеликою домiшкою надзвичайної компоненти,

тобто |f (e)/f (o)|2 � 1 (див., наприклад, праву панель рис. 4.3).

f
HoL

2
,

f
HeL

2

Рис. 4.4. Залежнiсть квадратiв амплiтуд |f (o)|2 i |f (e)|2 хвиль, що пройшли, вiд

безрозмiрної товщини зразка δ = D/λc для випадку падiння хвилi звичайної

поляризацiї (a(e) = 0, a(o) = 1) та двох значень частоти: ω = 0, 9ωJ (основна

панель), ω = 1, 2ωJ (вставка). Параметри: такi, як на рис. 4.2.

У разi, коли частота ω не близька до критичної частоти ωcr, звичайна

хвиля (при a(e) = 0) перетворюється при проходженнi у надзвичайну хвилю з

невеликою домiшкою звичайної, тобто |f (o)/f (e)|2 � 1. У такої крос-поляризацiї

iснує просте фiзичне пояснення. Через анiзотропiю падаюча хвиля звичайної

поляризацiї збуджує в шаруватому надпровiднику не тiльки звичайну хвилю, але

i невелику домiшку надзвичайної хвилi. Звичайна хвиля в пластинi швидко згасає

i, в умовах D � λab, на iншiй сторонi пластини залишається, в основному, хвиля

надзвичайної поляризацiї з експоненцiйно малою домiшкою звичайної хвилi. Як
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приклад такої ситуацiї, на рис. 4.4 зображений графiк залежностей амплiтуд |f (o)|2

i |f (e)|2 вiд безрозмiрної товщини зразка δ = D/λc у двох випадках. У першому

випадку (основна панель) частота хвилi менше джозефсонiвської частоти i обидвi

хвилi (звичайна i надзвичайна) в пластинi згасають. У другому випадку (вставка)

частота хвилi бiльше джозефсонiвської частоти i надзвичайна хвиля в пластинi

поширюється.

4.1.3. Транспорт хвиль з поляризацiями, пов’язаними з вiссю y

Розглянемо ще два типи поляризацiї хвиль, якi узгоджено з вiссю y,

перпендикулярною осi хвилеводу (осi x) i кристалографiчнiй осi с шаруватого

надпровiдника (осi z). Хвилi, у яких Ey = 0, ми будемо називати хвилями E⊥

поляризацiї, а хвилi, у яких Hy = 0, — хвилями H⊥ поляризацiї.

У першiй вакуумнiй областi (при x < 0) для векторного потенцiалу хвилi,

що поширюється вздовж осi x, запишемо:

Av1
x = i

[
kxkya

(1) + kkza
(2)
]
eikxx − i

[
kxkyb

(1) − kkzb(2)
]
e−ikxx,

Av1
y = −(k2 − k2

y)
[
a(1)eikxx + b(1)e−ikxx

]
, (4.11)

Av1
z =

[
kykza

(1) − kkxa(2)
]
eikxx +

[
kykzb

(1) + kkxb
(2)
]
e−ikxx.

Тут верхнi iндекси (1) i (2) позначають поляризацiї H⊥ i E⊥, вiдповiдно. Аналогiчно,

у другiй вакуумної областi (при x > D):

Av2
x = i

[
kxkyf

(1) + kkzf
(2)
]
eikx(x−D),

Av2
y = −(k2 − k2

y)f
(1)eikx(x−D), (4.12)

Av2
z =

[
kykzf

(1) − kkxf (2)
]
eikx(x−D).

Як i в попереднiх роздiлах, поля в надпровiднику визначаються вира-
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зами (4.6). Використовуючи умови безперервностi тангенцiальних компонент

електричного i магнiтного полiв на границях «шаруватий надпровiдник – вакуум»,

отримаємо систему лiнiйних рiвнянь, розв’язуючи яку при заданих амплiтудах a(1)

i a(2), можна визначити поляризацiю хвиль, що вiдбилась i пройшла, — знайти

амплiтуди b(1), b(2), f (1) и f (2).

Чисельний аналiз зазначеної системи призводить до цiкавих результатiв. Як

виявилося, хвилi H⊥ i E⊥ поляризацiй не перетворюються одна в iншу. Хвилi H⊥

поляризацiї повнiстю вiдбиваються, а E⊥-хвилi частково вiдбиваються i частково

проходять, але не перетворюються у H⊥-хвилю. Залежностi квадратiв амплiтуд

|b(o)|2, |b(e)|2, |f (o)|2, |f (e)|2 вiд нормованої частоти Ω = ω/ωJ у випадку падiння

E⊥-хвилi (a(1) = 0, a(2) = 1) наведенi на рис. 4.5.

Рис. 4.5. Залежностi квадратiв амплiтуд |b(o)|2, |b(e)|2, |f (o)|2, |f (e)|2 вiд нормованої

частоти Ω = ω/ωJ у випадку падiння E⊥-хвилi (a(1) = 0, a(2) = 1) при D = 80 мкм.

Параметри: такi, як на рис. 4.2.

У наступному пiдроздiлi 4.2 ми дослiдимо крос-поляризацiї хвиль з ураху-

ванням нелiнiйностi джозефсонiвської плазми. Буде показано, що i у нелiнiйному

випадку хвилi H⊥ i E⊥ поляризацiй також не перетворюються одна в iншу, що

може бути використано для спрощення задачi крос-поляризацiї.
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4.2. Нелiнiйний електромагнiтний транспорт через шаруватi надпро-

вiдники

У цьому пiдроздiлi ми сформулюємо та обґрунтуємо специфiчний аналог

принципу суперпозицiї для нелiнiйних хвиль у шаруватому надпровiднику. Цей

принцип полягає у тому, що, незважаючи на нелiнiйнiсть, хвилi H⊥ i E⊥ поля-

ризацiй, якi в лiнiйному випадку були розглянутi в пунктi 4.1.3, практично не

взаємодiють i транспорт цих хвиль може бути дослiджений незалежно. Тому для

вивчення вiдбиття i проходження хвиль будь-яких iнших поляризацiй (наприклад,

ТЕ- i ТМ-хвиль) можна зробити наступнi кроки. По-перше, подати хвилю, що

падає, у виглядi суперпозицiї H⊥- i E⊥-хвиль. По-друге, дослiдити вiдбиття i

проходження цих хвиль окремо. А по-третє, представити H⊥- та E⊥-хвилi, що

вiдбились та пройшли, у виглядi суперпозицiї TE- и TM-хвиль.

Як i у попередньому пiдроздiлi, ми розглядаємо хвилевiд з поперечними

розмiрами Ly i Lz, всерединi якого знаходиться зразок шаруватого надпровiдника

товщини D (див. рис. 4.1). Електромагнiтна хвиля частоти ω поширюється у

хвилеводi вздовж осi x, паралельної надпровiдним шарам. Ця хвиля частково

вiдбивається i частково проходить крiзь зразок, при цьому вiдбувається крос-

поляризацiя, яку ми будемо дослiджувати. Залежнiсть векторного потенцiалу вiд

поперечних координат y та z має вигляд, наведений у рiвняннях (4.2):

Ax(~r, t) = Ax(x, t) sin(kyy) sin(kzz),

Ay(~r, t) = Ay(x, t) cos(kyy) sin(kzz), (4.13)

Az(~r, t) = Az(x, t) sin(kyy) cos(kzz),

де ky, kz визначенi у рiвняннях (4.1), а ny i nz — цiлi числа, що визначають моду,

яка поширюється у хвилеводi. Вирази для Ax(x, t), Ay(x, t) i Az(x, t) в рiзних

областях хвилеводу будуть представленi нижче.
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4.2.1. Розподiл електромагнiтного поля у хвилеводi

Електромагнiтне поле в вакуумi може бути представлено у виглядi су-

перпозицiї хвиль H⊥ i E⊥ поляризацiй. У хвилi H⊥ поляризацiї магнiтне поле

перпендикулярно осi y,

~E(1) = {E(1)
x , E(1)

y , E(1)
z }, ~H(1) = {H(1)

x , 0, H(1)
z }, (4.14)

у той час як у хвилi E⊥ поляризацiї електричне поле перпендикулярно осi y,

~E(2) = {E(2)
x , 0, E(2)

z }, ~H(2) = {H(2)
x , H(2)

y , H(2)
z }. (4.15)

Тут i далi верхнi iндекси (1) i (2) позначають хвилi H⊥ i E⊥ поляризацiй вiдповiдно.

У першiй вакуумнiй областi (при x < 0) iснують хвилi, що падає та вiдби-

лась. Векторний потенцiал ~Ainc(x, t) хвилi, що падає, може бути представлений як

суперпозицiя хвиль H⊥ i E⊥ поляризацiй:

Ax inc(x, t) = −H(1)
inc

kxky
k3

sin[kxx− ωt+ φ
(1)
inc]−H

(2)
inc

kz
k2

sin[kxx− ωt+ φ
(2)
inc],

Ay inc(x, t) = −H(1)
inc

k2 − k2
y

k3
cos[kxx− ωt+ φ

(1)
inc], (4.16)

Az inc(x, t) = H
(1)
inc

kykz
k3

cos[kxx− ωt+ φ
(1)
inc]−H

(2)
inc

kx
k2

cos[kxx− ωt+ φ
(2)
inc],

де H(1)
inc i H(2)

inc — амплiтуди, а φ(1)
inc i φ(2)

inc — фази магнiтного поля хвиль, що падають.

Аналогiчнi вирази можуть бути записанi для векторного потенцiалу вiдбитих

хвиль,

Ax ref(x, t) = −H(1)
ref

kxky
k3

sin[kxx+ ωt− φ(1)
ref ] +H

(2)
ref

kz
k2

sin[kxx+ ωt− φ(2)
ref ],

Ay ref(x, t) = −H(1)
ref

k2 − k2
y

k3
cos[kxx+ ωt− φ(1)

ref ], (4.17)

Az ref(x, t) = H
(1)
ref

kykz
k3

cos[kxx+ ωt− φ(1)
ref ] +H

(2)
ref

kx
k2

cos[kxx+ ωt− φ(2)
ref ],
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де H(1)
ref i H(2)

ref — амплiтуди, а φ(1)
ref i φ(2)

ref — фази магнiтного поля вiдбитих хвиль.

У другiй вакуумнiй областi (при x > D) поширюється хвиля, що пройшла

крiзь зразок шаруватого надпровiдника. Векторний потенцiал цiєї хвилi може бути

записаний у формi суперпозицiї хвиль H⊥ i E⊥ поляризацiй:

Ax tr(x, t) = −H(1)
tr

kxky
k3

sin[kxx− ωt+ φ
(1)
tr ]−H(2)

tr

kz
k2

sin[kxx− ωt+ φ
(2)
tr ],

Ay tr(x, t) = −H(1)
tr

k2 − k2
y

k3
cos[kxx− ωt+ φ

(1)
tr ], (4.18)

Az tr(x, t) = H
(1)
tr

kykz
k3

cos[kxx− ωt+ φ
(1)
tr ]−H(2)

tr

kx
k2

cos[kxx− ωt+ φ
(2)
tr ],

де H(1)
tr i H(2)

tr — амплiтуди, а φ(1)
tr i φ(2)

tr — фази магнiтного поля хвиль, що пройшли

крiзь зразок.

Для знаходження електромагнiтного поля в зразку шаруватого надпровiдника

ми використовуємо хвильове рiвняння (1.43) для векторного потенцiалу та вирази

для щiльностi струмiв (1.23) та (1.24) (див. пункт 1.3.2). Ми дослiджуємо випадок

слабкої нелiнiйностi |ϕ| � 1, коли sinϕ можна представити у виглядi ϕ − ϕ3/6.

Навiть слабка нелiнiйнiсть може призводити до сильно нелiнiйних ефектiв, якщо

частота хвилi близька до частотi вiдсiчення ωcut. Тут ωcut — мiнiмальна частота, з

якою лiнiйнi хвилi можуть поширюватися в зразку шаруватого надпровiдника, див.

нижче рiвняння (4.21).

У шаруватому надпровiднику виникають звичайнi та надзвичайнi хвилi (див.

пункт 1.3.2 та пiдроздiл 4.1). Оскiльки векторний потенцiал разом iз електричним

полем звичайної хвилi перпендикулярний осi z, то джозефсонiвський струм уздовж

осi z вiдсутнiй i така хвиля завжди лiнiйна. З огляду на рiвнiсть Az = 0, тобто

Aord
z = 0, можна вирiшити рiвняння (1.43) i отримати вирази для компонент

векторного потенцiалу звичайної моди,

Aord
x =

ky
k2

[
e−pxxHord

− sin(ωt− φord
− ) + epx(x−D)Hord

+ sin(ωt− φord
+ )
]
,

Aord
y =

px
k2

[
e−pxxHord

− sin(ωt− φord
− )− epx(x−D)Hord

+ sin(ωt− φord
+ )
]
, (4.19)
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де Hord
− i Hord

+ — амплiтуди, а φord
− i φord

+ — фази магнiтного поля звичайних хвиль у

зразку шаруватого надпровiдника. Знаки «+» та «−» у нижнiх iндексах показують

напрямок затухання хвиль, а px = λ−1
ab — декремент цього затухання.

Поляризацiя надзвичайної хвилi перпендикулярна звичайнiй, i її магнiтне

поле перпендикулярно осi z. Саме у цiєї хвилi проявляються нелiнiйнi властивостi

джозефсонiвської плазми. Ми шукаємо розв’язок для Az у формi хвилi з залежни-

ми вiд x амплiтудою a(x) i фазою η(x),

Aext
z = H0Ω̃λca(x) sin[ωt− η(x)], H0 =

4
√

2

3π

Φ0

dλc
, (4.20)

де Ω̃ = |Ω2 − Ω2
cut|1/2, Ω = ω/ωJ — нормована частота хвилi та Ωcut — нормована

частота вiдсiчення, тобто мiнiмальна частота, з якою лiнiйнi надзвичайнi хвилi

можуть поширюватись в шаруватому надпровiднику,

Ωcut =
(

1 +
k2
yλ

2
c

1 + λabk2
z

)1/2

. (4.21)

Вводячи безрозмiрну координату, ξ = Ω̃x/λc, i, вiдповiдно, нормовану тов-

щину зразка, δ = Ω̃D/λc, а також пiдставляючи рiвняння (4.20) в рiвняння (1.43),

можна знайти iншi компоненти векторного потенцiалу надзвичайних мод,

Aext
x = H0Ω̃

2λ2
abkz [a sin(ωt− η)]′ , Aext

y = H0Ω̃λ
2
abλckykza sin(ωt− η), (4.22)

i два диференцiальних рiвняння для функцiй η(ξ) i a(ξ),

(a2η′)′ = 0, a′′ = −σa− a3 + aη′
2
. (4.23)

Тут σ = sign(Ω−Ωcut), а штрих позначає похiдну за ξ. Ми будемо використовувати

цi рiвняння для чисельного аналiзу електромагнiтного поля всерединi зразка

шаруватого надпровiдника.
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4.2.2. Обґрунтування аналогу принципу суперпозицiї для нелiнiйних

хвиль

Використовуючи рiвняння для векторних потенцiалiв в вакуумi (4.16)–(4.18)

i шаруватому надпровiднику (4.19), (4.22), (4.20), а також вирази (1.44) та (4.13),

можна зв’язати тангенцiальнi компоненти електричних i магнiтних полiв на двох

границях зразка (при x = 0 i x = D) i отримати два набора рiвнянь. Граничнi

умови на першiй границi (x = 0) призводять до рiвнянь, записаних у комплекснiй

формi:

µ
[
h̃

(1)
inc + h̃

(1)
ref

]
= i(kxλc)

−1αγ̃h̃ord
− − iγ̃2a(0)eiη(0), (4.24)

h̃
(1)
inc + h̃

(1)
ref − α

[
h̃

(2)
inc − h̃

(2)
ref

]
= ia(0)eiη(0), (4.25)

µ
[
h̃

(2)
inc + h̃

(2)
ref

]
= γ̃2h̃ord

− − β
[
a(ξ)eiη(ξ)

]′
ξ=0
, (4.26)

α
[
h̃

(1)
inc − h̃

(1)
ref

]
+ h̃

(2)
inc + h̃

(2)
ref = −h̃ord

− , (4.27)

де введенi нормованi амплiтуди хвиль H⊥ i E⊥ поляризацiй у вакуумi i звичайних

мод в зразку i додатковi параметри:

h̃
(1), (2)
inc, ref, tr = h

(1), (2)
inc, ref, tr exp

[
iφ

(1), (2)
inc, ref, tr

]
, h

(1), (2)
inc, ref, tr =

kykz

H0k3Ω̃λc
H

(1), (2)
inc, ref, tr, (4.28)

h̃ord
± = hord

± exp(iφord
± ), hord

± =
Hord
±

H0k3Ω̃λcλ2
ab

,

α =
kkx
kykz

, β =
Ω̃

kkykzλ3
c

, µ =
k2 − k2

y

k2
yk

2
zλ

2
c

, γ̃ =
λab
λc

= γ−1.

Граничнi умови на другiй границi (x = D) призводять до наступної системи:

µh̃
(1)
tr = −i(kxλc)−1αγ̃h̃ord

+ − iγ̃2a(δ)eiη(δ), (4.29)

h̃
(1)
tr − αh̃

(2)
tr = ia(δ)eiη(δ), (4.30)

µh̃
(2)
tr = γ̃2h̃ord

+ − β
[
a(ξ)eiη(ξ)

]′
ξ=δ
, (4.31)

αh̃
(1)
tr + h̃

(2)
tr = −h̃ord

+ . (4.32)
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Тут ми нехтуємо доданками з exp(−pxD), оскiльки вважаємо, що товщина

зразка D набагато бiльша вiд лондонiвської глибини проникнення λab.

Оскiльки γ̃ = λab/λc � 1, права частина рiвняння (4.24) вiдносно мала.

Таким чином, в головному наближеннi за параметром γ̃ ми отримуємо

h̃
(1)
ref ≈ −h̃

(1)
inc. (4.33)

Це означає, що падаюча хвиля H⊥ поляризацiї практично повнiстю вiдбивається

вiд шаруватого надпровiдника, а амплiтуда h̃(1)
tr H⊥-хвилi, що пройшла, набагато

менша за амплiтуду h̃
(1)
inc, тобто |h̃(1)

tr /h̃
(1)
inc| ∼ γ̃ � 1. Бiльш того, поведiнка H⊥

поляризованих хвиль майже не залежить вiд наявностi ортогональної моди з E⊥

поляризацiєю.

У головному наближеннi за γ̃ � 1 вирази (4.25), (4.26), (4.30) i (4.31) дають

наступнi рiвняння для опису вiдбиття та проходження хвиль E⊥ поляризацiї:

−α
(
h̃

(2)
inc − h̃

(2)
ref

)
= ia(0)eiη(0),

µ
(
h̃

(2)
inc + h̃

(2)
ref

)
= −βeiη(0) [a′(0) + ia(0)η′(0)] , (4.34)

−αh̃(2)
tr = ia(δ)eiη(δ),

µh̃
(2)
tr = −βeiη(δ)

[
a′(δ) + ia(δ)η′(δ)

]
.

Даний набiр рiвнянь так само, як i рiвняння (4.23), не мiстить параметрiв

H⊥ поляризованої хвилi. Це означає, що вiдбиття та проходження хвиль з E⊥

поляризацiєю не залежить вiд присутностi H⊥-хвилi. Таким чином, ми бачимо,

що в головному наближеннi за параметром анiзотропiї γ̃ � 1 моди H⊥ i E⊥

поляризацiй вiдбиваються i проходять крiзь зразок шаруватого надпровiдника

незалежно одна вiд одної. Тобто для хвиль H⊥ i E⊥ поляризацiй навiть у сильно

нелiнiйному режимi виявляється справедливим своєрiдний аналог принципу су-

перпозицiї. Пiсля знаходження амплiтуд H⊥- i E⊥-хвиль, що вiдбились i пройшли,

ми можемо використовувати рiвняння (4.27) i (4.32) для визначення амплiтуд h̃ord
−
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i h̃ord
+ звичайних мод в шаруватому надпровiднику.

З фiзичної точки зору незалежнiсть вiдбиття i проходження хвиль H⊥ i

E⊥ поляризацiй пов’язана з наступними обставинами. У падаючої хвилi H⊥

поляризацiї присутня y-компонента електричного поля, паралельна як межi подiлу

«вакуум – шаруватий надпровiдник», так i кристалографiчнiй площинi ab (див.

рiвняння (4.14)). Ця хвиля викликає сильнi струми екранування вздовж шарiв. Тому

вона проникає в шаруватий надпровiдник тiльки на короткi вiдстанi в формi сильно

згасаючої хвилi i практично повнiстю вiдбивається вiд зразка, не впливаючи на

поширення хвилi E⊥ поляризацiї. У той же час у хвилi E⊥ поляризацiї немає y-

компоненти електричного поля (див. рiвняння (4.15)). Струми екранування цiєї

хвилi протiкають тiльки вздовж кристалографiчної осi c, тому вони вiдносно

малi в цьому випадку. Таким чином, хвиля E⊥ поляризацiї може поширюватися

в зразку шаруватого надпровiдника i проникати на великi вiдстанi. Ця хвиля

частково вiдбивається i частково проходить крiзь зразок, що й випливає з системи

рiвнянь (4.34).

Щоб продемонструвати сформульований аналог принципу суперпозицiї, ми

розглянемо три задачi вiдбиття i проходження, в яких падаюча хвиля являє собою:

тiльки моду H⊥ поляризацiї з h(1)
inc = 2; тiльки моду E⊥ поляризацiї з h(2)

inc = 2;

суперпозицiю хвиль H⊥ i E⊥ поляризацiй з h(1)
inc = h

(2)
inc = 2. Рисунок 4.6 зображує

просторовий розподiл нормованої характерної амплiтуди W̄ електромагнiтного

поля всерединi хвилеводу для цих трьох випадкiв,

W̄ =
kykz

H0k3Ω̃λc

√〈
| ~E(~r, t)|2 + | ~H(~r, t)|2

〉
t
, (4.35)

де 〈. . .〉t позначає усереднення за часом t.

Як видно з панелi (a) на рис. 4.6, де h
(1)
inc = 2, h(2)

inc = 0, хвиля H⊥

поляризацiї повнiстю вiдбивається вiд зразка шаруватого надпровiдника i не

збуджує хвиль, що поширюються всерединi нього. Iснує тiльки згасаюча хвиля

в областi, близькiй до поверхнi зразка. Тому в даному випадку вiдсутня хвиля,
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що пройшла. Хвиля E⊥ поляризацiї, панель (b) на рис. 4.6, де h(1)
inc = 0, h(2)

inc = 2,

частково вiдбивається i частково проходить крiзь шаруватий надпровiдник. Коли

ж падаюча хвиля представлена сумою хвиль H⊥ i E⊥ поляризацiй з такими ж

амплiтудами, h(1)
inc = h

(2)
inc = 2, панель (c) на рис. 4.6, розподiл поля в шаруватому

надпровiднику i в другiй вакуумнiй областi (x > D) залишається таким же, як на

панелi (b) на рис. 4.6. Це наочно демонструє, що моди H⊥ i E⊥ поляризацiй не

взаємодiють одна з одною i можуть бути розглянутi незалежно.

Рис. 4.6. Розподiл величини нормованої амплiтуди W̄ електромагнiтного поля у

вакуумнiй частинi та шаруватому надпровiднику для трьох випадкiв: падає тiльки

H⊥-хвиля [панель (a)], падає лише хвиля E⊥ поляризацiї [панель (b)], та падає

сума цих двох хвиль [панель (c)]. Параметри: Ω̃ = 0,1, σ = −1, D = 15λc, Ly =

Lz = 0,1 см, ny = nz = 1, φ(1)
inc = φ

(2)
inc = 0, λc = 4 · 10−3 см, λab = 2000 Å,

ωJ/2π = 0,3 ТГц.
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4.2.3. Транспорт хвиль з E⊥ поляризацiєю

У цьому пунктi ми обговоримо нелiнiйне вiдбиття i проходження хвиль з E⊥

поляризацiєю, тобто випадок h
(1)
inc,ref,tr = 0. Рiвняння (4.34) можна переписати у

формi:

[
2h

(2)
inc

]2
=

[
β

µ
a′(0)

]2

+ a2(0)

[
1

α
+
β

µ
η′(0)

]2

, (4.36a)

η′(δ) =
µ

αβ
, (4.36b)

a′(δ) = 0, (4.36c)

|h(2)
tr | =

|a′(δ)|
α

. (4.36d)

Як i для хвиль з kz = 0, розглянутих в пiдроздiлi 3.2, поведiнка хвиль E⊥

поляризацiї всерединi зразка в головному наближеннi за параметром анiзотропiї

γ визначається тiльки надзвичайними хвилями. Використовуючи рiвняння (4.23)

i (4.36), розрахуємо амплiтуди хвиль, що вiдбились i пройшли. Для аналiзу ми

будемо також розглядати фазовi траєкторiї a′(a), якi вiдповiдають певним розв’яз-

кам цих рiвнянь. Iнтегруючи рiвняння (4.23) з урахуванням (4.36b), отримаємо

рiвняння для фазових траєкторiй в явному виглядi:

a′
2
(a) = σ

[
a2(δ)− a2

]
+

1

2

[
a4(δ)− a4

]
+

a4(δ)

(αβ/µ)2

[
a−2(δ)− a−2

]
. (4.37)

На рис. 4.7 продемонстрована змiна фазових траєкторiй a′(a) при збiльшеннi

константи iнтегрування a(δ). При a(δ) < a1 ≈ 1,39 (кривi 1 i 2 на рис. 4.7 при

a(δ) = 0,2 i a(δ) = 0,7 вiдповiдно) фазовi траєкторiї являють собою незамкнутi

петлi. При a(δ) = a1 фазова траєкторiя формує замкнуту петлю (крива 3 на рис. 4.7

при a(δ) = 1,39). Якщо a(δ) > a1, фазова траєкторiя починає повторний рух

уздовж замкнутої петлi, тобто витки фазової траєкторiї починають накладатися

один на одного (кривi 4–9 на рис. 4.7 при a(δ) = 2,4, a(δ) = 2,7, a(δ) = 2,84,

a(δ) = 3, a(δ) = 3,2 вiдповiдно). Стрiлки вказують напрямок руху при збiльшеннi
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координати ξ.

Рис. 4.7. Фазовi траєкторiї a′(a) при δ = 3 (лiва панель) та залежнiсть коефiцiєнта

проходження T вiд нормованої амплiтуди H(2)
inc/Hcr падаючої хвилi E⊥ поляризацiї

(права панель). Параметри: Ly = Lz = 0,1 см, D = 30λc (суцiльна товста крива),

Ly = Lz = 0, 3 см, D = 15λc (суцiльна тонка крива), Ly = Lz = 0, 1 см, D = 15λc
(штрихова крива), iншi параметри такi ж, як i на рис. 4.6.

Як зазначалося в пiдроздiлi 3.2, у фазових траєкторiй iснує цiкава особли-

вiсть — iснування особливого значення a(δ) = acr ≈ 2, 84, при якому фазова

траєкторiя a′(a) стискається в точку (див. точку 7 на рис. 4.7). Зразок шаруватого

надпровiдника повнiстю прозорий у цьому випадку. Використовуючи те, що a′′

дорiвнює нулю в цiй точцi, з рiвняння (4.23) отримаємо вираз для acr:

acr =

[(
µ

αβ

)2

− σ
]1/2

. (4.38)

Пiдставивши в рiвняння (4.36a) значення a(0) = acr i η′(0) = µ/(αβ), можна

отримати критичне значення амплiтуди h(2)
inc = hcr, при якому виникає однорiдний

просторовий розподiл амплiтуди: a(ξ) = acr для всiх ξ. Значення магнiтного
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поля Hcr, з урахуванням нормування (4.28), визначається виразом

Hcr = H0
k2λc
kx

√[(k2 − k2
y)λc

kx

]2

+
ω2

cut − ω2

ω2
J

. (4.39)

У цьому випадку, вiдповiдно до рiвняння (4.23), фаза η змiнюється з ростом ξ

за лiнiйним законом. Це означає, що електромагнiтне поле всерединi зразка

змiнюється так само, як в лiнiйнiй хвилi, що поширюється вздовж осi x, причому

амплiтуда вiдбитої хвилi вiд границi x = D дорiвнює при цьому нулю. Важливо

зазначити, що траєкторiї при a < acr i a > acr вiдповiдають амплiтудам H
(2)
inc < Hcr

i H(2)
inc > Hcr вiдповiдно.

Права панель рис. 4.7 представляє залежнiсть коефiцiєнта проходження T

вiд амплiтуди H(2)
inc (нормованої на Hcr) падаючої хвилi E⊥ поляризацiї для рiзних

розмiрiв D, Lx i Ly зразка шаруватого надпровiдника. Всi кривi на правiй панелi

рис. 4.7 мають осцилюючу структуру, причому коефiцiєнт проходження T досягає

максимального значення T = 1 при деяких амплiтудах падаючої хвилi. Крiм

випадку H(2)
inc = Hcr, повна прозорiсть зразка (T = 1) спостерiгається, коли фазовi

траєкторiї a′(a) на рис . 4.7 являють собою замкнутi петлi з цiлим числом повних

обертiв, тобто коли a(0) = a(δ). З фiзичної точки зору такi умови вiдповiдають

випадку, коли товщина зразка D дорiвнює цiлому числу довжин хвиль нелiнiйної

моди.

Всi кривi T (H
(2)
inc/Hcr) на рис. 4.7 побудованi для зразкiв з рiзними розмiрами

Lx, Ly i D, але мають загальну обвiдну криву (штрих-пунктирна крива). Критична

амплiтуда H
(2)
inc = Hcr є єдиною точкою, де всi кривi, включаючи обвiдну,

торкаються одна одної.

У залежностi T (H
(2)
inc/Hcr) є гiстерезисна особливiсть, аналогiчна детально

дослiдженiй у пiдроздiлi 3.2. Вставка на правiй панелi рис. 4.7 представляє

фрагмент такої залежностi. При збiльшеннi амплiтуди H
(2)
inc вiдбувається рух

уздовж нижнiх стрiлок. Коли досягається кiнцева точка цiєї гiлки, подальший рух

по нiй стає неможливим i збiльшення амплiтуди падаючої хвилi призводить до
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стрибка на бiльш високу гiлку, вздовж вертикальної стрiлки. Аналогiчнi стрибки

вiдбуваються також i при зменшеннi амплiтуди H(2)
inc , див. верхнi стрiлки. Спочатку

коефiцiєнт проходження зростає, але коли досягнута точка закiнчення гiлки,

вiдбувається стрибок на бiльш низьку гiлку, вздовж вертикальної стрiлки.

4.2.4. Використання аналогу принципу суперпозицiї для дослiдже-

ння транспорту хвиль поперечно-електричної та поперечно-

магнiтної поляризацiй

У цьому пунктi розглянуто нелiнiйне проходження, вiдбиття i крос-

поляризацiя хвиль ТЕ i ТМ поляризацiї у хвилеводi зi зразком шаруватого

надпровiдника. Для даної геометрiї (див. рис. 4.1) хвилi ТЕ (ТМ) поляризацiї

визначенi як такi, у яких електричне (магнiтне) поле перпендикулярно осi x.

Векторний потенцiал у першiй вакуумнiй областi (при x < 0) представлений

хвилями, що падають та вiдбились. Векторний потенцiал ~A(TE) ТЕ поляризованих

компонент електромагнiтного поля може бути записаний у виглядi:

A(TE)
x = 0, (4.40)

A(TE)
y = −H(TE)

inc

kkz
k3

cos[kxx− ωt+ φ
(TE)
inc ]−H(TE)

ref

kkz
k3

cos[kxx+ ωt− φ(TE)
ref ],

A(TE)
z = H

(TE)
inc

kky
k3

cos[kxx− ωt+ φ
(TE)
inc ] +H

(TE)
ref

kky
k3

cos[kxx+ ωt− φ(TE)
ref ],

де H(TE)
inc i H(TE)

ref — амплiтуди, а φ(TE)
inc i φ(TE)

ref — фази магнiтного поля у хвилях, що

падають та вiдбились.

Для вiдповiдних ТМ поляризованих компонент маємо:

A(TM)
x = H

(TM)
inc

k2 − k2
x

k3
sin[kxx− ωt+ φ

(TM)
inc ]−H(TM)

ref

k2 − k2
x

k3
sin[kxx+ ωt− φ(TM)

ref ],

A(TM)
y = H

(TM)
inc

kxky
k3

cos[kxx− ωt+ φ
(TM)
inc ]−H(TM)

ref

kxky
k3

cos[kxx+ ωt− φ(TM)
ref ],(4.41)

A(TM)
z = H

(TM)
inc

kxkz
k3

cos[kxx− ωt+ φ
(TM)
inc ]−H(TM)

ref

kxkz
k3

cos[kxx+ ωt− φ(TM)
ref ],
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де H(TM)
inc i H(TM)

ref — амплiтуди, а φ(TM)
inc i φ(TM)

ref — фази магнiтного поля у хвилях,

що падають та вiдбились.

Нарештi, в другiй вакуумнiй областi (при x > D) iснують тiльки хвилi, що

пройшли. У цiй областi компоненти векторного потенцiалу можуть бути записанi

у виглядi:

A(TE)
x tr = 0,

A(TE)
y tr = −H(TE)

tr

kkz
k3

cos[kx(x−D)− ωt+ φ
(TE)
tr ], (4.42)

A(TE)
z tr = H

(TE)
tr

kky
k3

cos[kx(x−D)− ωt+ φ
(TE)
tr ],

A(TM)
x tr = H

(TM)
tr

k2 − k2
x

k3
sin[kx(x−D)− ωt+ φ

(TM)
tr ],

A(TM)
y tr = H

(TM)
tr

kxky
k3

cos[kx(x−D)− ωt+ φ
(TM)
tr ], (4.43)

A(TM)
z tr = H

(TM)
tr

kxkz
k3

cos[kx(x−D)− ωt+ φ
(TM)
tr ],

де H(TM/TE)
tr i H(TM/TE)

tr — амплiтуди, а φ(TM/TE)
tr i φ(TM/TE)

tr — фази магнiтного поля

у хвилях, що пройшли, TM та TE поляризацiй.

Очевидно, що електромагнiтне поле ТЕ i ТМ мод може бути представлено

у виглядi суперпозицiї хвиль H⊥ i E⊥ поляризацiй. Аналiз рiвнянь (4.16)–

(4.18) i (4.40)–(4.43) призводить до наступних спiввiдношень мiж комплексними

безрозмiрними амплiтудами h̃(TE), (TM)
inc, ref, tr хвиль ТЕ i ТМ поляризацiй та амплiтудами

h̃
(1),(2)
inc, ref, tr хвиль H⊥ i E⊥ поляризацiй:

h̃
(TE)
inc, tr =

kkzh̃
(1)
inc, tr − kxkyh̃

(2)
inc, tr

k2
y + k2

z

, h̃
(TM)
inc, tr = −

kxkyh̃
(1)
inc, tr + kkzh̃

(2)
inc, tr

k2
y + k2

z

, (4.44)

h̃
(TE)
ref =

kkzh̃
(1)
ref + kxkyh̃

(2)
ref

k2
y + k2

z

, h̃
(TM)
ref =

kxkyh̃
(1)
ref − kkzh̃

(2)
ref

k2
y + k2

z

. (4.45)

Тут амплiтуди h̃(TE), (TM)
inc, tr, ref нормованi таким же чином, як у рiвняннi (4.28).

Оскiльки ТЕ i ТМ хвилi являють собою комбiнацiї мод H⊥- i E⊥-поляризацiй,
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вони обидвi частково вiдбиваються, частково проходять крiзь зразок i можуть

перетворюватись одна в iншу.

Почнемо розгляд з випадку падiння ТЕ поляризованої хвилi. Використову-

ючи рiвняння (4.44) i (4.45), аналог принципу суперпозицiї для хвиль H⊥ i E⊥

поляризацiй, а також результати попереднiх пунктiв по вiдбиттю i проходженню

хвиль H⊥ i E⊥ поляризацiй, ми можемо знайти коефiцiєнти вiдбиття RTE→TE i

проходження TTE→TE для ТЕ-хвиль,

RTE→TE =
∣∣∣h(TE)

ref

h
(TE)
inc

∣∣∣2, TTE→TE =
∣∣∣h(TE)

tr

h
(TE)
inc

∣∣∣2, (4.46)

i коефiцiєнти перетворення RTE→TM i TTE→TM в ТМ хвилю, яка виникає в

вакуумних областях x < 0 i x > D вiдповiдно,

RTE→TM =
∣∣∣h(TM)

ref

h
(TE)
inc

∣∣∣2, TTE→TM =
∣∣∣h(TM)

tr

h
(TE)
inc

∣∣∣2. (4.47)

Лiва панель на рис. 4.8 представляє результати чисельного аналiзу за-

лежностей коефiцiєнтiв RTE→TE, TTE→TE, RTE→TM i TTE→TM вiд безрозмiрної

амплiтуди h
(TE)
inc ТЕ-хвилi, що падає. Суцiльнi кривi вiдповiдають хвилям, що

вiдбита та пройшла, ТЕ поляризацiї. Штриховi кривi вiдповiдають хвилям ТМ

поляризацiї, якi утворились при вiдбиттi та проходженнi, що пiдтверджує ефект

крос-поляризацiї. Вiдзначимо, що всi цi залежностi проявляють гiстерезисну

поведiнку при змiнi амплiтуди хвилi, що падає.

Тепер розглянемо випадок падiння хвилi ТМ поляризацiї i чисельно розра-

хуємо коефiцiєнти вiдбиття RTM→TM i проходження TTM→TM ТМ-хвиль,

RTM→TM =
∣∣∣h(TM)

ref

h
(TM)
inc

∣∣∣2, TTM→TM =
∣∣∣h(TM)

tr

h
(TM)
inc

∣∣∣2, (4.48)

а також коефiцiєнти перетворення RTM→TE i TTM→TE в ТЕ-хвилю, яка виникає в
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вакуумних областях x < 0 i x > D вiдповiдно,

RTM→TE =
∣∣∣h(TE)

ref

h
(TM)
inc

∣∣∣2, TTM→TE =
∣∣∣h(TE)

tr

h
(TM)
inc

∣∣∣2. (4.49)

Права панель на рис. 4.8 представляє залежностi цих коефiцiєнтiв вiд безрозмiрної

амплiтуди h(TM)
inc падаючої ТМ-хвилi.

Рис. 4.8. Залежностi коефiцiєнтiв вiдбиття i проходження (суцiльнi кривi), а також

коефiцiєнтiв перетворення (штриховi кривi), вiд безрозмiрної амплiтуди падаючої

TE-хвилi (лiва панель) або TМ-хвилi (права панель). Параметри такi ж, як на

рис. 4.6.

Як можна побачити з рис. 4.8, при певних значеннях амплiтуди хвилi, що па-

дає, амплiтуди перетворених хвиль перевищують амплiтуди неперетворених хвиль.

Вiдношення коефiцiєнту перетворення RTM→TE до коефiцiєнту вiдбиття RTM→TM

та вiдношення коефiцiєнту перетворення RTE→TM до коефiцiєнту вiдбиття RTE→TE

представленi на основнiй панелi та на вставцi на рис. 4.9 вiдповiдно, як функцiї

амплiтуди хвилi, що падає. Цi залежностi показують, за яких амплiтуд можлива

ефективна крос-поляризацiя у хвилi, що вiдбилась. Хвилi, що пройшли, завжди

мають Е⊥ поляризацiю через те, що в другiй вакуумнiй областi (x > D) хвилi
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H⊥ поляризацiї вiдсутнi. Тому у цiй областi спостерiгається лише часткова крос-

поляризацiя ТЕ- та ТМ-хвиль.

Рис. 4.9. Залежнiсть вiдношення RTM→TE/RTM→TM вiд безрозмiрної амплi-

туди h
(TM)
inc падаючої хвилi ТМ поляризацiї (основна панель) i вiдношення

RTE→TM/RTE→TE вiд безрозмiрної амплiтуди h(TE)
inc падаючої хвилi ТЕ поляризацiї

(вставка). Параметри тi ж, що i на рис. 4.6.

Висновки до роздiлу 4

У четвертому роздiлi дисертацiї, написаному за матерiалами статей [33–35]:

• Передбачено ефект крос-поляризацiї терагерцових електромагнiтних

хвиль при їх проходженнi та вiдбиттi вiд зразка шаруватого надпровiдника,

який розмiщено у вакуумному прямокутному хвилеводi з iдеальними металевими

стiнками та надпровiднi шари якого паралельнi осi хвилевода.

• Показано, що у вказанiй геометрiї у зразку шаруватого надпровiдника

збуджується два типа хвиль, звичайна та надзвичайна, властивостi яких якiсно

вiдрiзняються мiж собою у зв’язку з сильною анiзотропiєю шаруватого надпровiд-

ника. Саме це обумовлює ефект крос-поляризацiї.
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• Виявлено два специфiчних типа поляризацiй, в яких Hy = 0 або Ey = 0

(де вiсь y перпендикулярна осi хвилеводу i кристалографiчнiй осi c). Для цих типiв

хвиль сформульовано та обґрунтовано специфiчний аналог принципу суперпозицiї,

який показує, що хвилi цих поляризацiй практично не перетворюються одна

в iншу не тiльки в лiнiйному наближеннi, а i при врахуваннi нелiнiйностi у

джозефсонiвськiй плазмi.

• Такий принцип суперпозицiї має мiсце завдяки наступним процесам у

шаруватому надпровiднику. Хвиля першої поляризацiї викликає сильнi струми

екранування вздовж кристалографiчної площини ab i тому практично повнiстю

вiдбивається вiд зразка. Хвиля другої поляризацiї не мiстить компоненти електри-

чного поля, паралельної як поверхнi зразка, так i кристалографiчнiй площинi ab.

Тому вона частково вiдбивається i частково проходить крiзь зразок, причому через

нелiнiйнiсть задачi її коефiцiєнт вiдбиття може змiнюватися зi змiною амплiтуди

хвилi.

• Застосовано вказаний принцип до задачi нелiнiйної крос-поляризацiї

поперечно-магнiтних i поперечно-електричних хвиль та показано, що ступiнь

крос-поляризацiї залежить не тiльки вiд кута падiння та частоти хвилi, а також

вiд її амплiтуди.
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РОЗДIЛ 5

ПОШИРЕННЯ ЛОКАЛIЗОВАНИХ ХВИЛЬ З АНОМАЛЬНОЮ

ДИСПЕРСIЄЮ У ПЛАСТИНI ШАРУВАТОГО НАДПРОВIДНИКА

У цьому роздiлi, спираючись на результати робiт [36–38], дослiджено

поширення електромагнiтних хвиль поперечно-магнiтної (TM) поляризацiї, лока-

лiзованих в пластинi шаруватого надпровiдника, яка знаходиться в однорiдному

дiелектричному оточеннi. Передбачається, що надпровiднi шари ортогональнi

поверхнi пластини та хвилi поширюються впоперек шарiв, див. рис. 5.1. Отримано

дисперсiйнi спiввiдношення для лiнiйних, слабко нелiнiйних та сильно нелiнiйних

локалiзованих хвиль. Показано, що такi хвилi мають аномальну дисперсiю у

широкому дiапазонi параметрiв, та визначено умови, за яких групова швидкiсть

таких хвиль обертається в нуль.

Рис. 5.1. Геометрiя задачi. Хвиля з поздовжньою компонентою хвильового вектора

q поширюється вздовж пластини шаруватого надпровiдника товщини L, яка

знаходиться в однорiдному дiелектричному оточеннi з проникнiстю εd.

У нелiнiйному випадку показано, що незважаючи на симетрiю системи, у

пластинi можуть iснувати як симетричнi й антисиметричнi, так i несиметричнi
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по магнiтному полю локалiзованi моди. Оскiльки дисперсiйнi спiввiдношення для

нелiнiйних локалiзованих мод мiстять амплiтуду моди, вiдкривається можливiсть

для спостереження у шаруватих надпровiдниках явища, аналогiчного «зупинцi

свiтла». Цей ефект обговорюється у пунктi 5.2.4.

5.1. Лiнiйнi локалiзованi моди

У цьому пiдроздiлi ми дослiджуємо лiнiйнi локалiзованi моди у системi,

зображенiй на рис. 5.1. Розглядається пластина шаруватого надпровiдника тов-

щини L, розмiщена в дiелектрику з проникнiстю εd. Система координат вибрана

таким чином: осi x i y спрямованi паралельно надпровiдним шарам, перпендику-

лярно i паралельно поверхням пластини, вiдповiдно, а вiсь z спiвнапрямлена з кри-

сталографiчною вiссю c. Поверхням пластини вiдповiдають площини x = ±L/2.

Об’єктом дослiдження є власнi електромагнiтнi моди TM поляризацiї (1.25) з

частотою ω, що поширюються вздовж пластини з поздовжньою компонентою хви-

льового вектора q строго перпендикулярно надпровiдним шарам. Електромагнiтне

поле у такiй хвилi може бути представлено у виглядi:

H(x, y, z, t) = {0, H(x), 0} exp(iqz − iωt), (5.1)

E(x, y, z, t) = {Ex(x), 0, Ez(x)} exp(iqz − iωt).

Звернiмо увагу на те, що в силу симетрiї задачi щодо площини x = 0 лiнiйнi

локалiзованi моди також мають симетрiю. В даному випадку ми можемо шукати

розв’язок задачi у виглядi симетричних i антисиметричних по магнiтному полю

мод.
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5.1.1. Електромагнiтне поле у системi

5.1.1.1. Поля в дiелектрику

Оскiльки електромагнiтне поле локалiзованої хвилi згасає в дiелектрику при

вiддаленнi вiд поверхнi пластини, рiвняння Максвелла дають такi вирази для

компонент електромагнiтного поля:

E±x (x) =
cq

ωεd
h± exp

[
kd(∓x+ L/2)

]
,

E±z (x) = ∓ickd
ωεd

h± exp
[
kd(∓x+ L/2)

]
, (5.2)

H±(x) = h± exp
[
kd(∓x+ L/2)

]
,

де верхнiй iндекс + або − позначає верхнiй (x > L/2) або нижнiй (x < −L/2)

пiвпростiр, заповнений дiелектриком, а параметр

kd =
√
q2 − ω2/c2εd > 0 (5.3)

визначає швидкiсть зменшення електромагнiтного поля при вiддаленнi вiд пласти-

ни, h+ i h− — амплiтуди магнiтного поля на верхнiй i нижнiй гранях пластини

вiдповiдно. В силу симетрiї задачi, h+ = h− для симетричних i h+ = −h− для

антисиметричних по магнiтному полю мод.

5.1.1.2. Поля в пластинi шаруватого надпровiдника

При визначеннi полiв в шаруватому надпровiднику ми будемо використо-

вувати хвильове рiвняння (1.43) для векторного потенцiалу (див. пункт 1.3.2) та

вважати просторовий масштаб змiни поля вздовж осi z iстотно бiльшим за перiод

структури, що дозволяє використовувати континуальне наближення. Оскiльки ми
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розглядаємо лiнiйнi хвилi, sinϕ у рiвняннi (1.47) зв’язку джозефсонiвського току з

калiбрувально-iнварiантною рiзницею фаз буде замiнений на ϕ. У цьому випадку

електромагнiтне поле в пластинi шаруватого надпровiдника (при |x| < L/2),

пов’язане з векторним потенцiалом рiвняннями (1.44), може бути представлено

у виглядi:

Hs(x) = heven cos ksx+ hodd sin ksx,

Es
x(x) =

cq

εabω
Hs(x), (5.4)

Es
z(x) =

icksω

εcω2
J

[heven sin ksx− hodd cos ksx],

де iндекси «even» i «odd» позначають парну i непарну по магнiтному полю

компоненти електромагнiтних полiв як функцiї x щодо середини пластини x = 0;

ks — x-проекцiя хвильового вектора,

k2
s =

εcq
2

εab
− εcω

2

c2
. (5.5)

Тут поздовжня εab i поперечна εc компоненти тензора ефективної дiелектричної

проникностi шаруватого надпровiдника визначаються рiвняннями (1.54) i (1.55),

де ми нехтуємо провiднiстю квазiчастинок, νab = νc = 0.

5.1.1.3. Дисперсiйнi спiввiдношення для симетричних i антисиметри-

чних мод

Для виводу дисперсiйних спiввiдношень нам необхiдно записати умови

безперервностi тангенцiальних компонент електромагнiтного поля на границях

пластини. Як вже було сказано, система має симетрiю вiдносно площини x = 0,

що призводить до симетричностi/антисиметричностi власних мод. У цьому ви-

падку нам достатньо використати безперервнiсть поля тiльки на верхнiй границi
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пластини,

H+(x = L/2) = Hs(x = L/2), E+
z (x = L/2) = Es

z(x = L/2), (5.6)

та умову парностi

h− = h+, hodd = 0, (5.7)

або непарностi

h− = −h+, heven = 0, (5.8)

магнiтного поля. В результатi отримуємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь

для визначення невiдомих амплiтуд полiв. Визначник цiєї системи повинен

дорiвнювати нулю, що дає нам дисперсiйнi спiввiдношення

ctg(κsΛ) = β (5.9)

для симетричних i

tg(κsΛ) = −β (5.10)

для антисиметричних по магнiтному полю локалiзованих мод, де

β =
κsΩ

2

εκd
(
Ω2 − 1

) . (5.11)

Тут ми ввели безрозмiрнi параметри

κs = ksλc =
√

(Ω2 − 1)[1 + κ2/(1− Ω2/γ2)], κd = kdλc =
√
γ2κ2 − ε−1Ω2,

Ω = ω/ωJ , κ = qλab, Λ = L/2λc, γ = λc/λab, ε = εs/εd. (5.12)



168

Зауважимо, що цi два дисперсiйних спiввiдношення можуть бути об’єднанi

в одне:

ctg(2κsΛ) =
β−1 − β

2
. (5.13)

5.1.2. Аналiз дисперсiйних спiввiдношень

Ми почнемо аналiз дисперсiйних спiввiдношень (5.9) i (5.10) з визначення

областей параметрiв, в яких локалiзованi хвилi являють собою поверхневi або

хвилеводнi моди. Поверхневi моди, яким вiдповiдає κ2
s < 0, можуть iснувати тiльки

з частотами нижче джозефсонiвської плазмової частоти,

Ω < 1. (5.14)

Хвилеводнi моди (κ2
s > 0) iснують як при вiдносно низьких частотах:

1 < Ω < γ, (5.15)

так i при бiльш високих частотах:

Ω > γ
√
κ2 + 1. (5.16)

Область над свiтловою лiнiєю Ω =
√
εγκ заборонена, оскiльки величина κd

в рiвняннi (5.3) повинна бути дiйсною, тобто частота хвилеводних мод обмежена

наступною умовою:

Ω <
√
εγκ. (5.17)

Звернiмо увагу на те, що в разi, коли проникнiсть εs дiелектричних шарiв в
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пластинi менше проникностi εd навколишнього дiелектрика, тобто при ε < 1,

високочастотна область (5.16) для хвилеводних мод виявляється забороненою

завдяки умовi (5.17).

Промiжна область частот

γ < Ω < γ
√
κ2 + 1 (5.18)

є забороненою, оскiльки в цiй областi κs приймає уявнi значення, i дисперсiйнi

спiввiдношення (5.9) i (5.10) стають невирiшуваними.

На рис. 5.2 представленi дисперсiйнi кривi, описуванi рiвняннями (5.9)

для симетричних (суцiльнi лiнiї) i (5.10) для антисиметричних (штриховi лiнiї)

локалiзованих мод. Сiрою заливкою позначенi забороненi областi.

Ω
=

/2 γ
κ

Ω = γ

Ω = γ(κ
2 +1)

1/2

0 1 2

2

4

6

8

10

κ

Ω

1
ε

Рис. 5.2. Дисперсiйнi кривi Ω(κ) для симетричних (суцiльнi кривi, рiвняння (5.9)) i

антисиметричних (штриховi кривi, рiвняння (5.10)) локалiзованих мод. Параметри:

γ = 5, ε = 4, Λ = 1.

У подальшому аналiзi ми будемо припускати, що параметр анiзотропiї γ

досить великий, γ � 1, наприклад, γ & 100 для Bi2Sr2CaCu2O8+δ. Це означає, що

область (5.16) високочастотних мод вiдповiдає дуже високим частотам, при яких

може руйнуватися надпровiднiсть. Для таких великих γ ми обмежимося дослiдже-
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нням тiльки низькочастотної областi (5.15), з частотами Ω � γ. В кiнцi роздiлу

ми коротко обговоримо область частот Ω ∼ γ для шаруватих надпровiдникiв з

не дуже сильною анiзотропiєю, наприклад, γ & 5 для YBa2Cu3O7−δ. Також ми

будемо припускати, що зовнiшнє оточення не дуже оптично щiльне, ε � γ−1,

тобто εd � γεs.

5.1.2.1. Поверхневi моди, Ω < 1

В областi Ω < 1 дисперсiйнi спiввiдношення (5.9) i (5.10) визначають

кривi, поведiнка яких якiсно вiдрiзняється. Крива, вiдповiдна антисиметричним

локалiзованим модам (див. штрихову криву на рис. 5.3 i в областi Ω < 1 на

рис. 5.2), починається в точцi з Ω = 0 i κ = 0, монотонно зростає при збiльшеннi

κ i прямує асимптотично до Ω = Ω∞, де

Ω∞ ≈ 1− 1

2γ2ε2
. (5.19)

Тут i далi наближена рiвнiсть ≈ позначає асимптотичний вираз, справедливий в

умовах сильної анiзотропiї, при γ � 1.

Дисперсiйна крива для антисиметричних мод при малих значеннях κ � 1

може бути описана як функцiя κ(Ω) в явному виглядi,

κ(Ω) =
Ω

γε

√
ε+

Ω2

1− Ω2
cth2(Λ

√
1− Ω2). (5.20)

При κ & 1 цей вираз також наближено описує дисперсiйну криву, але виявляється

недостатньо точним, якщо нам важливо вiдхилення кривої вiд Ω = 1. Для тiєї

частини кривої, де Ω близько до 1, бiльш точною є наступна асимптотика:

Ω(κ) = Ω∞

√
1− α∞

κ2
, α∞ ≈

1

γ2ε2
. (5.21)
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Рис. 5.3. Дисперсiйнi кривi Ω(κ) для симетричних (суцiльна крива) i антисиме-

тричних (штрихова крива) власних мод, розташованих в областi Ω < 1 i частково

в областi Ω > 1, де горизонтальнi прямi вiдповiдають Ω = 1 (суцiльна пряма) i

Ω = Ω∞ (штрихова пряма), а також на вертикальних осях частота Ω вiдрахована

вiд 1 (основна панель) i вiд Ω∞ (вставка) i нормована на 1/ε2γ2. Параметри: γ = 5,

ε = 4, Λ = 8,5 (основна панель) та Λ = 12 (вставка).

Крива, вiдповiдна симетричним власним модам (див. суцiльну криву на

рис. 5.3), також починається в точцi з Ω = 0 i κ = 0 i поводиться при малих

κ� 1 як

κ(Ω) =
Ω

γε

√
ε+

Ω2

1− Ω2
th2(Λ

√
1− Ω2), (5.22)

а при досить великих κ� γε/Λ — як функцiя (5.21). Однак її поведiнка в

промiжнiй областi якiсно залежить вiд безрозмiрної товщини пластини Λ. Якщо

товщина пластини вiдносно мала, Λ < Λ1, де

Λ1 =

(
γ2 − 1

)
ε

2
√
γ2 − 1 + ε−1

≈ γε

2
, (5.23)

то дисперсiйна крива для симетричних мод розташовується не тiльки в частотнiй

областi поверхневих хвиль, Ω < 1, а частково заходить в область бiльш високих
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частот, Ω > 1, де вона описує хвилеводну моду (див. суцiльну криву на головнiй

панелi рис. 5.3). При цьому вона перетинає пряму Ω = 1 двiчi: перший раз при

κ = κ0, коли Ω(κ) зростає,

κ0 ≈
2
√

Λ2 + ε

γε+
√
γ2ε2 − 4Λ2

, (5.24)

а другий раз при κ = κ′0, де Ω(κ) зменшується,

κ′0 ≈
γε+

√
γ2ε2 − 4Λ2

2Λ
. (5.25)

Якщо ж товщина пластини приймає досить великi значення, Λ > Λ1, то

дисперсiйна крива для симетричних мод повнiстю лежить в областi поверхневих

хвиль, Ω > 1. При значеннях товщини, менших певного критичного значення,

Λ < Λ2 ≈ βγε, де постiйна β = 0,706..., дисперсiйна крива має точки

максимуму i мiнiмуму (див. вставку до рис. 5.3). Якщо ж Λ > Λ2, то дисперсiйна

крива стає монотонною i при Λ → ∞ зливається з кривою, що вiдповiдає

поверхневим антисиметричним модам. Остання обставина легко пояснюється з

фiзичної точки зору: за такої великої товщини пластини поля, локалiзованi поблизу

рiзних її поверхонь, не взаємодiють одне з одним, i пластину можна розглядати як

пiвнескiнченний зразок. Такi поверхневi моди дослiджувалися в роботi [162].

Звернiмо увагу на те, що дослiджуванi дисперсiйнi кривi при значеннях Ω,

близьких до 1, |Ω − 1| � 1, можуть бути описанi таким єдиним асимптотичним

виразом,

Ω(κ) =

√
1− 1

Λ2(κ2 + 1)
I2
[ γεκ

Λ(κ2 + 1)

]
, (5.26)

де функцiя I[y] — це обернена функцiя до thx/x,

I
[thx

x

]
= x, (5.27)
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або до cthx/x,

I
[cthx

x

]
= x, (5.28)

для симетричних або антисиметричних локалiзованих мод вiдповiдно. Якщо

товщина Λ має порядок γε, то вираз (5.26) описує дисперсiйну криву при всiх

κ� 1/γε.

5.1.2.2. Хвилеводнi низькочастотнi моди, Ω� γ

Всi дисперсiйнi кривi, вiдповiднi хвилеводним низькочастотним модам (крiм

дiлянки дисперсiйної кривої для симетричної моди, описаної у попередньому

пiдроздiлi), починаються на свiтловiй лiнiї Ω = ε1/2γκ в точках Ω = Ω̄n,

Ω̄n =
√

(πn/2Λ)2 + 1, 1 6 n� γΛ. (5.29)

Тут n = 1, 2, 3, . . . нумерує кривi вiд низу до верху, причому непарнi номе-

ри, n = 1, 3, 5, . . ., вiдповiдають антисиметричним локалiзованим модам, рiвнян-

ня (5.10), а парнi, n = 2, 4, 6, . . ., — симетричним, рiвняння (5.9).

Поблизу свiтлової лiнiї кривi зростають з ростом κ, i їх асимптотична

поведiнка при κ� 1 може бути описана наступною формулою:

κ(Ω) =
Ω

γε

√
ε+

Ω2

Ω2 − 1
J2(Λ

√
Ω2 − 1). (5.30)

Тут n-й дисперсiйнiй кривiй вiдповiдають значення частоти в iнтервалi Ω̄n 6 Ω <

Ω̄n+1, а функцiя J(x) перiодична, J(x+ π/2) = J(x), i визначена на перiодi як

J(x) = tg x, при 0 6 x < π/2. (5.31)
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Дисперсiйнi кривi зменшуються i прямують до Ω = 1 при великих κ → ∞.

Асимптотична поведiнка n-ї кривої поблизу Ω = 1, при

√
Ω2 − 1� 1/εγ, (5.32)

така:

Ωn(κ) =

√
(πn/2Λ)2

κ2 + 1
+ 1. (5.33)

Однак в промiжнiй областi, далекiй як вiд свiтлової лiнiї, так i вiд частоти Ω = 1,

γ �
√

Ω2 − 1� 1/εγ, κ & 1, (5.34)

попереднiй вираз має бути змiнений наступним чином:

Ωn(κ) =

√
[π(n+ 1)/2Λ]2

κ2 + 1
+ 1. (5.35)

Видно, що в промiжнiй областi (5.34) асимптотика n-ї дисперсiйної кривої (5.35)

збiгається з асимптотикою (5.33) для (n+ 1)-ї кривої в областi великих κ (5.32).

На рис. 5.4 показанi дисперсiйнi кривi (суцiльнi лiнiї), вiдповiднi рiвнян-

ням (5.9) i (5.10), i їх асимптотики (штриховi лiнiї), описуванi рiвнянням (5.35), в

частотному дiапазонi Ω � γ. Кружечки позначають наближенi положення точок

максимуму (докладнiше див. пункт 5.1.3).

5.1.2.3. Високочастотнi дисперсiйнi кривi, Ω ∼ γ

В цьому пiдроздiлi ми коротко обговоримо властивостi дисперсiйних кривих

при Ω ∼ γ � 1. Кривi Ωn(κ) починаються на свiтловiй лiнiї в точках Ω = Ω̄n в
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областi Ω < γ,

Ω̄n = γ − 2γ3Λ2

π2n2ε
, при n� γΛ, (5.36)

i в точках Ω = Ω̃n в областi Ω > γ
√
κ2 + 1,

Ω̃n =
γ√

1− ε−1

(
1 +

π2n2

2Λ2γ2ε

)
, при 0 6 n� γΛ. (5.37)

0 1 2

2

4

6

8

10

κ

Ω

Рис. 5.4. Дисперсiйнi кривi Ωn(κ) для низькочастотних хвилеводних мод (суцiльнi

кривi), розташованi в областi 1 < Ω � γ, i асимптотичнi кривi, заданi

рiвнянням (5.35) (штриховi кривi) . Кружками позначенi наближенi положення

точок максимуму, що визначаються рiвняннями (5.46) i (5.47). Параметри: γ = 100,

ε = 10, Λ = 1.

Дисперсiйнi кривi в областi Ω < γ поводяться якiсно так само, як кривi

Ωn(κ), описанi в попередньому пiдроздiлi: зростають поблизу свiтлової лiнiї згiдно

з рiвнянням (5.30), а потiм зменшуються в областi 1 . κ� n/γΛ за законом

Ωn(κ) = γ − 2γ3Λ2

π2n2
κ2. (5.38)

Дисперсiйнi кривi в областi Ω > γ
√
κ2 + 1 монотонно зростають. Нагадаємо
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також, що цi кривi iснують тiльки у випадку ε > 1.

5.1.3. Аномальна дисперсiя

У попередньому пунктi нами показано, що локалiзованi моди характеризую-

ться аномальною дисперсiєю в певному дiапазонi хвильових чисел, де

∂Ωn

∂κ
< 0, (5.39)

див., наприклад, рiвняння (5.33), (5.35) i (5.38). При довiльному значеннi частоти

в iнтервалi 1 < Ω < γ i досить далеко вiд свiтлової лiнiї, при κ & 1, можна подати

вираз для n-ї дисперсiйної кривої у виглядi:

κn(Ω) =

√
γ2 − Ω2

γ

√[
πn/2 + αn(Ω)

]2
(Ω2 − 1)Λ2

− 1, (5.40)

αn(Ω) = arctg
ε
√
γ2 − Ω2

√
Ω2 − 1

Ω2
.

Точки максимуму на дисперсiйних кривих, в яких групова швидкiсть лока-

лiзованих хвиль обертається в нуль, можуть бути знайденi розв’язанням наступної

системи рiвнянь:

D(κ,Ω) = 0,
∂

∂κ
D(κ,Ω) = 0, (5.41)

де

D(κ,Ω) = ctg(κsΛ)− β або D(κ,Ω) = tg(κsΛ) + β, (5.42)

для симетричних або антисиметричних по магнiтному полю мод, див. рiвнян-

ня (5.9) або (5.10) вiдповiдно.
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Виключаючи з рiвнянь (5.41) члени з тригонометричними функцiями, ми мо-

жемо звести систему до полiномiального рiвняння, наприклад, кубiчного рiвняння

вiдносно κd =
√
γ2κ2 − ε−1Ω2,

κ2
d

[
ε− Λε2(1− Ω−2)κd

]
(γ2 − Ω2) = (5.43)

=
[
ε(γ2 − Ω2)− ΛκdΩ

2
]
[κ2
d + γ2 − Ω2(1− ε−1)].

У припущеннi, що частота не дуже близька до 1 або γ, i що товщина

пластини не надто велика,

1 . Ω− 1� γ, Λ� γ2ε2/Ω3, (5.44)

ми можемо привести рiвняння (5.43) до вигляду:

κ3
d =

γ2Ω2

Λε(Ω2 − 1)
. (5.45)

Його розв’язок може бути записано в формi

κmax(Ω) =
Ω

εγ

√
ε+

[ γ2ε2

ΛΩ(Ω2 − 1)

]2/3

. (5.46)

Лiнiя, яка визначається цiєю функцiєю, обмежує область κ > κmax(Ω), в якiй

спостерiгається аномальна дисперсiя. Ця лiнiя перетинає дисперсiйнi кривi в

точках максимуму. В умовах (5.44) точки максимуму розташованi при частотах

Ω, рiвних

Ωmax
n =

√
[π(n+ 1)/2Λ]2 + 1, n� Λγ. (5.47)

Вiдповiднi значення хвильових чисел можуть бути знайденi з рiвняння (5.46).

На рис. 5.4 кружками зображенi наближенi положення точок максимуму, що
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визначаються рiвняннями (5.46) i (5.47).

5.2. Нелiнiйнi локалiзованi моди

У цьому пiдроздiлi ми дослiджуємо нелiнiйнi локалiзованi електромагнiтнi

моди в пластинi шаруватого надпровiдника.

Як i у попередньому пiдроздiлi, розглядаємо пластину шаруватого надпро-

вiдника товщини L, розмiщену в дiелектрику з проникнiстю εd, див. рис. 5.1.

Система координат вибрана так: осi x i y спрямованi паралельно надпровiдним

шарам, перпендикулярно i паралельно поверхням пластини вiдповiдно, а вiсь z

спiвнапрямлена з кристалографiчною вiссю c. Поверхням пластини вiдповiдають

площини x = ±L/2.

Ми будемо дослiджувати локалiзованi електромагнiтнi моди TM-поляризацiї

c частотою ω, що поширюються з хвильовим вектором ~q поперек надпровiдних

площин в пластинi шаруватого надпровiдника. Електромагнiтне поле в такiй хвилi

може бути представлено у виглядi:

~H(x, y, z, t) = {0, Hy(x) cos(qz − ωt), 0},
~E(x, y, z, t) = {Ex(x) cos(qz − ωt), 0, Ez(x) sin(qz − ωt)}. (5.48)

Електромагнiтне поле локалiзованих мод повинно експоненцiйно послаблю-

ватися при вiддаленнi вiд границi пластини. Аналогiчним чином, в пiвнескiнчен-

ному зразку на границi подiлу «дiелектрик – шаруватий надпровiдник» виникають

поверхневi моди [162]. Поля таких поверхневих мод експоненцiйно згасають в

обох середовищах. У данiй геометрiї наявнiсть другої границi призводить до того,

що в лiнiйному режимi електромагнiтне поле в шаруватому надпровiднику може

як експоненцiйно затухати, так i осцилювати поперек пластини (див. попереднiй

пiдроздiл 5.1). Як буде показано нижче, у сильно нелiнiйному режимi поперечний

розподiл поля в шаруватому надпровiднику описується не тригонометричними
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функцiями, а елiптичними функцiями Якобi (див. [142]). Бiльш того, незважаючи

на симетрiю задачi щодо площини x = 0, нелiнiйнiсть призводить до того,

що моди можуть бути не тiльки симетричними або антисиметричними, але i

несиметричними по магнiтному полю.

5.2.1. Електромагнiтне поле у системi

5.2.1.1. Поля в дiелектрику

Компоненти електромагнiтного поля у дiелектрику визначаються рiвняння-

ми (5.2), отриманими у пiдпунктi 5.1.1.1.

5.2.1.2. Поля в пластинi шаруватого надпровiдника

Як у пiдпунктi 5.1.1.2, при визначеннi полiв в шаруватому надпровiднику

ми будемо використовувати хвильове рiвняння (1.43) для векторного потенцiалу

(див. пункт 1.3.2) та вважати просторовий масштаб змiни поля вздовж осi z

iстотно бiльшим за перiод структури, що дозволяє використовувати континуальне

наближення. Тут ми будемо розглядати нелiнiйнi хвилi, коли |ϕ| � 1 та sinϕ

у рiвняннi (1.47) зв’язку джозефсонiвського току з калiбрувально-iнварiантною

рiзницею фаз може бути замiнений на ϕ− ϕ3/6. Як було зазначено у пунктi 1.3.4,

нелiнiйний член ϕ3 iстотно впливає на поширення ДПХ, якщо частота хвилi ω

близька до джозефсонiвської плазмової частоти ωJ . Якщо ж частота хвилi не

близька до джозефсонiвської плазмової частоти, то нелiнiйний член ϕ3 призводить

лише до слабко нелiнiйних ефектiв.

Будемо шукати розв’язок хвильового рiвняння (1.43) у виглядi:

Az(x, z, t) = A0a(ξ) cos(qz − ωt), (5.49)
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де для зручностi подальшого викладу введенi безрозмiрна амплiтуда a(ξ), безроз-

мiрна координата ξ, яка являє собою поперечну координату x, нормовану на модуль

x-проекцiї ks хвильового вектора лiнiйної хвилi в шаруватому надпровiднику (див.

пiдроздiл 5.1),

ξ = |ks|x, k2
s =

1

λ2
c

(Ω2 − 1)[1 + q2λ2
ab/(1− Ω2/γ2)], (5.50)

а Ω та γ визначенi у рiвняннi (5.12).

Як показано в роботi [136], втратами на генерацiю хвиль вищих частот

3ω, 5ω, 7ω, . . . для малих амплiтуд можна знехтувати. Це дозволяє замiнити

нелiнiйний член A3
z ∝ cos3(qz − ωt), який виникає з ϕ3, на

A3
z = (3/4)A3

0a
3(ξ) cos(qz − ωt), (5.51)

вiдкидаючи доданки, що мiстять бiльш високi частоти.

Пiдставляючи вирази (5.49) i (5.51) в хвильове рiвняння (1.43), виключаючи

Ax i вибираючи A0 = H0λc
√

8 |Ω2 − 1|1/2, отримуємо рiвняння для безрозмiрної

амплiтуди a(ξ):

a′′(ξ) + σa(ξ) + a3(ξ) = 0 , (5.52)

де штрих позначає похiдну за ξ, а σ = sign(Ω− 1) приймає значення +1 або −1 у

вiдповiдностi зi знаком виразу (Ω− 1).

Компоненти електромагнiтного поля можуть бути знайденi з рiвнянь (1.44)

та (5.49):

Hs
y(x) = −H0

√
8 |Ω2 − 1|3/2

λc|ks|
a′(ξ), (5.53)

Es
z(x) = −H0

√
8 Ω |Ω2 − 1|1/2
√
εs

a(ξ).
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Рiвняння (5.52) являє собою вiдоме рiвняння для осцилятора Дюфiнга [163].

Розв’язки цього рiвняння можуть бути знайденi в аналiтичнiй формi в термiнах

елiптичних функцiй Якобi (див. [142]). На основi цих розв’язкiв у пунктi 5.2.3 бу-

дуть виведенi дисперсiйнi спiввiдношення для локалiзованих нелiнiйних мод. Але

спочатку, у наступному пунктi 5.2.2, ми отримаємо дисперсiйнi спiввiдношення

для локалiзованих слабко нелiнiйних мод.

5.2.2. Дисперсiйнi спiввiдношення для слабко нелiнiйних мод

Для отримання дисперсiйних спiввiдношень для локалiзованих мод слiд ви-

користовувати умову безперервностi тангенцiальних компонент електромагнiтного

поля на границях пластини:

E±z
H±y

∣∣∣∣∣
x=±L/2

=
Es
z

Hs
y

∣∣∣∣∣
x=±L/2

. (5.54)

Перепишемо граничнi умови в термiнах функцiї a(ξ), використовуючи вира-

зи для електромагнiтних полiв (5.2) в дiелектрику i (5.53) в пластинi шаруватого

надпровiдника:

a′(ξ)

a(ξ)

∣∣∣
ξ=±ξb

= ±β, (5.55)

де

ξb = |ks|L/2, β =
εd|ks|Ω2

εskd|Ω2 − 1|
. (5.56)

Як вiдомо, метод знаходження слабко нелiнiйних розв’язкiв рiвняння осци-

лятора Дюфiнга у виглядi прямого розкладання для амплiтуди дає так званi

секулярнi (вiковi) члени, що розходяться в кожному порядку теорiї збурень. Тому
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потрiбно використовувати схему розв’язання, описану в [163], таким чином, щоб

враховувати неiзохорнiсть:

a = a0 + a1 + . . . , a0 � a1 � . . . , (5.57)

κ = κ0 + κ1 + . . . , κ0 � κ1 � . . . ,

де κ являє собою «частоту» осцилятора Дюфiнга. Першi члени розкладання

(з нульовим iндексом) являють собою амплiтуду i частоту лiнiйних коливань.

Наступнi поправки враховують ефекти неiзохорностi.

5.2.2.1. Слабко нелiнiйнi моди при Ω > 1

У цьому випадку розв’язок рiвняння (5.52) в лiнiйному наближеннi має

вигляд тригонометричних функцiй:

a0(ξ) = A0 sin ξ або a0(ξ) = A0 cos ξ (5.58)

для симетричного або антисиметричного по магнiтному полю розв’язкiв вiдповiд-

но, тобто κ0 = 1. Обчислюючи поправки наступного порядку, знаходимо:

a(ξ) = A0 sin(κξ) +
A3

0

32
sin(3κξ) або a(ξ) = A0 cos(κξ) +

A3
0

32
cos(3κξ) (5.59)

для симетричного або антисиметричного по магнiтному полю розв’язкiв вiдповiд-

но, де

κ = 1 +
3A2

0

8
. (5.60)

Пiдставляючи цi вирази в рiвняння (5.55), отримуємо дисперсiйнi спiввiдно-
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шення:

[
κ +

A2
0

4
cos2(κξb)

]
ctg(κξb) = β, (5.61)[

κ +
A2

0

4
cos2(κξb)

]
tg(κξb) = −β (5.62)

для симетричних i антисиметричних локалiзованих мод вiдповiдно. Звернiмо

увагу на те, що в лiнiйному режимi A → 0 i вирази в квадратних дужках та

κ обертаються в 1. У цьому випадку дисперсiйнi спiввiдношення збiгаються з

отриманими в пiдроздiлi 5.1, див. рiвняння (5.9) та (5.10).

5.2.2.2. Слабко нелiнiйнi моди при Ω < 1

Дiючи аналогiчно до попереднього пiдпункта, отримуємо дисперсiйнi спiв-

вiдношення, що мiстять гiперболiчнi функцiї:

[κ0

κ
− A2

0

4
ch2(κξb)

]
th(κξb) = −β, κ = 1 +

3A2
0

8
(5.63)

для симетричних i

[
κ − A2

0

4
ch2(κξb)

]
cth(κξb) = β, κ = 1− 3A2

0

8
, (5.64)

для антисиметричних по магнiтному полю локалiзованих мод.

5.2.3. Дисперсiйнi спiввiдношення для сильно нелiнiйних мод

Загальний вид дисперсiйних спiввiдношень, заданий рiвнянням (5.55), зали-

шається вiрним i для сильно нелiнiйного режиму. Але у цьому пунктi ми отримає-

мо точнi розв’язки рiвняння (5.52), використовуючи функцiї Якобi (див. [142]), i за
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їх допомогою виведемо дисперсiйнi спiввiдношення для сильно нелiнiйних мод.

Звернiмо увагу на те, що дана система має симетрiю вiдносно площини

x = 0 (або в безрозмiрних змiнних ξ = 0), що в лiнiйному (див. пiдроздiл 5.1)

та слабко нелiнiйному (див. пункт 5.2.2) випадках призводило до наявностi

симетрiї у локалiзованих мод: моди є симетричними або антисиметричними

по магнiтному полю. Однак в сильно нелiнiйному режимi можуть iснувати

несиметричнi локалiзованi моди. У наступному пiдпунктi ми проаналiзуємо рiзнi

типи фазових траєкторiй рiвняння (5.52), тобто кривi на фазовiй площинi (a, a′),

якi вiдповiдають розподiлу електромагнiтного поля в пластинi надпровiдника, i

обґрунтуємо наявнiсть таких несиметричних мод.

5.2.3.1. Аналiз фазових траєкторiй

Проiнтегруємо один раз рiвняння (5.52) i отримаємо рiвняння для фазових

траєкторiй, тобто кривих на площинi (a, a′), в неявному виглядi:

2(a′)2 + 2σa2 + a4 = (2α + 1)2 − 1. (5.65)

Константа iнтегрування в правiй частинi рiвняння обрана в такому виглядi, який

спростить подальший виклад.

Вид фазових траєкторiй залежить вiд значення σ. У випадку σ = 1, тобто

Ω > 1, єдина особлива точка (a, a′) = (0, 0) має тип «центр» i фазовi траєкторiї

являють собою концентричнi цикли, зображенi тонкими суцiльними лiнiями на

вставцi рис. 5.5, при цьому параметр α > 0. У разi σ = −1, тобто Ω < 1, є три

особливi точки: точка (a, a′) = (0, 0) має тип «сiдло», а точки (a, a′) = (±1, 0)

— тип «центр». Виходячи з цього, можна видiлити два типи фазових траєкторiй,

зображених тонкими суцiльними лiнiями на основнiй панелi рис. 5.5: малi цикли

при −1/2 < α < 0, якi охоплюють одну з точок (a, a′) = (±1, 0), i великi цикли

при α > 0, що охоплюють всi три особливi точки. Областi, що мiстять рiзнi типи
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фазових траєкторiй, роздiленi мiж собою сепаратрисою 2(a′)2 − 2a2 + a4 = 0 при

α = 0, зображеною тонкою штриховою лiнiєю на основнiй панелi рис. 5.5.

Рис. 5.5. Фазовi траєкторiї для рiвняння (5.52) при σ = −1 (основна панель) i

σ = 1 (вставка).

Розглянемо тепер рiзнi типи розв’язкiв рiвняння (5.52) при накладеннi

граничних умов (5.55). На рис. 5.5 суцiльною i пунктирною прямими лiнiями

зображенi прямi a′ = +βa i a′ = −βa вiдповiдно. Поперечному розподiлу поля в

пластинi шаруватого надпровiдника вiдповiдає дiлянка фазової траєкторiї, початок

якої при x = −L/2 розташований на пунктирнiй прямiй i позначений порожнiм

кружком, а кiнець при x = +L/2 розташований на суцiльнiй прямiй i вiдзначений

суцiльним кружком. При цьому рух уздовж фазової траєкторiї має вiдбуватися за

годинниковою стрiлкою, що вiдповiдає збiльшенню координати x, або безрозмiрної

координати ξ.

Можна видiлити наступнi основнi типи розв’язкiв рiвняння (5.52) з грани-

чними умовами (5.55), якi зображенi товстими кривими на рис. 5.5. Для σ =

1, тобто Ω > 1, є два типи розв’язкiв: симетричний i антисиметричний по

магнiтному полю Hy ∝ a′(ξ), якi зображенi на вставцi рис. 5.5 суцiльною i

штриховою товстими кривими вiдповiдно. Такi типи нелiнiйних розв’язкiв якiсно

схожi на вiдповiднi лiнiйнi розв’язки, i лише кiлькiсно модифiкованi за рахунок
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нелiнiйностi, тому ми не будемо їх детально аналiзувати.

Для σ = −1, тобто Ω < 1, є чотири типи розв’язкiв: симетричний,

антисиметричнi високо- i низькоамплiтудний та несиметричний по магнiтному

полю Hy ∝ a′(ξ), зображенi на основнiй панелi рис. 5.5 суцiльною, пунктирною,

штриховою та штрих-пунктирною товстими кривими вiдповiдно. Аналiтичний

вид розв’язкiв представлено у наступних пiдпунктах. Тут ми обговоримо якiсну

вiдмiннiсть цих типiв. Два перших типа, симетричний i високоамплiтудний

антисиметричний розв’язки, вiдповiдають великим циклам на фазовiй дiаграмi при

α > 0. Два iнших типа, антисиметричний низькоамплiтудний i несиметричний,

вiдповiдають малим циклам при −1/2 < α < 0.

Звернiмо увагу на те, як побудовано несиметричний розв’язок. Нехай прямi

a′ = ±βa перетинають деякий малий цикл в точках (a, a′) = (a1,±a′1) i

(a, a′) = (a2,±a′2). Тодi в якостi початкової i кiнцевої точок фазової траєкторiї

можна вибрати, наприклад, (a, a′) = (a1,−a′1) i (a, a′) = (a2,+a
′
2) вiдповiдно.

Такий розв’язок, очевидно, не є анi симетричним, анi антисиметричним.

На рис. 5.6 представлено розподiли a′(ξ) и a(ξ), вiдповiднi зазначеним фазо-

вим траєкторiям на основнiй панелi рис. 5.5. Оскiльки Hy(x) i Ez(x) пропорцiйнi

цим розподiлам, Hy(x) ∝ a′(ξ) i Ez(x) ∝ a(ξ), див. рiвняння (5.53), то рис. 5.6

демонструє поперечний розподiл електромагнiтних полiв у пластинi шаруватого

надпровiдника.

У наступних пiдпунктах будуть представленi аналiтичнi розв’язки рiвнян-

ня (5.52), вираженi через елiптичнi функцiї Якобi (див. [142]). Зауважимо, що,

окрiм стандартних елiптичних синуса sn(u;m), косинуса cn(u;m) та дельта-

амплiтуди dn(u;m) ми будемо використовувати елiптичний тангенс

tn(u;m) =
sn(u;m)

cn(u;m)
, (5.66)

а також деякi додатковi елiптичнi функцiї, якi позначаються двома латинськими
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буквами з набору s, c, d, t i n. Будуються вони за наступним принципом:

pq(u;m) =
pr(u;m)

qr(u;m)
, (5.67)

де всi лiтери p, q, i r є будь-якими буквами з набору s, c, d, t i n, а функцiї

виду pp(u;m) тотожно рiвнi 1, pp(u;m) = 1. Зокрема, далi в цьому пiдроздiлi

використанi такi елiптичнi функцiї:

cd(u;m) =
cn(u;m)

dn(u;m)
, td(u;m) =

tn(u;m)

dn(u;m)
, dt(u;m) =

dn(u;m)

tn(u;m)
.

Рис. 5.6. Функцiї a′(ξ) i a(ξ), вiдповiднi поперечним просторовим розподiлам

компонент Hy(x) i Ez(x) електромагнiтного поля в пластинi шаруватого над-

провiдника, зображенi суцiльною, штриховою, пунктирною i штрих-пунктирною

кривими, згiдно з фазовими траєкторiями на основнiй панелi рис. 5.5.

Також, за аналогiєю з гiперболiчними тригонометричними функцiями зручно
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ввести «гiперболiчнi» елiптичнi функцiї Якобi

snh(u;m) = −i sn(iu;m), cdh(u;m) = cd(iu;m), (5.68)

tdh(u;m) = −i td(iu;m), dth(u;m) = i dt(iu;m).

5.2.3.2. Високочастотнi моди, Ω > 1

Вiдповiднi фазовi траєкторiї зображенi на вставцi рис. 5.5 товстими суцiль-

ною i штриховою лiнiями. У цьому випадку розв’язки рiвняння (5.52) з σ = 1

виражаються через елiптичнi функцiї sn(u;m) i cd(u;m) для симетричної й

антисиметричної по магнiтному полю моди вiдповiдно,

a(ξ) =
√

2α sn
[√

1 + α ξ;−α(1 + α)−1
]
, (5.69)

a(ξ) =
√

2α cd
[√

1 + α ξ;−α(1 + α)−1
]
,

де α > 0.

Пiдставляючи a(ξ) в умову (5.55) на верхнiй границi (в силу симетричностi

розв’язку на нижнiй границi умова (5.55) виконається автоматично), отримуємо

дисперсiйнi спiввiдношення для симетричних i антисиметричних мод,

√
1 + α dt

[√
1 + αξb;−α(1 + α)−1

]
= β, (5.70)

1 + 2α√
1 + α

td
[√

1 + αξb;−α(1 + α)−1
]

= −β, (5.71)

вiдповiдно. Тут α > 0, а ξb i β визначенi рiвняннями (5.56).

Вiдзначимо, що елiптичнi функцiї dt(u;m) i td(u;m) перетворюються при

m → 0 в ctg(u) i tg(u) вiдповiдно. Таким чином, при α → 0 ми приходимо до

дисперсiйних спiввiдношень для лiнiйних симетричних i антисиметричних мод,

див. рiвняння (5.9) та (5.10) вiдповiдно.
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5.2.3.3. Симетричнi та низькоамплiтуднi антисиметричнi моди, Ω < 1

Вiдповiднi фазовi траєкторiї позначенi на основнiй панелi рис. 5.5 товстими

лiнiями: суцiльна — для симетричних та штрихова — для низькоамплiтудних

антисиметричних по магнiтному полю мод.

Для таких розв’язкiв рiвняння (5.52) результати аналогiчнi попередньому

пiдпункту 5.2.3.2:

a(ξ) =
√

2α snh
[√

1 + α ξ;−α(1 + α)−1
]
, (5.72)

при α > 0 для симетричних i

a(ξ) =
√

2|α| cdh
[√

1 + α ξ; |α|(1 + α)−1
]
, (5.73)

при −1/2 < α < 0 для низькоамплiтудних антисиметричних по магнiтному полю

мод. Тут snh(u;m) i cdh(u;m) — «гiперболiчнi» елiптичнi функцiї (5.68).

Пiдставляючи a(ξ) в умову (5.55) на верхнiй границi, отримуємо дисперсiйнi

спiввiдношення

√
1 + α dth

[√
1 + αξb;−α(1 + α)−1

]
= β, (5.74)

при α > 0 для симетричних i

1 + 2α√
1 + α

tdh
[√

1 + αξb; |α|(1 + α)−1
]

= β, (5.75)

при −1/2 < α < 0 для низькоамплiтудних антисиметричних по магнiтному полю

мод. Тут ξb i β визначенi рiвняннями (5.56).

Вiдзначимо, що елiптичнi функцiї dth(u;m) i tdh(u;m) перетворюються при

m → 0 в cth(u) i th(u) вiдповiдно. Таким чином, при α → 0 ми приходимо до

дисперсiйних спiввiдношень для лiнiйних симетричних i антисиметричних мод,
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див. рiвняння (5.9) та (5.10) вiдповiдно.

5.2.3.4. Високоамплiтуднi антисиметричнi моди, Ω < 1

Вiдповiднi фазовi траєкторiї позначенi на основнiй панелi рис. 5.5 пунктир-

ною товстою лiнiєю високоамплiтудних антисиметричних по магнiтному полю

мод.

Розв’язок рiвняння (5.52) для високоамплiтудних антисиметричних мод має

вигляд:

a(ξ) =
√

2(1 + α) cd
[√
α ξ;−α−1(1 + α)

]
(5.76)

при α > 0. Вiдзначимо, що такi моди не мають лiнiйного аналога, оскiльки амплi-

туда цих мод в серединi пластини досягає значення a(ξ = 0) =
√

2(1 + α) >
√

2,

яке може бути реалiзовано тiльки поблизу Ω ≈ 1, оскiльки амплiтуда a(ξ) повинна

бути достатньо малою, |a(ξ)| � |Ω2 − 1|−1/2.

Пiдставляючи a(ξ) в умову (5.55) на верхнiй границi пластини, одержуємо

дисперсiйне спiввiдношення для високоамплiтудних антисиметричних мод,

1 + 2α√
α

td
[√
αξb;−α−1(1 + α)

]
= −β, (5.77)

при α > 0. Тут ξb i β визначенi рiвняннями (5.56).

5.2.3.5. Несиметричнi моди, Ω < 1

Вiдповiднi фазовi траєкторiї позначенi на основнiй панелi рис. 5.5 товстою

штрих-пунктирною лiнiєю — для несиметричних по магнiтному полю мод.

Розв’язок рiвняння (5.52) для цього випадку збiгається з розв’язком (5.73)
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для низькоамплiтудних мод з тiєю рiзницею, що ми вводимо в елiптичну функцiю

зсув ξ0:

a(ξ) =
√

2|α| cdh
[√

1 + α (ξ0 + ξ); |α|(1 + α)−1
]

(5.78)

при −1/2 < α < 0.

Пiдставляючи a(ξ) в умову (5.55) на верхнiй i нижнiй границях пластини,

одержуємо дисперсiйне спiввiдношення у виглядi пари зв’язаних рiвнянь:

1 + 2α√
1 + α

tdh
[√

1 + α(ξ0 ± ξb); |α|(1 + α)−1
]

= ±β (5.79)

при −1/2 < α < 0. Тут ξb i β визначенi рiвняннями (5.56).

Звернiмо увагу на те, що такi моди не мають лiнiйного аналога, незважаючи

на те, що розв’язок (5.78) за структурою збiгається з розв’язком (5.73) для

низькоамплiтудних антисиметричних мод. Справа в тому, що при переходi в

лiнiйний режим, α→ 0, ми отримуємо пару рiвнянь:

th(ξ0 ± ξb) = ±β, (5.80)

якi в силу монотонностi i непарностi функцiї th(ξ) мають розв’язок тiльки при

ξ0 = 0, тобто ми повертаємося до низькоамплiтудних антисиметричних мод.

Для виводу дисперсiйного спiввiдношення в замкнутiй формi необхiдно

виключити невiдомий зсув ξ0 з цiєї пари рiвнянь. Для цього використаємо такi

властивостi функцiї tdh(u;m), див. рис. 5.7. Її перiод дорiвнює 2K(1 − m),

де K(m) — повний елiптичний iнтеграл 1-го роду. Нехай вiдомий u0 — корiнь

рiвняння tdh(u;m) = v, що задовольняє умовi 0 < u0 < K(1 −m)/2. Тодi решта

коренiв цього рiвняння може бути знайдена у виглядi u = (−1)nu0 + nK(1 −m),

а коренi рiвняння tdh(u;m) = −v — у виглядi u = −(−1)nu0 + nK(1 −m), де n

— довiльне цiле число.

На рис. 5.7 суцiльною лiнiєю зображена функцiя tdh(u;m), кружками
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позначенi точки, в яких tdh(u;m) = ±v, вертикальними пунктирними i гори-

зонтальними штриховими прямими позначенi координати цих точок. Точки 1 i 2

з u1 = u0 i u2 = K−u0 вiдповiдають розв’язкам рiвняння tdh(u;m) = v, а точки 3

i 4 з u3 = K+u0 i u4 = 2K−u0 вiдповiдають розв’язкам рiвняння tdh(u;m) = −v.

Рис. 5.7. Графiк функцiї tdh(u,m), де кружками зображенi розв’язки рiвняння

tdh(u;m) = ±v.

З вищезазначеного зрозумiло, що рiзниця двох «несиметричних» коренiв

рiвнянь tdh(u;m) = ±v дорiвнює пiвцiлому числу перiодiв, тобто (2n + 1)K(1−

m), де n — цiле число. Наприклад, на рис. 5.7 стрiлками показано, що u3 − u1 =

u4 − u2 = K(1−m).

Остаточно ми можемо записати дисперсiйне спiввiдношення для несиметри-

чних мод у виглядi

2
√

1 + αξb = (2n+ 1)K
[
1− |α|(1 + α)−1

]
, (5.81)

де n — цiле число. У випадку сильної анiзотропiї, γ � 1, можемо записати

дисперсiйне рiвняння в явному виглядi:

ω(q) = ωJ

√
1−

K2
[
1− |α|(1 + α)−1

]
1 + α

(2n+ 1)2

1 + q2λ2
ab

λ2
c

L2
. (5.82)
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Звернiмо увагу на те, що отримане дисперсiйне спiввiдношення не мi-

стить параметрiв, що характеризують середовище, в якому розмiщена пластина

шаруватого надпровiдника. Дисперсiйне спiввiдношення лише вказує на те, що

поперек пластини вкладається непарне число пiвдовжин нелiнiйних хвиль. Однак

параметри дiелектричного оточення впливають на розподiл поля у зразку, оскiльки

визначають коренi рiвнянь (5.79). До того ж для iснування таких несиметричних

локалiзованих мод необхiдно, щоб, по-перше, електромагнiтне поле в дiелектрику

було згасаючим, тобто ω < cq/
√
εd, а, по-друге, iснували коренi рiвнянь (5.79),

тобто

β <
1 + 2α

√
1 + α +

√
|α|
. (5.83)

5.2.4. Аналiз дисперсiйних кривих

Почнемо розгляд з режиму слабкою нелiнiйностi. При частотах ω, далеких

вiд джозефсонiвської плазмової частоти ωJ , тобто при |Ω− 1| & 1, цей режим має

мiсце для вiдносно тонких пластин з L � |α|−1λc, коли параметр нелiнiйностi

α малий, |α| � 1. Обмеження L � |α|−1λc необхiдне для того, щоб аргумент

елiптичних функцiй, що входять в дисперсiйнi спiввiдношення, слабо вiдрiзнявся

вiд аргументу вiдповiдних тригонометричних функцiй в лiнiйному випадку. Порiв-

няємо цi аргументи в рiвняннях (5.9) i (5.72). Очевидно, що слабка нелiнiйнiсть

реалiзується тiльки в разi, коли |α|ξb � 1. Якщо ми вважаємо, що |Ω − 1| ∼ 1 i

qλab ∼ 1, то приходимо до нерiвностi L� |α|−1λc.

На рис. 5.8 представленi дисперсiйнi кривi для симетричних [суцiльнi

лiнiї, рiвняння (5.70) i (5.72)] i низькоамплiтуднi антисиметричнi [штриховi лiнiї,

рiвняння (5.71) i (5.73)] в лiнiйному випадку (тонкi лiнiї) i нелiнiйному режимi при

малому значеннi параметра нелiнiйностi |α| = 0, 1 (товстi лiнiї). Iншi параметри:

εs/εd = 4, γ = λc/λab = 5, L = 2λc. Кривi пронумерованi знизу вгору: n = 1, 2, . . .,

причому непарним номерам n = 1, 3, . . . вiдповiдають антисиметричнi, а парним
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номерам n = 2, 4, . . . — симетричнi по магнiтному полю моди. З графiка видно,

що в режимi слабкої нелiнiйностi дисперсiйнi кривi незначно вiдрiзняються вiд

лiнiйного випадку, дослiдженого у пiдроздiлi 5.1.

Рис. 5.8. Дисперсiйнi кривi для симетричних (суцiльнi лiнiї) i антисиметричних

(штриховi лiнiї) в лiнiйному випадку (тонкi лiнiї) i нелiнiйному режимi при

|α| = 0,1 (товстi лiнiї). Параметри: εs/εd = 4, γ = λc/λab = 5, L = 2λc.

Далi ми розглянемо область частот, близьких до джозефсонiвської плазмової

частоти ωJ , |Ω − 1| � 1, а також випадок порiвняно великих значень товщини

пластини, L ∼ λc/|α|. Тодi режим сильної нелiнiйностi має мiсце, якщо a(ξ) ∼

1� |Ω− 1|−1/2. На рис. 5.9 представленi дисперсiйнi кривi для симетричних (су-

цiльнi лiнiї), низькоамплiтудних (штриховi лiнiї) i високоамплiтудних (пунктирнi

лiнiї) антисиметричних, та несиметричних (штрих-пунктирнi лiнiї) по магнiтному

полю мод в лiнiйному (тонкi лiнiї) i нелiнiйному (товстi лiнiї) режимах. Параметри:

|α| = 0,2, εs/εd = 4, γ = λc/λab = 5, L = 4λc. Бачимо, що є сiмейство

дисперсiйних кривих при Ω < 1, вiдповiдних сильно нелiнiйному режиму, тодi

як в лiнiйному випадку для кожного типу кривої (симетричної i антисиметричної)

була тiльки одна крива. Поява сiмейства дисперсiйних кривих в нелiнiйному

режимi замiсть однiєї кривої в лiнiйному випадку пов’язана з тим, що в лiнiйному
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випадку електромагнiтне поле згасає поперек пластини, а в нелiнiйному випадку

осцилює завдяки перiодичностi елiптичних функцiй. При цьому кожна наступна

крива сiмейства вiдповiдає додатковiй довжинi нелiнiйної хвилi, що вкладається

поперек пластини.

Рис. 5.9. Дисперсiйнi кривi для симетричних (суцiльнi лiнiї), низькоамплiтудних

(штриховi лiнiї) i високоамплiтудних (пунктирнi лiнiї) антисиметричних, та неси-

метричних (штрих-пунктирнi лiнiї) по магнiтному полю мод в лiнiйному (тонкi

лiнiї) i нелiнiйному (товстi лiнiї) режимах. Параметри: |α| = 0,2, εs/εd = 4,

γ = λc/λab = 5, L = 4λc.

Вiдзначимо, що режим сильної нелiнiйностi для низькочастотних кривих при

Ω < 1 може досягатися навiть при малих значеннях параметра α, якщо аргумент

елiптичних функцiй в дисперсiйному спiввiдношеннi виявляється порiвняним або

перевершує перiод цих функцiй. З фiзичної точки зору це означає, що нелiнiйна

хвиля осцилює, коли вiдповiдна лiнiйна повинна згасати. Розглянемо, наприклад,

спiввiдношення (5.75) для низькоамплiтудних антисиметричних мод, що мiстить

елiптичну функцiю tdh(u;m), проаналiзовану в пiдпунктi 5.2.3.5. Перiод цiєї

функцiї, як вже було сказано, дорiвнює K(1 −m). Тодi при малому α нелiнiйний

режим для низькоамплiтудних антисиметричних мод досягається при

ξb & 2K[1− |α|] ≈ ln(2/|α|), |α| � 1. (5.84)
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У додатковому припущеннi 1 − Ω2 � 1 i λabq � 1 можна переписати останнє

спiввiдношення у виглядi умови на товщину пластини:

L &
λc ln(2/|α|)
qλab
√

1− Ω2
. (5.85)

Покажемо, як лiнiйний режим переходить в нелiнiйний при малому параме-

трi α i досить великiй товщинi L на прикладi дисперсiйних кривих з номером n =

1 (антисиметрична мода) i n = 2 (симетрична мода). У лiнiйному випадку (див.

пiдроздiл 5.1 та рис. 5.3) показано, що крива з n = 1 завжди монотонна i

розташована в областi Ω < 1. При досить малих товщинах, L� (εsλ
2
c)/(εdλab),

крива з n = 2 розташовується як в областi Ω > 1, так i при Ω < 1, як показано

на рис. 5.8. При цьому крива з n = 2 немонотонна i має точку максимуму.

Якщо ж товщина стає досить великою, L ∼ (εsλ
2
c)/(εdλab), то дисперсiйна крива з

n = 2 опускається повнiстю в область Ω < 1. В цьому випадку вона також буде

немонотонна, але крiм точки максимуму матиме ще й точку мiнiмуму. Зазначенi

дисперсiйнi кривi зображенi на рис. 5.10 тонкими штриховою (n = 1) i суцiльною

(n = 2) лiнiями. Параметри: εs/εd = 4, γ = λc/λab = 5, L = 24λc.

Тепер звернiмося до нелiнiйного випадку. На рис. 5.10 товстими штриховою

(n = 1) i суцiльною (n = 2) лiнiями показанi такi ж дисперсiйнi кривi при значеннi

параметра |α| = 2 ·10−5. Видно, що при вiдносно невеликих значеннях хвильового

вектора, qλab ∼ 1, кривi в лiнiйному i нелiнiйному режимi майже збiгаються. Але

при qλab � 1 кривi починають розходитися у вiдповiдностi з умовою (5.85). При

цьому дисперсiйна крива з n = 1 стає немонотонною i має точку максимуму, а на

кривiй з n = 2 з’являється ще один додатковий максимум, а мiнiмум змiщується в

область менших частот, див. вставку на рис. 5.10.

Звернiмо увагу на те, що змiна положень мiнiмумiв i максимумiв на диспер-

сiйних кривих при змiнi параметра α дозволяє спостерiгати явище, аналогiчне

«зупинцi свiтла» для локалiзованих мод. Розглянемо локалiзовану моду певної

частоти ω, яка поширюється вздовж пластини, i припустимо, що амплiтуда цiєї
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хвилi змiнюється при поширеннi (наприклад, зменшується внаслiдок дисипацiї

або зростає при зовнiшньому накачуваннi). Оскiльки амплiтуда моди може бути

певним чином виражена через параметр α, то при поширеннi вiдбувається змiна

параметра α i, як наслiдок, дисперсiї хвилi. Це означає, що хвильовий вектор також

змiнюється при поширеннi. Припустимо, що в певнiй точцi пластини значення

хвильового вектора досягло максимуму або мiнiмуму на дисперсiйнiй кривiй. Тодi

при подальшому поширеннi хвилi в таких же умовах її хвильовий вектор повинен

стати комплексною величиною, а хвиля — згасаючою. Оскiльки згасаюча хвиля

не може переносити енергiю, то в зазначенiй точцi пластини вiдбувається явище,

аналогiчне «зупинцi свiтла».

Рис. 5.10. Дисперсiйнi кривi з номерами n = 1 (штриховi лiнiї) i n = 2

(суцiльнi лiнiї) в лiнiйному (тонкi лiнiї) i нелiнiйному (товстi лiнiї) режимi,

де вставка показує в збiльшеному масштабi область основної панелi, обведену

прямокутником. Параметри: |α| = 2 · 10−5, εs/εd = 4, γ = λc/λab = 5, L = 24λc.
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Висновки до роздiлу 5

У п’ятому роздiлi дисертацiї, написаному за матерiалами статей [36–38]:

• Теоретично дослiджено поширення локалiзованих електромагнiтних

хвиль уздовж пластини шаруватого надпровiдника, яка знаходиться в однорiдному

дiелектричному оточеннi та надпровiднi шари якої ортогональнi поверхнi пласти-

ни.

• Показано, що при частотах нижче джозефсонiвської плазмової частоти,

ω < ωJ , у пластинi можуть поширюватися поверхневi моди, електромагнiтне поле

у яких згасає при вiддаленнi вiд поверхонь пластини як у навколишнє дiелектричне

середовище, так i в глибину пластини, а при бiльш високих частотах, ω > ωJ , в

пластинi можуть поширюватися хвилеводнi моди, поля яких осцилюють всерединi

пластини.

• Визначено дисперсiйнi спiввiдношення для лiнiйних, слабко нелiнiйних

та сильно нелiнiйних хвиль ТМ поляризацiї, якi поширюються впоперек надпро-

вiдних шарiв. Показано, що такi хвилi мають аномальну дисперсiю поверхневих i

хвилеводних мод у пластинi шаруватого надпровiдника, що забезпечує можливiсть

спостереження явищ, аналогiчних вiдомим ефектам у лiвостороннiх (lefthanded)

середовищах. Знайдено умови спостереження аномальної дисперсiї, а також умови

обернення в нуль групової швидкостi локалiзованих мод.

• Показано, що, незважаючи на симетрiю системи, поряд з симетричними

i антисиметричними по магнiтному полю локалiзованими модами, у пластинi

шаруватого надпровiдника можуть iснувати несиметричнi моди. Такi хвилi можуть

iснувати завдяки нелiнiйностi джозефсонiвської плазми. Окрiм того електрома-

гнiтне поле у нелiнiйних хвилях може бути описане за допомогою рiвнянням

Дюффiнга iз кубiчною нелiнiйнiстю.

• Встановлено, що у нелiнiйному режимi дисперсiйнi спiввiдношення

мiстять амплiтуду локалiзованої моди, що, разом iз аномальною дисперсiєю,

вiдкриває можливiсть для спостереження у шаруватих надпровiдниках явища,
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аналогiчного «зупинцi свiтла».
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РОЗДIЛ 6

РЕЗОНАНСНI ЕФЕКТИ ПРИ ЗБУДЖЕННI ЛОКАЛIЗОВАНИХ ХВИЛЬ У

ШАРУВАТИХ НАДПРОВIДНИКАХ

У цьому роздiлi, ґрунтуючись на результатах статей [39–42], дослiджено

резонанснi ефекти, що виникають при збудженнi локалiзованих джозефсонiвських

плазмових хвиль. Зокрема, розглянуто ефект резонансного пригнiчення коефi-

цiєнту вiдбиття (вудiвськi аномалiї) при симетричному опромiненнi пластини

шаруватого надпровiдника, див. пiдроздiл 6.1. Завдяки нелiнiйностi коефiцiєнт

вiдбиття залежить не тiльки вiд частоти та кута падiння хвилi, але також i вiд

її амплiтуди. Показано, що повне пригнiчення коефiцiєнту вiдбиття може бути

досягнуто шляхом вiдповiдного вибору частоти, кута падiння й амплiтуди хвилi.

Також дослiджено ефект резонансної прозоростi пластини шаруватого над-

провiдника, який виявляє специфiчнi особливостi, пов’язанi з аномальною дис-

персiєю локалiзованих хвиль, див. пiдроздiл 6.2. За допомогою методу трансфер-

матриць отримано аналiтичний результат та передбачено, що залежнiсть коефiцiєн-

та прозоростi вiд кута падiння хвилi має два резонансних пiки, якi з пiдвищенням

частоти хвилi зливаються в широкий одиничний пiк.

В останньому пiдроздiлi 6.3 представлено дослiдження резонансної прозоро-

стi фотонного кристалу з дефектом у виглядi пластини шаруватого надпровiдника.

Розвиваючи метод трансфер-матриць, який використано у пiдроздiлi 6.2, отримано

дисперсiйнi спiввiдношення для терагерцових електромагнiтних мод, локалiзо-

ваних на такому дефектi, та аналiтичний вираз для резонансного коефiцiєнта

проходження.
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6.1. Нелiнiйнi вудiвськi аномалiї

У цьому пiдроздiлi теоретично вивчається резонансне пригнiчення коефi-

цiєнту вiдбиття, так званих вудiвських аномалiй, при симетричному опромiненнi

пластини шаруватого надпровiдника, яке виникає внаслiдок збудження нелiнiйних

локалiзованих хвиль. Для дослiдження цього явища ми розглянемо конфiгурацiю

Отто [164], в якiй пластина шаруватого надпровiдника вiдокремлена вiд двох

дiелектричних призм вакуумними промiжками, див. рис. 6.1.

θ

l

D

d
s

z

y
x

q

r
H

i
k r

k

i
k r

k
θ

r
Hi

H

i
H

Рис. 6.1. Геометрiя задачi резонансного збудження локалiзованих електромагнi-

тних хвиль у пластинi шаруватого надпровiдника.

У цiй конфiгурацiї електромагнiтнi хвилi частоти ω поширюються в призмах

з дiелектричною проникнiстю εd так, що їх кути падiння θ перевищують кут θt

повного внутрiшнього вiдбиття,

θ > θt = arcsin

(
1
√
εd

)
. (6.1)

Таким чином, за вiдсутностi шаруватого надпровiдника хвилi, що падають, пов-
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нiстю б вiдбивались вiд дна призм. Проте згасаючi хвилi проникають у вакуумнi

промiжки. Таким чином, можна очiкувати, що при певних значеннях частоти ω та

кута падiння θ у пластинi можуть збуджуватись локалiзованi хвилi. Такий метод

збудження вiдомий як метод порушення повного внутрiшнього вiдбиття [165,166].

6.1.1. Розподiл електромагнiтного поля у системi

6.1.1.1. Геометрiя задачi

Ми дослiджуємо пластину шаруватого надпровiдника товщини D, розташо-

вану мiж двома дiелектричними призмами та вiдокремлену вiд них вакуумними

промiжками товщини l, див. рис. 6.1. Система координат вибирається таким чином,

що кристалографiчна площина ab збiгається з площиною xy, кристалографiчна

вiсь c знаходиться вздовж осi z, а площина z = 0 вiдповiдає серединi пластини.

Будемо припускати, що надпровiднi шари паралельнi поверхням пластини, та їх

товщина s значно менше, нiж товщина d дiелектричних шарiв.

Нехай двi плоских електромагнiтних хвилi поперечно-магнiтної поляриза-

цiї (1.25) поширюються всерединi дiелектричних призм. Будемо розглядати випа-

док симетричного падiння хвиль, тобто магнiтне поле в цих хвилях симетричне по

вiдношенню до середини пластини:

H(x, y,−z, t) = H(x, y, z, t). (6.2)

Це дозволяє нам розглянути розподiл полiв лише для z > 0.
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6.1.1.2. Електромагнiтне поле в дiелектричних призмах i вакуумних

промiжках

Магнiтне поле Hd в дiелектричнiй призмi може бути представлено як сума

хвиль, що падає та вiдбивається, з амплiтудами H i та Hr вiдповiдно:

Hd = H i cos(qx− kdz − ωt) +Hr cos(qx+ kdz − ωt+ χ). (6.3)

Тут тангенцiальна q та нормальна kd компоненти хвильового вектора у призмi:

q = k0
√
εd sin θ, kd =

√
k2

0εd − q2 = k0
√
εd cos θ, k0 = ω/c (6.4)

i χ — зсув фази у вiдбитiй хвилi.

При q > ω/c магнiтне поле у вакуумному промiжку може бути записано у

такому виглядi:

Hv = H i
[
h+ cos(qx−ωt+χ+) exp(kvz) +h− cos(qx−ωt+χ−) exp(−kvz)

]
. (6.5)

Тут h+ та h− — безрозмiрнi амплiтуди хвиль, якi експоненцiйно зростають та

зменшуються зi зростанням z, χ+ i χ− — їх фази, а також

kv =
√
q2 − k2

0 = k0

√
εd sin2 θ − 1 > 0. (6.6)

Використовуючи рiвняння Максвела, можна виразити x-компоненти еле-

ктричного поля Ed
x в дiелектричнiй призмi та Ev

x у вакуумному промiжку через

амплiтуди магнiтного поля:

Ed
x = − kd

k0εd

[
H i cos(qx+ kdz − ωt)−Hr cos(qx− kdz − ωt+ χ)

]
, (6.7)

Ev
x =

kv
k0
H i
[
h+ sin(qx− ωt+ χ+) exp(kvz)− h− sin(qx− ωt+ χ−) exp(−kvz)

]
.
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6.1.1.3. Електромагнiтне поле в шаруватому надпровiднику

Електромагнiтне поле всерединi пластини шаруватого надпровiдника визна-

чається розподiлом калiбрувально-iнварiантної рiзницi фаз ϕ параметра порядку

мiж шарами (див. пiдроздiл 1.3). У цьому пiдроздiлi ми будемо розглядати випадок

слабкої нелiнiйностi, коли щiльнiсть джозефсонiвського струму Jc sinϕ може бути

розкладена в ряд за малим ϕ до третього порядку Jc sinϕ ≈ Jc(ϕ − ϕ3/6). Для

значень частоти ω близьких до джозефсонiвської плазмової частоти ωJ навiть

така слабка нелiнiйнiсть може призводити до сильно нелiнiйних ефектiв, див.

пункт 1.3.4.

Будемо розглядати випадок, коли ω < ωJ , та вважати, що у пластинi

шаруватого надпровiдника присутня мала, але ненульова дисипацiя:

ν =
ωr

ωJ(1− Ω2)
� 1, (6.8)

де ωr — частота релаксацiї, рiвняння (1.38), а Ω = ω/ωJ — нормована частота

хвиль. Як буде показано далi, саме завдяки наявностi дисипацiї збудження лока-

лiзованих хвиль призводить до резонансного пригнiчення коефiцiєнту вiдбиття,

тобто до вудiвських аномалiй.

Ми шукаємо розв’язок синусоїдального рiвняння Гордона (1.40) для

калiбрувально-iнварiантної рiзницi фаз ϕ у такiй формi:

ϕ = (1− Ω2)−1/2
[
A0(z) sin(qx− ωt) + A1(z) cos(qx− ωt)

]
(6.9)

з амплiтудами A0 та A1, якi залежать вiд координати z. Введемо безрозмiрну

координату

ζ =
κz

λab
, κ =

λcq

(1− Ω2)1/2
, (6.10)

так, що нормована пiвтовщина зразка становить δ = Dκ/2λab.
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Пiдставляючи рiзницю фаз ϕ у виглядi (6.9) в рiвняння Гордона (1.40),

отримаємо наступну систему рiвнянь:

(
A0 −

A3
0

8

)′′
= A0,

(
A1 −

A1A
2
0

8

)′′
− νA′′0 = A1, (6.11)

де штрих означає диференцiювання за ζ .

Розв’язуючи цю систему в наближеннi слабкої нелiнiйностi та малої дисипа-

цiї, отримуємо:

A0(ζ) = a0 exp ζ +
9

64
a3

0 exp (3ζ), (6.12)

A1(ζ) = a1 exp ζ +
νa0

2
ζ exp ζ +

9a2
0a1

64
exp (3ζ) +

9νa3
0

128
ζ exp (3ζ),

з константами a0 та a1.

Таким чином, ми виразили електромагнiтне поле у верхньому пiвпросторi

z > 0 через амплiтуди Hi, Hr, h+, h−, a0 i a1. Нижче ми знайдемо взаємозв’язок

мiж ними, отримаємо та проаналiзуємо залежнiсть коефiцiєнту вiдбиття вiд

параметрiв задачi.

6.1.2. Коефiцiєнт вiдбиття

Перейдемо до аналiзу коефiцiєнту вiдбиття хвилi: R = H2
r/H

2
i . З цiєю

метою ми прирiвнюємо тангенцiальнi компоненти електричного та магнiтного

полiв на границях «призма – вакуум» i «вакуум – шаруватий надпровiдник». Це

дає наступний вираз для коефiцiєнту вiдбиття:

R =
S + 4p2Y 2 + 4(X − Y )2

S + 4p2Y 2 + 4(X + Y )2
, (6.13)
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де параметр

p =
kv

k0 cos θt
=

√
εd sin2 θ − 1

cos θt
(6.14)

визначається кутом падiння θ та виявляється малим, коли θ близький до кута

повного внутрiшнього вiдбиття,

S = (X −X0)
2(p−2 − 1) + 2(X2

0 −X2),

X0 = C(p cos θt + Z), X = Z − p cos θt,

Y =

(
−A1

A0
+

8ν

8− A2
0

)
C cos θt, (6.15)

Z — поверхневий iмпеданс пластини за вiдсутностi дисипацiї,

Z = Γ
A′0(8− 3A2

0)

A0(8− A2
0)
, Γ =

Ωλabκ

λcε
1/2
s

. (6.16)

Тут функцiї A0 i A1 та похiдна A′0 взятi на поверхнi ζ = δ пластини шаруватого

надпровiдника, а параметр C визначає зв’язок електромагнiтного поля в дiеле-

ктричнiй призмi i у пластинi шаруватого надпровiдника та визначається товщиною

вакуумного промiжку l,

C = exp(−2kvl). (6.17)

Зауважимо, що рiвнiсть X = 0 являє собою дисперсiйне спiввiдношення

для хвиль, локалiзованих у пластинi шаруватого надпровiдника за вiдсутностi

дiелектричних призм, а дисперсiйне спiввiдношення за наявностi призм вiдповiдає

знаменнику у рiвняннi (6.13), прирiвняному нулю. Для бiльш детального аналiзу

розглянемо випадок малих значень параметра зв’язку C, C � 1. У цьому

випадку може виникати сильне збудження локалiзованих хвиль, що призводить до

зменшення величини коефiцiєнта вiдбиття R, який стає меншим за одиницю. Крiм
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того, як показано нижче, вiдбиття хвиль з частотою ω < ωJ може бути повнiстю

пригнiчено належним вибором кута падiння θ та амплiтуди хвилi, що падає. Це

може бути використано як спосiб контролю, виявлення та фiльтрацiї терагерцового

випромiнювання.

6.1.2.1. Пригнiчення дзеркального вiдбиття

Основний внесок у чисельник i знаменник рiвняння (6.13) дає доданок

S(h, θ, C). Це призводить до рiзкої кутової залежностi коефiцiєнту вiдбиття в

малому околi кута

θres = θt +
Γ2

2
√
εd − 1

, (6.18)

близького до кута повного внутрiшнього вiдбиття. Якщо кут падiння θ знаходиться

в околi θres, то коефiцiєнт вiдбиття стає чутливим до iнших параметрiв задачi:

нормованої амплiтуди

h =
κ

1− Ω2

H i

H0
(6.19)

i параметра зв’язку C. Ця залежнiсть дається наступним виразом:

R =
(h− hres)

2 +B2 (C − Cres)
2

(h− hres)
2 +B2(C + Cres)2

, B =
ν3(C + Cres)

2

CC3
res

, (6.20)

де hres та Cres представляють резонанснi значення амплiтуди та параметра зв’язку

вiдповiдно:

h2
res = 128

ε2
d(C + Cres)

2

C
√
εd − 1

(θ − θres) Cres =
ν

8εdΓ

√
εd − 1. (6.21)

Рiвняння (6.20) описує рiзку залежнiсть коефiцiєнту вiдбиття вiд амплiтуди h



208

падаючої хвилi. Якщо його значення далеке вiд hres, то вiдбивна здатнiсть близька

до 1. Мiнiмальна величина вiдбивної здатностi досягається для h = hres,

Rmin =
(C − Cres

C + Cres

)2

. (6.22)

Крiм того, змiнюючи товщину вакуумного промiжку, можна досягти повного

пригнiчення вiдбитої хвилi. Дiйсно, умова C = Cres та рiвняння (6.17) та (6.21)

дають оптимальне значення товщини l:

lopt =
1

2k0Γ
ln

8Γδεd
ν
√
εd − 1

. (6.23)

6.1.2.2. Результати чисельних розрахункiв

У цьому пiдпунктi ми представляємо результати чисельних розрахункiв,

якi пiдтверджують отриманi аналiтичнi результати. Рiвняння (6.11) були вирiшенi

чисельно, а потiм був розрахований коефiцiєнт вiдбиття R за формулою (6.13).

Залежностi коефiцiєнту вiдбиття вiд кута падiння θ та нормованої амплiту-

ди h падаючої хвилi показанi на рис. 6.2 на лiвiй та правiй панелях вiдповiдно. На

обох панелях побудовано по двi кривi для двох рiзних значень товщини вакуумного

промiжку, l = 0,04 см (штрихова крива) i l = lopt = 0,05 см (суцiльна крива),

причому суцiльна крива вiдповiдає ситуацiї, коли параметр зв’язку дорiвнює

його оптимальному значенню. Лiва панель побудована при певному значеннi

нормованої амплiтуди падаючої хвилi, h = 0,14, тодi як права панель — при

певному значеннi кута падiння, θ = 30,7◦.

Для iлюстрацiї ефекту повного пригнiчення дзеркального вiдбиття на

рис. 6.3 представлений розподiл магнiтного поля у вакуумi та дiелектричнiй

призмi. Iнтерференцiйна картина спостерiгається для нерезонансного випадку

(див. лiву панель на рис. 6.3), коли амплiтуди падаючої та вiдбитої хвиль практично

збiгаються. У резонансному випадку (див. праву панель на рис. 6.3), коли
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вiдбита хвиля повнiстю пригнiчується, iнтерференцiйна картина в призмi зникає,

тодi як структура поля у вакуумному промiжку поблизу пластини шаруватого

надпровiдника показує збудження локалiзованих хвиль.
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Рис. 6.2. Залежностi коефiцiєнту вiдбиття R вiд кута падiння θ (лiва панель) та

вiд нормованої амплiтуди h падаючої хвилi (права панель) для двох рiзних товщин

вакуумного промiжку, l = 0,04 см (штрихова крива) i l = lopt = 0,05 см (суцiльна

крива). Параметри: h = 0,14, λab = 2000 Å, λc/λab = 60, εd = 4, ν = 0,05,

(1− Ω2) = 2,5 · 10−5, D/λab = 0,3.

6.2. Резонансна прозорiсть, викликана збудженням локалiзованих

мод з аномальною дисперсiєю

У цьому пiдроздiлi ми дослiджуємо поширення електромагнiтної хвилi через

пластину шаруватого надпровiдника, при якому вiдбувається збудження моди,

локалiзованої на пластинi.

Як i у попередньому пiдроздiлi 6.1, ми будемо використовувати конфiгурацiю

Отто [164], в якiй пластина c шаруватого надпровiдника товщиною dc розташована

мiж двома дiелектричними пiвпросторами aL та aR з дiелектричною проникнi-

стю εa, див. рис. 6.4. Дiелектрики aL та aR вiддiленi вiд пластини c просторовими

промiжками bL i bR з однаковою товщиною db, заповненими дiелектриком з

проникнiстю εb. Будемо вважати, що у дiелектриках a та b вiдсутня дисипацiя,

тобто значення εa i εb є дiйсними та позитивними. Звернiмо увагу на те, що
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просторовi промiжки у реальному експериментi найiмовiрнiше будуть заповненi

вакуумом з εb = 1. Тим не менш, ми збережемо позначення εb в наших теоретичних

результатах, щоб розширити їх можливе застосування.

Рис. 6.3. Розподiл поля для нерезонансного (h = 0,8, лiва панель) та резонансного

(h ≈ 0,13, права панель) випадкiв при оптимальнiй товщинi вакуумного промiжку,

l = lopt = 0,05 см. Параметри: такi ж, як на рис. 6.2.

Також введемо припущення, що дiелектрик a є бiльш оптично щiльним, нiж

дiелектрик b, тобто

εb < εa. (6.24)

Це припущення дає можливiсть збуджувати локалiзованi моди у пластинi c

шаруватого надпровiдника, якi згасають у просторових промiжках b, але при цьому

хвиля, що їх збуджує, може поширюватись у дiелектрику a.

Система координат вибирається таким чином, щоб вiсь x була ортогональ-

ною, а площина (y, z) була паралельною до всiх границь мiж a, b i c. До того ж

вiсь z, як i у попереднiх роздiлах, обрана перпендикулярною надпровiдним шарам,
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тобто вздовж кристалографiчної осi с.

bL bRaL c aR

BL
+

BL
-

BR
+

BR
-

AL
+

AL
-

C+

C-

AR
+

AR
-

z

y
x

xaL xbRxbL xaR

db dc db

Рис. 6.4. Схематичне зображення системи, де пластина c шаруватого надпровiд-

ника розташована мiж двома дiелектричними пiвпросторами aL та aR та вiддiлена

вiд них просторовими промiжками bL i bR.

6.2.1. Постановка задачi

Будемо розглядати електромагнiтну хвилю ТМ-поляризацiї (1.25), компонен-

ти електромагнiтного поля в якiй можна представити у наступному виглядi:

~E(x, z, t) = {Ex(x), 0, Ez(x)} exp(−iωt+ ikzz),

~H(x, z, t) = {0, Hy(x), 0} exp(−iωt+ ikzz). (6.25)

Тут ω — частота хвилi, а kz — z-проекцiя хвильового вектора. Цi двi фiзичнi

величини є зовнiшнiми параметрами задачi. Але поширення хвилi в дiелектрику a

означає, що

kz < k0
√
εa, k0 = ω/c. (6.26)
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Ця умова дозволяє ввести бiльш зручний параметр — кут θ падiння хвилi з

дiелектрику aL на границю (aL|bL):

kz = k0
√
εa sin θ, 0 < θ < π/2. (6.27)

Крiм того, зважаючи на обов’язкову умову (6.24), можна ввести характеристичний

кут падiння θb,

sin θb =
√
εb/εa, 0 < θb < π/2. (6.28)

Цей кут зазвичай розглядається як граничний кут для повного внутрiшнього

вiдбиття вiд границi мiж двома пiвпросторами, заповненими дiелектриками a та b.

На рис. 6.5 схематично зображено вiдбиття хвиль на цiй границi. Хвиля, що

падає пiд кутом θ < θb з дiелектрика a, частково вiдбивається у дiелектрик a

i частково переходить у дiелектрик b. Хвиля, що падає пiд кутом θ > θb з

дiелектрика a, повнiстю вiдбивається у дiелектрик a i створює лише згасаючу

хвилю в дiелектрику b.

Надалi ми будемо розглядати лише такi кути падiння, коли в дiелектрику b

створюється згасаюча хвиля:

θb < θ < π/2, тобто k0
√
εb < kz < k0

√
εa. (6.29)

Завдяки цiй умовi в загальному випадку слiд очiкувати майже повного внутрi-

шнього вiдбиття на границi (aL|bL). Однак, як показано у пунктi 6.2.4, збудження

мод, локалiзованих на пластинi c шаруватого надпровiдника, може призводити

до резонансного посилення прозоростi, аж до повної прозоростi, при деяких

значеннях параметрiв задачi.

Зауважимо, що за умови (6.29) x-проекцiя ka хвильового вектора в дiеле-
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Рис. 6.5. Схематичне зображення вiдбиття хвиль на границi мiж двома пiвнескiн-

ченними дiелектричними середовищами з дiелектричною проникнiстю εa та εb.

ктрику a приймає дiйснi значення:

ka =
√
k2

0εa − k2
z = k0

√
εa cos θ, (6.30)

а x-проекцiя kb хвильового вектора в дiелектрику b виявляється уявною:

kb = iκb, κb =
√
k2
z − k2

0εb = k0
√
εa

√
sin2 θ − sin2 θb . (6.31)

Електромагнiтне поле лiнiйної хвилi всерединi пластини c шаруватого над-

провiдника в континуальному наближеннi може бути описано за допомогою рiв-

нянь Максвела з анiзотропним частотнозалежним тензором дiелектричної прони-

кностi, див. пункт 1.3.3, з компонентами, що описуються рiвняннями (1.54) i (1.55).

Ефективне хвильове число kc, яке вiдповiдає за поширення ТМ-поляризованої

хвилi (6.25) вздовж осi x через пластину c з таким анiзотропним тензором

дiелектричної проникностi, може бути записано у такому виглядi:

kc =

√
εzz
εxx

√
k2

0εxx − k2
z = k0

√
εzz
εxx

εa

√
εxx
εa
− sin2 θ. (6.32)
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Завдяки специфiчнiй залежностi εxx i εzz, див. рiвняння (1.54) i (1.55), вiд

частоти ω i кута падiння θ, залежнiсть kc вiд цих параметрiв виявляється досить

складною. Припускаючи вiдсутнiсть розсiювання квазiчастинок, νx = νz = 0,

проведемо короткий аналiз цiєї залежностi.

У низькочастотному дiапазонi при ω < ωJ � γωJ усi компоненти тензора

дiелектричної проникностi вiд’ємнi, εxx < 0 i εzz < 0. Тому kc є уявним i його

абсолютне значення зростає з кутом падiння θ, тобто з хвильовим числом kz.

У промiжному дiапазонi частот при ωJ < ω < γωJ компоненти тензора

дiелектричної проникностi мають рiзнi знаки: εxx < 0 i εzz > 0. Оскiльки у

цьому випадку поверхня постiйної частоти у k-просторi має гiперболоїдну форму,

то шаруватий надпровiдник являє собою так зване гiперболiчне середовище.

При цьому kc є дiйсним i зростає з кутом падiння θ (з хвильовим числом kz).

Звернiмо увагу на те, що саме ця нетривiальна залежнiсть забезпечує незвичайнi

хвильовi властивостi шаруватих надпровiдникiв, зокрема, аномальну дисперсiю

локалiзованих мод, див. роздiл 5.

У межах високочастотного дiапазону при ωJ � γωJ < ω всi компоненти

тензора дiелектричної проникностi є додатнiми, εxx > 0 i εzz > 0. Значення kc

може бути дiйсним або уявним залежно вiд kz. Проте в експериментi високоча-

стотний дiапазон є важкодоступним через руйнування куперiвських пар. Бiльш

того, не iснує випромiнювання електромагнiтної хвилi для досить високих частот

ω > 2∆/h̄, де ∆ — надпровiдна енергетична щiлина, для якої недавно встановлено

експериментальне обмеження [167] приблизно 11 THz для Bi2Sr2CaCu2O8+δ. Тому

у цьому роздiлi ми не будемо розглядати високочастотний дiапазон.

6.2.2. Метод трансфер-матриць

У цьому пунктi представлено застосування методу трансфер-матриць (див.,

наприклад, [168]) для розв’язання поставленої задачi. Спочатку ми визначимо

електромагнiтнi поля окремо у кожнiй частинi: дiелектричних пiвпросторах aL
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i aR, просторових промiжках bL i bR та у пластинi c шаруватого надпровiдника.

А потiм граничнi умови, якi зв’язують цi поля, перепишемо у виглядi трансфер-

матричних спiввiдношень.

6.2.2.1. Електромагнiтнi поля у системi

У межах кожного середовища a, b чи c загальний розв’язок рiвняння

Максвела представляється у виглядi суперпозицiї хвиль, що бiжать вперед i назад:

Han
y = A+

n exp[ika(x− xan)] + A−1 exp[−ika(x− xan)],

Ean
z = − ka

k0εa

{
A+
n exp[ika(x− xan)]− A−n exp[−ika(x− xan)]

}
,

Hbn
y = B+

n exp[ikb(x− xbn)] +B−n exp[−ikb(x− xbn)], (6.33)

Ebn
z = − kb

k0εb

{
B+
n exp[ikb(x− xbn)]−B−n exp[−ikb(x− xbn)]

}
,

Hc
y = C+ exp[ikc(x− xbL)] + C− exp[−ikc(x− xbL)],

Ec
z = − kc

k0εzz

{
C+ exp[ikc(x− xbL)]− C− exp[−ikc(x− xbL)]

}
,

де A±n , B±n та C± позначають амплiдуди хвиль у середовищах a, b чи c вiдповiдно,

iндекс n = R,L; координати xaL, xbL, xbR i xaR вiдповiдають границям (aL|bL),

(bL|c), (c|bR) та (bR|aR) мiж рiзними середовищами, див. рис. 6.4, причому:

xa2 − xb2 = db, xb1 − xa1 = db, xb2 − xb1 = dc; (6.34)

та хвильовi числа ka, kb i kc визначенi у рiвняннях (6.30), (6.31) i (6.32) вiдповiдно.
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6.2.2.2. Трансфер-матричнi спiввiдношення

На границях мiж сусiднiми середовищами тангенцiальна складова поля

повинна бути неперервна,

Han
y (xan) = Hbn

y (xan), Ean
z (xan) = Ebn

z (xan),

Hc
y(xbn) = Hbn

y (xbn), Ec
z(xbn) = Ebn

z (xbn). (6.35)

Поєднуючи розв’язки (6.33) з граничними умовами (6.35), можна отримати

матричнi вiдношення, якi описують хвильовий транспорт через кожну границю:

A+
R

A−R

 = M̂ (ba)M̂ (b)

B+
R

B−R

 ,

B+
R

B−R

 = M̂ (cb)M̂ (c)

C+

C−

 , (6.36)

C+

C−

 = M̂ (bc)

B+
L

B−L

 ,

B+
L

B−L

 = M̂ (b)M̂ (ab)

A+
L

A−L

 , (6.37)

та через всю систему:

A+
R

A−R

 = M̂ (T )

A+
L

A−L

 , M̂ (T ) = M̂ (ba)M̂ (b)ĈM̂ (b)M̂ (ab). (6.38)

Матриця M̂ (ab) описує хвильовий транспорт через границю (aL|bL) — з лiвого

дiелектричного пiвпростору aL до лiвого просторового промiжку bL:

M̂ (ab) =
1

2

1 +
kaεb
kbεa

1− kaεb
kbεa

1− kaεb
kbεa

1 +
kaεb
kbεa

 . (6.39)

Звернiмо увагу на те, що матриця M̂ (ba), яка описує хвильовий транспорт

через границю (bR|aR), з правого просторового промiжку bR до правого дiелектри-
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чного пiвпростору aR, дорiвнює оберненiй матрицi (6.39), тобто

M̂ (ba) = M̂ (ab)−1 =
1

2

1 +
kbεa
kaεb

1− kbεa
kaεb

1− kbεa
kaεb

1 +
kbεa
kaεb

 . (6.40)

Визначники цих матриць є

det M̂ (ab) =
kaεb
kbεa

, det M̂ (ab)−1 =
kbεa
kaεb

. (6.41)

Дiагональна матриця M̂ (b) вiдповiдає за вiльний пробiг хвилi у просторових

промiжках b, зокрема, мiж границями (aL|bL) i (bL|c) та мiж границями (c|bR)

i (bR|aR):

M̂ (b) =

exp(iϕb) 0

0 exp(−iϕb)

 , det M̂ (b) = 1. (6.42)

Дiагональнi елементи цiєї матрицi — експоненти, що мiстять зсув фази ϕb = kbdb,

отриманий хвилею при вiльному пробiгу вздовж просторових промiжкiв b товщини

db. Вiдповiдно до рiвнянь (6.31) значення ϕb є уявним:

ϕb = iφb, φb = db

√
k2
z − k2

0εb = k0db
√
εa

√
sin2 θ − sin2 θb . (6.43)

Слiд пiдкреслити, що рiвняння (6.38) для трансфер-матрицi всiєї системи

мiстить двi взаємно оберненi матрицi M̂ (ab) i M̂ (ba) = M̂ (ab)−1 та двi однаковi

матрицi M̂ (b). Першi двi матрицi M̂ (ab) i M̂ (ba) описують хвильовий транспорт

через границi (aL|bL) i (bR|aR) вiдповiдно. Оскiльки iнтерфейси симетричнi, цi

матрицi взаємно зворотнi. Навпаки, iншi двi матрицi M̂ (b) описують вiльний пробiг

хвилi через iдентичнi просторовi промiжки b. Оскiльки хвиля, яка пробiгає кожен

промiжок b, отримує один i той же зсув фази ϕb, то й двi матрицi M̂ (b) рiвнi, а
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не взаємно зворотнi. Проте цi двi матрицi M̂ (b) не порушують симетрiї системи,

оскiльки їх детермiнанти дорiвнюють 1, див. рiвняння (6.42).

Трансфер-матриця Ĉ через пластину c шаруватого надпровiдника є добутком

трьох матриць:

Ĉ = M̂ (cb)M̂ (c)M̂ (bc). (6.44)

Матрицi M̂ (bc) i M̂ (cb) визначають хвильовий транспорт через границi (bL|c)

та (c|bR) вiдповiдно:

M̂ (bc) =
1

2

1 +
kbεzz
kcεb

1− kbεzz
kcεb

1− kbεzz
kcεb

1 +
kbεzz
kcεb

 , M̂ (cb) =
1

2

1 +
kcεb
kbεzz

1− kcεb
kbεzz

1− kcεb
kbεzz

1 +
kcεb
kbεzz

 . (6.45)

Вони мають таку ж структуру, як i матрицi M̂ (ab) i M̂ (ba), див. рiвняння (6.39)

i (6.40), за умови замiни iндексiв a i b на b i c вiдповiдно, а також εc на εzz.

Дiагональна матриця M̂ (c) вiдповiдає вiльному пробiгу хвилi вiд лiвої до

правої границi всерединi пластини c:

M̂ (c) =

exp(iϕc) 0

0 exp(−iϕc)

 , ϕc = kcdc. (6.46)

Тому вона вiдрiзняється вiд матрицi M̂ (b), рiвняння (6.42), лише в зсувi фази, який

визначається хвильовим числом kc, рiвняння (6.32), та товщиною dc пластини c.

Пряме множення матриць визначає наступний вигляд для матрицi Ĉ:

Ĉ =

cosϕc − α+ sinϕc α− sinϕc

−α− sinϕc cosϕc + α+ sinϕc

 , (6.47)
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та для матрицi всiєї системи:

2M
(T )
11 =

(
C11e

−2φb + C22e
2φb
)
− iβ+

(
C11e

−2φb − C22e
2φb
)

+ 2iβ−C12,

2M
(T )
12 = −2iβ+C12 + iβ−

(
C11e

−2φb − C22e
2φb
)
,

2M
(T )
21 = 2iβ+C12 − iβ−

(
C11e

−2φb − C22e
2φb
)
, (6.48)

2M
(T )
22 =

(
C11e

−2φb + C22e
2φb
)

+ iβ+

(
C11e

−2φb − C22e
2φb
)
− 2iβ−C12.

Тут коефiцiєнти α± визначають зв’язок пластини c i просторових промiж-

кiв b, a коефiцiєнти β± — просторових промiжкiв b i дiелектричних пiвпросторiв a:

α± =
1

2

(κbεzz
kcεb

∓ kcεb
κbεzz

)
, β± =

1

2

(kaεb
κbεa

∓ κbεa
kaεb

)
. (6.49)

Вiдзначимо, що коефiцiєнти β± не залежать вiд частоти ω, а лише вiд кута

падiння θ хвилi, а також характеристичного кута θb,

β± =
1

2

(
sin2 θb cos θ√
sin2 θ − sin2 θb

∓
√

sin2 θ − sin2 θb

sin2 θb cos θ

)
. (6.50)

Зауважимо, що визначник матрицi Ĉ, як i визначник матрицi всiєї систе-

ми M̂ (T ), дорiвнюють одиницi за загальною властивiстю для трансфер-матриць

симетричних систем,

det Ĉ = C11C22 − C12C21 = 1,

det M̂ (T ) = M
(T )
11 M

(T )
22 −M

(T )
12 M

(T )
21 = 1. (6.51)
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6.2.3. Локалiзованi електромагнiтнi хвилi

В основi ефекту резонансного посилення прозоростi є збудження еле-

ктромагнiтних хвиль, локалiзованих на пластинi шаруватого надпровiдника. Такi

хвилi були дослiдженi у пiдроздiлi 5.1 дисертацiї. Тут ми коротко покажемо,

як отримати дисперсiйнi спiввiдношення для цих хвиль за допомогою методу

трансфер-матриць, розвинутого у попередньому пунктi 6.2.2.

Локалiзованi хвилi iснують у системi, в якiй пластина c шаруватого надпро-

вiдника знаходиться у нескiнченному середовищi з дiелектриком b, тобто db →∞

та пiвпростори a вiдсутнi. Хвильовий транспорт через таку систему може бути

описаний спiввiдношенням, яке з’єднує амплiтуди B±L i B±R на лiвiй (bL|c) i

правiй (c|bR) границях вiдповiдно:

B+
R

B−R

 = Ĉ

B+
L

B−L

 . (6.52)

Локалiзацiя електромагнiтної хвилi на пластинi c шаруватого надпровiдника

передбачає, що поза межами пластини c, тобто всерединi обох дiелектрикiв bL i bR,

така хвиля повинна бути згасаючою. З цього випливає, по-перше, що хвильове

число kb повинно бути уявним згiдно з умовою (6.31), а по-друге, амплiтуди

зростаючих компонент хвилi повиннi дорiвнювати нулю, тобто B+
L = 0 i B−R = 0.

Таким чином, рiвняння (6.52) може бути записано у такiй формi:

B+
R

0

 =

C11 C12

C21 C22


 0

B−L

 . (6.53)

Легко визначити, що нетривiальний розв’язокB+
R = C12B

−
L цього матричного

рiвняння iснує тодi i тiльки тодi, коли виконана наступна умова [168]:

C22 = 0. (6.54)
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З використанням рiвнянь (6.31), (6.46), (6.47) i (6.49), рiвняння (6.54) можна

переписати як

ctg(kcdc) =
1

2

[ kcεb
κbεzz

− κbεzz
kcεb

]
. (6.55)

Останнє рiвняння являє собою дисперсiйне спiввiдношення для локалiзова-

них хвиль. Неважко переконатися, що воно спiвпадає з рiвнянням (5.13), яке було

отримано i проаналiзовано у пiдроздiлi 5.1.

Слiд пiдкреслити, що iснування немонотонних дисперсiйних кривих Ω =

Ωn(kz), див., наприклад, рис. 5.2, для локалiзованих хвиль приводить до специ-

фiчних особливостей у залежностi прозоростi шаруватого надпровiдника вiд кута

падiння хвилi. Цi особливостi дослiдженi у наступному пунктi.

6.2.4. Коефiцiєнт прозоростi

У цьому пунктi ми дослiдимо хвильовий транспорт через систему, зображену

на рис. 6.4, за одностороннього опромiнення. Нехай хвиля падає на систему злiва

з амплiтудою A+
L = 1. Тодi амплiтуда A−L = r визначає амплiтуду вiдбитої хвилi,

а A+
R = t — хвилi, що пройшла крiзь систему. При цьому амплiтуда A−R = 0, тому

що немає хвилi, яка падає на систему справа.

Амплiтуди A±L i A±R пов’язанi мiж собою за допомогою матричного спiввiд-

ношення  t

0

 = M̂ (T )

1

r

 , (6.56)

з якого можна виразити величини t i r через елементи трансфер-матрицi M̂ (T ),
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див. рiвняння (6.38) i (6.48):

t =
1

M
(T )
22

, r = −M
(T )
21

M
(T )
22

. (6.57)

Отже, коефiцiєнт прозоростi дорiвнює:

T ≡ |t|2 =
∣∣M (T )

22

∣∣−2
=
[
1 +M

(T )
12 M

(T )
21 +M

(T )
22

(
M

(T )∗
22 −M (T )

11

)]−1

. (6.58)

Останнiй вираз для коефiцiєнта прозоростi безпосередньо випливає з умови

det M̂ (T ) = 1 та зiрочкою ∗ позначено комплексне спряження.

Для подальшого аналiзу припустимо вiдсутнiсть дисипацiї в шаруватому

надпровiднику, тобто безрозмiрнi частоти релаксацiї зникають у рiвняннях (1.54)

i (1.55), νx = 0 i νz = 0. У пунктi 6.2.6 буде представлено чисельне моделювання з

урахуванням дисипацiї.

Без дисипацiї тензор ефективної дiелектричної проникностi (1.54) i (1.55)

стає дiйсним. Як наслiдок, трансфер-матриця M̂ (T ) пiдкорюється симетрiї оберне-

ння часу,

M
(T )
22 = M

(T )∗
11 , M

(T )
21 = M

(T )∗
12 . (6.59)

Дiйсно, параметри κb, φb i β± у рiвняннях (6.48) приймають дiйснi значення, див.

рiвняння (6.31), (6.43) i (6.50) вiдповiдно. У той же час kc разом з ϕc та α±

можуть бути як дiйсними, так i уявними. Однак cosϕc i добуток α± sinϕc завжди

є дiйсними. Тому трансфер-матриця Ĉ для пластини c є дiйсною. Звiдси випливає,

що трансфер-матриця M̂ (T ) задовольняє умовi (6.59).

Завдяки симетрiї (6.59) загальний вираз (6.58) для коефiцiєнта прозоростi T

спрощується до бiльш простої форми:

T =
1

1 +
∣∣M (T )

12

∣∣2 =
1

1 +
[
β− sh 2φb cosϕc +

(
β−α+ ch 2φb + β+α−

)
sinϕc

]2 . (6.60)
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Таким чином, прозорiсть системи, що вiдповiдає симетрiї обернення часу, пов-

нiстю визначається недiагональними елементами її трансфер-матрицi. Слiд також

пiдкреслити, що вiдповiдно до симетрiї обернення часу (6.59) вираз у квадратних

дужках рiвняння (6.60) завжди є дiйсним. Отже, коефiцiєнт прозоростi T повинен

бути меншим або рiвним одиницi, T 6 1. Повна прозорiсть T = 1 досягається

лише для таких значень параметрiв, коли вираз у квадратних дужках дорiвнює

нулю.

6.2.5. Резонансна прозорiсть при збудженнi локалiзованих хвиль з

аномальною дисперсiєю

Основний iнтерес у дослiдженнi коефiцiєнта прозоростi (6.60) за умо-

ви (6.29) обумовлений резонансним характером залежностi T (θ), пов’язаним зi

збудженням локалiзованих хвиль. На рис. 6.6 представлено схематичний розподiл

магнiтного поля в хвилi, що проходить через систему. Штрихова лiнiя побудована

для регулярного проходження, коли електромагнiтне поле згасає у просторових

промiжках b. Це призводить до того, що прозорiсть експоненцiйно мала. У свою

чергу, суцiльна лiнiя демонструє резонансну прозорiсть, коли електромагнiтне поле

у просторових промiжках b збiльшується, i локалiзована хвиля (див. товсту су-

цiльну лiнiю в пiдсистемi bL–c–bR) збуджується. В останньому випадку прозорiсть

може бути значно посилена, аж до 1.

Це явище чiтко виражено, якщо просторовi промiжки b досить великi, тобто

коли модуль φb фазового зсуву ϕb великий, див. рiвняння (6.43):

exp(−2φb)� | exp(iϕc)|. (6.61)

Зауважимо, що права частина нерiвностi (6.61) дорiвнює одиницi, коли

фазовий зсув ϕc є дiйсним, та є набагато меншим за одиницю, коли ϕc є уявним.

Таким чином, exp(−2φb) має бути набагато менше одиницi в обох випадках. Цей
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факт дозволяє нам замiнити sh(2φb) та ch(2φb) у рiвняннi (6.60) на exp(2φb)/2 i,

як наслiдок, отримати наступну асимптотику для коефiцiєнта прозоростi:

T =
[
1 +

1

4

(
β−C22 exp(2φb) + 2β+α− sinϕc

)2]−1

. (6.62)

x

Hy

aL bL c bR aR

Рис. 6.6. Дiаграма, яка схематично представляє розподiл магнiтного поля в хвилi,

що проходить через систему.

Далеко вiд резонансу, де

|C22| ≡ | cosϕc + α+ sinϕc| � exp(−2φb), (6.63)

коефiцiєнт прозоростi експоненцiйно пригнiчений через сильне згасання хвилi у

просторових промiжках b,

T =
4 exp(−4φb)

β2
−C2

22

. (6.64)

Проте для певних значень параметрiв задачi прозорiсть може бути значно

покращена. Дiйсно, якщо частота ω та кут падiння θ майже задовольняють

дисперсiйне спiввiдношення (6.54) для локалiзованих мод:

|C22| ≡ | cosϕc + α+ sinϕc| . exp(−2φb)� 1, (6.65)
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то вираз C22 exp(2φb) не експоненцiйно великий, а пропускна здатнiсть не експо-

ненцiйно мала. Крiм того, коли

C22 = −2β−1
− β+α− sinϕc exp(−2φb), (6.66)

вираз у круглих дужках в рiвняннi (6.62) дорiвнює нулю, i досягається iдеальна

прозорiсть T = 1.

На рис. 6.7 представлено коефiцiєнт прозоростi T як функцiю кута падiння θ

та нормованої частоти Ω = ω/ωJ . Тут темнiший колiр вiдповiдає бiльшiй

величинi T . Також суцiльними кривими побудованi дисперсiйнi кривi Ω = Ωn(θ)

для локалiзованих хвиль, заданi рiвнянням (6.54). Панель (б) на рис. 6.7 показує

область навколо максимуму в кривiй дисперсiї з n = 3. Чотири горизонтальнi пря-

мi лiнiї на панелi (б) вiдповiдають значенням Ω, що використовуються на рис. 6.8.

Червоний кружок позначає точку максимуму θmax = 1,0057 i Ωmax = 2,5576 на

дисперсiйнiй кривiй для системи з скiнченним db, див. рiвняння (6.66).

Рис. 6.7. Залежнiсть коефiцiєнта прозоростi T вiд кута падiння θ та нормованої

частоти Ω = ω/ωJ , де темнiший колiр вiдповiдає бiльшiй величинi T , а суцiльними

кривими побудованi дисперсiйнi кривi, заданi рiвнянням (6.54). Параметри: εa =

20, εb = 1, εs = 16, db/λc = 1/7, dc/λc = 1, γ = λc/λab = 15.
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Видно, що формою дисперсiйнi кривi повторюють вiдповiднi темнi областi,

де T = 1, однак вiдхиляються вiд них. Причиною такого вiдхилення є скiнченне

значення товщини db просторових промiжкiв b. Справа в тому, що дисперсiйне

спiввiдношення (6.54) отримано для системи з пiвнескiнченними просторовими

промiжками b. Проте в системi зi скiнченними промiжками b товщини db диспер-

сiйне спiввiдношення приймає вигляд (6.66). Це вiдхилення зменшується, коли

збiльшується фазовий зсув φb, зокрема, при збiльшеннi товщини db або кута

падiння θ, див. рiвняння (6.43). Очевидно, що обидва спiввiдношення, (6.54)

i (6.66), спiвпадають при db → ∞. Таким чином, рiвняння (6.62) i рис. 6.7

показують, що резонансна прозорiсть з T = 1 виникає при збудженнi вказаних

електромагнiтних хвиль, локалiзованих на пластинi c шаруватого надпровiдника

з дисперсiєю, визначеною рiвнянням (6.66). Звернiмо увагу на те, що такi моди-

фiкованi дисперсiйнi кривi (6.66) зберiгають всi основнi особливостi дисперсiйних

кривих (6.54), незважаючи на помiтну кiлькiсну рiзницю. Надалi у цьому пiдроздiлi

ми будемо називати дисперсiйними кривими Ω = Ωn(θ) саме такi модифiкованi

дисперсiйнi кривi (6.66).

Невiд’ємною особливiстю резонансної прозоростi системи, що мiстить ша-

руватий надпровiдник, є немонотоннiсть закону дисперсiї для локалiзованих хвиль:

кожна дисперсiйна крива складається з двох частин з нормальною, dΩn/dθ > 0,

i аномальною, dΩn/dθ < 0, дисперсiєю, що чiтко вiдображено на панелi (б) на

рис. 6.7. Зауважимо, що за визначенням (6.27) знак похiдної dΩn/dθ збiгається зi

знаком групової швидкостi dω/dkz локалiзованої хвилi. Тому поняття нормальної

та аномальної дисперсiї, що використовується тут, еквiвалентно тому, що викори-

стовувалось у роздiлi 5.

Змiна форми резонансної лiнiї залежностi T (θ), яка визначається немоно-

тоннiстю дисперсiйних кривих, наведена на рис. 6.8, де зображено чотири кривi

для чотирьох близьких значень нормованої частоти Ω. Для найнижчої частоти

Ω = 2,55 iснує лише один розв’язок θ = θ(+)(Ω) дисперсiйного рiвняння (6.66),

який знаходиться на зростаючiй частинi дисперсiйної кривої, тобто вiдповiдає
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нормальнiй дисперсiї (див. панель (б) на рис. 6.7).

θmaxπ/8 π/4 3π/8 π/2
10-3

10-2

10-1

100

θ

T

Рис. 6.8. Залежнiсть коефiцiєнта прозоростi T вiд кута падiння θ для чотирьох зна-

чень нормованої частоти: Ω = 2,55 (штрих-пунктирна крива), Ω = 2,556 (суцiльна

крива) Ω = Ωmax = 2,5576 (штрихова крива) i Ω = 2,559 (пунктирна крива), де

кружок позначає верхню точку θmax = 1,0057 i Tmax = 1 широкого пiку. Параметри:

такi ж, як на рис. 6.7.

Цей розв’язок вiдповiдає одиничному вiдносно вузькому резонансному пiку

з T = 1 на штрих-пунктирнiй кривiй. При Ω = 2,556 додатково до розв’язку

θ = θ(+)(Ω) з нормальною дисперсiєю виникає другий розв’язок θ = θ(−)(Ω)

з аномальною дисперсiєю. Як результат, суцiльна крива T (θ) мiстить два резо-

нансних пiка з повною прозорiстю. Коли нормована частота досягає значення

Ω = Ωmax, при якому на дисперсiйнiй кривiй є максимум, позначений кружком

на панелi (б) на рис. 6.7, два пiки зливаються в один широкий пiк з T = 1,

як показано штриховою кривою на рис. 6.8. У вiдповiдностi з пунктирною

прямою, представленою на панелi (б) на рис. 6.7, нормована частота Ω = 2,559

потрапляє в частотний промiжок, де не iснує дiйсного розв’язку дисперсiйного

рiвняння (6.66). Отже, залежнiсть T (θ), яка описується пунктирною кривою на

рис. 6.8, виявляється експоненцiйно пригнiченою (T � 1) i не викликає збудження

локалiзованої хвилi.

Для аналiтичного прояснення динамiки резонансних пiкiв у залежностi T (θ)

дослiдимо далi форму цiєї залежностi для двох рiзних випадкiв, коли частота Ω
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далека вiд або близька до максимальної частоти Ωmax, зазначеної на дисперсiйнiй

кривiй на панелi (б) на рис. 6.7.

6.2.5.1. Форма резонансної лiнiї при Ω, далекiй вiд Ωmax

Iдеальна прозорiсть з T = 1 виникає, коли вираз, розташований у круглих

дужках у рiвняннi (6.62), дорiвнює нулю,

ρ(θ,Ω) ≡ β−C22 exp(2φb) + 2β+α− sinϕc = 0. (6.67)

Нехай це досягається для деякого значення кута падiння θ = θ0 i вiдповiдного

значення нормованої частоти Ω = Ω0 ≡ Ωn(θ0), при яких збуджується n-та

локалiзована хвиля.

Розглянемо точку (θ0,Ω0), яка буде розташована на лiвiй частинi диспер-

сiйної кривої Ω = Ωn(θ) iз нормальною дисперсiєю далеко вiд точки максиму-

му (θmax,Ωmax). У цьому випадку дисперсiйна функцiя ρ(θ,Ω) при невеликих

вiдхиленнях вiд θ0 i Ω0 може бути розкладена у лiнiйному наближеннi:

ρ(θ,Ω) =
[∂ρ
∂θ

]
0
(θ − θ0) +

[ ∂ρ
∂Ω

]
0
(Ω− Ω0). (6.68)

Тут [. . .]0 позначає пiдстановку значень θ = θ0 i Ω = Ω0 у вираз у квадратних

дужках.

З використанням цього розкладу рiвняння (6.62) для коефiцiєнту прозоро-

стi T (θ) зводиться до звичайної кривої Лоренца:

T (θ) =
Θ2

norm

Θ2
norm + (θ − θpeak)2

. (6.69)

Тут θ = θpeak — положення резонансного пiку з T (θpeak) = 1, а Θnorm — його
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пiвширина, пропорцiйна exp(−2φb),

θpeak = θ0 +
[dΩn

dθ

]−1

0
(Ω− Ω0), Θnorm =

∣∣∣∂ρ
∂θ

∣∣∣−1

0
∝ exp(−2φb). (6.70)

Зазначимо, що похiдна

[dΩn

dθ

]
0

= −
[∂ρ
∂θ

/ ∂ρ
∂Ω

]
0

(6.71)

повинна бути додатною за визначенням нормальної дисперсiї.

Приклад залежностi T (θ), описаної рiвняннями (6.69), наведено штрих-

пунктирною кривою на рис. 6.8 (та штрих-пунктирною прямою на панелi (б) на

рис. 6.7).

6.2.5.2. Форма резонансної лiнiї для Ω, близькiй до Ωmax

У точцi максимуму, Ωmax = Ωn(θmax), виконуються наступнi умови:

ρ(θmax,Ωmax) = 0,
[∂ρ
∂θ

]
max

= −
[ ∂ρ
∂Ω

dΩn

dθ

]
max

= 0, (6.72)

де [. . .]max позначає пiдстановку значень θ = θmax i Ω = Ωmax у вираз у квадратних

дужках. Тому розклад дисперсiйної функцiї ρ(θ,Ω) в околi точки максимуму слiд

проводити до квадратичного наближення по вiдхиленню кута падiння θ вiд θmax:

ρ(θ,Ω) =
[∂2ρ

∂θ2

]
max

(θ − θmax)2 +
[ ∂ρ
∂Ω

]
max

(Ω− Ωmax). (6.73)

Цей розклад приводить до такого виразу для резонансного коефiцiєнта
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прозоростi T (θ):

T (θ) =
Θ4

anom

Θ4
anom + [(θ − θmax)2 − δθ2

peak]2
, (6.74)

де

δθ2
peak =

[d2Ωn

dθ2

]−1

max
(Ω− Ωmax), Θanom =

∣∣∣∂2ρ

∂θ2

∣∣∣−1/2

max
∝ exp(−φb). (6.75)

У точцi максимуму (θmax,Ωmax) друга похiдна дисперсiї Ω = Ωn(θ) вiд’ємна

i може бути виражена через вiдповiднi похiднi дисперсiйної функцiї ρ(θ,Ω):

[d2Ωn

dθ2

]
max

= −
[∂2ρ

∂θ2

/ ∂ρ
∂Ω

]
max

< 0. (6.76)

Звiдси випливає, що для значень частоти Ω < Ωmax параметр δθ2
peak є додатнiм,

δθ2
peak > 0. Як наслiдок, рiвняння (6.74) описує два близькi пiки, розташованi в

точках θ = θ±peak ≡ θmax±δθpeak, де спостерiгається повна прозорiсть, T (θ±peak) = 1.

Така резонансна лiнiя з двома пiками зображена суцiльною кривою на рис. 6.8 (та

суцiльною прямою на панелi (б) на рис. 6.7).

Зауважимо, що форма лiнiї T (θ) в околi кожного з двох пiкiв має вигляд

кривої Лоренца:

T (θ) =
Θ2

twin

Θ2
twin + (θ − θ±peak)2

, (6.77)

де Θtwin — пiвширина пiку, пропорцiйна exp(−2φb),

Θtwin = Θ2
anom/2δθpeak ∝ exp(−2φb) . (6.78)

Коли нормована частота Ω = Ωmax, параметр δθ2
peak стає рiвним нулю. Отже,

два резонанснi пiки зливаються в єдиний широкий пiк, розмiщений при θpeak =

θmax, де досягається повна прозорiсть, T (θmax) = 1. Залежнiсть T (θ) при цьому
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описується виродженою формою лiнiї:

T (θ) =
Θ4

anom

Θ4
anom + (θ − θmax)4

. (6.79)

Така залежнiсть представлена штриховою кривою на рис. 6.8 (та штриховою

прямою на панелi (б) на рис. 6.7). Параметр Θanom, що визначає пiвширину пiку,

є пропорцiйним exp(−φb), див.рiвняння (6.75). Отже, ширина єдиного широкого

пiку виявляється у exp(φb) � 1 разiв бiльше, нiж ширина звичайного пiку, що

описується рiвняннями (6.69) або (6.78).

Нарештi, розглянемо частоти Ω > Ωmax, при яких параметр δθ2
peak стає

вiд’ємним, δθ2
peak < 0. При цьому залежнiсть T (θ) у рiвняннi (6.74) не має

резонансних пiкiв, оскiльки при таких частотах не збуджуються локалiзованi

хвилi. Тим не менш, залежнiсть T (θ) може мiстити невисокий i широкий пiк,

розташований в точцi θpeak = θmax, який вiдповiдає частковiй прозоростi Tmax < 1.

Такий пiк виникає за рахунок близькостi до резонансу у верхнiй точцi Ω = Ωmax

дисперсiйної кривої, див. пунктирну криву на рис. 6.8.

6.2.6. Резонансна передача з урахуванням дисипацiї

Всi результати, отриманi в роздiлi 6.2.5, справедливi для випадку вiдсу-

тностi дисипацiї, νx = 0 i νz = 0, в пластинi c шаруватого надпровiдника.

Проте навiть у випадку наявностi дисипацiї можна спостерiгати найважливiшi

характеристики резонансної передачi, обумовленi збудженням локалiзованих мод.

Для демонстрацiї цього факту на рис. 6.9 представленi результати численного

розрахунку коефiцiєнту прозоростi T на основi його загального визначення (6.58),

де елементи трансфер-матрицi (6.48) представленi у рiвняннях (6.48).

Суцiльна (Ω = 2,556) та штрихова (Ω = Ωmax = 2,5576) кривi, побу-

дованi при вiдсутностi дисипацiї, νx = νz = 0, показують два близьких пiки

та один широкий пiк у залежностi T (θ) вiдповiдно. Пунктирна (Ω = 2,556)
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та штрих-пунктирна (Ω = Ωmax = 2,5576) кривi побудованi при ненульовiй

дисипацiї νx = 10−3 та νz = 10−3. Можна побачити, що два близьких пiки i один

широкий пiк зберiгаються навiть у випадку невеликої дисипацiї.

π/8 π/4 3π/8 π/2
10-3

10-2

10-1

100

θ

T

Рис. 6.9. Залежнiсть коефiцiєнту прозоростi T вiд кута падiння θ для двох значень

нормованої частоти Ω = 2,556 та Ω = Ωmax = 2,5576 при вiдсутностi дисипацiї

νx = νz = 0 (суцiльна та штрихова кривi вiдповiдно) та при наявностi дисипацiї

νx = νz = 10−3 (пунктирна та штрих-пунктирна кривi вiдповiдно). Параметри:

такi ж, як на рис. 6.8.

6.3. Резонансна прозорiсть та локалiзованi моди у фотонному криста-

лi з дефектом у виглядi пластини шаруватого надпровiдника

У цьому пiдроздiлi ми розвинемо метод трансфер-матриць, представлений у

пiдроздiлi 6.2, та використаємо його для вирiшення задачi резонансної прозоростi

фотонного кристалу з дефектом у виглядi пластини шаруватого надпровiдника.

Як i у пiдроздiлi 6.2, буде показано, що резонансна прозорiсть виникає внаслiдок

збудження електромагнiтних хвиль, локалiзованих на дефектi.

Будемо розглядати фотонний кристал, який складається з двох типiв не-

магнiтних дiелектричних шарiв a i b, що чергуються, з товщинами da i db та

дiелектричними проникностями εa i εb вiдповiдно, див. рис. 6.10. Дефект c являє

собою пластину шаруватого надпровiдника товщиною dc, яка замiнює один з b-
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шарiв фотонного кристала, i надпровiднi шари у якому розташованi пiд прямим

кутом до шарiв фотонного кристала.

... a-1 a0 a1 a2 ...b-2 b-1 c b1 b2

...

...

A-1
+

A-1
-

A0
+

A0
-

A1
+

A1
-

A2
+

A2
-

...

...

B-2
+

B-2
-

B-1
+

B-1
-

C+

C-

B1
+

B1
-

B2
+

B2
-

z

y
x

xa-1 xa0 xa1 xa2 xa3xb-2 xb-1 xc xb1 xb2

dc da db

Рис. 6.10. Схематичне зображення фотонного кристалу, який складається з двох

типiв немагнiтних дiелектричних шарiв a i b, що чергуються, та мiстить дефект c

у виглядi пластини шаруватого надпровiдника.

Система координат вибирається таким чином, щоб вiсь x була ортогональ-

ною, а площина (y, z) — паралельною, до всiх границь мiж a, b i c. До того ж вiсь

z, як i у попереднiх пiдроздiлах, обрана перпендикулярно надпровiдним шарам,

тобто вздовж кристалографiчної осi с.

У даному пiдроздiлi ми дослiджуємо лише хвилi TM-поляризацiї, електро-

магнiтне поле в яких будемо визначати тим же самим чином, як у рiвняннi (6.25).

Також ми припустимо вiдсутнiсть дисипацiї в шаруватому надпровiднику, тобто

νx = 0 i νz = 0, див. пункт 1.3.3.
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6.3.1. Трансфер-матрицi фотонного кристалу з дефектом

6.3.1.1. Трансфер-матриця елементарної комiрки фотонного кристала

Ми почнемо з обчислення трансфер-матрицi елементарної комiрки фотонно-

го кристалу, тобто пiдсистеми, яка складається лише з двох дiелектричних шарiв a

i b.

У пунктi (6.2.2) були обчисленi трансфер-матрицi M̂ (ab) i M̂ (ba) переходу

через границi (a|b) i (b|a) вiдповiдно, та трансфер-матриця M̂ (b) вiльного пробiгу

через дiелектрик b, див. рiвняння (6.39), (6.40) та (6.42). Оскiльки трансфер-

матриця M̂ (a) вiльного пробiгу через дiелектрик a визначається аналогiчно

до (6.42), можна обчислити трансфер-матрицю Q̂ = M̂ (a)M̂ (ba)M̂ (b)M̂ (ab) елемен-

тарної комiрки фотонного кристалу:

Q̂ =

 (cosϕb + iη+ sinϕb) exp(iϕa) iη− sinϕb exp(−iϕa)

−iη− sinϕb exp(iϕa) (cosϕb − iη+ sinϕb) exp(−iϕa)

 , (6.80)

де ϕa та ϕb, а разом з ними ka та kb, визначенi у пiдроздiлi 6.2, та

η± =
1

2

(kbεa
kaεb

± kaεb
kbεa

)
. (6.81)

Вiдзначимо, що матриця Q̂ описує проходження хвилi крiзь n-ю елементарну (a, b)

комiрку, тобто вiд лiвої границi xan шару an до лiвої границi xan+1
шару an+1, та її

визначник дорiвнює 1:

det Q̂ = Q11Q22 −Q12Q21 = 1. (6.82)

Власнi числа трансфер-матрицi Q̂ можуть бути записанi у виглядi exp(±iµ),

де µ — так звана фаза Блоха. Вона пов’язана з елементами матрицi наступним
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чином:

cosµ =
1

2
(Q11 +Q22) = cosϕa cosϕb − η+ sinϕa sinϕb. (6.83)

Слiд зазначити, що права частина рiвняння (6.83) завжди дiйсна. Залежно

вiд її значення фаза Блоха µ може бути: чисто дiйсною, якщо | cosµ| < 1; чисто

уявною, якщо cosµ > 1; або комплексною з дiйсною частиною, рiвною ±π,

якщо cosµ < −1. Таким чином, виникає зонна структура спектра µ(ω): iнтервали

частот, де величина µ(ω) дiйсна, називаються зонами проходження хвилi, а

iнтервали ω, де µ(ω) стає комплексною, — спектральними щiлинами або зонами

вiдбиття.

6.3.1.2. Трансфер-матриця дефекту з шаруватого надпровiдника

Як видно з рис. 6.10, ми розглядаємо фотонний кристал, в якому один

з b-шарiв, а саме шар b0, замiнений на пластину c шаруватого надпровiдника

товщини dc, чия електродинамiка визначається сильно анiзотропним тензором

дiелектричної проникностi з компонентами (1.54) i (1.55), див. пункт 1.3.3.

Тому зручно розглядати у виглядi дефекту не саму пластину c, а цiлу комiрку

фотонного кристалу, яка складається з пластини c та шару a0. Оскiльки трансфер-

матрицi M̂ (ac) i M̂ (ca) переходу через границi (a|c) i (c|a) вiдповiдно, та трансфер-

матриця M̂ (c) вiльного пробiгу через шаруватий надпровiдник c були обчисленi

у пунктi 6.2.2, див. рiвняння (6.45), (6.45) та (6.46) за умови замiни b на a,

можна обчислити трансфер-матрицю Ĉ = M̂ (a)M̂ (ca)M̂ (c)M̂ (ac) дефектної комiрки

фотонного кристалу:

Ĉ =

 (cosϕc + iζ+ sinϕc) exp(iϕa) iζ− sinϕc exp(−iϕa)

−iζ− sinϕc exp(iϕa) (cosϕc − iζ+ sinϕc) exp(−iϕa)

 , (6.84)
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де ϕc, а разом з ним kc визначенi у пiдроздiлi 6.2, та

ζ± =
1

2

( kcεa
kaεzz

± kaεzz
kcεa

)
. (6.85)

Зауважимо, що трансфер-матриця Ĉ описує проходження хвилi крiзь дефе-

ктну комiрку, тобто вiд лiвої границi xa0 шару a0 до лiвої границi xa1 шару a1, та

її визначник дорiвнює 1:

det Ĉ = C11C22 − C12C21 = 1. (6.86)

6.3.2. Локалiзованi моди у фотонному кристалi з дефектом

Перш нiж вивчати проходження хвиль крiзь фотонний кристал скiнченного

розмiру, звернiмо увагу на спектр локалiзованих мод в нескiнченному фотонному

кристалi з дефектом. Надалi буде показано, що iстотне посилення прозоростi в

забороненiй зонi фотонного кристала буде спостерiгатися саме в тих умовах, коли

вiдбувається резонансне збудження локалiзованих мод.

Для того, щоб вивести дисперсiйне спiввiдношення для локалiзованих на

дефектi мод, припустимо, що частота ω вiдповiдає забороненiй зонi фотонного

кристала, тобто фаза Блоха µ (див. рiвняння (6.83) i коментар до нього) мiстить

уявну частину, а її реальна частина дорiвнює mπ, де m — цiле число:

µ = mπ + iψ, ψ > 0. (6.87)

У цьому випадку власнi значення трансфер-матрицi Q̂ стають дiйсними:

exp(±iµ) = (−1)m exp(∓ψ), а їх абсолютнi значення не є рiвними 1. Це означає,

що електромагнiтне поле локалiзованих мод експоненцiйно спадає при вiддаленнi

вiд дефекту, тобто можна вважати, що амплiтуди полiв в шарах, що вiдстоять

вправо та влiво на n � 1 елементарних комiрок вiд дефекту, в exp(nψ) разiв
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менше амплiтуд полiв поблизу дефекту:

|A±n+1| ∼ |A±−n| ∼ |A±0 | exp(−nψ). (6.88)

Амплiтуди A±−n i A±n+1 пов’язанi мiж собою за допомогою трансфер-матриць

елементарної комiрки i дефекту:

A+
n+1

A−n+1

 = Q̂nĈQ̂n

A+
−n

A−−n

 . (6.89)

Застосуємо до цього виразу розклад Жордана трансфер-матрицi Q̂, тобто предста-

вимо її у наступному виглядi:

Q̂ = Ŝ−1Λ̂Ŝ, (6.90)

де Λ̂ — матриця власних значень i Ŝ — матриця трансформацiї,

Λ̂ =

eiµ 0

0 e−iµ

, Ŝ =

Q11 − e−iµ Q12

Q22 − e−iµ −Q12

. (6.91)

Ми можемо переписати спiввiдношення (6.89) у виглядi:

A+
n+1

A−n+1

 = Λ̂nD̂Λ̂n

A+
−n

A−−n

 =

D11e
2iµn D12

D21 D22e
−2iµn

A+
−n

A−−n

 , (6.92)

де

A+
n

A−n

 = Ŝ

A+
n

A−n

 , D̂ = ŜĈŜ−1. (6.93)

Оскiльки амплiтуди A±n являють собою лише лiнiйну комбiнацiю амплi-
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туд A±n , то для них також повинна виконуватись умова (6.88):

|A±n+1| ∼ |A±−n| ∼ |A±0 | exp(−nψ). (6.94)

Спiввiдношення (6.87) i (6.92) показують, що затухання амплiтуди за зако-

ном (6.94) можливо тiльки у разi, коли елементD22 exp(2nψ) дорiвнює нулю, тобто

при

D22 = 0. (6.95a)

Остання рiвнiсть є дисперсiйним спiввiдношенням для локалiзованих мод. Еле-

мент D22 може бути записаний в явному виглядi:

D22 =
i

sinµ

{
e−iµ(cosϕa cosϕc − ζ+ sinϕa sinϕc)−

−
[

cosϕb cosϕc + (η+ζ+ − η−ζ−) sinϕb sinϕc
]}
. (6.95b)

Звернiмо увагу на те, що в забороненiй зонi фотонного кристала, коли µ =

πm+ iψ, елемент D22 є дiйсним числом.

На рис. 6.11 суцiльними лiнiями зображено дисперсiйнi кривi Ω(κ), заданi

рiвнянням (6.95). Тут Ω = ω/ωJ та κ = kzλc. Свiтловi лiнiї ω =
√
εackz i

ω =
√
εbckz для дiелектрикiв a та b зображенi штриховою та пунктирною прямими

вiдповiдно. Дозволенi зони фотонного кристала, де не iснує локалiзованих хвиль,

позначенi сiрою заливкою. Зауважимо, що при певних значеннях параметрiв

спостерiгаються дiлянки кривих з аномальною дисперсiєю. Бiльш того, завдяки

специфiчнiй зоннiй структурi фотонного кристалу аномальна дисперсiя може

спостерiгатися навiть при значеннях частоти ω та хвильового числа kz, якi

знаходяться вище обох свiтлових лiнiй, див. праву панель рис. 6.11.
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Рис. 6.11. Дисперсiйнi кривi Ω(κ), заданi рiвнянням (6.95), для електромагнiтних

мод, локалiзованих у фотонному кристалi на дефектi з шаруватого надпровiдника,

де da = 2λc, db = λc, dc = λc для лiвої панелi та da = 3λc, db = λc, dc = 3λc для

правої панелi. Параметри: εa = 10, εb = 1, εs = 10, γ = λc/λab = 5.

6.3.3. Резонансна прозорiсть

У цьому пунктi ми вивчимо хвильовий транспорт через фотонний кри-

стал скiнченної товщини з дефектом. Будемо вважати, що кристал складається

з 2N + 1 елементарних (an, bn) комiрок, нумерованих n = −N, 1 − N, . . . , N ,

а в центральнiй комiрцi шар b0 замiнений на дефект c у виглядi шаруватого

надпровiдника, див. рис. 6.10. Припустимо також, що решта простору, поза

фотонним кристалом, заповнена дiелектриком a. Як вже було сказано ранiше, ми

будемо припускати, що хвиля в дiелектрику a поширюється, тобто x-проекцiя ka

хвильового вектора є дiйсною, i kz <
√
εak0.

6.3.3.1. Коефiцiєнт прозоростi

Нехай на фотонний кристал падає хвиля одиничної амплiтуди, тобто A+
−N =

1. Тодi величина A−−N = r визначає комплексну амплiтуду хвилi, що вiдбилась
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вiд фотонного кристала. Аналогiчно, величина A+
N+1 = t являє собою комплексну

амплiтуду хвилi, що пройшла крiзь фотонний кристал. Умова A−N+1 = 0 вказує на

вiдсутнiсть хвилi, що набiгає на фотонний кристал праворуч.

Амплiтуди A±−N i A±N+1 пов’язанi мiж собою за допомогою трансфер-матриць

елементарної комiрки Q̂ i комiрки з дефектом Ĉ вiдповiдно до рiвняння (6.89)

з замiною n на N . Таким чином, комплекснi амплiтуди t i r задовольняють

спiввiдношенню (6.56), де

M̂ (T ) = Q̂N ĈQ̂N . (6.96)

Коефiцiєнт прозоростi T ≡ |t|2 може бути записаний у виглядi (6.58):

T ≡ |t|2 =
∣∣M (T )

22

∣∣−2
. (6.97)

Тепер виведемо явний вираз для M (T )
22 . Для цiєї мети ми знову застосуємо

розклад Жордана, див. рiвняння (6.90) i (6.93),

M̂ (T ) = Ŝ−1Λ̂ND̂Λ̂N Ŝ. (6.98)

Тодi M (T )
22 можна представити у виглядi:

M
(T )
22 =

1− e2iNµ

2i sinµ

[
(S21 + S11e

−2iNµ)D22 + S11C22 − S21C11

]
+ C22e

2iNµ. (6.99)

Звернiмо увагу на те, що у виразi (6.99) видiлено доданок, що мiстить D22,

який визначає спектр локалiзованих мод. Як ми побачимо в наступному пiдпунктi,

цей доданок виявляється дуже важливим в ефектi посилення прозоростi фотонного

кристала в забороненiй зонi.
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6.3.3.2. Збудження локалiзованих мод

В цьому пiдпунктi ми дослiдимо посилення коефiцiєнта прозоростi в

забороненiй зонi фотонного кристала за рахунок збудження електромагнiтних мод,

локалiзованих на дефектi з шаруватого надпровiдника. Ми будемо розглядати

лише забороненi зони фотонного кристалу, де фаза Блоха має вигляд (6.87), тобто

exp(iµ) = (−1)m exp(−ψ). У цьому випадку за вiдсутностi дефекту коефiцiєнт

прозоростi T є експоненцiйно малим, T (N) ∝ exp(−4Nψ) � 1. Проте завдяки

наявностi дефектного шару прозорiсть зазнає резонансного посилення за рахунок

збудження локалiзованої моди. Аналогiчний ефект був розглянутий у пунктi 6.2.5.

Нехай параметри хвилi, що падає, близькi до резонансних значень, тоб-

то |D22| ≈ 0. Тодi ми можемо спростити рiвняння (6.99), нехтуючи експоненцiйно

малими доданками exp(−2Nψ) � 1 та маючи на увазi, що D22 exp(2Nψ) може

бути не малим:

M
(T )
22 ≈ −

S11D22e
2Nψ

2(−1)m shψ
− i Im(S11C22)

(−1)m shψ
. (6.100)

Як було сказано на початку цього пiдпункту, ми припустимо вiдсутнiсть

дисипацiї в шаруватому надпровiднику. Без дисипацiї тензор ефективної дiелектри-

чної проникностi (1.54) i (1.55) стає дiйсним. Тому другий доданок в виразi (6.100)

є чисто уявним, тодi як перший доданок мiстить комплекснiсть тiльки в S11,

S11 = −(−1)m shψ + i(sinϕa cosϕb + η+ cosϕa sinϕb),

Im(S11C22) = (η+ sinϕb cosϕc − ζ+ cosϕb sinϕc) + (6.101)

+(−1)meψ(sinϕa cosϕc + ζ+ cosϕa sinϕc).

Беручи до уваги це мiркування, отримуємо для коефiцiєнта проходження
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наступний результат:

T =
{1

4

[
D22e

2Nψ
]2

+
1

4 sh2 ψ

[
2 Im(S11C22) + (D22e

2Nψ) ImS11

]2}−1

. (6.102)

Далеко вiд резонансу, коли |D22| exp(2Nψ) � 1, коефiцiєнт проходження

експоненцiйно малий:

T ≈ 4 sh2 ψ

|S11D22|2
e−4Nψ, (6.103)

а в безпосереднiй близькостi вiд резонансу, при

D22 ≈ −
2 Im[S11C22] ImS11

|S11|2
e−2Nψ, (6.104)

коефiцiєнт прозоростi значно зростає:

Tmax ≈
|S11|2

Im2[S11C22]
. (6.105)

6.3.3.3. Чисельна симуляцiя

На рис. 6.12 представленi результати чисельної симуляцiї проходження хвилi

через фотонний кристал скiнченної товщини з дефектом у виглядi шаруватого

надпровiдника.

Фотонний кристал складається з 2N + 1 = 15 елементарних комiрок, з яких

усi, крiм центральної, складаються з вакуумного (εa = 1) шару товщиною da = 7λc

i шару скла товщиною db = 6λc з дiелектричною проникнiстю εb = 3,8. Централь-

на комiрка мiстить дефект — складається з вакуумного прошарку товщиною da =

7λc i пластини шаруватого надпровiдника товщиною dc = 6λc з дiелектричною

проникнiстю шарiв iзолятора εs = 16. Хвиля в вакуумi поширюється пiд кутом θ

до осi x, тобто kx = ka = (
√
εaω/c) cos θ i kz = (

√
εaω/c) sin θ.
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T

Рис. 6.12. Залежнiсть коефiцiєнта прозоростi T фотонного кристалу, який

складається з 2N + 1 = 15 елементарних комiрок та мiстить дефект у виглядi

шаруватого надпровiдника, вiд кута падiння θ i нормованої частоти Ω = ω/ωJ .

Параметри: da = 7λc, db = 6λc, dc = 6λc, εa = 1, εb = 3,8, εs = 16.

Темнiший колiр на рис. 6.12 позначає бiльшi значення коефiцiєнту прозоро-

стi T в залежностi вiд кута падiння θ i нормованої частоти Ω = ω/ωJ в областях,

вiдповiдних забороненим зонам фотонного кристала, тобто коли | cosµ| > 1.

Дозволенi зони фотонного кристала, вiдповiднi | cosµ| < 1, позначенi сiрою

заливкою. Чорнi лiнiї в заборонених зонах — дисперсiйнi кривi (6.95). Штрихова

пряма показує iнтервал змiни частоти, для якого побудований рис. 6.13.

На рис. 6.13 представлена залежнiсть коефiцiєнта прозоростi T вiд Ω для

фотонного кристала з дефектом (суцiльна крива) i для фотонного кристала без

дефекту (штрихова крива), що мiстять однакову кiлькiсть комiрок 2N + 1 = 15.

Кут падiння θ = 1,4, i дiапазон по частотам вiдповiдає штриховiй прямiй на

рис. 6.12. У забороненiй зонi є два пiки, якi виникають за рахунок збудження

локалiзованих мод та вiдповiдають двом дисперсiйним кривим, що перетинаються
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штриховою лiнiєю на рис. 6.12. Зеленою пунктирною лiнiєю зображена залежнiсть

резонансного коефiцiєнта прозоростi вiдповiдно до рiвняння (6.102).

1,9 2,0 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5

1

10-1
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10-5

Ω = ω/ωJ

T

Рис. 6.13. Залежнiсть коефiцiєнта прозоростi T вiд нормованої частоти Ω = ω/ωJ
для фотонного кристала з дефектом (суцiльна крива) i для фотонного кристала без

дефекту (штрихова крива) для кута падiння θ = 1,4. Параметри: такi ж, як i на

рис. 6.12.

Висновки до роздiлу 6

У шостому роздiлi дисертацiї, написаному за матерiалами статей [39–42]:

• Дослiджено ефект резонансного пригнiчення коефiцiєнту вiдбиття (ву-

дiвськi аномалiї) при симетричному опромiненнi пластини шаруватого надпро-

вiдника, який виникає при збудженнi нелiнiйних локалiзованих хвиль. Завдяки

нелiнiйностi вудiвськi аномалiї можна контролювати не тiльки змiною частоти

та кута падiння хвилi, а також її амплiтуди. Це означає, що за заданих частоти

та кута падiння можна спостерiгати пригнiчення коефiцiєнту вiдбиття, змiнюючи

амплiтуду хвилi.

• Визначено, що мала нелiнiйнiсть може вiдiгравати вирiшальну роль,

якщо частота хвилi близька до джозефсонiвської частоти. Навiть при невеликих

значеннях амплiтуди хвилi, обравши оптимальну комбiнацiю параметрiв задачi,
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вiдбита хвиля може бути повнiстю пригнiчена.

• Теоретично дослiджено електромагнiтний транспорт через пластину

шаруватого надпровiдника, вiдокремлену вiд двох дiелектричних пiвпросторiв

просторовими промiжками, зробленими з дiелектрика з бiльш м’якою оптичною

щiльнiстю. Використовуючи метод трансфер-матриць отримано вираз для коефiцi-

єнта прозоростi та проаналiзовано його як функцiю кута падiння хвилi.

• Показано, що можливо досягти повної прозоростi за рахунок резонан-

сного збудження джозефсонiвських плазмових мод, локалiзованих на шаруватому

надпровiднику. Специфiчнi особливостi цього явища безпосередньо пов’язанi з

анiзотропiєю джозефсонiвської плазми. Немонотоннiсть закону дисперсiї лока-

лiзованих мод призводить до виникнення двох резонансних пiкiв у залежностi

коефiцiєнта прозоростi вiд кута падiння хвилi. Окрiм того, при збiльшеннi частоти

хвилi цi два пiки зливаються в широкий одиничний пiк.

• Розглянуто фотонний кристал iз дефектом у виглядi пластини шаруватого

надпровiдника. За допомогою розвинутого методу трансфер-матриць отримано

дисперсiйнi спiввiдношення для терагерцових електромагнiтних мод, локалiзо-

ваних на дефектi. Дисперсiйнi характеристики були проаналiзованi чисельно та

порiвнянi з випадком дефекту у виглядi дiелектрика.

• Дослiджена прозорiсть фотонного кристалу скiнченної товщини, який

мiстить дефект у виглядi пластини шаруватого надпровiдника. Знайдено аналiтичнi

вирази для коефiцiєнта прозоростi такого фотонного кристалу. Показано, що

збудження локалiзованих на дефектi мод призводить до резонансного посилення

коефiцiєнта прозоростi. Отримано спрощений аналiтичний вираз для резонансного

коефiцiєнта прозоростi i проведено чисельне моделювання.
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РОЗДIЛ 7

ЕЛЕКТРОМАГНIТНИЙ ТРАНСПОРТ У ШАРУВАТИХ

НАДПРОВIДНИКАХ ЗА НАЯВНОСТI НЕЗМIННОГО У ЧАСI

МАГНIТНОГО ПОЛЯ

У цьому роздiлi на основi праць [43–46] розроблено метод теоретичного

дослiдження електромагнiтного транспорту через шаруватий надпровiдник за

наявностi незмiнного у часi магнiтного поля. Розглядається геометрiя, в якiй

кристалографiчна вiсь с паралельна поверхнi зразка, тобто надпровiднi шари

перпендикулярнi цiй поверхнi. Саме в цьому випадку магнiтне поле може мати

суттєвий вплив на поширення джозефсонiвських плазмових хвиль (ДПХ).

У дисертацiї розглядається випадок вiдносно слабких магнiтних полiв, коли

джозефсонiвськi вихори ще не проникають у зразок шаруватого надпровiдника. За-

уважимо, що таке слабке магнiтне поле проникає у шаруватий надпровiдник лише

на глибину порядку λc. Наприклад, у працi [169] показано, що у пiвнескiнченний

зразок шаруватого надпровiдника незмiнне у часi магнiтне поле величини H0 < H0

проникає у виглядi «хвоста» джозефсонiвського вихору:

ϕ0(x) = 4 arctg
{

exp[−(x+ x0)/λc]
}
. (7.1)

Тут зразок займає область простору x > 0, надпровiднi шари перпендикулярнi

границi зразка, x0 = λc arch(H0/H0) визначає положення центру фiктивного

джозефсонiвського вихору та H0 — характерне магнiтне поле (1.66).

В основi методу лежить спецiальне представлення для калiбрувально-

iнварiантної рiзницi фаз параметра порядку ϕ у шаруватому надпровiднику у ви-

глядi двох доданкiв, ϕ(~r, t) = ϕ0(~r) +ϕw(~r, t), перший з яких вiдповiдає розподiлу
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магнiтного поля у шаруватому надпровiднику, а другий — ДПХ. Обмежуючись

розглядом лише лiнiйних ДПХ, нелiнiйний член sinϕ приймає вигляд:

sinϕ(~r, t) ≈ sinϕ0(~r) + ϕw(~r, t) cosϕ0(~r). (7.2)

Рiвняння Гордона (1.40) у цьому випадку розпадається на два,

(
1− λ2

ab

∂2

∂z2

)
sinϕ0 − λ2

c

∂2ϕ0

∂x2
= 0, (7.3)(

1− λ2
ab

∂2

∂z2

)[
1

ω2
J

∂2ϕw
∂t2

+ ϕw cosϕ0

]
− λ2

c

∂2ϕw
∂x2

= 0, (7.4)

де перше рiвняння визначає ϕ0(~r), а з ним i просторовий розподiл незмiнного у

часi магнiтного поля, а друге рiвняння описує лiнiйну хвилю, що поширюється на

просторово-неоднорiдному фонi, визначеному ϕ0(~r).

Наприклад, для пiвнескiнченного зразка шаруватого надпровiдника, див.

рiвнiсть (7.1), можна пiдставити

cosϕ0(x) = 1− 2

ch2[(x+ x0)/λc]
, (7.5)

у рiвняння Гордона (7.4) та визначити розподiл електромагнiтного поля у шарува-

тому надпровiднику.

На базi цього методу показано, що за допомогою такого магнiтного по-

ля можна контролювати транспортнi характеристики шаруватого надпровiдника.

Зокрема, у пiдроздiлi 7.1 показано, що завдяки змiнi величини магнiтного поля

прозорiсть пластини шаруватого надпровiдника може змiнюватися в широкому

iнтервалi значень, практично вiд непрозоростi до повної прозоростi.

У пiдроздiлi 7.2 дослiджено ефект крос-поляризацiї електромагнiтної хвилi

при вiдбиттi вiд поверхнi пiвнескiнченного шаруватого надпровiдника за наявностi

незмiнного у часi магнiтного поля. Отримано аналiтичнi вирази для коефiцiєнтiв

вiдбиття i перетворення, а також визначено параметри, при яких вiдбувається
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найбiльш ефективна крос-поляризацiя поперечно-електричних (TE) та поперечно-

магнiтних (TM) хвиль.

Нарештi, у пiдроздiлi 7.3 проаналiзовано вплив незмiнного у часi магнiтного

поля на поширення ДПХ, локалiзованих на пластинi шаруватого надпровiдника,

яка розташована мiж двома дiелектричними пiвпросторами. Отримано в аналiти-

чнiй формi дисперсiйнi спiввiдношення для локалiзованих ДПХ i представлено чи-

сельний аналiз впливу магнiтного поля на дисперсiю. Передбачено, що аномальна

дисперсiя локалiзованої ДПХ може спостерiгатися у широкому дiапазонi частот,

хвильових векторiв i магнiтних полiв. Також передбачається можливiсть спостере-

ження внутрiшнього вiдбиття локалiзованої хвилi у неоднорiдному незмiнного у

часi магнiтному полi.

7.1. Прозорiсть шаруватого надпровiдника за наявностi магнiтного

поля

У цьому пiдроздiлi обговорюється можливiсть керування прозорiстю та

вiдбивною здатнiстю пластини шаруватого надпровiдника за допомогою незмiн-

ного у часi магнiтного поля. Ми обмежимось розглядом частот, бiльших за

джозефсонiвську плазмову частоту, ω > ωJ , оскiльки у протилежному випадку

лiнiйнi хвилi у шаруватому надпровiднику не поширюються i падаюча хвиля

повнiстю вiдбивається вiд зразку навiть у присутностi незмiнного у часi магнiтного

поля.

7.1.1. Пiвнескiнченний зразок

Розглянемо вiдбиття плоскої електромагнiтної хвилi ТМ поляризацiї ,

~E = {Ex, 0, Ez}, ~H = {0, Hy, 0}, (7.6)
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вiд пiвнескiнного зразка шаруватого надпровiдника (див. рис. 7.1). Зовнiшнє

незмiнне у часi магнiтне поле ~H0 напрямлено вздовж осi y i паралельно границi

«шаруватий надпровiдник – вакуум», а хвиля з частотою ω падає пiд кутом θ до

поверхнi зразка так, що площина падiння перпендикулярна осi y.

Рис. 7.1. Геометрiя задачi, де s i I позначають надпровiднi i дiелектричнi шари

вiдповiдно, а Hi i Hr — амплiтуди хвиль, що падає та вiдбивається вiдповiдно.

Далi в цьому пунктi ми отримаємо аналiтичнi вирази для коефiцiєнта

вiдбиття i проаналiзуємо його поведiнку при змiнi частоти хвилi, кута падiння i

величини статичного магнiтного поля.

7.1.1.1. Розподiл незмiнного у часi магнiтного та електромагнiтного

полiв у системi

У вакуумнiй областi поле представлено хвилями, що падає i вiдбивається

вiд зразка шаруватого надпровiдника. Використовуючи рiвняння Максвела, можна

записати ненульовi тангенцiальнi компоненти поля хвилi в вакуумi в такiй формi:

Hy = Hi exp(ikxx+ ikzz − iωt) +Hr exp(−ikxx+ ikzz − iωt),

Ez = −kx
k

[
Hi exp(ikxx+ ikzz − iωt)−Hr exp(−ikxx+ ikzz − iωt)

]
, (7.7)
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де Hi i Hr — амплiтуди магнiтного поля хвиль, що падають i вiдбиваються

вiдповiдно; kx = k cos θ, kz = k sin θ — компоненти хвильового вектора (ky = 0);

k = ω/c — модуль хвильового вектора.

Розподiл поля всерединi зразка шаруватого надпровiдника будемо описувати

за допомогою синусоїдального рiвняння Гордона (1.40), яке за вiдсутностi дисипа-

цiї та у наближеннi великої анiзотропiї, γ = λc/λab � 1, може бути записано у

такому виглядi:

sinϕ+
1

ω2
J

∂2ϕ

∂t2
− λ2

c

∂2ϕ

∂x2
= 0, (7.8)

Тут ми знехтували малим доданком λabkz � 1.

Калiбрувально-iнварiантна рiзниця фаз ϕ(~r, t) пов’язана з компонентами

поля в надпровiднику за допомогою рiвнянь (1.64) i (1.65). З них та з рiвняння

Гордона (7.8) неважко отримати вираз, що зв’язує магнiтне поле Hy всерединi

надпровiдника з рiзницею фаз ϕ:

∂ϕ

∂x
=

2πd

Φ0
Hy. (7.9)

Розглянемо розподiл незмiнного у часi магнiтного поля у випадку, коли

є тiльки таке магнiтне поле i немає електромагнiтної хвилi. З рiвняння (7.8)

знаходимо:

ϕ0(ξ) = −4 arctg [exp(−ξ − ξ0)] , (7.10)

де введена безрозмiрна координата ξ = x/λc, константа ξ0 визначається з граничної

умови при x = 0 з урахуванням (7.9) та введено нормоване значення h0 для

величини зовнiшнього магнiтного поля:

ξ0 = arch

(
1

h0

)
, h0 =

H0

H0
. (7.11)
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З рiвнянь (7.10) i (7.9) можна отримати вираз для розподiлу незмiнного у

часi поля всерединi зразка:

Hs0
y (ξ) =

H0

ch(ξ + ξ0)
. (7.12)

Розподiл нормованого незмiнного у часi магнiтного поля у системi пред-

ставлено на рис. 7.2. Зовнiшнє магнiтне поле, яке у вакуумi є однорiдним, про-

никає всередину зразка шаруватого надпровiдника в формi «хвоста» солiтонного

розв’язку рiвняння Гордона, який описується рiвнянням (7.12). Зi збiльшенням

величини поля солiтон проникає глибше в зразок, але його центр залишається

поза зразком. Ми дослiджуємо випадок вiдносно слабких магнiтних полiв, коли

нормоване значення h0 < 1, що вiдповiдає умовам, коли джозефсонiвськi вихори

не проникають у шаруватий надпровiдник.

Рис. 7.2. Розподiл нормованого незмiнного у часi магнiтного поляHy/H0 у вакуумi

та зразку шаруватого надпровiдника (суцiльна лiнiя) вiдповiдно до рiвняння (7.12),

де штрихова лiнiя позначає розподiл магнiтного поля солiтону, «хвiст» якого

проникає всередину зразка.

Тепер обчислимо розподiл електромагнiтного поля ТМ хвилi, яка проникає

у зразок та взаємодiє там iз незмiнним у часi магнiтним полем. Представимо
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калiбрувально-iнварiантну рiзницю фаз параметру порядку у виглядi двох додан-

кiв:

ϕ(ξ, z, t) = ϕ0(ξ) + ϕw(ξ, z, t), (7.13)

перший з яких описується рiвнянням (7.10), а другий виникає внаслiдок поширен-

ня ТМ хвилi та осцилює з частотою падаючої хвилi:

ϕw = a(ξ) exp[i(kzz − ωt)]. (7.14)

Тут ми обмежимось розглядом лише лiнiйних хвиль, тобто будемо вважати,

що амплiтуда падаючої хвилi достатньо мала та |ϕw(ξ, z, t)| � 1. У цьому

випадку рiвняння Гордона (7.8) може бути переписано у виглядi рiвняння для

амплiтуди a(ξ):

∂2a

∂ξ2
+

[
Ω̃2 +

2

ch2(ξ0 + ξ)

]
a(ξ) = 0, (7.15)

де Ω̃ = (Ω2 − 1)1/2, Ω = ω/ωJ — нормована частота. Розв’язок рiвняння (7.15),

який на нескiнченностi, при ξ → ∞, являє собою хвилю, що бiжить вiд границi

«вакуум – шаруватий надпровiдник», i має вигляд:

a(ξ) = C exp(iΩ̃ξ)
[
iΩ̃− th(ξ + ξ0)

]
. (7.16)

За допомогою рiвнянь (7.9) i (7.13) можна визначити поля в шаруватому

надпровiднику. Тангенцiальнi компоненти електромагнiтного поля мають вигляд:

Hs
y =

1

2
H0a

′(ξ) exp[i(kzz − ωt)], Es
z = −H0

iΩ

2
√
ε
a(ξ) exp[i(kzz − ωt)]. (7.17)
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7.1.1.2. Коефiцiєнт вiдбиття

Використовуючи умови неперервностi тангенцiальних компонент електрома-

гнiтного поля на границi зразку шаруватого надпровiдника (7.17) i вакууму (7.7) з

урахуванням (7.16), можна отримати вираз для коефiцiєнта вiдбиття:

R ≡ |Hr|2

|Hi|2
= 1− 2

{
1 +

[
1 +

h4
0

(
1− h2

0

)
Ω̃2Ω4

]
Θ +

1

4Θ

}−1

, (7.18)

де введено параметр

Θ =
Ω̃Ω

2

√
ε cos θ

Ω2 − h2
0

. (7.19)

Нагадаємо, що ми розглядаємо лише частоти, бiльшi за джозефсонiвську плазмову

частоту, тобто Ω > 1. У цьому випадку Θ є додатною величиною, та легко

бачити, що Θ + 1/4Θ завжди не менше 1, тобто величина у фiгурних дужках у

рiвняннi (7.18) бiльше 2 i, як наслiдок, R завжди менше 1.

Як зазначалося вище, ми розглядаємо змiну нормованого магнiтного поля h0

в межах вiд 0 до 1. У випадках h0 = 0 i h0 = 1 вираз (7.18) можна переписати у

виглядi:

R0,1 =
[
1− 2

1 + (Ω/Ω̃)∓1
√
ε cos θ

]2

, (7.20)

де −1 та +1 у показнику степеня вiдповiдають випадкам h0 = 0 i h0 = 1.

Тепер проаналiзуємо, до яких якiсних змiн коефiцiєнта вiдбиття призводить

наявнiсть незмiнного у часi магнiтного поля. Порiвняємо частотну i кутову

залежностi коефiцiєнта вiдбиття при h0 = 0 i h0 = 1. На рис. 7.3 представленi

залежностi коефiцiєнта вiдбиття (7.20) вiд нормованої частоти Ω = ω/ωJ для кутiв

падiння θ = 0,13π (суцiльнi кривi) i θ = 0,46π (штриховi кривi) в разi вiдсутностi

магнiтного поля h0 = 0, а також при h0 = 1. Стрiлками показаний ефект
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увiмкнення поля. Видно, що для малих кутiв при вiдсутностi магнiтного поля

залежнiсть R(Ω) має мiнiмум, рiвний нулю, а включення магнiтного поля h0 = 1

робить цю залежнiсть монотонною. У той же час для кутiв, близьких до π/2,

включення магнiтного поля призводить до протилежного результату: без магнiтно-

го поля крива R(Ω) монотонна, а включення поля h0 = 1 призводить до появи

мiнiмуму коефiцiєнта вiдбиття. Бiльш того, мiнiмальне значення R виявляється

рiвним 0, тобто уся хвиля бiжить вглиб зразку.

Рис. 7.3. Залежностi коефiцiєнта вiдбиття R вiд нормованої частоти Ω при

θ = 0,13π (суцiльнi кривi) i θ = 0,46π (штриховi кривi) та при h0 = 0 (початки

стрiлок) i h0 = 1 (кiнцiвки стрiлок).

За допомогою рiвняння (7.20) можна знайти критичний кут падiння, при

якому вiдбувається перехiд вiд однiєї ситуацiї до iншої. При h0 = 0 i h0 = 1

рiвний нулю мiнiмум коефiцiєнта вiдбиття може спостерiгатися при частотах

Ωmin 0,1 =
1√

1− (ε cos2 θ)∓1
, (7.21)

де −1 та +1 у показнику степеня вiдповiдають випадкам h0 = 0 i h0 = 1.

Щоб мiнiмуми iснували, пiдкорiнний вираз повинен бути позитивним, тобто за

вiдсутностi магнiтного поля h0 = 0 мiнiмум у залежностi коефiцiєнта вiдбиття вiд
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частоти може спостерiгатися при кутах 0 < θ < arccos(ε−1/2). У випадку h0 = 1

навпаки — мiнiмум коефiцiєнта вiдбиття може спостерiгатися для кутiв падiння в

iнтервалi arccos(ε−1/2) < θ < π/2.

Таким чином, зовнiшнiм незмiнним у часi магнiтним полем можна збiль-

шувати або зменшувати дiапазон змiни коефiцiєнта вiдбиття в функцiї частоти

опромiнення.

Розглянемо тепер залежнiсть коефiцiєнта вiдбиття вiд кута падiння, пред-

ставлену на рис. 7.4. Бачимо, що для частот, близьких до джозефсонiвської

плазмової частоти (при Ω = ω/ωJ = 1,01), увiмкнення магнiтного поля призводить

до виникнення мiнiмуму кутової залежностi коефiцiєнта вiдбиття. Для бiльших

частот (при Ω = ω/ωJ = 1,25) мiнiмум коефiцiєнта вiдбиття спостерiгається i пiд

час вiдсутностi зовнiшнього поля. Увiмкнення магнiтного поля не впливає значно

на залежнiсть R(θ), а призводить лише до збiльшення кута падiння, при якому цей

мiнiмум досягається.

Рис. 7.4. Залежностi коефiцiєнта вiдбиття R вiд кута падiння θ при значеннях

нормованої частоти Ω = 1,01 (суцiльнi кривi) i Ω = 1,25 (штриховi кривi) та

при h0 = 0 i h0 = 1.

За допомогою виразу (7.20) можна з’ясувати, що значення кута θ, при якому
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спостерiгається мiнiмум R = 0 у випадках h0 = 0 i h0 = 1, визначається виразом:

θmin 0,1 = arccos
[
(Ω̃/Ω)∓1/

√
ε
]
, (7.22)

де −1 та +1 у показнику степеня вiдповiдають випадкам h0 = 0 i h0 = 1.

Щоб мiнiмум iснував, аргумент функцiї arccos повинен бути менше одиницi, тому

при вiдсутностi магнiтного поля, h0 = 0, мiнiмум R(θ) може спостерiгатися при

частотах Ω > (1− ε−1)−1/2. У випадку h0 = 1 при будь-якiй частотi, змiнюючи кут

падiння, можна домогтися повного пригнiчення коефiцiєнта вiдбиття.

Таким чином, при частотах, близьких до джозефсонiвської плазмової часто-

ти, мiнiмум у кутовiй залежностi коефiцiєнта вiдбиття може спостерiгатися тiльки

за наявностi незмiнного у часi магнiтного поля.

Тепер проаналiзуємо, як змiнюється коефiцiєнт вiдбиття при змiнi магнiтно-

го поля, якщо плавно варiювати величину безрозмiрного магнiтного поля h0 вiд 0

до 1. На рис. 7.5 показанi цi залежностi для трьох значень кута падiння.

Рис. 7.5. Залежностi коефiцiєнта вiдбиття вiд величини незмiнного у часi

магнiтного поля при частотi Ω = 1,05 i кутах падiння: θ = 0,1π (крива 1), θ = 0,4π

(крива 2) i θ = 0,45 π (крива 3).

Видно, що включення статичного магнiтного поля може призводити як до
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зменшення, так i до збiльшення вiдбивної здатностi зразка. При кутах падiння,

близьких до нуля (крива 1), коефiцiєнт вiдбиття R монотонно зростає з ростом

магнiтного поля. При збiльшеннi кута крива перестає бути монотонною (крива 2)

i з’являється мiнiмум R при значеннi поля

h0 min =

√
Ω2

2ε cos2 θ
− Ω2 − 1

2
. (7.23)

Для кутiв, бiльших за arccos(ε−1/2), з ростом магнiтного поля коефiцiєнт вiдбиття

зменшується (крива 3).

Магнiтне поле може як зменшувати, так i збiльшувати коефiцiєнт вiдбиття

в залежностi вiд параметрiв задачi. Визначимо, яку величину магнiтного поля

потрiбно докласти при данiй частотi Ω i даному кутi падiння θ, щоб отримати

мiнiмально можливий коефiцiєнт вiдбиття. На рис. 7.6 кольором показана величина

магнiтного поля, при якiй досягається найменший коефiцiєнт вiдбиття при рiзних

нормованих частотах Ω i кутах падiння θ.

Рис. 7.6. Дiаграма значень нормованого магнiтного поля h0, необхiдних для

мiнiмiзацiї коефiцiєнта вiдбиття при рiзних частотах Ω i кутах падiння θ, де

точки 1, 2 i 3 вiдповiдають кривим з номерами 1, 2 i 3 на рис. 7.5.
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Точки 1, 2 i 3 вiдповiдають кривим на рис. 7.5. При значеннях частоти i

кута падiння в областi I коефiцiєнт вiдбиття мiнiмальний за вiдсутностi магнiтного

поля. Для значень Ω i θ, що вiдносяться до областi III, мiнiмум коефiцiєнта

вiдбиття спостерiгається при магнiтному полi h0 = 1, оскiльки залежнiсть вiд поля

монотонно спадна. Для значень Ω i θ з областi II мiнiмум досягається при певному

промiжному значеннi поля. Як показує аналiз рiвняння (7.18), коефiцiєнт вiдбиття

в мiнiмумi обертається в 0 тiльки на границях областей I, II i III, коли h0 = 0

або h0 = 1 i кути падiння визначаються спiввiдношеннями (7.22). З дiаграми

також видно, як змiнюється характер залежностi коефiцiєнта вiдбиття вiд поля при

рiзних частотах. Як було продемонстровано на рис. 7.3 i 7.4, для частот, близьких

до джозефсонiвської плазмової частоти (тобто при Ω < (1 − ε−1)−1/2), тiльки

увiмкненням магнiтного поля можна досягти повного пригнiчення коефiцiєнта

вiдбиття, а при бiльших частотах мiнiмальний коефiцiєнт вiдбиття дорiвнює 0 як

в присутностi, так i за вiдсутностi магнiтного поля.

7.1.2. Шаруватий надпровiдник скiнченної товщини

Розглянемо падiння хвилi ТМ поляризацiї (див. рiвняння (7.6)) з частотою ω

пiд кутом θ в площинi xz на зразок шаруватого надпровiдника товщини D, коли

розмiр зразка менше довжини згасання хвилi, але бiльше глибини проникнення

незмiнного у часi магнiтного поля λc (див. рис. 7.7). Падаюча хвиля частково

вiдбивається i частково проходить крiзь зразок, як показано на рис. 7.7. Зовнiшнє

незмiнне у часi магнiтне поле ~H0 напрямлено вздовж осi y.

Далi в цьому пунктi ми розрахуємо коефiцiєнт прозоростi, проаналiзуємо

його залежнiсть вiд параметрiв задачi та з’ясуємо, до яких якiсних змiн призводить

скiнченнiсть зразка. Також буде показано, що за допомогою магнiтного поля можна

змiнювати коефiцiєнт прозоростi в широкому дiапазонi.
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Рис. 7.7. Геометрiя задачi, де s i I позначають надпровiднi i дiелектричнi шари

вiдповiдно, а Hi, Hr i Ht — амплiтуди хвиль, що падає, вiдбита i пройшла

вiдповiдно.

7.1.2.1. Розподiл незмiнного у часi магнiтного та електромагнiтного

полiв у системi

Електромагнiтне поле у вакуумних областях праворуч i лiворуч вiд зразка

(див. рис. 7.7) являє собою суперпозицiю незмiнного у часi магнiтного поля i

електромагнiтних хвиль, що падає, вiдбита i пройшла. Використовуючи рiвняння

Максвела, можна отримати наступнi вирази для тангенцiальних компонент полiв у

вакуумнiй областi злiва вiд зразка,

H left
y = Hi exp[i(kxx+ kzz − ωt)] +Hr exp[i(−kxx+ kzz − ωt)], (7.24)

E left
z = −kx

k
(Hi exp[i(kxx+ kzz − ωt)]−Hr exp[i(−kxx+ kzz − ωt)]) ,

де Hi и Hr — амплiтуди хвиль, що падає та вiдбита вiдповiдно, kx = k cos θ,

kz = k sin θ — компоненти хвильового вектора (ky = 0), k = ω/c — його модуль.

Аналогiчно, тангенцiальнi компоненти полiв хвилi з амплiтудою Ht у

вакуумнiй областi справа вiд зразка мають вигляд:

Hright
y = Ht exp[i(kx(x−D) + kzz − ωt)], (7.25)

Eright
z = −kx

k
Ht exp[i(kx(x−D) + kzz − ωt)].
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Для опису полiв у шаруватому надпровiднику ми знову використаємо пiдхiд,

схематично представлений на початку роздiлу та розвинутий у пiдпунктi 7.1.1.1,

який базується на використаннi синусоїдального рiвняння Гордона в формi (7.8)

для калiбрувально-iнварiантної рiзницi фаз ϕ, пов’язаної з електромагнiтними

полями за допомогою рiвнянь (1.64) i (1.65).

Зазначимо, що незмiнне у часi магнiтне поле проникає у зразок у виглядi

«хвостiв» солiтонiв подiбно представленому на рис. 7.2, але через обидвi границi.

Вважаючи зразок досить великим, exp(D/λc) � 1, можна знехтувати взаємодiєю

мiж цими «хвостами» та вважати, що поле проникає незалежно з кожної границi.

Використовуючи рiвняння (7.8), можна отримати вирази для рiзницi фаз, яка

вiдповiдає розподiлу незмiнного у часi магнiтного поля,

ϕleft
0 (ξ) = −4 arctg[exp(−ξ − ξ0)],

ϕright
0 (ξ) = 4 arctg

[
exp(ξ − δ + ξ0)

]
, (7.26)

де введенi безрозмiрна координата ξ = x/λc i нормована товщина зразка δ = D/λc.

Константа ξ0 визначена величиною нормованого магнiтного поля h0 за допомогою

рiвняння (7.11). Як i у пiдпунктi 7.1.1.1, ми будемо розглядати випадок вiдносно

слабких магнiтних полiв, коли нормоване значення h0 < 1, що вiдповiдає умовам,

коли джозефсонiвськi вихори не проникають у шаруватий надпровiдник.

Як було сказано, поля, що проникають з лiвої та правої границь та

описанi рiвняннями (7.26), не взаємодiють, оскiльки незмiнне у часi магнiтне

поле експоненцiйно згасає вглиб зразку на вiдстанi, багато меншiй за товщину

зразка D. Таким чином, рiзниця фаз ϕ0(ξ), що визначає незмiнне у часi магнiтне

поле всерединi зразка, являє собою суму ϕleft
0 (ξ) i ϕright

0 (ξ).

Тепер розглянемо розподiл поля, коли, крiм незмiнного у часi магнiтного

поля, присутня електромагнiтна хвиля ТМ поляризацiї. Як i у пiдпунктi 7.1.1.1,

представимо калiбрувально-iнварiантну рiзницю фаз параметру порядку у виглядi

двох доданкiв (7.13), перший з яких описується сумою ϕleft
0 (ξ) i ϕright

0 (ξ) з
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рiвнянь (7.26), а другий виникає внаслiдок поширення ТМ хвилi та осцилює з

частотою падаючої хвилi, див. рiвняння (7.14). Тодi рiвняння (7.8) може бути

переписано у такому виглядi:

∂2a

∂ξ2
+

[
Ω̃2 +

2

ch2(ξ + ξ0)
+

2

ch2(δ + ξ0 − ξ)

]
a(ξ) = 0, (7.27)

який вiдрiзняється вiд рiвняння (7.15) лише додатковим доданком у квадратних

дужках, який виник за рахунок незмiнного у часi магнiтного поля, що проникає

через другу границю.

Зауважимо, що другий i третiй доданки у квадратних дужках у рiвнян-

нi (7.27) iстотно вiдрiзняються вiд нуля лише в околицi лiвої i правої границь

вiдповiдно. Враховуючи це, розв’язок рiвняння (7.27) можна знайти аналiтично:

a(ξ) = C1e
iΩ̃ξ
[
pa0(ξ)+p

−1a0(δ−ξ)+Ω
]
+C2e

−iΩ̃ξ
[
p−1a0(ξ)+pa0(δ−ξ)+Ω

]
, (7.28)

де

a0(ξ) = th(ξ0 + ξ)− 1, p =
1 + iΩ̃

Ω
. (7.29)

За допомогою рiвнянь (7.9) i (7.13) можна визначити поля в шаруватому

надпровiднику. Тангенцiальнi компоненти електромагнiтного поля пов’язанi з

амплiтудою a(ξ) рiвняннями (7.17).

На рис. 7.8 показано розподiл магнiтного поля електромагнiтної хвилi у

системi як за вiдсутностi незмiнного у часi магнiтного поля h0 = 0 (штрихова

крива), так i при максимальному магнiтному полi h0 = 1 (суцiльна крива). Рисунок

показує, як незмiнне у часi магнiтне поле завдяки нелiнiйностi синусоїдального

рiвняння Гордона впливає на прозорiсть зразку: електромагнiтне поле хвилi

змiнюється поблизу границь зразка, де незмiнне у часi магнiтне поле має iстотну

величину.
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Рис. 7.8. Просторовий розподiл магнiтного поля Hy/H0 у електромагнiтнiй хвилi

при h0 = 0 (штрихова крива) i при h0 = 1 (суцiльна крива), де вертикальнi лiнiї

представляють границi зразка. Параметри: Ω = 1,12, θ = π/4, δ = 30, λc =

4 · 10−3 см, λab = 2000 Å, ωJ/2π = 0,3 ТГц, ε = 16.

7.1.2.2. Коефiцiєнт прозоростi

Використовуючи умови неперервностi тангенцiальних компонент електрома-

гнiтного поля на границях вакуумних областей (7.24) i (7.25) та зразку шаруватого

надпровiдника (7.17) i (7.28), ми можемо отримати коефiцiєнт прозоростi:

T =
|Ht|2

|Hi|2
=

(
1 + sin2(Ω̃δ − φ)

{[(
1 +

h4
0h̃

2
0

Ω4Ω̃2

)
Θ +

1

4Θ

]2

− 1

})−1

, (7.30)

де Θ визначений у рiвняннi (7.19), h̃0 =
√

1− h2
0 та

φ =
π

2
− arctg

{1− Ω̃2

2Ω̃
+

Ω4h̃0

2 Ω̃h2
0

[ Ω2ε cos2 θ

Ω2 + (h̃2
0 − Ω2)ε cos2 θ

− h̃0 + Ω̃2

h̃0 + 1

]−1
}
. (7.31)

Рiвняння (7.30) можна спростити в випадках h0 = 0 i h0 = 1. Якщо немає
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магнiтного поля, h0 = 0, рiвняння (7.30) зводиться до вигляду:

T (h0 = 0) =
[
1 + sin2(Ω̃δ)

( 1

4Θ0
−Θ0

)2]−1

, Θ0 =
Ω̃

Ω

√
ε

2
cos θ. (7.32)

Якщо частота хвилi задовольняє нерiвностi Ω > (1 − ε−1)−1/2, то множник

при синусi в виразi (7.32) обертається в нуль при cos θ = Ω/(Ω̃
√
ε). Звернiмо увагу

на те, що при такому кутi падiння повинно спостерiгатися повне проходження ТМ

хвилi через зразок незалежно вiд товщини зразка.

Коли значення незмiнного у часi магнiтного поля максимальне, h0 = 1,

коефiцiєнт прозоростi набуває наступного вигляду:

T (h0 = 1) =

[
1 + sin2(Ω̃δ − φ1)

( 1

4Θ1
−Θ1

)2
]−1

,

φ1 = 2 arctg Ω̃, Θ1 =
Ω

Ω̃

√
ε

2
cos θ. (7.33)

При кутi падiння, що задовольняє рiвностi cos θ = Ω̃/(Ω
√
ε), коефiцiєнт прозоро-

стi дорiвнює 1 незалежно вiд частоти i товщини зразка.

Далi ми наводимо результати аналiзу залежностей коефiцiєнта прозоростi вiд

товщини зразка, кута падiння i частоти падаючої хвилi, коли нормоване магнiтне

поле змiнюється вiд нуля до одиницi.

Залежнiсть коефiцiєнта прозоростi вiд товщини зразка δ в рiвняннi (7.30)

мiститься тiльки в аргументi синуса sin(Ω̃δ − φ). Видно, що зразок стає повнiстю

прозорим в умовах, коли синус дорiвнює нулю. Вiдповiдно до рiвняння (7.32), за

вiдсутностi магнiтного поля це вiдбувається, коли товщина зразка дорiвнює цiлому

числу пiвхвиль,

δ = πk/Ω̃, k = 1, 2... (7.34)

При включеннi незмiнного у часi магнiтного поля (див. рiвняння (7.30)

або (7.33)) аргумент синуса набуває фазового зсуву φ, який залежить вiд вели-
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чини h0. Наявнiсть магнiтного поля призводить тiльки до вiдповiдного зсуву ма-

ксимумiв функцiї T (δ) i змiнi амплiтуди її осциляцiй, але перiод по δ залишається

таким же. Цей зсув показаний стрiлкою на рис. 7.9, який зображає залежнiсть T (δ)

для двох значень магнiтного поля, h0 = 0 i h0 = 1.

Рис. 7.9. Залежнiсть коефiцiєнта прозоростi T вiд нормованої товщини зразка δ

при h0 = 0 (товста крива) i при h0 = 1 (тонка крива). Параметри: Ω = 1,2, θ = π/4,

λc = 4 · 10−3 см, λab = 2000 Å, ωJ/2π = 0,3 TГц, ε = 16.

Залежнiсть коефiцiєнта прозоростi вiд кута падiння бiльш складна. На

рис. 7.10 кольором показана величина коефiцiєнта прозоростi T в залежностi

вiд кута падiння θ i нормованого незмiнного у часi магнiтного поля h0 при

деяких значеннях нормованої частоти: Ω = 1,1; 1,15; 1,2; 1,28. Хоч ця залежнiсть

кiлькiсно змiнюється зi збiльшенням Ω, можна помiтити якiсне повторення його

поведiнки. Дiйсно, коли Ω̃ змiнюється на π/δ, аргумент синуса в рiвняннi (7.30)

змiнюється приблизно на π (див., наприклад, панелi з Ω = 1,28 та Ω = 1,1 на

рис. 7.10). Коефiцiєнт прозоростi T дорiвнює 1, коли sin(Ω̃δ−φ) = 0, що позначено

штриховими товстими лiнiями на рис. 7.10. Крiм того, сiрими штриховими лiнiями

показанi точки, де коефiцiєнт у круглих дужках у рiвняннi (7.30) досягає мiнiмуму

як функцiя θ.

Можна помiтити з рис. 7.10, що, змiнюючи магнiтне поле, можна варiювати
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Рис. 7.10. Залежнiсть коефiцiєнта прозоростi T вiд кута падiння θ i нормованого

незмiнного у часi магнiтного поля h0 = H0/H0 при деяких значеннях нормованої

частоти, Ω = 1,1; 1,15; 1,2; 1,28. Параметри: δ = 11, λc = 4·10−3 см, λab = 2000 Å,

ωJ/2π = 0,3 ТГц, ε = 16.

прозорiсть зразка в широкому дiапазонi значень. Однак ефект вiд налаштування

магнiтного поля залежить вiд вибору кута падiння i частоти. Наприклад, для

параметрiв, що вiдповiдають головнiй панелi рис. 7.10, при гострих кутах падiння

(аж до 3π/8) коефiцiєнт прозоростi зменшується з ростом магнiтного поля. При

менш гострих кутах падiння змiна поля не призводить до значної змiни коефiцiєнта

прозоростi. Нарештi, при кутах падiння, близьких до π/2, коефiцiєнт прозоростi

зростає зi збiльшенням магнiтного поля. Схожа поведiнка коефiцiєнта вiдбиття

спостерiгалася у випадку пiвнескiнченного зразка, див. рис. 7.4. Звернiмо увагу на

те, що є широка область значень кутiв падiння, при яких змiною магнiтного поля

можна домогтися повної прозоростi (штриховi товстi лiнiї на рис. 7.10).

Таким чином, змiнюючи зовнiшнє магнiтне поле, можна досягти повної

прозоростi практично для будь-якого кута падiння i частоти падаючої хвилi.

Щоб це продемонструвати, ми при заданих величинах магнiтного поля i часто-

ти падаючої хвилi визначили оптимальний кут падiння, при якому коефiцiєнт

прозоростi (7.30) досягає максимально можливого значення Tmax. Рисунок 7.11
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представляє залежнiсть цього значення Tmax вiд нормованого магнiтного поля i

частоти падаючої хвилi.

Рис. 7.11. Залежнiсть коефiцiєнта прозоростi Tmax, який максимiзовано за кутом

падiння θ, вiд нормованої частоти Ω i нормованого незмiнного у часi магнiтного

поля h0 = H0/H0. Параметри: δ = 11, λc = 4 · 10−3 см, λab = 2000 Å, ωJ/2π =

0,3 ТГц, ε = 16.

Як видно з рисунка, є широкий дiапазон змiни параметрiв h0 i Ω (див. свiтлi

областi на рис. 7.11, обмеженi штриховою лiнiєю), у якому пiдбором оптималь-

ного кута падiння θ можна домогтися повної прозоростi. Крiм того, рис. 7.11

демонструє, що iснують областi, де неможливо домогтися повної прозоростi (темнi

областi). А саме, при частотах, близьких до джозефсонiвської плазмової частоти

(Ω = 1), зразок практично завжди вiдбиває велику частину енергiї падаючої хвилi.

Зi зростанням частоти розмiри темних областей, в яких коефiцiєнт прозоростi

менше одиницi, стають меншими.

Величина коефiцiєнта прозоростi при змiнi частоти падаючої хвилi та

величини h0 нормованого незмiнного у часi магнiтного поля, але при фiксованому

кутi падiння θ = π/4, показана кольором на лiвiй панелi рис. 7.12. Областi повної

прозоростi позначенi червоним кольором.
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Рис. 7.12. Залежнiсть коефiцiєнта прозоростi T вiд нормованої частоти Ω i

нормованого незмiнного у часi магнiтного поля h0 (лiва панель) та залежнiсть

коефiцiєнта прозоростi T вiд нормованої частоти Ω при максимальному значен-

нi h0 = 1 (права панель). Параметри: θ = π/4, δ = 30, λc = 4 · 10−3 см,

λab = 2000 Å, ωJ/2π = 0,3 ТГц, ε = 16.

Збiльшуючи частоту хвилi, можна спостерiгати осциляцiї типу Фабрi –

Перо, див. праву панель рис. 7.12. Такi осциляцiї T (Ω) пов’язанi iз залежнiстю

аргументу синуса в рiвняннi (7.30) вiд частоти. Як можна побачити з рис. 7.12,

збiльшення магнiтного поля призводить до звуження червоних смуг i їх зсуву в бiк

низьких частот. Таким чином, якщо ми зафiксуємо частоту падаючої хвилi i будемо

змiнювати зовнiшнє магнiтне поле, ми можемо варiювати коефiцiєнт прозоростi

в досить широкому дiапазонi. Однак дiапазон цiєї змiни залежить вiд вибору

частоти. Наприклад, за фiксованої частоти, представленої штриховою лiнiєю a на

рис. 7.12, дiапазон змiни коефiцiєнта прозоростi виявляється значнiшим, нiж за

частоти, представленої лiнiєю b.

Рис. 7.13 показує, що дiапазон змiни коефiцiєнта прозоростi iстотно залежить

вiд вибору частоти. Верхня i нижня кривi на рис. 7.13 представляють, вiдповiдно,

максимальне i мiнiмальне можливi значення коефiцiєнта прозоростi при змiнi
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магнiтного поля за даної частоти Ω. Сiра промiжна область мiж кривими показує

дiапазон змiни коефiцiєнта прозоростi. Можна бачити, що цей дiапазон iстотно

залежить вiд частоти хвилi. При частотi, що вiдповiдає лiнiї a на рис. 7.12, можна

варiювати коефiцiєнт прозоростi практично вiд нуля до одиницi, в той час як для

лiнiї b цей дiапазон значно менше i неможливо досягти повного прозоростi.

Рис. 7.13. Межi змiни коефiцiєнта прозоростi T при змiнi h0 вiд нормованої

частоти Ω, де верхня та нижня кривi вiдповiдають максимально i мiнiмально

можливим значенням коефiцiєнта прозоростi вiдповiдно, та штриховi лiнiї I i II

вiдповiдають лiнiям I i II на рис. 7.12. Параметри: такi ж, як на рис. 7.12.

Таким чином, вибiр частоти падаючої хвилi визначає дiапазон, в якому за до-

помогою магнiтного поля можна варiювати коефiцiєнт прозоростi. Щоб отримати

широкий дiапазон змiни, потрiбно використовувати вiдносно малi частоти, але не

дуже близькi до джозефсонiвської плазмової частоти ωJ (див. рис. 7.13).
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7.2. Крос-поляризацiя хвиль при вiдбиттi вiд шаруватого надпровiд-

ника за наявностi незмiнного у часi магнiтного поля

У даному пiдроздiлi дослiджується можливiсть керування ефектом крос-

поляризацiї електромагнiтних хвиль за допомогою незмiнного у часi магнiтного

поля. Зокрема, розрахованi коефiцiєнти перетворення поперечно-електричних (TE)

i поперечно-магнiтних (TM) хвиль при їх вiдбиттi вiд пiвнескiнченного зразка

шаруватого надпровiдника. Проведено докладний аналiз отриманих аналiтичних

результатiв в залежностi вiд частоти, кутiв, що визначають напрямок падiння хвилi,

i величини незмiнного у часi магнiтного поля.

Ми розглядаємо падiння плоских електромагнiтних хвиль поперечно-

магнiтної (ТМ),

~Htm(x, y, z, t) =
{

0, H tm
y (x), H tm

z (x)
}

exp[i(kyy + kzz − ωt)], (7.35)

~Etm(x, y, z, t) =
{
Etm
x (x), Etm

y (x), Etm
z (x)

}
exp[i(kyy + kzz − ωt)], (7.36)

та поперечно-електричної (ТЕ),

~Hte(x, y, z, t) =
{
H te
x (x), H te

y (x), H te
z (x)

}
exp[i(kyy + kzz − ωt)], (7.37)

~Ete(x, y, z, t) =
{

0, Ete
y (x), Ete

z (x)
}

exp[i(kyy + kzz − ωt)], (7.38)

поляризацiй з частотою ω з вакууму на зразок шаруватого надпровiдника, пiв-

нескiнченний уздовж осi x та нескiнченний уздовж осей y i z (див. рис. 7.14).

Система координат вибрана таким чином, що осi x i y паралельнi кристалогра-

фiчнiй площинi ab, а вiсь z спрямована вздовж кристалографiчної осi c. Над-

провiднi шари зразка орiєнтованi перпендикулярно поверхнi зразка, що вiдповiдає

площинi x = 0. Напрямок падiння хвилi будемо визначати кутом падiння θ1 щодо

нормалi до поверхнi зразка i кутом повороту θ2 площини падiння щодо осi z. У

цих позначеннях компоненти хвильового вектора ~ki = {kx, ky, kz} падаючої хвилi
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можуть бути представленi у такому виглядi:

kx = k cos θ1, ky = k sin θ1 sin θ2, kz = k sin θ1 cos θ2.

Рис. 7.14. Схематичне зображення пiвнескiнченного зразка шаруватого надпровiд-

ника, на який падає електромагнiтна хвиля.

В такiй геометрiї завдяки анiзотропiї виникає ефект крос-поляризацiї, як

було показано в роздiлi 4. У цьому пiдроздiлi ми дослiдимо вплив зовнiшнього

незмiнного у часi магнiтного поля ~H0, напрямленого вздовж осi y. Будемо

розглядати вiдносно слабкi магнiтнi поля, коли джозефсонiвськi вихори ще не

проникають повнiстю в зразок, H0 < H0.

7.2.1. Розподiл електромагнiтного поля

7.2.1.1. Поля у вакуумi

Використовуючи рiвняння Максвела, компоненти електричного i магнiтного

полiв падаючої хвилi ТМ або ТЕ поляризацiї у вакуумi можна записати в такiй
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формi:

~H tm
i (x) =

{
0,−1,

ky
kz

}
H tm
i exp(ikxx),

~Etm
i (x) =

{
(k2
x − k2)

kxkz
,
ky
kz
, 1

}
kx
k
H tm
i exp(ikxx), (7.39)

~Ete
i (x) =

{
0,−1,

ky
kz

}
Ete
i exp(ikxx),

~H te
i (x) = −

{
(k2
x − k2)

kxkz
,
ky
kz
, 1

}
kx
k
Ete
i exp(ikxx).

Тут k = (k2
x + k2

y + k2
z)

1/2 — модуль хвильового вектора, а H tm
i i Ete

i — амплiтуди

падаючих хвиль ТМ i ТЕ поляризацiй вiдповiдно. Вирази для компонент поля у

хвилi, що вiдбита вiд зразка з хвильовим вектором ~kr = {−kx, ky, kz}, можна

отримати, замiнивши kx на −kx в рiвняннях (7.39).

Для вирiшення задачi крос-поляризацiї ми використаємо принцип супер-

позицiї для хвиль двох специфiчних поляризацiй в шаруватих надпровiдниках,

докладно описаний у пiдроздiлi 4.2. Представимо падаючу електромагнiтну хвилю

заданої поляризацiї у виглядi суперпозицiї хвиль двох взаємно ортогональних

поляризацiй, H⊥ i E⊥. Магнiтне поле в H⊥-поляризованiй хвилi перпендикулярно

осi y, див. рiвняння (4.14), в той час як у E⊥-поляризованiй хвилi електричне поле

ортогонально осi y, див. рiвняння (4.15). Як ми побачимо далi, таке представлення

зручне, оскiльки хвилi цих двох поляризацiй не взаємодiють i не перетворюються

одна в iншу при вiдбиттi вiд зразка шаруватого надпровiдника навiть в умовах

сильної нелiнiйностi або наявностi магнiтного поля.

Поле падаючої хвилi ТМ i/або ТЕ поляризацiї можна представити у виглядi

суми хвиль H⊥ i E⊥ поляризацiй:

~H tm + ~H te = ~H(1) + ~H(2), ~Etm + ~Ete = ~E(1) + ~E(2). (7.40)

Тут i далi iндекси (1) i (2) позначають хвилi H⊥ i E⊥ поляризацiй вiдповiдно, а
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електромагнiтнi поля цих хвиль мають наступнi компоненти:

~H
(1)
i (x) =

{
1, 0,−kx

kz

}
H

(1)
i exp(ikxx),

~E
(1)
i (x) =

{
kx
kz
,
k2
y − k2

kykz
, 1

}
ky
k
H

(1)
i exp(ikxx), (7.41)

~E
(2)
i (x) =

{
1, 0,−kx

kz

}
E

(2)
i exp(ikxx),

~H
(2)
i (x) = −

{
kx
kz
,
k2
y − k2

kykz
, 1

}
ky
k
E

(2)
i exp(ikxx),

а зв’язок мiж амплiтудами має вигляд:

H
(1)
i =

Ete
i kkz −H tm

i kxky
k2
x + k2

z

, E
(2)
i = −E

te
i kxky +H tm

i kkz
k2
x + k2

z

. (7.42)

Аналогiчне спiввiдношення має мiсце i для амплiтуд вiдбитих хвиль, але потрiбно

замiнити kx на −kx.

Далi ми будемо розглядати електромагнiтнi хвилi у вакуумi як суму хвиль H⊥

i E⊥ поляризацiй.

7.2.1.2. Поля в зразку шаруватого надпровiдника

Для визначення електромагнiтних полiв у шаруватому надпровiднику ми

будемо використовувати рiвняння для векторного потенцiалу. Як було показано

у пунктi 1.3.2, в шаруватих надпровiдниках поширюються хвилi звичайної (в якiй

~E ⊥ c) i надзвичайної (в якiй ~H ⊥ c) поляризацiй.

У звичайних хвиль у шаруватому надпровiднику компонента Ez дорiвнює

нулю. Тому такi хвилi завжди лiнiйнi та не зазнають впливу незмiнного у часi

магнiтного поля. Компоненти поля звичайної хвилi, яка поширюється вглиб зразка,
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можна знайти з хвильового рiвняння (1.43), прирiвнявши Az i Jz нулю:

~Eord =

{
ky
kord
x

, 1, 0

}
Eord exp(ikord

x x),

~Hord =

{
−kz
k
,
kykz
kkord

x

,
kord
x

k
−

k2
y

kkord
x

}
Eord exp(ikord

x x), (7.43)

де kord
x — x-проекцiя хвильового вектора звичайної хвилi,

kord
x =

[
1

λ2
c

(
ω2

ω2
J

− λ2
ab

λ2
c

)
− k2

x − k2
y

]1/2

. (7.44)

Зовнiшнє незмiнне у часi магнiтне поле проникає в зразок i створює в

ньому певний розподiл калiбрувально-iнварiантної рiзницi фаз ϕ, див. пункт ??.

Представимо рiзницю фаз ϕ у виглядi суми статичного розв’язку ϕ0, викликаного

тiльки незмiнним у часi магнiтним полем, i малої добавки ϕw, викликаної

електромагнiтною хвилею, що поширюється в зразку:

ϕ(x, y, z, t) = ϕ0(x) + ϕw(x, y, z, t). (7.45)

Розглянемо розподiл незмiнного у часi магнiтного поля у випадку, коли є

тiльки статичне магнiтне поле i немає електромагнiтної хвилi, ϕw = 0. Дiючи

аналогiчно пiдроздiлу 7.1, знаходимо ϕ0(ξ) у виглядi «хвоста» джозефсонiвського

вихору (7.10), де введена безрозмiрна координата ξ = x/λc, константа ξ0 визначена

у рiвняннi (7.11), а параметр h0 являє собою величину зовнiшнього статичного

магнiтного поля H0, нормовану на критичне поле H0. Зауважимо, що, як i у

пiдроздiлi 7.1, ми вивчаємо випадок вiдносно слабких магнiтних полiв, коли H0 <

H0, та джозефсонiвськi вихори не проникають повнiстю в зразок.

Щоб знайти компоненти поля надзвичайної хвилi, яка поширюється на фонi

незмiнного у часi магнiтного поля, яке проникає у зразок, ми будемо шукати
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розв’язок рiвняння (1.43) у виглядi:

Ax(x, y, z, t) = ax(ξ) exp[i(kyy + kzz − ωt)],

Ay(x, y, z, t) = ay(ξ) exp[i(kyy + kzz − ωt)], (7.46)

Az(x, y, z, t) = az(ξ) exp[i(kyy + kzz − ωt)]−
Φ0

2πd
ϕ0(x).

Пiдставляючи компоненти векторного потенцiалу (7.46) у рiвняння (1.43),

знаходимо вирази для ax(ξ), ay(ξ),

ax(ξ) = −2iλ2
abkz
λc

a′z(ξ), ay(ξ) = 2λ2
abkykzaz(ξ), (7.47)

та диференцiальне рiвняння для az(x),

γ2 − Ω2

γ2 + κ2
z − Ω2

a′′z(ξ)−
[
κ2
y(γ

2 − Ω2)

γ2 + κ2
z − Ω2

+ cosϕ0(ξ)− Ω2

]
az(ξ) = 0, (7.48)

де γ = λc/λab — параметр анiзотропiї, Ω = ω/ωJ та κy,z = ky,zλc — нормованi

частота та компоненти хвильового вектора вiдповiдно.

Звернiмо увагу на те, що за наявностi незмiнного у часi магнiтного поля

шаруватий надпровiдник можна розглядати як анiзотропне середовище з ефектив-

ним просторово-залежним дiагональним тензором дiелектричної проникностi з

компонентами εxx = εyy = εab i εzz = εc, де

εab(Ω) = εs
(

1− γ2

Ω2

)
, εc(ξ,Ω) = εs

{
1− 1

Ω2

[
1− 2

ch2(ξ + ξ0)

]}
, (7.49)

де εs — проникнiсть дiелектричних шарiв. Дiйсно, в цих термiнах рiвняння (7.48)

переписується в вiдомiй формi для поля Ez надзвичайної хвилi:

d2Ez

dx2
+
[
k2εc − k2

z(εc/εab)− k2
y

]
Ez = 0. (7.50)
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Таким чином, увiмкнення незмiнного у часi магнiтного поля призводить до

виникнення просторової неоднорiдностi тензора дiелектричної проникностi над-

провiдника.

В умовах сильної анiзотропiї, λc � λab, (наприклад, для Bi2Sr2CaCu2O8+δ

параметр γ ∼ 100) i при частотах ω порядку ωJ , величину Ω/γ можна вважати

малою. Бiльш того, в розглянутiй задачi величина κz/γ також дуже мала в

порiвняннi з одиницею,

κz/γ =
Ω

γ
√
εs

sin θ1 cos θ2 � 1. (7.51)

У такому наближеннi рiвняння (7.48) має асимптотично точний розв’язок,

az(ξ) = aext exp(iκextξ)
[
iκext − th(ξ0 + ξ)

]
, (7.52)

де κext — безрозмiрна x-проекцiя хвильового вектора надзвичайної хвилi,

κext =
(
Ω2 − 1− κ2

y

)1/2
. (7.53)

В умовах, коли κext стає уявним, лiнiйнi хвилi надзвичайної поляризацiї не можуть

поширюватися у зразку.

Остаточно, для компонент електромагнiтного поля надзвичайної хвилi має-

мо:

~Eext(ξ) =
Ω

iλc
√
εs
{0, 0, az(ξ)} , ~Hext(ξ) = λ−1

c {−iκyaz(ξ), a′z(ξ), 0} . (7.54)

7.2.2. Коефiцiєнти вiдбиття i перетворення

Використовуючи умови неперервностi тангенцiальних компонент електри-

чного i магнiтного полiв на границi, при x = 0, мiж вакуумом, рiвняння (7.41), i
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шаруватим надпровiдником, рiвняння (7.43) i (7.54), отримуємо систему рiвнянь

для невiдомих амплiтуд хвиль. В умовах сильної анiзотропiї, γ � 1, систему

можна привести до такого вигляду:

H
(1)
i +H(1)

r = 0, (7.55a)

E
(2)
i − E(2)

r = −kz
kx

aextΩ(κext + i
√

1− h2
0)

λc
√
εs

, (7.55b)

E
(2)
i + E(2)

r =
kkz

k2
y − k2

aext

λc
[h2

0 + κext(κext + i
√

1− h2
0)], (7.55c)

− kkx
kord
x kz

[
H

(1)
i −H(1)

r

]
− ky
kord
x

[
E

(2)
i + E(2)

r

]
= Eord. (7.55d)

Видно, що хвиля H⊥ поляризацiї повнiстю вiдбивається вiд зразка,

H
(1)
i = −H(1)

r , (7.56)

при цьому хвилю E⊥ поляризацiї можна описати незалежно. Спiввiдношення

мiж амплiтудами падаючої i вiдбитої хвиль E⊥ поляризацiї можна представити

у наступному виглядi:

E(2)
r = E

(2)
i

χ− χ0

χ+ χ0
, (7.57)

де

χ = κext +
h2

0

κext + i
√

1− h2
0

, χ0 =
Ω(k2 − k2

y)√
εskkx

. (7.58)

Тепер ми можемо виразити амплiтуди вiдбитих хвиль ТЕ i ТМ поляризацiй

через амплiтуди падаючих хвиль ТЕ i ТМ поляризацiй. За допомогою спiввiдно-

шень (7.42), (7.56) i (7.57) отримуємо

H tm
r = H tm

i

χ+ χ1

χ+ χ0
− Ete

i

χ2

χ+ χ0
, Ete

r = H tm
i

χ2

χ+ χ0
− Ete

i

χ− χ1

χ+ χ0
, (7.59)
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для ТМ i ТЕ поляризацiй вiдповiдно, де

χ1 =
Ω(k2

xk
2
y − k2k2

z)√
εskkx(k2

y + k2
z)
, χ2 =

2Ωkykz√
εs(k2

y + k2
z)
. (7.60)

Вiдзначимо, що χ є комплексною величиною, у той час як χ0, χ1 i χ2 — дiйснi

числа.

У тих випадках, коли на зразок падає хвиля строго однiєї поляризацiї, ТМ або

ТЕ, зручно ввести в розгляд коефiцiєнти вiдбиття хвиль вiдповiдних поляризацiй:

Rtm =

∣∣∣∣H tm
r

H tm
i

∣∣∣∣2 , Rte =

∣∣∣∣Ete
r

Ete
i

∣∣∣∣2 , (7.61)

i коефiцiєнти перетворення:

Rtm→te =

∣∣∣∣ Ete
r

H tm
i

∣∣∣∣2 , Rte→tm =

∣∣∣∣H tm
r

Ete
i

∣∣∣∣2 . (7.62)

Звернiмо увагу на те, що з рiвнянь (7.59) випливає рiвнiсть коефiцiєнтiв перетво-

рення: Rtm→te = Rte→tm.

У разi, коли частота хвилi перевищує частоту вiдсiчення,

Ω > Ωcut =

(
1− sin2 θ1 sin2 θ2

εs

)−1/2

, (7.63)

величина κext є дiйсною, що вiдповiдає поширенню надзвичайних хвиль у шару-

ватому надпровiднику. В таких умовах сума коефiцiєнтiв вiдбиття i перетворення

строго менше одиницi,

Rtm +Rtm→te < 1, Rte +Rte→tm < 1, (7.64)

оскiльки частина енергiї падаючої хвилi йде вглиб зразку. У разi ж бiльш низьких

частот, Ω < Ωcut, величина κext стає чисто уявною. Тодi лiнiйнi хвилi не можуть
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поширюватися в зразку, i сума коефiцiєнтiв вiдбиття i перетворення дорiвнює

одиницi. Нижче ми проаналiзуємо цi два випадки окремо.

7.2.2.1. Високi частоти, Ω > Ωcut

У цьому випадку параметр χ = χ′ + iχ′′ мiстить як дiйсну, так i уявну

частину,

χ′ =
(κ2

ext + 1)κext

κ2
ext + 1− h2

0

, χ′′ = − h2
0

√
1− h2

0

κ2
ext + 1− h2

0

, (7.65)

i коефiцiєнти вiдбиття можуть бути записанi у виглядi:

R
tm/te
+ =

(χ′ ± χ1)
2 + (χ′′)2

(χ′ + χ0)2 + (χ′′)2
, (7.66)

де TM поляризацiї вiдповiдає знак «+» в перших дужках в чисельнику, а TE

поляризацiї — знак «−», а дiйснi величини χ0, χ1 i χ2 заданi рiвняннями (7.58)

i (7.60). Нижнiй iндекс «+» позначає випадок високих частот, тобто Ω > Ωcut.

Для коефiцiєнтiв перетворення отримуємо такий вираз:

Rtm→te
+ = Rte→tm

+ =
χ2

2

(χ′ + χ0)2 + (χ′′)2
. (7.67)

7.2.2.2. Низькi частоти, Ω < Ωcut

Для цього випадку зручно ввести дiйсний параметр κ̃ext,

κ̃ext = −iκext =
√

1− Ω2 + κ2
y. (7.68)
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Тодi параметр χ = χ′ + iχ′′ стає чисто уявним,

χ′ = 0, χ′′ = κ̃ext −
h2

0

κ̃ext +
√

1− h2
0

, (7.69)

i коефiцiєнти вiдбиття i перетворення приймають такий вигляд:

Rtm
− = Rte

− =
χ2

1 + (χ′′)2

χ2
0 + (χ′′)2

. Rtm→te
− = Rte→tm

− =
χ2

2

χ2
0 + (χ′′)2

,

де нижнiй iндекс «−» позначає випадок низьких частот, тобто Ω < Ωcut.

7.2.3. Аналiз результатiв

7.2.3.1. Коефiцiєнти вiдбиття i перетворення при Ω > Ωcut

Проведений нами аналiз показав, що при додатньому вiдстроюваннi часто-

ти, δΩ = Ω − Ωcut > 0, коефiцiєнт перетворення Rtm→te
+ = Rte→tm

+ завжди

зменшується з ростом величини незмiнного у часi магнiтного поля. При цьому

коефiцiєнти вiдбиття Rtm
+ i Rte

+ можуть як зменшуватися, так i збiльшуватися зi

зростанням магнiтного поля в залежностi вiд параметрiв задачi.

На рис. 7.15 представлена залежнiсть вiдношення Rtm→te
+ /Rtm

+ коефiцiєнта

перетворення до коефiцiєнта вiдбиття вiд величини нормованого магнiтного

поля h0 при рiзних значеннях вiдстроювання частоти δΩ. Видно, що при зменшеннi

вiдстроювання величина перетворення зростає. Залежностi коефiцiєнтiв вiдбит-

тя Rtm
+ i перетворення Rtm→te

+ вiд h0 при δΩ = 0,001 наведенi на вставцi до

рис. 7.15. Використовуючи рiвняння (7.66) i (7.67), можна отримати аналiтичний

вираз для вiдношення Rtm→te
+ /Rtm

+ при h0 = 0, рiзних частотах Ω i кутах θ1 i θ2:

Rtm→te
+

Rtm
+

∣∣∣
h0=0

=
( sin 2θ2

κext
√
εs/Ω + cos θ1 sin2 θ2 − cos2 θ2/ cos θ1

)2

. (7.70)
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Результат для вiдношення Rte→tm
+ /Rte

+ виявляється таким же, як в рiвняннi (7.70),

але з замiною знака перед κext з плюса на мiнус. Також нагадаємо, що κext є

функцiєю частоти Ω i кутiв θ1 i θ2:

κext =
[
Ω2 − 1− Ω2ε−1

s sin2 θ1 sin2 θ2

]1/2
. (7.71)

Рис. 7.15. Залежностi вiдношення Rtm→te
+ /Rtm

+ коефiцiєнта перетворення до

коефiцiєнта вiдбиття вiд величини нормованого незмiнного у часi магнiтного

поля h0 при δΩ = 0,01; 0,002; 0,001, зображенi кривими а, b i с вiдповiдно

(головна панель) та залежностi коефiцiєнтiв вiдбиття Rtm
+ i перетворення Rtm→te

+

вiд величини нормованого магнiтного поля h0 при δΩ = 0,001, зображенi

штриховою i суцiльною кривою вiдповiдно (вставка). Параметри: θ1 = π/8,

θ2 = π/4, λc = 4× 10−3 см, λab = 2× 10−5 см, ωJ/2π = 0,3 ТГц, εs = 16.

Найбiльшого значення вiдношення (7.70) досягає, коли вiдстроювання ча-

стоти мале, δΩ = Ω − Ωcut � 1, кут падiння θ1 близький до нуля, а кут θ2

близький до π/4. Коефiцiєнт перетворення Rtm→te
+ в цьому випадку близький до 1.

У зазначеному граничному випадку при h0 � 1 вiн асимптотично дорiвнює:

Rtm→te
+ ≈ 1−

√
8εs δΩ−

1

4

(
θ2

1 − 4θ2 + π
)2 − εsh4

0. (7.72)
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Незважаючи на те, що в загальному випадку коефiцiєнти вiдбиття ТМ i

ТЕ хвиль рiзнi, при θ2 > π/4 завжди можна знайти такий θ1, при якому кривi

залежностей коефiцiєнтiв вiдбиття Rtm
+ i Rte

+ збiгаються незалежно вiд частоти

падаючої хвилi i магнiтного поля (див. рис. 7.16).

Рис. 7.16. Залежностi коефiцiєнтiв вiдбиття Rtm
+ (суцiльнi лiнiї) i Rte

+ (штриховi

лiнiї) вiд нормованого незмiнного у часi магнiтного поля h0 при θ2 = π/6 (кривi a

i c) i при θ2 = arcctg cos(π/3) (кривi b). Параметри: Ω = 1,1, θ1 = π/3, iншi

параметри такi ж, як i на рис. 7.15.

Даний ефект виникає, коли виконується спiввiдношення

θ2 = arcctg cos θ1. (7.73)

Зокрема, якщо θ1 = 0, кривi спiвпадають при θ2 = π/4.

7.2.3.2. Коефiцiєнти вiдбиття i перетворення при Ω < Ωcut

Випадок вiд’ємного вiдстроювання частоти, δΩ = Ω−Ωcut < 0, цiкавий тим,

що в таких умовах коефiцiєнт перетворення Rtm→te
− = Rte→tm

− може мати максимум

при значеннi h0, вiдмiнному вiд нуля i одиницi. Значення магнiтного поля,
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при якому спостерiгається максимум коефiцiєнта перетворення, можна отримати

аналiтично:

hmax
0 = κ̃ext

√√(
κ̃ext

)−2 − 3/4 + 1/2, (7.74)

де κ̃ext визначається виразом (7.68):

κ̃ext =
[
1− Ω2 + Ω2ε−1

s sin2 θ1 sin2 θ2

]1/2
. (7.75)

Рисунок 7.17 представляє кольором значення коефiцiєнта перетворен-

ня Rtm→te
− як функцiю кутiв θ1 i θ2 при певнiй частотi Ω = 0,9 i при оптимальному

значеннi магнiтного поля (7.74).

Рис. 7.17. Коефiцiєнт перетворення Rtm→te
− (показаний градiєнтом кольору) при

оптимальному значеннi hmax
0 магнiтного поля i при рiзних кутах θ1 i θ2 та при

частотi хвилi Ω = 0,9. Параметри: такi ж, як i на рис. 7.15.

Середина чорної областi на дiаграмi представляє лiнiю максимальних

значень коефiцiєнта перетворення Rtm→te
− , рiвних 1, що вiдповiдає наступному
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спiввiдношенню мiж кутами θ1 i θ2:

cos θ2 =
1√

2 + tg2 θ1

. (7.76)

З рiвняння (7.76), як i з рис. 7.17, видно, що повної крос-поляризацiї можна

досягти при кутах θ2, якi перевищують π/4. Пiдставляючи θ2 з рiвняння (7.76)

в нерiвнiсть Ω < Ωcut, отримуємо умову для частоти хвилi, при виконаннi якої

можливе повне перетворення поляризацiї:

Ω <
[
1− sin2 θ1

εs(1 + cos2 θ1)

]−1/2

. (7.77)

На рис. 7.18 наведенi залежностi коефiцiєнтiв вiдбиття i перетворення вiд

незмiнного у часi магнiтного поля.

Рис. 7.18. Залежностi коефiцiєнтiв вiдбиття Rtm
− i перетворення Rtm→te

− , зображенi

штриховою та суцiльною кривою вiдповiдно, вiд нормованого незмiнного у часi

магнiтного поля h0 при Ω = 0,9, θ1 = π/3 i θ2 = arccos(5−1/2) (лiва панель)

та залежнiсть оптимальної величини нормованого незмiнного у часi магнiтного

поля hmax
0 , при якiй спостерiгається повне перетворення, вiд частоти Ω (права

панель). Параметри: такi ж, як i на рис. 7.15.

Видно, що при певному значеннi магнiтного поля h0 коефiцiєнт вiдбиття

ТМ хвилi Rtm
− обертається в нуль, а коефiцiєнт перетворення Rtm→te

− , вiдповiдно,
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в одиницю, тобто вiдбувається повна крос-поляризацiя. При малих значеннях

вiдстроювання частоти максимум коефiцiєнта перетворення спостерiгається при

малих магнiтних полях. З ростом вiдстроювання частоти значення hmax
0 змiщується

в область полiв близьких до одиницi. Дану тенденцiю можна побачити на правiй

панелi рис. 7.18.

Таким чином, можна стверджувати, що для заданих частоти Ω i кута

падiння θ1, що задовольняють спiввiдношенню (7.77), можна знайти кут θ2

з рiвняння (7.76) i магнiтне поле h0 з рiвняння (7.74), при яких коефiцiєнт

перетворення дорiвнює одиницi, тобто спостерiгається повна крос-поляризацiя

вiдбитої хвилi.

7.3. Вплив незмiнного у часi магнiтного поля на аномальну диспер-

сiю локалiзованих мод

У цьому пiдроздiлi дослiджено можливiсть управлiння аномальною диспер-

сiєю локалiзованих хвиль у пластинi шаруватого надпровiдника за допомогою

незмiнного у часi магнiтного поля. Отримано дисперсiйнi спiввiдношення для

локалiзованих хвиль у квазiкласичному наближеннi Вентцеля – Крамерса –

Бриллюена (ВКБ) та у точнiй формi в термiнах спецiальних функцiй Лежандра.

Показано, що в широкому дiапазонi параметрiв може спостерiгатися аномальна

дисперсiя, та обговорюється можливiсть внутрiшнього вiдбиття локалiзованих

хвиль у неоднорiдному незмiнному у часi магнiтному полi.

Ми вивчаємо лiнiйнi локалiзованi ДПХ, що поширюються в пластинi ша-

руватого надпровiдника, розташованiй мiж двома дiелектричними пiвпросторами,

у якiй надпровiднi шари є перпендикулярними поверхнi пластини, див. рис. 7.19.

Як i у попереднiх пiдроздiлах, система координат вибирається таким чином, щоб

вiсь z була напрямлена поперек надпровiдних шарiв, тобто вздовж кристалогра-

фiчної осi c, i паралельно до поверхонь пластини. Осi x i y напрямленi вздовж

надпровiдних шарiв, тобто вздовж кристалографiчної площини ab, причому вiсь x
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перпендикулярна границi пластини, а вiсь y паралельна їй. Пластина товщини D

розташована в областi |x| < D/2, а верхнiй i нижнiй дiелектричнi пiвпростори з

проникнiстю εd займають областi x > D/2 i x < −D/2 вiдповiдно. Таким чином,

площина x = 0 знаходиться посерединi пластини i подiляє систему на двi симе-

тричнi частини. Зовнiшнє незмiнне у часi магнiтне поле ~H0 напрямлене вздовж

осi y i однорiдно розподiлено за межами пластини шаруватого надпровiдника.

Рис. 7.19. Пластина товщини D, що розташована у незмiнному у часi магнiтному

полi ~H0, вздовж якої поширюється локалiзована хвиля з хвильовим вектором ~k.

Ми розглядаємо локалiзованi хвилi ТМ поляризацiї з частотою ω, що

поширюються вздовж осi z:

~H(x, y, z, t) = {0, Hy(x), 0} exp(ikzz − iωt),
~E(x, y, z, t) = {Ex(x), 0, Ez(x)} exp(ikzz − iωt). (7.78)

Локалiзованi ДПХ повиннi згасати далеко вiд пластини. З рiвнянь Максвела

ми можемо отримати вирази для компонент Hy i Ez електромагнiтної хвилi у

дiелектричних пiвпросторах:

H±y (x) = H± exp[∓kd(x∓D/2)], (7.79)

E±z (x) = ∓ickd
εdω

H± exp[∓kd(x∓D/2)],
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де верхнi iндекси + i − позначають верхнiй (x > D/2) i нижнiй (x < −D/2)

пiвпростори вiдповiдно, H± — амплiтуда магнiтного поля. Декремент kd,

k2
d = k2

z − εdω2/c2 > 0, (7.80)

визначає, як швидко локалiзована хвиля згасає при вiддаленнi вiд пластини.

7.3.1. Розподiл електромагнiтного поля у шаруватому надпровiднику

У цьому пунктi для опису полiв у шаруватому надпровiднику ми викори-

стовуємо метод, схематично представлений на початку роздiлу та розвинутий у

попереднiх пiдроздiлах, який базується на використаннi синусоїдального рiвняння

Гордона в формi (1.40) для калiбрувально-iнварiантної рiзницi фаз ϕ, пов’язаної з

електромагнiтним полем за допомогою рiвнянь (1.64) i (1.65).

7.3.1.1. Незмiнне у часi магнiтне поле в шаруватому надпровiднику

Спочатку розглянемо розподiл незмiнного у часi магнiтного поля, припу-

скаючи, що електромагнiтна хвиля вiдсутня. Дiючи аналогiчно пiдпункту 7.1.2.1,

знаходимо ϕ0(ξ) = ϕ+(ξ)+ϕ−(ξ) у виглядi суми «хвостiв» двох джозефсонiвських

вихорiв:

ϕ±(ξ) = ∓4 arctg
[

exp (ξ0 ∓ ξ)
]
, (7.81)

де iндекси + чи − позначають верхню (x = D/2) чи нижню (x = −D/2) границю,

бiля якої розташовано «хвiст», ξ = x/λc — безрозмiрна координата, а константа ξ0

визначає центри фiктивних вихорiв i визначається нормованою величиною h0

зовнiшнього незмiнного у часi магнiтного поля H0 та нормованою пiвтовщиною δ
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пластини:

ξ0 = δ + arch(h−1
0 ), δ = D/2λc, h0 = H0/H0. (7.82)

Зауважимо, що, як i у попереднiх пiдроздiлах, ми вивчаємо випадок вiдносно

слабких магнiтних полiв, коли H0 < H0 та джозефсонiвськi вихори не проникають

повнiстю в зразок, а також припускаємо, що пластина досить товста,

exp(D/λc)� 1, (7.83)

щоб «хвости» джозефсонiвських вихорiв (7.81) не взаємодiяли.

7.3.1.2. Електромагнiтне поле в шаруватому надпровiднику

Для опису електромагнiтного поля ДПХ у пластинi ми представляємо ϕ як

суму незмiнного у часi розв’язку ϕ0(ξ), див. рiвняння (7.81), а також невеликої до-

бавки ϕlm(ξ, z, t), викликаної поширенням локалiзованої електромагнiтної хвилi:

ϕ(ξ, z, t) = ϕlm(ξ, z, t) + ϕ+(ξ) + ϕ−(ξ). (7.84)

Будемо шукати ϕlm(ξ, z, t) у виглядi хвилi, що поширюється вздовж осi z:

ϕlm(ξ, z, t) = a(ξ) exp[ikzz − iωt]. (7.85)

Пiдставляючи рiзницю фаз ϕ(ξ, z, t) у рiвняння Гордона (1.40), ми отримує-

мо таке рiвняння для амплiтуди a(ξ):

− a′′(ξ)

κ2
s

+
[
u(ξ)− 1

]
a(ξ) = 0, (7.86)
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де штрих позначає похiдну за ξ,

u(ξ) = (1− Ω2)−1
[ 2

ch2(ξ0 − ξ)
+

2

ch2(ξ0 + ξ)

]
(7.87)

i Ω = ω/ωJ — нормована частота. Параметр κs являє собою нормовану x-

проекцiю хвильового вектора за вiдсутностi незмiнного у часi магнiтного поля,

див. рiвняння (5.50):

κ2
s = (Ω2 − 1)

(
1 +

κ2
z

1− Ω2/γ2

)
, (7.88)

i κz = kzλab — нормована z-проекцiя хвильового вектора.

За допомогою рiвнянь (1.64) i (1.65) ми можемо виразити компоненти Hs
y

i Es
z електромагнiтного поля в пластинi через функцiю a(ξ):

Hs
y(ξ) =H0

a′(ξ)

1 + κ2
z/(1− Ω2/γ2)

, (7.89)

Es
z(ξ) = −H0

iΩ√
ε
a(ξ).

У наступному пунктi ми представимо аналiтичний розв’язок рiвняння (7.86)

i виведемо дисперсiйнi спiввiдношення для локалiзованих мод у наближеннi ВКБ

та у точнiй формi.

7.3.2. Дисперсiйнi спiввiдношення

Для того, щоб отримати дисперсiйнi спiввiдношення для ДПХ, локалiзова-

них в пластинi шаруватого надпровiдника, ми використовуємо умови неперервно-

стi тангенцiальних компонент електромагнiтного поля на границях пластини:

E±z
H±y

∣∣∣
ξ=±δ

=
Es
z

Hs
y

∣∣∣
ξ=±δ

. (7.90)
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З цього рiвняння та рiвнянь (7.79), (7.89) отримуємо такi спiввiдношення для

амплiтуди a(ξ) на границях пластини:

a′(ξ = ±δ)
a(ξ = ±δ)

= ± ε−1Ω2κ2
s

(Ω2 − 1)κd
, (7.91)

де ε = εs/εd, а κd являє собою нормований просторовий декремент згасання у

дiелектричних пiвпросторах, див. рiвняння (7.80),

κ2
d = γ2κ2

z − ε−1Ω2 > 0. (7.92)

Слiд зазначити, що симетрiя дослiджуваної системи передбачає симетрiю

локалiзованих ДПХ, симетричних та антисиметричних вiдносно магнiтного поля.

Тому ми можемо використовувати вiдношення (7.91) тiльки для верхнього iнтер-

фейсу ξ = +δ, але накладати додатковi умови посерединi пластини,

a(0) = 0 або a′(0) = 0 (7.93)

для симетричних або антисиметричних хвиль вiдповiдно.

Диференцiальне рiвняння (7.86) разом iз спiввiдношенням (7.91) при ξ = +δ,

а також за однiєю з умов (7.93) визначає спектр локалiзованих хвиль. У наступних

пiдпунктах 7.3.2.1 i 7.3.2.2 ми представимо наближений та точний розв’язки

рiвнянь (7.86) вiдповiдно.

7.3.2.1. Дисперсiя в рамках наближення ВКБ

У цьому пiдпунктi ми вирiшуємо рiвняння (7.86) наближено за допомогою

метода ВКБ. Обмежимо наше дослiдження вiдносно низьким частотним дiапазо-

ном ω < γωJ , де γ = λc/λab — параметр анiзотропiї. З одного боку, в цьому

частотному дiапазонi можна спостерiгати всi особливостi аномальної дисперсiї,
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якi викликанi незмiнним у часi магнiтним полем. З iншого боку, високочастотний

дiапазон навряд чи може бути досягнутий в експериментi внаслiдок руйнування

надпровiдного стану. Слiд пiдкреслити, що рiвняння (7.86) нагадує одновимiрне

рiвняння Шредингера з одиницею замiсть загальної енергiї та u(ξ) замiсть

потенцiйної енергiї. Отже, у випадку

κs � 1, (7.94)

ми можемо вирiшити це рiвняння за допомогою наближення ВКБ. У свою чергу,

нерiвнiсть (7.94) виконується за наступних умов:

κ2
z � 1− Ω2/γ2, |Ω− 1| & 1, (7.95)

якi ми i будемо брати до уваги при подальшому дослiдженнi.

Почнемо наш аналiз з випадку вiдносно високих частот 1 < Ω < γ, коли

параметр κs є додатнiм, див. рiвняння (7.88), та потенцiйна енергiя u(ξ) вiд’ємною,

див. рiвняння (7.87). У цьому випадку класичнi точки повороту вiдсутнi, а

розв’язок рiвняння (7.86) у наближеннi ВКБ можна представити у такому виглядi:

a(ξ) =
awkb

sym√
b′(ξ)

sin
[
κsb(ξ)

]
, (7.96)

a(ξ) =
awkb

asym√
b′(ξ)

cos
[
κsb(ξ)

]
,

для симетричної та антисиметричної локалiзованих хвиль вiдповiдно. Тут awkb
asym

i awkb
sym — це константи iнтегрування,

b(ξ) =

∫ ξ

0

√
1− u(ξ′)dξ′. (7.97)

Далi ми пiдставляємо розв’язки (7.96) у рiвняння (7.91) i отримуємо
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дисперсiйнi спiввiдношення:

ctg
[
κsb(δ)

]
= β та tg

[
κsb(δ)

]
= −β (7.98)

для симетричної та антисиметричної локалiзованих хвиль, де

β =
ε−1Ω2κs

(Ω2 − 1)κd

[
1 +

2h2
0

Ω2 − 1

]−1/2

. (7.99)

Якщо z-проекцiя хвильового вектора досить велика, κz � ε−1/2Ω/γ, то

параметр β є малим, β ∼ (εγ)−1 � 1. У цьому випадку ми можемо спростити

дисперсiйне спiввiдношення до вигляду κsb(δ) = π(n− 2)/2, де цiле число n =

3, 4, . . . нумерує дисперсiйнi кривi знизу вверх (див. пункт 7.3.3 i рис. 7.22).

Непарнi числа n = 3, 5, . . . вiдповiдають симетричним хвилям, тодi як парнi n =

4, 6, . . . описують антисиметричнi хвилi. Зазначимо, що ми починаємо нумерацiю

з n = 3, оскiльки дисперсiйнi кривi з номерами n = 1 i n = 2 знаходяться в

нижньому дiапазонi частот Ω < 1. Вказане дисперсiйне спiввiдношення можна

переписати в явному виглядi для κz(Ω):

κ2
z(Ω) =

(
1− Ω2

γ2

){[π(n− 2)/2
]2

(Ω2 − 1)b2(δ)
− 1

}
. (7.100)

Тепер перейдемо до дiапазону низьких частот, Ω < 1. У цьому випадку

електромагнiтне поле в шаруватому надпровiднику згасає поперек пластини, тому

хвиля в пластинi може бути представлена як двi слабко зв’язанi поверхневi хвилi,

локалiзованi поблизу поверхонь x = D/2 i x = −D/2. Тому спектр таких

хвиль майже збiгається зi спектром поверхневих хвиль, локалiзованих на границi

мiж пiвнескiнченними шаруватим надпровiдником i дiелектриком. Спектр цих

поверхневих хвиль дослiджувався у роботi [169].

У низькочастотному дiапазонi параметр κs стає вiд’ємним, див. рiвнян-

ня (7.88), а потенцiйна енергiя u(ξ) — додатньою, див. рiвняння (7.87). Це означає,
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що в умовах

4h2
0 exp(−2δ)(

1 +
√

1− h2
0

)2 < 1− Ω2 < 2h2
0, (7.101)

iснують класичнi поворотнi точки, ξ = ±ξtp, визначенi рiвнянням u(ξ = ±ξtp) = 1,

або, вiдповiдно до рiвняння (7.87),

ch2(ξ0 − ξtp) =
2

1− Ω2
. (7.102)

Тут ми зберегли лише один доданок, ch−2(ξtp − ξ0), у рiвняннi (7.87), оскiльки

iнший доданок, ch−2(ξtp + ξ0), є експоненцiйно малим. Слiд зауважити, що за

припущень (7.83) i (7.95) лiва нерiвнiсть (7.101) виконується для довiльного h0.

Розв’язок рiвняння (7.86) у наближеннi ВКБ з класичною точкою поворо-

ту ξtp можна представити у такому виглядi:

a(ξ) =


awkb√
b′(ξ)

cos
[
|κs|b̄(ξ)− π/4

]
, ξtp < ξ < δ,

awkb/2√
b′(ξ)

exp
[
− |κsb̄(ξ)|

]
, 0 < ξ < ξtp,

(7.103)

де awkb — постiйна iнтегрування i

b̄(ξ) =

∫ ξ

ξtp

√
u(ξ′)− 1dξ′. (7.104)

Перший рядок у рiвняннi (7.103) вiдповiдає класично допустимiй областi ξtp <

ξ < δ, а другий рядок описує класично заборонену зону 0 < ξ < ξtp.

Розв’язок (7.103) представляє поле лише поблизу верхньої границi ξ = +δ. Цей

розв’язок справедливий при exp(−2|κsb̄(0)|) � 1, коли ми можемо нехтувати

слабким зв’язком з полем бiля нижньої границi ξ = −δ, записуючи «exp» замiсть

«ch» або «sh» в класично забороненiй зонi.

Застосовуючи розв’язок (7.103) у рiвняннi (7.91), ми отримуємо дисперсiйне
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спiввiдношення:

tg
[
|κs|b̄(δ)− π/4

]
= −β (7.105)

для слабо зв’язаних хвиль, локалiзованих бiля границь ξ = ±δ. Тут β визначено

у рiвняннi (7.99). Якщо z-проекцiя хвильового вектора досить велика, κz �

ε−1/2Ω/γ, то параметр β є малим, β � 1. У цьому випадку ми можемо спростити

дисперсiйне вiдношення до |κs|b̄(δ) = π(m+ 1/4), де m = 0, 1, 2, . . ., i переписати

його в явному виглядi для κz(Ω),

κ2
z(Ω) =

(
1− Ω2

γ2

)[π2(m+ 1/4)2

(1− Ω2)b̄2(δ)
− 1
]
. (7.106)

Число m у цьому рiвняннi використовується в пунктi 7.3.3 для нумерацiї вiдповiд-

них пар дисперсiйних кривих з номерами n = 2m + 1 i n = 2m + 2 (див. нижню

вставку на рис. 7.23). Зокрема, крива дисперсiї, пронумерована m = 0, насправдi

є парою кривих з номерами n = 1 i n = 2 для антисиметричних та симетричних

локалiзованих хвиль, близьких одна до одної.

Отриманi дисперсiйнi спiввiдношення (7.98) та (7.105) дiють у вiдносно

широкому дiапазонi частот i хвильових векторiв, i там вони виявляють аномальну

дисперсiю локалiзованих хвиль (докладнiше див. пункт 7.3.3). Хоча наближен-

ня ВКБ передбачає немонотоннiсть дисперсiйних кривих, максимуми на кривих

розташованi поблизу свiтлової лiнiї Ω = ε1/2γκz, поза формальною областю при-

датностi цього наближення. Крiм того, наближення ВКБ невiрно описує поведiнку

дисперсiйних кривих в дiапазонi частот, близьких до ωJ , тобто при |Ω − 1| � 1.

У наступному пiдроздiлi ми представляємо точний розв’язок, позбавлений цих

недолiкiв.
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7.3.2.2. Точний розв’язок

Покажемо, що можливо отримати точний розв’язок рiвняння (7.86) в

термiнах спецiальних функцiй Лежандра. Для цього ми спочатку розглянемо

рiвняння (7.86) з u(ξ), взятим у виглядi

u(ξ) =
2(1− Ω2)−1

ch2(ξ)
. (7.107)

Вводячи нову змiнну τ = th(ξ), ми можемо переписати рiвняння (7.86) як

(1− τ 2)a′′(τ)− 2τa′(τ) +

[
ν(ν + 1)− µ2

1− τ 2

]
a(τ) = 0, (7.108)

де штрих позначає похiдну за змiнною τ ,

ν(ν + 1) = 2(1− Ω2)−1κ2
s, µ2 = −κ2

s. (7.109)

Розв’язок цього рiвняння — це лiнiйна комбiнацiя спецiальних функцiй Лежандра

P µ
ν (τ) i Qµ

ν(τ) першого i другого роду [170] вiдповiдно. Повертаючись до змiнної ξ,

маємо:

a(ξ) = C1P
µ
ν [th(ξ)] + C2Q

µ
ν [th(ξ)]. (7.110)

Тепер ми повернемося до рiвняння (7.86) з u(ξ) у формi (7.87). Будемо

шукати його розв’язок лише для 0 < ξ < δ. Оскiльки ми вважаємо пластину

досить товстою, див. умову (7.83), ми можемо спростити u(ξ) до одного доданку

u(ξ) =
2(1− Ω2)−1

ch2(ξ0 − ξ)
, (7.111)

тому що в областi 0 < ξ < δ другим членом у квадратних дужках у спiввiдношен-

нi (7.87) можна знехтувати. Тодi загальний розв’язок рiвняння (7.86) може бути
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представлений в такому ж виглядi, як у рiвняннi (7.110), але при змiнi ξ на ξ − ξ0:

a(ξ) = C1P
µ
ν [th(ξ − ξ0)] + C2Q

µ
ν [th(ξ − ξ0)]. (7.112)

Остаточно, ми застосовуємо одну з умов (7.93) та отримуємо симетричний

та антисиметричний по магнiтному полю розв’язки:

a(ξ) = asym

[
fp(ξ0 − ξ)
fp(ξ0)

− fq(ξ0 − ξ)
fq(ξ0)

]
, (7.113)

a(ξ) = aasym

[
fp(ξ0 − ξ)
f ′p(ξ0)

− fq(ξ0 − ξ)
f ′q(ξ0)

]
,

вiдповiдно. Тут asym i aasym — постiйнi iнтегрування, i

fp(ξ) = P µ
ν [th(ξ)], fq(ξ) = Qµ

ν [th(ξ)]. (7.114)

Вiдповiднi дисперсiйнi спiввiдношення визначаються пiдстановкою розв’яз-

кiв (7.113) у загальне рiвняння (7.91) при ξ = +δ.

Тепер покажемо, який вигляд приймають точнi розв’язки у випадку вiдсу-

тностi незмiнного у часi магнiтного поля. Коли магнiтне поле близьке до нуля,

h0 → 0, ми можемо спростити рiвняння (7.113) наступним чином. По-перше, ми

розкладемо аргумент спецiальних функцiй Лежандра:

th(ξ0 − ξ) ≈ 1− 1

2
h2

0 exp[2(ξ − δ)]. (7.115)

Далi функцiї Лежандра з аргументом τ , близьким до 1, можуть бути представленi

як лiнiйнi комбiнацiї функцiй (1 − τ)±µ/2 [170]. Враховуючи, що µ = iκs, ми

отримуємо

fp(ξ0 − ξ) ≈ c1 exp[−iκs(ξ − δ)],

fq(ξ0 − ξ) ≈ c2 exp[−iκs(ξ − δ)] + c3 exp[iκs(ξ − δ)],
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де c1, c2 i c3 — деякi константи. Отже, симетричнi та антисиметричнi розв’яз-

ки (7.113) очевидно приймають таку форму:

a(ξ) = asym sinκsξ i a(ξ) = aasym cosκsξ (7.116)

вiдповiдно, що призводить до дисперсiйних спiввiдношень (5.9) i (5.10), детально

дослiджених у пiдроздiлi 5.1.

7.3.3. Чисельний аналiз

У цьому роздiлi ми представляємо отриманi аналiтичнi результати у графi-

чнiй формi та описуємо вплив незмiнного у часi магнiтного поля на дисперсiйнi

кривi.

7.3.3.1. Розподiли незмiнного у часi та змiнного магнiтних полiв

Рисунок 7.20 показує просторовi розподiли нормованого незмiнного у часi

магнiтного поля hdc(ξ) (штрихова крива) та магнiтного поля Hy(ξ) в антисиме-

тричнiй локалiзованiй ДПХ (суцiльна крива) при Ω = 0,98 в дiапазонi низьких

частот (основна панель) i Ω = 1,12 у високочастотному дiапазонi (вставка).

Незмiнне у часi магнiтне поле однорiдно розподiлено у дiелектрику, hdc(ξ) =

h0 = H0/H0, i проникає в шаруватий надпровiдник у виглядi «хвостiв» фiктивних

джозефсонiвських вихорiв, рiвняння (7.81),

hdc(ξ) =
1

ch(ξ0 − ξ)
+

1

ch(ξ0 + ξ)
, |ξ| < δ. (7.117)

Просторовий розподiл Hs
y(ξ) магнiтного поля хвилi визначається рiвнянням (7.89)

з розв’язками (7.113) i показаний на рис. 7.20 у довiльних одиницях.
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У випадку високих частот, Ω > 1, локалiзованi ДПХ осцилюють поперек

пластини, а при низьких частотах, Ω < 1, електромагнiтне поле осцилює лише

бiля поверхонь i згасає вглиб пластини. Тим не менше, в обох випадках незмiнне

у часi магнiтне поле призводить до змiни амплiтуди та довжини хвилi коливань

поблизу границь шаруватого надпровiдника.

Рис. 7.20. Просторовий розподiл магнiтного поля Hs
y(ξ) локалiзованої хвилi

(суцiльнi кривi) в довiльних одиницях та нормоване незмiнне у часi магнiтне

поле hdc(ξ) (штриховi кривi) при Ω = 0,98 (основна панель) i Ω = 1,12 (вставка).

Параметри: γ = 5, ε = 4, κz = 10, δ = 5, h0 = 0,9.

7.3.3.2. Вплив незмiнного у часi магнiтного поля на аномальну диспер-

сiю

Спочатку ми дослiдимо дисперсiйнi кривi при вiдносно невеликих κz . 1

у двох частотних дiапазонах: при низьких частотах Ω < 1 та при високих

частотах Ω > 1. Для цих випадкiв ми побудуємо кривi вiдповiдно до точного

розв’язку, отриманого у пiдпунктi 7.3.2.2, i проаналiзуємо їх еволюцiю при змiнi
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сталого магнiтного поля h0. Потiм ми зосередимось на частотах, близьких до

джозефсонiвської плазмової частоти ωJ , тобто при |Ω−1| � 1, i у бiльш широкому

дiапазонi по κz. Тут для певного значення h0 ми розглянемо змiну у поведiнцi

дисперсiйних кривих при переходi вiд частот Ω > 1 до Ω < 1 та порiвняємо

точний розв’язок з отриманим у наближеннi ВКБ.

Щоб спростити наступнi пояснення, ми перенумеруємо дисперсiйнi кривi

знизу вгору номерами n = 1, 2, 3, . . . i дослiдимо змiщення кожної кривої шляхом

змiни нормованої амплiтуди h0 зовнiшнього незмiнного у часi магнiтного поля.

Ми почнемо опис з дiапазону низьких частот, Ω < 1. Рисунок 7.21

показує двi найнижчi дисперсiйнi кривi з номерами n = 1 (суцiльнi лiнiї для

антисиметричних локалiзованих хвиль) i n = 2 (штриховi лiнiї для симетричних

локалiзованих хвиль) при h0 = 0; 0,6; 0,9; 0,98; 0,999. Як видно, дисперсiйнi кривi

змiщуються в бiк нижчих частот i збiльшується їх кривизна при збiльшеннi h0.

Також кривi з номерами n = 1 i n = 2 стають близькими одна до одної

при збiльшеннi h0. Це вiдбувається тому, що симетричнi та антисиметричнi

локалiзованi хвилi можуть бути представленi у виглядi двох слабко зв’язаних

поверхневих хвиль, локалiзованих бiля границь x = D/2 i x = −D/2, i зв’язок

стає слабшим для менших значень Ω, детальнiше див. пiдпункт 7.3.2.1. Крiм того,

при h0 � 1 обидвi кривi стягуються в точку, Ω = κ = 0, та їх можна асимптотично

описати одним дисперсiйним спiввiдношенням,

κ2
z

3
+ Ω2

[
1 + (εκd)

−1
]

=
√

1− h2
0. (7.118)

Тут κd визначається за допомогою рiвняння (7.92).

Дисперсiйнi кривi, представленi на рис. 7.21 (за винятком кривої з n = 1 при

h0 = 0), є немонотонними i складаються з частин з нормальною, де ∂Ω/∂κz > 0,

та аномальною, де ∂Ω/∂κz < 0, дисперсiями. Тому цi кривi мають максимуми,

де групова швидкiсть дорiвнює нулю, ∂Ω/∂κz = 0. Цi максимуми з’являються

поблизу свiтлової лiнiї Ω = ε1/2γκz i змiщуються при змiнi амплiтуди незмiнного
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у часi магнiтного поля. Можливе застосування цього явища обговорюється в

пунктi 7.3.4.

Рис. 7.21. Дисперсiйнi кривi з номерами n = 1 (суцiльнi лiнiї, антисиметричнi

локалiзованi хвилi) i n = 2 (штриховi лiнiї, симетричнi локалiзованi хвилi) при Ω <

1 та магнiтних полях h0 = 0; 0,6; 0,9; 0,98; 0,999. Параметри: γ = 5, δ = 5, ε = 4.

Тепер ми розглянемо високочастотний дiапазон Ω > 1. Вiдповiднi диспер-

сiйнi кривi побудованi на рис. 7.22 суцiльними (n = 3, 5, . . . для антисиметричних

локалiзованих хвиль) i штриховими (n = 4, 6, . . . для симетричних локалiзованих

хвиль) при h0 = 0; 0,6; 0,9; 1. Подiбно до випадку низьких частот, збiльшення

незмiнного у часi магнiтного поля змiщує кривi у бiк нижчих частот, у напрямку

стрiлок на рис. 7.22. Усi кривi немонотоннi i мають частини з нормальною та

аномальною дисперсiєю. Порiвнюючи кривi для промiжних значень магнiтного

поля h0 = 0,6 та h0 = 0,9 для рiзних номерiв n, можна побачити, що зсув внаслiдок

збiльшення h0 неоднаковий i залежить вiд n. При збiльшеннi n кривi з h0 6 0,6

наближаються одна до одної, а вiдстань мiж кривими з h0 > 0,6 зростає.

Рисунок 7.22 показує кривi для вiдносно малих κz i не зображає цiкаву
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особливiсть, яка виникає при наявностi незмiнного у часi магнiтного поля:

при h0 > 0 i досить великому κz усi дисперсiйнi кривi з номерами n = 3, 4, . . .

перетинають пряму Ω = 1 i закiнчуються на прямiй Ω = 0.

Рис. 7.22. Дисперсiйнi кривi при Ω > 1 та магнiтних полях h0 = 0; 0,6; 0,9; 1,

де суцiльнi та штриховi лiнiї вiдповiдають антисиметричним i симетричним

локалiзованим ДПХ, а стрiлки показують збiльшення h0. Параметри: такi ж, як

на рис. 7.21.

Щоб дослiдити вказану особливiсть, перейдемо до частотного дiапазо-

ну |Ω − 1| � 1. Основна панель на рис. 7.23 показує поведiнку двох кривих з

номерами n = 3 i n = 4 при h0 = 0,9 в цьому дiапазонi частот для досить

великих κz, а верхня вставка на рис. 7.23 показує кривi з номерами n = 3, 4, 5, 6 у

бiльш вузькому дiапазонi κz. Суцiльними лiнiями показанi точнi дисперсiйнi кривi

вiдповiдно до рiвнянь (7.91) i (7.113), а штриховi та пунктирнi лiнiї описують

дисперсiйнi кривi, отриманi у наближеннi ВКБ. Штриховi кривi побудовано з

використанням рiвнянь (7.98) i (7.105), де ми залишили β у правiй частинi.

Хоча наближення ВКБ формально не дiє поблизу свiтлої лiнiї Ω = ε1/2γκz, де
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спостерiгаються максимуми на дисперсiйних кривих, можна побачити хорошу

згоду мiж суцiльними та штриховими кривими при Ω, не дуже близькому до 1.

Пунктирнi кривi побудовано з використанням рiвнянь (7.100) i (7.106), де ми

нехтуємо β у правiй частинi. Пунктирнi кривi близькi до суцiльних кривих при

досить великих κz, тобто у межах придатностi наближення ВКБ, див. умову (7.95).
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Рис. 7.23. Дисперсiйнi кривi з номерами n = 3, 4 (основна панель) i n = 3, 4, 5, 6

(верхня вставка), а також пари дисперсiйних кривих з номерами n = 2m+ 1 i n =

2m + 2 при m = 1, 2, 3, 4 (нижня вставка), побудованi при h0 = 0,9, де суцiльнi

лiнiї описуються точним розв’язком, рiвняння (7.91) i (7.113), штриховi лiнiї

вiдповiдають наближенню ВКБ (7.98) i (7.105), а пунктирнi лiнiї представляють

спрощенi вирази (7.100) i (7.106). Параметри: такi ж, як на рис. 7.21.

З рис. 7.23 можна бачити, що кривi з n = 3 i n = 4 перетинають пряму Ω =

1. Бiльш того, цi кривi зближуються, коли Ω < 1, через слабкий зв’язок мiж двома

поверхнями пластини. Така ж поведiнка проявляється у кожної пари дисперсiйних

кривих з номерами n = 2m + 1 та n = 2m + 2 при m = 1, 2, 3, . . .. Пари кривих

з m = 1, 2, 3, 4 побудованi на нижнiй вкладцi на рис. 7.23 для Ω < 1. У цьому

дiапазонi частот усi кривi наближаються до прямої Ω = 0.
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7.3.4. Внутрiшнє вiдбиття локалiзованих хвиль у неоднорiдному магнi-

тному полi

У цьому пунктi ми передбачаємо явище внутрiшнього вiдбиття, яке пов’яза-

но з немонотонною дисперсiєю та контролюється неоднорiдним незмiнним у часi

магнiтним полем.

Дисперсiйнi кривi, вивченi у цьому пiдроздiлi, є немонотонними як фун-

кцiї Ω(κz) для кожного значення h0. Тому при деякому значеннi Ω iснують два

значення κz на кожнiй дисперсiйнiй кривiй, якi вiдповiдають хвилям з нормальною

та аномальною дисперсiями. Це означає, що дисперсiйнi кривi, представленi як

функцiї κz(h0) для деякого певного значення Ω, повиннi бути двозначними. На

рис. 7.24 дисперсiйнi кривi з номерами n = 3 (штрих-пунктирна лiнiя), n = 4

(штрихова лiнiя) i n = 5 (суцiльна лiнiя) побудованi як функцiї κz(h0) при Ω =

1,07; 1,25; 1,5 вiдповiдно.

Тепер припустимо, що локалiзована хвиля з частотою Ω = 1,5 i значенням z-

проекцiї хвильового вектора κz = 0,23 поширюється вздовж пластини шаруватого

надпровiдника пiвтовщини δ = 5. Прикладемо до пластини зовнiшнє неоднорiдне

незмiнне у часi магнiтне поле, яке плавно зростає вздовж осi z вiд h0 = 0

до h0 = 0,5. Коли хвиля поширюється в область, де магнiтне поле збiльшується, κz

змiнюється вздовж суцiльної кривої в напрямку стрiлки на рис. 7.24 з початкової

точки (суцiльний кружок) до критичної точки (порожнiй кружок) з h0 = hmax ≈

0,31 i κz ≈ 0,28. Пiсля критичної точки, коли h0 продовжує зростати, хвильовий

вектор повинен стати уявним, тому при подальшому поширеннi хвиля починає

згасати вздовж осi z. Таким чином, в критичнiй точцi локалiзована хвиля повинна

вiдбитись, тобто вiдбувається явище, подiбне до повного внутрiшнього вiдбиття.

Це явище представляє iнтерес i може бути використане для керування поширенням

локалiзованих хвиль у шаруватих надпровiдниках за допомогою неоднорiдного

незмiнного у часi магнiтного поля.
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Рис. 7.24. Дисперсiйнi кривi з номерами n = 3 (штрих-пунктирна лiнiя), n = 4

(штрихова лiнiя) i n = 5 (суцiльна лiнiя), побудованi як функцiї κz(h0) при Ω =

1,07; 1,25; 1,5 вiдповiдно. Стрiлкою показана змiна κz при поширеннi хвилi в

неоднорiдному магнiтному полi, а суцiльний i порожнiй кружки вiдповiдають

початковiй та кiнцевiй точкам цiєї змiни. Параметри: такi ж, як на рис. 7.21.

Висновки до роздiлу 7

У сьомому роздiлi дисертацiї, написаному за матерiалами статей [43–46]:

• Запропоновано новий метод теоретичного дослiдження електромагнiтно-

го транспорту через шаруватий надпровiдник за наявностi незмiнного у часi

магнiтного поля. Цей метод базується на нелiнiйнiй взаємодiї магнiтного поля

та електромагнiтної хвилi. Показано, що незмiнне у часi магнiтне поле може

бути гнучким iнструментом для контролю за транспортними характеристиками

шаруватих надпровiдникiв, навiть у тому випадку, коли воно вiдносно слабке,

тобто проникає у зразок лише у виглядi експоненцiйно згасаючого «хвоста»

джозефсонiвського вихору.

• Дослiджено вiдбиття та проходження електромагнiтних хвиль поперечно-
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магнiтної поляризацiї крiзь зразок шаруватого надпровiдника. Показано, що в

залежностi вiд значень кута падiння i частоти хвилi включення магнiтного поля

може призводити як до збiльшення, так i до зменшення прозоростi зразку.

Визначено величину магнiтного поля, за якої зразок стає повнiстю прозорим.

Виявлено, що при падiннi хвилi пiд довiльним кутом i оптимальному виборi

частоти можна за допомогою магнiтного поля змiнювати прозорiсть практично вiд

непрозоростi до повної прозоростi.

• Теоретично дослiджено ефект крос-поляризацiї поперечно-магнiтних та

поперечно-електричних хвиль при їх вiдбиттi вiд границi пiвнескiнченного зразка

шаруватого надпровiдника в присутностi незмiнного у часi магнiтного поля. Отри-

мано аналiтичнi вирази для коефiцiєнтiв вiдбиття та перетворення у випадках, коли

хвилi можуть поширюватися в шаруватому надпровiднику i коли падаюча хвиля

повнiстю вiдбивається. Показано, що у першому випадку можна спостерiгати

часткову крос-поляризацiю. А у другому випадку можна досягти повної крос-

поляризацiї при певному значеннi магнiтного поля i кута повороту площини

падiння вiдносно кристалографiчної осi зразка для заданої частоти i кута падiння

хвилi.

• Отримано дисперсiйнi спiввiдношення для електромагнiтних хвиль, ло-

калiзованих на пластинi шаруватого надпровiдника у присутностi незмiнного у

часi магнiтного поля, у рамках квазiкласичного наближення та в точнiй формi в

термiнах спецiальних функцiй Лежандра. Показано, що хоча наближений розв’язок

може бути застосований для широкого дiапазону частот та хвильових чисел, вiн

є незастосовним поблизу джозефсонiвської плазмової частоти, а також дає недо-

статньо точний результат поблизу свiтлової лiнiї. Для цих дiапазонiв параметрiв

необхiдно використовувати точний розв’язок.

• Проаналiзовано вплив незмiнного у часi магнiтного поля на дисперсiю

ДПХ, локалiзованих на пластинi шаруватого надпровiдника. Показано, що збiль-

шення величини магнiтного поля призводить до зсуву дисперсiйних кривих у

нижчi частоти, причому при високих i низьких частотах дисперсiйнi властивостi
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локалiзованих хвиль мають рiзний характер. При ω > ωJ електромагнiтне поле

хвилi осцилює поперек пластини та незмiнне у часi магнiтне поле лише злегка

змiщує дисперсiйнi кривi. При ω < ωJ вплив магнiтного поля є бiльш значущим.

Крiм того, за наявностi магнiтного поля дисперсiйнi кривi, що починаються

при ω > ωJ , переходять в область низьких частот ω < ωJ при вiдносно великих

значеннях магнiтного поля.

• Показано, що за наявностi незмiнного у часi магнiтного поля в широкому

дiапазонi параметрiв може спостерiгатися аномальна дисперсiя локалiзованих

ДПХ. Завдяки тому, що магнiтним полем можна змiнювати дисперсiєю цих

хвиль, вiдкривається можливiсть спостереження ефекту внутрiшнього вiдбиття

локалiзованих хвиль, що поширюються у неоднорiдному магнiтному полi.
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ВИСНОВКИ

У дисертацiйнiй роботi вирiшено важливу задачу теоретичної фiзики, а

саме: виявлено специфiчнi особливостi електронного транспорту у сучасних

матерiалах, ВТНП на основi залiза та топологiчних iзоляторах, з урахуванням

ефектiв Джозефсона та андреєвського вiдбиття, а також побудована теорiя еле-

ктромагнiтного хвильового транспорту у структурах, що мiстять шаруватi ВТНП,

в яких формується специфiчна анiзотропна нелiнiйна джозефсонiвська плазма, i

дослiджено ряд лiнiйних та нелiнiйних ефектiв в таких структурах.

Основнi результати дисертацiйної роботи сформульованi в наступних поло-

женнях:

1. Дослiдженi ланцюги, якi включають звичайний надпровiдник i ВТНП

на основi залiза, з’єднанi нормальним або феромагнiтним дротом. Для таких

з’єднань отриманi та проаналiзованi вирази для залежностi щiльностi електронних

станiв вiд енергiї та спiввiдношення мiж джозефсонiвським струмом та рiзницею

фаз мiж надпровiдниками. Зокрема, аналiтичний результат для щiльностi станiв

демонструє особливостi поблизу надпровiдних щiлин при високих енергiях, а

спiввiдношення мiж струмом та рiзницею фаз виявляє 0–π переходи для широкого

дiапазону параметрiв. Такi специфiчнi ознаки можуть бути використанi в експери-

ментi для розмежування s+−- та s++-спаровування у ВТНП на основi залiза.

2. Побудована модель електронного транспорту мiж двома надпровiдни-

ками, з’єднаними за допомогою двовимiрного топологiчного iзолятору зi спiн-

орбiтальною взаємодiєю, в якiй врахованi як ефекти багатократних андреєвських

та нормальних вiдбиттiв, так i електрон-домiшкове розсiювання. На пiдставi

цiєї моделi за допомогою рiвнянь Боголюбова – де Жена отримано коефiцiєн-

ти нормального та андреєвського вiдбиттiв. За допомогою рiвняння Больцмана

обчислено функцiї розподiлу електронiв за енергiями та визначено характернi
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особливостi, що виникають в результатi зазначених процесiв. Такi особливостi

можуть бути використанi для визначення ролей розсiювання та нормального

вiдбиття в електронному транспортi у топологiчному iзоляторi.

3. Для шаруватих ВТНП передбачено ефект самоiндукованої прозоро-

стi, який виникає внаслiдок нелiнiйного зв’язку джозефсонiвського струму та

калiбрувально-iнварiантної рiзницi фаз мiж шарами. Теоретично показано, що

прозорiсть шаруватого надпровiдника може змiнюватися у широких межах вiд

майже непрозоростi до повної прозоростi при варiюваннi амплiтуди падаючої

хвилi. Крiм того, прозорiсть, так само як i поверхневий реактанс шаруватого над-

провiдника, залежить вiд амплiтуди неоднозначним чином, що може призводити

до гiстерезисних стрибкiв мiж рiзними гiлками таких залежностей.

4. Сформульовано та обґрунтовано аналог принципу суперпозицiї для

нелiнiйних ДПХ, використання якого дає можливiсть проводити теоретичне

дослiдження нелiнiйного електромагнiтного транспорту через сильно анiзотропнi

шаруватi надпровiдники. Такий принцип суперпозицiї має мiсце завдяки рiзнiй

фiзичнiй природi струмiв уздовж та поперек шарiв. На основi цього принципу було

передбачено явище крос-поляризацiї хвиль, що вiдбиваються вiд межi шаруватий

надпровiдник – вакуум. Окрiм того, дослiджено транспорт поперечно-магнiтних

та поперечно-електричних хвиль через шаруватий надпровiдник та показано, що

ступiнь крос-поляризацiї залежить не тiльки вiд кута падiння та частоти хвилi, а

також вiд її амплiтуди.

5. Показано, що ефекти, передбаченi для зразкiв та пластин нескiнченних

розмiрiв, можуть спостерiгатись i у зразках скiнченних розмiрiв, розташованих

у прямокутному хвилеводi, що краще вiдповiдає постановцi можливого експе-

рименту. Зокрема, це показано для ефектiв самоiндукованої прозоростi та крос-

поляризацiї.

6. Отриманi та проаналiзованi дисперсiйнi спiввiдношення для лiнiйних,

слабо нелiнiйних та сильно нелiнiйних ДПХ, локалiзованих на пластинi шарува-

того надпровiдника, надпровiднi шари якого перпендикулярнi поверхнi пластини.
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Показано, що такi ДПХ можуть мати аномальну дисперсiю у широкому дiапазонi

параметрiв. Передбачено, що завдяки аномальнiй дисперсiї у нелiнiйному випадку

можливо спостерiгати явище, аналогiчне «зупинцi свiтла» у нелiнiйнiй оптицi.

7. Дослiдженi такi резонанснi ефекти у шаруватих ВТНП, як посилення

прозоростi, що супроводжується збудженням локалiзованих ДПХ з аномальною

дисперсiєю, та пригнiчення коефiцiєнта вiдбиття (вудiвськi аномалiї), що супро-

воджується збудженням нелiнiйних локалiзованих ДПХ. Показано, що коефiцiєнт

прозоростi проявляє незвичну залежнiсть вiд кута падiння хвилi, яка пов’язана iз

аномальною дисперсiєю локалiзованих ДПХ. Зокрема, передбачено iснування двох

резонансних пiкiв цiєї залежностi та їх подальше злиття в широкий єдиний пiк при

збiльшеннi частоти хвилi. У свою чергу, нелiнiйнiсть призводить до можливостi

керування вудiвськими аномалiями за рахунок змiни амплiтуди хвилi.

8. Дослiджено терагерцовий електромагнiтний транспорт через фотонний

кристал, що мiстить дефект у виглядi пластини шаруватого надпровiдника, надпро-

вiднi шари якого ортогональнi шарам фотонного кристалу. За допомогою методу

трансфер-матриць отриманi дисперсiйнi спiввiдношення для електромагнiтних

мод, локалiзованих на такому дефектi, та аналiтичний вираз для коефiцiєнта

прозоростi. Показано, що прозорiсть у забороненiй зонi фотонного кристала може

бути iстотно посилена за рахунок резонансного збудження локалiзованих мод, та

отримано спрощений вираз для коефiцiєнта прозоростi поблизу резонансу.

9. Розроблено новий метод теоретичного дослiдження електромагнiтного

транспорту через шаруватий надпровiдник за наявностi незмiнного у часi ма-

гнiтного поля. Цей метод базується на нелiнiйнiй взаємодiї магнiтного поля iз

джозефсонiвською плазмою. За його допомогою теоретично показано, що таким

магнiтним полем можна контролювати транспортнi характеристики шаруватих

надпровiдникiв. Зокрема, показано, що, варiюючи величину магнiтного поля,

можна змiнювати прозорiсть пластини шаруватого надпровiдника та ступiнь крос-

поляризацiї вiдбитої хвилi. Наявнiсть незмiнного у часi магнiтного поля може

призводити як до збiльшення, так i зменшення цих транспортних характеристик.
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Визначено умови повної прозоростi та повної крос-поляризацiї. Теоретично

показано, що за допомогою магнiтного поля можна змiнювати дисперсiйнi ха-

рактеристики локалiзованих електромагнiтних мод. Це, разом iз немонотонною

дисперсiєю локалiзованих мод, може призводити до ефекту внутрiшнього вiдбиття

у неоднорiдному незмiнному у часi магнiтному полi.

Таким чином, усi поставленi завдання виконанi, i мета дисертацiйної роботи

досягнута.

Одержанi результати доповнюють i розширюють наявнi уявлення про еле-

ктронний транспорт у структурах, що мiстять звичайнi надпровiдники i ВТНП,

та про електромагнiтний транспорт в шаруватих ВТНП. Цi результати можуть

бути використанi при розробцi електронiки терагерцового дiапазону, що має

потенцiйно важливi практичнi застосування в рiзних областях, зокрема, в системах

безпеки, медичнiй дiагностицi, контролi навколишнього середовища. Наприклад,

ефекти самоiндукованої та резонансної прозоростi та крос-поляризацiї можуть

бути використанi у детекторах та фiльтрах терагерцового випромiнювання, а

контроль цих явищ за допомогою незмiнного у часi магнiтного поля може значно

спростити налаштування таких приладiв.
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ПОДЯКИ

На закiнчення хочу висловити подяку моєму науковому консультанту, до-

ктору фiз.-мат. наук, професору, чл.-кор. НАН України Валерiю Олександровичу

Ямпольському за всебiчну пiдтримку, допомогу в роботi над дисертацiєю, обго-

ворення проблем сучасної теоретичної фiзики, фiзики надпровiдностi та фiзики

твердого тiла.

Також виражаю подяку всiм своїм спiвавторам, доктору фiз.-мат. наук,

професору, акад. НАН України, Яковенко В. М., доктору фiз.-мат. наук, про-

фесору, акад. НАН України, Шматько А. А., доктору фiз.-мат. наук, професору

Макарову Н. M., професору Перес-Родрiгесу Ф., професору Nori F., канд. фiз.-

мат. наук, доц. Майзелiсу З. О., канд. фiз.-мат. наук Савєльєву С. Є., канд. фiз.-

мат. наук Рохмановiй Т. М., канд. фiз.-мат. наук Кадигробу Д. В., канд. фiз.-мат.

наук Слiпченко Т. М., канд. фiз.-мат. наук Якушеву Д. А., канд. фiз.-мат. наук

Ханкiнiй С. I., Левченко А. А., Сорокiнiй М. А., Божко А. А., Николаєнко О. О.,

Гавриленко В. I., Квiтцi Н., за плiдну спiвпрацю, участь в постановцi наукових

проблем та обговореннi результатiв.

Я щиро вдячний всiм спiвробiтникам кафедри теоретичної фiзики

iм. I. М. Лiфшиця Харкiвського нацiонального унiверситету iм. В. Н. Каразiна та

спiвробiтникам вiддiлу теоретичної фiзики Iнституту радiофiзики i електронiки

iм. О. Я. Усикова НАН України за кориснi дискусiї за темою дисертацiї. У

нашому вiддiлi завжди панує наукова атмосфера, всi дуже привiтнi i готовi прийти

на допомогу один одному в будь-якiй ситуацiї, що сприяє успiшним науковим

дослiдженням.
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156. Crépin F., Budich J. C., Dolcini F., Recher P., Trauzettel B. Renormalization group

approach for the scattering off a single Rashba impurity in a helical liquid. Phys.

Rev. B. 2012. Vol. 86. P. 121106.

157. Ström A., Johannesson H., Japaridze G. I. Edge dynamics in a quantum spin Hall

state: Effects from Rashba spin-orbit interaction. Phys. Rev. Lett. 2010. Vol. 104.

P. 256804.

http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.23.5632
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.49.405
http://dx.doi.org/10.1126/science.1148047
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.107.136603
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.96.106401
http://dx.doi.org/10.1126/science.1174736
http://dx.doi.org/10.1038/nmat3682
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.85.235304
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.86.121106
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.86.121106
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.104.256804


328

158. Schmidt T. L., Rachel S., von Oppen F., Glazman L. I. Inelastic electron

backscattering in a generic helical edge channel. Phys. Rev. Lett. 2012. Vol. 108.

P. 156402.

159. Virtanen P., Recher P. Signatures of Rashba spin-orbit interaction in the

superconducting proximity effect in helical Luttinger liquids. Phys. Rev. B. 2012.

Vol. 85. P. 035310.

160. Rothe D. G., Reinthaler R. W., Liu C.-X., Molenkamp L. W., Zhang S.-C.,

Hankiewicz E. M. Fingerprint of different spin–orbit terms for spin transport in

HgTe quantum wells. New J. Phys. 2010. Vol. 12, No. 6. P. 065012.

161. Dienst A., Casandruc E., Fausti D., Zhang L., Eckstein M., Hoffmann M. et al.

Optical excitation of josephson plasma solitons in a cuprate superconductor. Nature

Mater. 2013. Vol. 12, No. 6. P. 535–541.

162. Averkov Y. O., Yakovenko V. M., Yampol’skii V. A., Nori F. Oblique surface

josephson plasma waves in layered superconductors. Phys. Rev. B. 2013. Vol. 87.

P. 054505.

163. Ландау Л. Д., Лифшиц E. М. Теоретическая физика. Т. 1, Механика. Москва:

Физматлит, 2004. 224 с.

164. Otto A. Excitation of nonradiative surface plasma waves in silver by the method

of frustrated total reflection. Z. Phys. A. 1968. Vol. 216, No. 4. P. 398–410.

165. Агранович В. М., Миллс Д. Л. Поверхностные поляритоны: электромагни-

тные волны на поверхностях и границах раздела сред. Москва: Наука, 1985.

525 с.

166. Yampol’skii V. A., Kats A. V., Nesterov M. L., Nikitin A. Y., Slipchenko T. M.,

Savel’ev S., Nori F. Resonance effects due to the excitation of surface josephson

plasma waves in layered superconductors. Phys. Rev. B. 2009. Vol. 79. P. 214501.

http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevLett.108.156402
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.85.035310
http://dx.doi.org/10.1088/1367-2630/12/6/065012
http://dx.doi.org/10.1038/nmat3580
http://dx.doi.org/10.1038/nmat3580
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.87.054505
http://dx.doi.org/10.1007/bf01391532
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.79.214501


329

167. Borodianskyi E. A., Krasnov V. M. Josephson emission with frequency span

1–11 THz from small Bi2Sr2CaCu2O8+δ mesa structures. Nature Comm. 2017.

Vol. 8, No. 1.

168. Markos P., Soukoulis C. M. Wave propagation: from electrons to photonic crystals

and left-handed materials. Princeton University Press, 2008. P. 376.

169. Yampol’skii V. A., Gulevich D. R., Savel’ev S., Nori F. Surface plasma waves

across the layers of intrinsic josephson junctions. Phys. Rev. B. 2008. Vol. 78.

P. 054502.

170. Анго А. Математика для электро- и радиоинженеров. Москва: Наука, 1964.

772 с.

http://dx.doi.org/10.1038/s41467-017-01888-4
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.78.054502


330

ДОДАТОК А

СПИСОК ПУБЛIКАЦIЙ ЗДОБУВАЧА ЗА ТЕМОЮ ДИСЕРТАЦIЇ

Науковi працi, в яких опублiковано основнi науковi результати дисерта-

цiї:

1. Apostolov S., Levchenko A. Josephson current and density of states in

proximity circuits with s+− superconductors. Phys. Rev. B. 2012. Vol. 86. P. 224501.

2. Apostolov S. S., Levchenko A. Nonequilibrium spectroscopy of topological

edge liquids. Phys. Rev. B. 2014. Vol. 89. P. 201303.

3. Апостолов С. С. Многократное андреевское отражение в двухмерном

топологическом изоляторе. Допов. Нац. акад. наук Укр. 2015. Т. 1. С. 65–71.

4. Yampol’skii V. A., Slipchenko T. M., Mayzelis Z. A., Kadygrob D. V.,

Apostolov S. S., Savel’ev S. E., Nori F. Hysteretic jumps in the response of layered

superconductors to electromagnetic fields. Phys. Rev. B. 2008. Vol. 78. P. 184504.

5. Apostolov S. S., Kadygrob D. V., Mayselis Z. A., Slipchenko T. M.,

Savel’ev S. E., Yampol’skii V. A. Hysteresis jumps of the surface reactance of a layered

superconductor as the incident wave amplitude varies. Low Temp. Phys. 2010. Vol. 36,

No. 1. P. 92–99.

6. Apostolov S. S., Bozhko A. A., Maizelis Z. A., Sorokina M. A.,

Yampol’skii V. A. Amplitude hysteresis of the surface reactance of a layered

superconductor. Low Temp. Phys. 2016. Vol. 42, No. 4. P. 265–272.

7. Apostolov S. S., Maizelis Z. A., Sorokina M. A., Yampol’skii V. A., Nori F.

Self-induced tunable transparency in layered superconductors. Phys. Rev. B. 2010.

Vol. 82. P. 144521.

8. Rokhmanova T. N., Apostolov S. S., Maizelis Z. A., Yampol’skii V. A., Nori F.

http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.86.224501
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.89.201303
http://dx.doi.org/10.15407/dopovidi2015.01.065
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.78.184504
http://dx.doi.org/10.1063/1.3294429
http://dx.doi.org/10.1063/1.4947471
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.82.144521


331

Self-induced terahertz-wave transmissivity of waveguides with finite-length layered

superconductors. Phys. Rev. B. 2013. Vol. 88. P. 014506.

9. Apostolov S. S., Rokhmanova T. N., Khankina S. I., Yakovenko V. M.,

Yampol’skii V. A. Transformation of the polarization of THz waves by their reflection

and transmission through a finite layered superconductor. Low Temp. Phys. 2012.

Vol. 38, No. 9. P. 880–887.

10. Rokhmanova T. N., Apostolov S. S., Maizelis Z. A., Yampol’skii V. A.,

Nori F. Superposition principle for nonlinear josephson plasma waves in layered

superconductors. Phys. Rev. B. 2014. Vol. 90. P. 184503.

11. Рохманова Т. Н., Апостолов С. С., Майзелис З. А., Ямпольский В. А.

Нелинейная трансформация волн с различными поляризациями в ограниченных

слоистых сверхпроводниках. Допов. Нац. акад. наук Укр. 2015. Т. 2. С. 66–71.

12. Apostolov S. S., Havrilenko V. I., Maizelis Z. A., Yampol’skii V. A.

Anomalous dispersion of surface and waveguide modes in layered superconductor slabs.

Low Temp. Phys. 2017. Vol. 43, No. 2. P. 296–302.

13. Апостолов C. C., Кадыгроб Д. В., Майзелис З. A., Николаенко А. A.,

Шматько А. А., Ямпольский В. А. Нормальная и аномальная дисперсия слабонели-

нейных локализованных мод в пластине слоистого сверхпроводника. Радиофизика

и электроника. 2017. Т. 22. С. 31–38.

14. Apostolov S. S., Kadygrob D. V., Maizelis Z. A., Nikolaenko A. A.,

Yampol’skii V. A. Nonlinear localized modes in a plate of a layered superconductor.

Low Temp. Phys. 2018. Vol. 44, No. 3. P. 238–246.

15. Apostolov S. S., Maizelis Z. A., Sorokina M. A., Yampol’skii V. A. Nonlinear

Wood anomalies in the reflectivity of layered superconductors. Low Temp. Phys. 2010.

Vol. 36, No. 3. P. 199–204.

16. Apostolov S. S., Makarov N. M., Yampol’skii V. A. Excitation of terahertz

modes localized on a layered superconductor: Anomalous dispersion and resonant

transmission. Phys. Rev. B. 2018. Vol. 97. P. 024510.

17. Apostolov S. S., Iakushev D. A., Makarov N. M., Shmat’ko A. A.,

http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.88.014506
http://dx.doi.org/10.1063/1.4747706
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.90.184503
http://dx.doi.org/10.15407/dopovidi2015.02.066
http://dx.doi.org/10.1063/1.4977740
http://dx.doi.org/10.15407/rej2017.04.031
http://dx.doi.org/10.15407/rej2017.04.031
http://dx.doi.org/10.1063/1.5024544
http://dx.doi.org/10.1063/1.3331418
http://dx.doi.org/10.1103/PhysRevB.97.024510


332

Yampol’skii V. A. Terahertz transverse-magnetic-polarized waves localized on a layered

superconductor defect in photonic crystals. Радиофизика и электроника. 2016. Vol. 21.

P. 77–82.

18. Apostolov S. S., Makarov N. M., Yampolskii V. A. Resonant transparency

of a photonic crystal containing layered superconductor as a defect. Low Temp. Phys.

2017. Vol. 43, No. 7. P. 848–854.

19. Рохманова Т. Н., Майзелис З. А., Апостолов С. С., Ямпольский В. А.

Управление отражательной способностью слоистого сверхпроводника с помощью

статического магнитного поля. Радиофизика и электроника. 2014. Т. 19. С. 49–54.

20. Apostolov S. S., Maizelis Z. A., Makarov N. M., Pérez-Rodrı́guez F.,
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