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�
	Стационарные самосогласованные распределения для пучка заряженных частиц в продольном магнитном поле рассматривались во многих работах. Простейшее из известных распределений - Бриллюэновский поток. Другой широко известный случай - распределение Капчинского-Владимирского [1]. Носители указанных распределений в фазовом пространстве поперечных координат и скоростей имеют нулевой объем. Распределения с ненулевым фазовым объемом носителя для пучков с постоянным радиусом поперечного сечения и однородных вдоль оси пучка рассматривались в работах [2] - [6].


	В настоящей работе исследуется более общий случай, когда радиус поперечного сечения пучка, продольная скорость и магнитное поле изменяются вдоль оси пучка. Найдены широкие классы новых распределений, для которых плотность частиц постоянна внутри каждого поперечного сечения, но меняется вдоль оси пучка в соответствии с изменениями радиуса поперечного сечения и продольной скорости частиц. Фазовый объем носителей этих распределений в фазовом пространстве поперечного движения, вообще говоря, отличен от нуля. В частном случае, когда рассматриваемый пучок однороден вдоль своей оси, они совпадают с известными ранее распределениями. Полученные распределения могут быть использованы для моделирования пучка в неоднородном вдоль оси пучка магнитном поле с частицами, имеющими различные скорости в различных сечениях пучка�.


УРАВНЕНИЯ ДИНАМИКИ


	Рассмотрим аксиально-симметричный стационарный пучок заряженных частиц в продольном магнитном поле. Будем искать такие распределения, для которых плотность частиц в конфигурационном пространстве � EMBED Equation.2  ��� постоянна внутри поперечного сечения пучка:


� EMBED Equation.2  ���


где � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� - цилиндрические координаты, ось � EMBED Equation.2  ��� совпадает с осью пучка.


	Предположим, что � EMBED Equation.2  ��� существенно изменяется на расстояниях, значительно больших � EMBED Equation.2  ���. Тогда уравнение радиального движения частиц будет


� EMBED Equation.2  ���,		(1)


где � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� - ток пучка, � EMBED Equation.2  ��� - электрическая постоянная, � EMBED Equation.2  ��� - продольная скорость частиц, предполагаемая одинаковой для всех частиц данного сечения, но зависящая от � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� - заряд и масса покоя частицы, � EMBED Equation.2  ��� - � EMBED Equation.2  ���-компонента внешнего магнитного поля, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, точка означает дифференцирование по независимой переменной t.


	Можно показать, что уравнение для огибающей пучка � EMBED Equation.2  ��� имеет вид


� EMBED Equation.2  ���.		(2)


	Система уравнений (1) и (2) может быть сведена к известной системе Ермакова [8], если переменная � EMBED Equation.2  ���, которая зависит от � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���, рассматривается как функция � EMBED Equation.2  ���.


	Используя известное выражение для интеграла системы Ермакова [7], получим, что величина


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���	(3)


является интегралом движения. Здесь � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���. Другой интеграл движения:


� EMBED Equation.2  ���.	(4)


	Укажем множество � EMBED Equation.2  ��� в пространстве переменных � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� такое, что условие � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� будет выполнено для всех частиц. Из (3) следует, что


� EMBED Equation.2  ���.		(5)


Кроме того, � EMBED Equation.2  ���. Исключая частицы на нижней границе множества, получим, что


� EMBED Equation.2  ���.		(6)


� EMBED Word.Picture.6  ���


Рис. 1: Множество � EMBED Equation.2  ���.


Множество � EMBED Equation.2  ��� определенное условиями (5),(6) показано на рис. 1. Аналогичное множество для пучка, однородного вдоль продольной оси было рассмотрено в работах [5], [6].


	Рассмотрим также множество � EMBED Equation.2  ��� таких � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���, что траектория частицы, характеризуемой этими значениями � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� проходит через точку с координатой � EMBED Equation.2  ���. Во-первых, заметим, что


� EMBED Equation.2  ���.	(7)


Кроме того, мы имеем неравенство (5), ограничивающее значения � EMBED Equation.2  ��� при данном значении � EMBED Equation.2  ���. Поэтому, множество � EMBED Equation.2  ��� определяется неравенствами (7), (5).


РАСПРЕДЕЛЕНИЕ В ПРОСТРАНСТВЕ ИНТЕГРАЛОВ ДВИЖЕНИЯ


	Далее будем рассматривать фазовое распределение частиц некоторого бесконечно тонкого слоя, движущегося вдоль оси � EMBED Equation.2  ��� со скоростью � EMBED Equation.2  ���. Предполагаем, что этот слой ограничен двумя параллельными бесконечно близкими плоскостями, движущимися вдоль оси � EMBED Equation.2  ��� с той же скоростью. Учитывая изменение скорости вдоль оси и соответствующее изменение толщины слоя, мы нормируем все плотности, деля их на � EMBED Equation.2  ���.


	Обозначим плотность распределения частиц по переменным � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, ( через � EMBED Equation.2  ���. Так, например, фазовая плотность в четырехмерном фазовом пространстве в этих обозначениях может быть написана как � EMBED Equation.2  ���. Здесь � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� - поперечные декартовы координаты.


	Будем предполагать, что фазовая плотность � EMBED Equation.2  ��� зависит только от � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���: � EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ��� обозначает некоторую функцию � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���. Независимость от переменной � EMBED Equation.2  ��� означает аксиальную симметрию пучка. Независимость от переменной � EMBED Equation.2  ��� сужает класс допустимых распределений, но существенно упрощает дальнейший анализ, поскольку в этом случае сохранение фазовой плотности вдоль траекторий частиц означает сохранение � EMBED Equation.2  ��� вдоль оси � EMBED Equation.2  ���. Имеем 


� EMBED Equation.2  ���


(штрих означает дифференцирование по � EMBED Equation.2  ���).


	Введем плотность распределения частиц в пространстве интегралов � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���: � EMBED Equation.2  ���. Учитывая предыдущее равенство, получим


� EMBED Equation.2  ���,


поскольку � EMBED Equation.2  ���.


	Выражая плотность распределения частиц в конфигурационном пространстве � EMBED Equation.2  ��� через � EMBED Equation.2  ���, получим


� EMBED Equation.2  ���.


	Рассматривая плотность частиц в пространстве с координатами � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, которую обозначим через � EMBED Equation.2  ���, получим


� EMBED Equation.2  ���.	(8)


	В выражении (8) мы исключили частицы, для которых � EMBED Equation.2  ��� в соответствии с (6). Учет этих частиц требует дополнительного слагаемого в выражении (8).


	Выражения (5),(6),(8) аналогичны соответствующим выражениям для пучка с постоянным радиусом поперечного сечения � EMBED Equation.2  ��� (см. [6]). Поэтому результаты, полученные для пучка с постоянным радиусом могут быть распространены и на настоящий случай.


	Например, если � EMBED Equation.2  ��� - плотность простого слоя на отрезке � EMBED Equation.2  ���, касательном к верхней границе множества � EMBED Equation.2  ���, то


� EMBED Equation.2  ���,    � EMBED Equation.2  ���,    � EMBED Equation.2  ���,


где � EMBED Equation.2  ���. Подставляя (9) в (8), имеем


� EMBED Equation.2  ���.


Таким образом, плотность частиц для распределения (9) постоянна по сечению пучка, и, следовательно, оно является решением задачи.


	Нормируя, как указано выше, имеем � EMBED Equation.2  ���, так что � EMBED Equation.2  ���.


	Носителем распределения (9) является отрезок прямой, касательной к верхней границе множества � EMBED Equation.2  ��� [6]. Отрезок ограничен линиями � EMBED Equation.2  ��� (отрезок � EMBED Equation.2  ��� на рисунке). При � EMBED Equation.2  ��� отрезок параллелен оси � EMBED Equation.2  ��� (отрезок � EMBED Equation.2  ��� на рисунке). Если � EMBED Equation.2  ��� не меняется, � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���, то распределение (9) при � EMBED Equation.2  ��� совпадает с распределением Капчинского-Владимирского [1], а распределения с � EMBED Equation.2  ��� совпадают с распределениями, описанными в [2] ("равновесие типа жесткого ротатора").


	Отметим, что всякая линейная комбинация распределений (9) также имеет плотность, равномерную по сечению пучка:


� EMBED Equation.2  ���	или


� EMBED Equation.2  ���.


В этих случаях имеем


� EMBED Equation.2  ���	и


� EMBED Equation.2  ���


соответственно.


ИНТЕГРАЛЬНОЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ПЛОТНОСТИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ


	Более общий способ построения равномерных распределений состоит в том, чтобы рассматривать равенство (8) как интегральное уравнение для плотности � EMBED Equation.2  ���. Преобразуя уравнение (8), получим


� EMBED Equation.2  ���.


Здесь


� EMBED Equation.2  ���


� EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���. Это интегральное уравнение для функции двух аргументов � EMBED Equation.2  ���. Оба аргумента зависят от � EMBED Equation.2  ���. Требуется найти такую функцию � EMBED Equation.2  ���, чтобы результат интегрирования не зависел бы от � EMBED Equation.2  ���.


	Любое неотрицательное симметричное решение соответствует некоторому самосогласованному распределению частиц. Простейшее решение � EMBED Equation.2  ��� соответствует


� EMBED Equation.2  ���,  � EMBED Equation.2  ���.  (10)�


Здесь � EMBED Equation.2  ��� - постоянная. Это распределение не сводится к какому-либо известному ранее. Далее, � EMBED Equation.2  ��� соответствует


� EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ���.


	Другие решения можно искать в форме полиномов или рядов. Например, распределение


� EMBED Equation.2  ���


соответствует полиному третьей степени. Постоянные � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� должны быть выбраны так, чтобы � EMBED Equation.2  ��� для всех � EMBED Equation.2  ���.


	Итак, получены новые стационарные самосогласованные неоднородные вдоль оси z распределения, которые могут быть использованы для решения задач расчета и оптимизации ускорительных структур.
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